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1. ВВЕДЕНИЕ 

Проблема нелинейных резонансов бетатронного движения занимает 
одно из центральных мест в теории циклических ускорителей. Извест­
но, что нелинейные суммовые резонансы могут привести к одновремен­
ному неограниченному нарастанию амплитуд бетатронных колебаний, 
а разностные приводят к тому, что одна из амплитуд (горизонтальная 
или вертикальная) может стать заведомо больше другой. 

Нелинейная резонансная система с М степенями свободы описыва­
ется гамильтонианом 

НО*, а , 0)=Н О(1) - н Н ^ а . в ) , (1.1) 

где I = (Ii I M ) , a = ( а г а м ) — переменные действие и угол 
соответственно, а в — азимут (независимая угловая переменная по коль­
цу ускорителя), играющая роль времени, В (1.1) второй член в правой 
части есть периодическая функция от а и 0 . Если ее представить в 
виде ряда Фурье по этим переменным, то получаются резонансные члены 
разных порядков. В этом ряду может присутствовать только один член; 
тогда говорят, что имеется изолированный резонанс. Во многих случаях 
на практике достаточно рассматривать изолированные нелинейные 
резонансы, так как предполагается, что в разложении Н1в ряд Фурье 
все остальные члены много меньше резонансного, или описывают быст­
рые колебания и не вносят вклад в динамику резонанса. 

Запишем резонансное условие в виде: 

2р i/ ± 2 p 2 i / 2 = m + t , 

где f — резонансная расстройка, р ( =1/2, 1, 3/2, . . . (1 =1,2) , m — 
гармоника возмущения магнитного поля, a v. и vz — частоты бетатрон­
ных колебаний в горизонтальной и вертикальной плоскости соответ­
ственно. Знак " + ", как известно, соответствует суммовым резонансам, 
а знак " - " — разностным. + 

В работах 1 - в / отправной точкой являются инварианты А"̂  иА"„ 
(см. 2.8), из которых получается основная характеристика резонанса — 
ширина резонансной полосы. В своих работах /в-10' Онума указывает 
на некоторые недостатки в определенном в / Б / понятии "ширина резо­
нансной полосы" и предлагает способ устранения их на примере резо­
нансов вида nj vl + пгие - m + * (n x+ n 8 >3 и n jfanH n s ) - 1) , не приво­
дя конечного результата в виде,удобном для оценок. 
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В данной работе предпринята попытка определения ширины поло­
сы изолированных, суммовых резонансов третьего и четвертого поряд­
ков методом эффективных потенциалов. В приложениях получены ре­
шения в эллиптических функциях для указанных резонансов и приве­
дена схема расчета резонансов более высоких порядков. 

2. ВЫВОД ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Как известно (см., например , / 8 / ) , для изолированного нелиней­
ного резонанса порядка N * - 2р j + 2 р 2 гамильтониан можно представить 
в виде: 

H 0 ( I i . I 8 > = иг11 + иг1г+ Hfavlz) , (2.1a) 

г> ei,<»2,0) - F ( I l t I g ) c o e 0 ( ° i i < 1 2 . 9) . (2.16) 

где 

ф(ах,аг,в) = 2 p l 0 l ± 2 р е а в - ш б + 8 Г , (2.2) 

Н , (I p i g ) — стабилизирующая резонанс часть гамильтониана, F (I ̂ , I g ) — 
амплитуда, Sf~ фаза ведущего члена, а знаки "+" или "-" в (2.2) соот­
ветствуют суммовым или разностным резонансам. 

При помощи производящей функции 

представим (2.1) в виде: 

Й0(11,12)=е111 ± , £ I E + H i ( I 1 , I e ) , (2.3а) 

Hl(X1,lt,:vSj - F d j . I ^ o o e ^ a p e j ) , < 2 - 3 6 ) 

где е{ = -~— (1=1,2) и ф{а lta g) • Zp %а l + 2 p g a 2 + 8 y . В целях упро­
щения в дальнейшем знак "тильда" над новыми переменными будем 
опускать. Запишем уравнения Гамильтона для системы (2.3): 

(2.4а) 

(2.46) 
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dl, дН 
\ = -Z - 2 p .F(I I J s i n * . (2 .4B) 

a" A»! 

dl p д ц 

I 2 = — i = _ - « L = + 2 p 2 F ( I 1 , I 8 ) sin^. (2.4r) 
йв <Эае 

Из (2.4в,г) сразу получается хорошо известный инвариант / ъ / : 

h h 
Т •= С + = const. (2.5) 

Р 1 Р 2 

Выражая cos<£ из (1.1) с учетом (2.3) и подставляя полученное вы­
ражение в (2.4а,б), найдем: 

Л1 В + 

„ 1 = , 1 + _ _ + 0 1 С А - 1 - 2 Ч 1 1 - Н , ) . (2.6а) 
л 1 

^ • * « в

 + Х 1 + Я | < Л ± . Т 8 « , 1 . - Н . Ь (2.66) 

где 

G (I I ) I E L , 1 = 1 , 2 , (2.7) 

+ fC+ + «С+ 
А" = Н + — - , А" = Н - ——• . (2.8) 

1 4 4 

Дифференцируя уравнения (2.4в) и (2.4г) и используя все уравнения 
(2.4) и (2.3) для выражения cos ф , получим уравнения второго поряд­
ка для действий IjH I £ : 

+ 6На < Э Н . 3F dF 
I j + 2 P l ( H g + 2 ( l I , - A-j)(t+ 2PJ— в + 2р2—?) =2p 1F(2p 1^—±2p g^-)(2.9) 

Sil 312 Й ! Л 2 

+ ан . ан 3F 3 F v 

I - ± 2 p B ( H e ± 2 « I -A±)(<+2p —»±2p — Ч - ±2p F(2p — ± 2 p — ) . 
8 2 8 8 2 8 1 Я 1

 8 < Л 2

 й 1 Я» 8 Я 2 (2 .10) 
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Рассмотрим теперь частный случай резонанса без стабилизации: 

H , ( I 1 , I 2 ) = 0 ; F(I]. I 2 ) = D ( 2 l 1 ) P l ( 2 I 2 ) " 8 . (2.11) 

Уравнения (2.9) и (2.10) приобретают вид: 

Г д + t g IJ = 2 P l t A* + 2р 1D2(2I i f 1 _ 1 (2I 2 f**~\ ( 2 P l ) 2 (212) ± tfp,^)] ,(2.12) 

i ' 2 +

f E l a = 2р 2 <А 2 ± ^ О ^ З Г ^ ^ ^ ^ ^ г р ^ ^ ) ±(2p2)8(2I1)].(2-13) 

Вводя новую независимую переменную w - t в/ 8„, где 

8, = £ ( 2 D ) " l ( 2 I , 0 ) 1 " P l ~ P 8 ( i = l , 2 ) (2.14) 

безразмерные параметры, I J Q = I J ( 6 - 0 ) , ( i - 1 , 2 ) , и безразмерные 
амплитуды $|=I|I7o ( i = 1,2)̂  выражение (2.6) можно записать в виде: 

« l = " l B - « i - < / 2 + Avi / S l t (2.15a) 

«8 -"«Е- ± «g Т « / 2 + ^ / 5 , - < 2 1 5 б > 

Величины Avr, имеющие смысл нелинейного сдвига частот в резонансе, 
даются выражениями: 

Avf - pjA^/Ij, , - (AVj* - t U / 2 + PjS 8 8 ~ 1 C O B * 0 ) , (2.16a) 

Av/ - p 8 A ^ / I M -»A.vJ - «( ± 1/2 + р 8 8 ^ " Р 1 с о 8 * 0 ) , (2.166) 

где S — отношение между начальными амплитудами 

1 

8 . ( iL ) P l + P *- 1 - i i L , (2.17) 

a 0 o - 2 p j O l o ± 2 р , а 2 0 + 5 . — начальная фаза ( a J 0 - a ^в - 0), i - 1,2). 
Тогда уравнения (2.12) и (2.13) можно представить как 

Л-' + « а 5 1 - а 9 « * ' 1 ± + Р 1 ( - ^ ) 8 Р Г 1 ^ e P B _ 1 1 ( 2 P l ) 8 J £S ±(2р 2 ) 8 * , ] , (2.18) 

j i ' + S #^e - ± 2 в # ^ | ± P cli-> P l it

 E К г р Д ^ i i ) , (2.19) 

где штрих означает дифференцирование по новой независимой перемен­
ной w. Инварианты (2.5) приобретают вид: 



$1 8 S + 
— Т — З g = _ S (2.20) 
Pi P 2 Pi * 8 

*± 1 Pi 
V P , T — • (2.21) 

P l P 2 5 PE 

При помощи (2.20) переменные в уравнениях (2.18) и (2.19) 
разделяются, и в принципе могут быть решены. Это осуществляется 
сравнительно простым способом для случаев резонансов третьего и чет­
вертого порядка; результаты представлены в приложении 1. Для слу­
чаев резонансов высшего порядка процедура решения уравнений (2.18) 
и (2.19) дана в приложении 2. 

3. ШИРИНА РЕЗОНАНСНЫХ ПОЛОС 
РЕЗОНАНСОВ ТРЕТЬЕГО И ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

Запишем уравнения (2.4) и (2.13) в виде: 

i\ = 2 p 1 S 3 ( 4 1 . 3 2)sin<4, (3.1a) 

Г2= ±8p 2 S(« 1 . iz)sm<t,, (3.16) 

«;--#, **,'*V **»,**!«— *».^> ' < З Д В ) 

где введено обозначение 

i. Pi P 2 

?(}, . J 8 ) - ( — ) i t . (3.2) 
о 

Систему уравнений (3.1) можно получить из эффективного гамильто­
ниана 

Ро ( 2 Р г > 2 „ г , Ф% *г.~ • * 1' д К ' 

В (3.3) i 1 выражено через 1% с учетом (2.20). Из начальных условий 
легко получить следующее выражение: 

H,--2eJ(AV* >' <0 . ( 3 . 4 ) 
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Рассмотрим сначала резонанс Vj + 2 v g = m + f. При помощи преобразо­
вания 

** - f+

 8 < 3 - 5 > 
гамильтониан (3.3) приобретаем вид: 

н . = e K e - - j - + V ( x . a ) ; p - x ' « - , - 2 - , (3.6) 

где потенциальная функция V(x, а) есть: 

3 г " ' 8 4 ' (3.7) 
V(x.a) = - — - а х ; а = 6 8 * Д | / + -

Известно, что потенциальная функция (3.7) представляет собой 
катастрофу складки / 1 * ' / . Уравнение сепаратрисы в пространстве пара­
метров есть а= 0. Система (3.6) структурно устойчива при а < 0 и не­
устойчива при а > 0. Условие а < 0, очевидно, является необходимым 
(физически это означает образование потенциальной ямы, в которой 
происходит финитное движение), но недостаточным условием устой­
чивости системы в целом. Так как в соответствии с (3.4) полная энер-
ния Н#< 0, достаточным условием является: 

V(x/a~, а) > 0 , (З- 8) 

что с учетом (3.7) дает: 

а > \ ' (3-9) 

Органичиваясь только четвертой и второй степенями 8„ в (3.9) 
и (2.14) 8 2 > 1,110лучим: 

|*| > 4 V / T D ( 2 I 1 0 + 7 I 2 0 ) 1 / 2 . (3.10) 

Период колебаний финитного движения, определяемого (3.8), дается 
выражением: 

*» '* л{ £«.( L-) 1^ 
• «о V^tH.-Vtf,»)] 1' 8 ' "в' х о 

К(Ю. (3.11) 
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где 

4 8 1 2 - S 2 

х 0 = з + , (3.12а) 

1.2 = ~ -J~ + " | ( " 1 2 а ~ З х 0 ) 1 / 2 ' (3-126) 

X i - X Q 1/2 
к = ( ) . (3.12в) 

х 2 - х 0 

Здесь К(к) — полный эллиптический интеграл первого рода / i s / . Ампли­
туда биений равна: 

Атр(9 ) = Х 1 " Х ° . . 1 ° - JL(_l8a - 8 х * ) 1 / 8 . (3.13) 
2 в 4 12 ° 

Рассмотрим резонанс четвертого порядка i/ + 3v =m+E • Пре­
образование 

* 2 = 4 г - - ~ < 3 - 1 4 > 
V6 4 

приводит (2.19) к виду: 

x " = x 3

 + a i x + b t , (3.15) 

где 

_ 81S+3 г- 81(8*,)' Зв|8* а 2 _ + 

a . = - ( s | + _ ) ; b . = / f i ( — + ~ + 2S2%,„). (3.16) 
1 г g i 1 6 4 

Уравнение (3.15) может быть получено из потенциальной функции: 

V ( x , a i , b , ) = - i i - x ^ b i X . (3.17) 
4 2 

Известно, что (3.17) представляет собой катастрофу с б о р к и / 1 4 / . Урав­
нение сепаратрисы в пространстве управляющих параметров а, , b j за­
писывается в виде: 



a, s b, 2 
A U j . b j ) = ( _ i ) + ( _ ) - 0 . (3.18) 

3 ft 
Условие структурной устойчивости (3.17) есть Д<0. Тогда существуют 
две возможности: 

а) Sjjg > 0. Ограничиваясь четвертой и шестой степенями S2 > из 
условия: 

V(x 0 1 . а 1 ( Ь д ) > 0 , (3.19) 

получим: 

И > i i £ _ ( e 3 9 l J o + Бв22 1 8 0 1 1 0 + 4 9 6 7 1 1 0 ) 1 / 2 , (3.10) 

где х 1 0 максимальный корень уравнения x 3 + a j X +b1=0. 
б) S | a = 0. В этом случае имеем: 

S|> [ 1 8 ^ + 1 8 (3.21) 

или приближенно 

|е| > 36DI 2 0 . (3.20) 

Так как рассмотрение резонанса 2i' 1 +2v £ =m + < полностью ана­
логично только что проведенному, выпишем только конечный результат. 

При 5 + > 0 имеем 

|«| - 20(11918,+ 77011 01 г о + 88912

2

0) 1 / г , (3.22) 

а в случае $ B t«0. 

8 * > 3 [ 1 г д Т ^ ] 8 (3.23) 

или 

|<| >24ч/з"о1 г о . (3.22) 

В случае разностных резонансов легко показать, что всегда сущест­
вует потенциальная яма, определяющая финитное движение. Это обус­
ловлено специфической формой потенциала V(x) для разностного резо­
нанса. 

Приведенный в данной работе метод исследования нелинейных 
резонансов связи, на наш взгляд, имеет следующие преимущества. 
Во-первых, непосредственно получаются явные выражения для 1 1 и I s , 
описьшающие движение при произвольном i. Во-вторых, при помощи 
элементарной теории катастроф непосредственно получаются области 



в пространстве параметров резонанса (управляющих параметров), 
в которых движение устойчиво. Эти области и определяют ширину 
резонансной полосы. 

Авторы выражают благодарность Н.Ю.Казаринову за полезные 
обсуждения. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Здесь мы приведем точные решения уравнений (2.18) и (2.19) 
для случаев суммовых резонансов третьего и четвертого порядка. 

1. Резонанс Vj + 21/g =m + < . Уравнения (2.18) и (2.19) запишем 
в виде: 

К + И Л - -i\-288£* -28;AVI = 0 , (П1.1а) 

^ ' + « B J 8 - Zi I- 2SB

2Av+ - 0 , (П1.16) 

» l - * 8 + 8 S l V ° t m 5 | - 4 S l +

2 - < П 1 1 в > 
Решение уравнения (П1.16) в силу (2.24) есть 

38(w) = 2 [ p ( w - w 0 ) + - J l , (П1.2) 

а инварианты функции Вейерштрасса g. и g, имеют вид: 

g . _ A _ 2 S * A v + , g . - - f - 8 \ ' - ~ > (П1.3а) 
8 18 z z * 216 6 4 

4 l = < U ] B - 2 - 4 5 * ^ + . (П1.36) 

И, кроме того, w 0 —такая величина w, при которой 9 g(0) - 1. Из (П1.2) 
и (2.20) получаем 

l,(w) - 8 [ # > ( w - w 0 ) + ^*- + 5 * 8 ] . (П1.4) 

2. Резонанс Vj + 3v 8 - m+< . Уравнение (2.19) имеет вид 

27 8+ 

К • «1*8 " e J г " - ~ j 8 - « ^ " - J = °- (П1.5) 

Введем 

*,(<*> = 3«* + 9 » £ * 2 - «**; • " в " * ^ » + , , , (П1.6) 
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* 2 = S 2 - 9 S

1 8 

+ 3 - 45„2ДТ< + (П1.7) 

Пусть А — простой корень уравнения fj(z) = 0 (т.е. f'j(A) 4 0) . Тогда 
решение уравнения (Ш.5) получаем в виде 

iz(w) =A +6f ' 1 (A) [24 l P (w-w 0 ) - r i ' <A) ] 

Инварианты функции Вейерштрасса суть 

- 1 (П1.8) 

е 2 = 3 ч 2 -
l s a f a ^ V ag 

12 

98 13 

9St 13 п 
&*; (П1.9) 

2 Л 2 Л ~ + „ 

Для амплитуды S,(w) получаем: 

J x(w) =518^, + j t A + 6 f ' 1 ( A ) [ 2 4 * . ( w - w 0 ) - f ' ^ A ) ] - 1 ] ! . (П1.10) 

3. Резонанс 2v. + 2i/„ = m + e . Уравнение (2.19) будет иметь вид: 

JB + Ш* 2~&i Я" 1 2 5 s V Е - 8 S 8 / & » = ° ' ( Ш - П ) 

где 
2 +2 

Ш = 8 2 ~ 4 8 2 2 ' 

По аналогии с (П1.6) введем функцию 

f s ( J 2 ) = 4 i 2 + 8S 2 ^ 2 -<u3 2+ 4S g Av 2 + 4 3 . 

где 

" 3 = со - 8 8 * - 4 - 4 8 ? Л + '22 

(П1.12) 

(П1.13) 

(П1.14) 

Пусть у — снова простой корень уравнения f 2(!l 2) - 0. Тогда реше­
ние (П1.11) есть 

42(w) - x + e f e ( y ) [ 2 4 s > ( w - w 0 ) - f ' g ' ( v ) ] _ 1 . (П1.15) 
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где инварианты функции Вейерштрасса 

g £ -4ч , -ва»в, +

8 £+ + 
12 

4 2 8+, 01 

е 

*Кг ' f ^ е + 

в е е "з 
Для амплитуды i j(w) имеем 

(m. i6 ) 

(П1.17) 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Рассмотрим произвольный нелинейный резонанс вида 2p 1v 1+2p af E= 
= m + f порядка N*=2pi + 2р г . Очевидно, что каждое из уравнении 
(2.18) и (2.19) при помощи (2.20) можно записать в виде: 

К + ^ - I ^ * 0 ' i = 1 , 2 , ( П 2 1 ) 

где У ^42() — полином степени m переменной г ^ Интегрируя (П2.1), 
имеем 

, г . Ф т d\v + ? ; ; и , ) - о , 1 - 1 , 2 . (П2.2а) 

В теории эллиптических функций существует следующая 
Теорема / 1 1 / . Всякая эллиптическая функция f(z) удовлетворяет 

алгебраическому дифференциальному уравнению 

9[t(i). f ' ( z ) ] - 0 , (П2.26) 

где У (u, v) — многочлен относительно своих аргументов. 
Из простых физических соображений можно предположить, что 

i i(w) — эллиптические функции w. Это отражает тот факт, что движе­
ние кваэипериодическое. В силу этого предположения и сравнения 
уравнений (П2.2а) и (П2.26) мы видим, что ii (v?) действительно сле­
дует искать среди эллиптических функций. Отметим, что эллиптические 
функции — не единственное представление 4j(w), так как не каждое 
решение уравнения (П2.26) является эллиптической функцией. 

Всякая эллиптическая функция 9 (w) выражается в в и д е ; / 1 а / : 

*, (w) - B u [ *.(*) ] + *>'(») Rg l[|»(w) 3, (П2.3) 
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где R u(u) и R2 1(u) — рациональные функции своих аргументов, а 
S?(w) — эллиптическая функция Вейерштрасса /13/. 

Коэффициенты, входящие в R t j и Rgj, могут быть найдены следую­
щим способом. Сначала находим 5('(W)H3 (П2.3), используя следую­
щее соотношение / 1 S ' : 

[ l P ' ( w ) ] 2 - 4 ) p 3 ( w ) -g e S p(w) - g 3 , (П2.4а) 

So 
V '(w) = e p 2 ( w ) - — , (П2.46) 

где g 2 и g 3 — инварианты функции Вейерштрасса, потом полученные 
выражения для ^(w) и i\(y) подставляются в (П2.2а) и сравнивают-
1Я коэффициенты перед соответствующими степенями IJU(W) и ip'(w). 
Уже для резонансов пятого порядка вычисления становятся довольно 
громоздкими. Их можно проводить на персональных компьютерах и 
получать всю необходимую информацию о решении (П2.3). 

Отметим, что все сказанное выше с этся в силе и для случая 
резонанса со стабилизирующими членами, гак как HgCIj, I 2 ) являет­
ся суммой однородных многочленов по 1 1 и 1 2 степени не выше N */2 5 ' . 

ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

В этом приложении исследуем одну важную характеристику не­
линейного резонанса. В принятых здесь обозначениях роль времени 
исполняет азимут 0, так что "время" развития резонанса есть азимут, 
при котором амплитуда возрастает неограниченно для случая вырожде­
ния потенциала V(x). 

Рассмотрим (3.6) при а=0 . Решение уравнения Гамильтона имеет 
вид 

в = - -£=-<. ) 1 2 [F( t f ,k ) + F ( l , k ) ] , (П3.1) 
*V3 2 | x 0 | 

где 

х / | х 0 | + 1 - / з ~ г . ^ З + х/З 
ф = L£l 1 , k = sin .22- = , (П3.2) 

х / | х 0 | + 1 + / з " 1 2 2 

а х0 по-прежнему дается выражением (3.12а). Время развития резонан­
са есть 
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воо . пт 0(» - _ i l _ ( - l - ) 1 / 1 ! F t t , k ) . (ПЗ.З) 
х ->~ |<г |^3 l x o l 

Здесь Р{ф,Ю означает неполный эллиптический интеграл первого рода. 
Решение соответствующих уравнений (3.15) при Ma t , Ipj) =0 для ре­
зонанса v ,+3i /£=m + < и для резонанса Svj + SVg-m+t записывает­
ся в виде 

So JZ l xol ( 9 = — 5 _ p ( ^ , 2 L l ) , ^=atcoos , (П3.4) 
f l xo l S Х 

где 

8»Гв (П3.5а) х о = ^ ^ + *' д л я "t + 3 v 8 = Ш + € ' 

х 0 = у/Т(Я + S g g ) , для 2vx + 2i/ 2 = ш + ( . (П3.56) 

Аналогично (ПЗ.З) найдем 

в =_iL_K(^L). 
« | x 0 l 2 ( П 3 - 6 > 
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Михайлов В.А., Ценов СИ. 9-87-438 
К определению полосы нелинейных 
суммовых резонансов бетатронных колебаний 

Предпринята попытка определения полосы изолированных 
суммовых резонансов третьего и четвертого порядков. С помо­
щью уравнений Гамильтона и инвариантов движения полу­
чены выражения для эффективных потенциалов, которые иссле­
довались с применением метода элементарной теории катаст­
роф. В качестве конечного результата приведены формулы, 
позволяющие оценить ширину полосы любого суммового резо­
нанса третьего и четвертого порядков. С помощью эллиптиче­
ских функций получены решения уравнений Гамильтона 
для указанных резонансов и дана оценка времени их развития, 
приведена схема расчета резонансов более высоких порядков. 

Работа выполнена в Лаборатории высоких энергий ОИЯИ. 
Сообщение Объединенного института ядерных исследований. Дубна 1987 

Перевод О.С.Виноградовой 

Mikhailov V.A., Tsenov S.I. 9-87-438 
On Calculation of the Nonlinear Sum Resonance 
Bandwidth of Betatron Oscillations 

An attempt has been made to calculate the bandwidths of isola­
ted sum resonances of the third and fourth order. Prom Hamilton's 
equations and invariants of motion expressions for the effective 
potential are derived which are examined by the methods of elemen­
tary cathastrophe theory. The final result is expressed by the formu­
lae giving the opportunity to evaluate the bandwidth of all sum re­
sonances of the third and fourth order. Solutions of Hamilton's 
equations are obtained in the form of elliptic functions for the reso­
nances mentioned, an estimate for the development time for the re­
sonance is given, and a scheme for calculation of the resonances of 
higher order is proposed. 

The investigation has been performed at the Laboratory of 
High Energies, JINR. 
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