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赵 宁  余 彦  唐维军 

（北京应用物理与计算数学研究所，100088） 

摘  要 
    通常，界面追踪方法都是由界面将计算区域分割为多个部分来
分别处理，同时用求解黎曼问题来追踪全部波系的发展。然而在多

维情况下，波系间相互作用的黎曼问题将非常复杂且目前尚处于分

析阶段，故在实际应用中只能追踪界面本身。提出了一种新的界面

追踪方法，该方法只追踪界面的发展而不再追踪波系，使计算量和

复杂性大大减少并保持了原界面追踪方法精确捕捉界面的特点，数

值结果令人满意。 
 
关键词：界面追踪  黎曼解  高分辨MmB格式  强波探测开关 
分类号：TL632; TL612.2  
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Numerical Simulation Methods to Richtmyer-Meshkov 
Instabilities 
(In Chinese) 

 
ZHAO Ning  YU Yan  TANG Weijun 

(Institute of Applied Physics and Computational Mathematics, Beijing, 100088) 

ABSTRACT 
      Front tracking algorithms have generally assumed that the computational 
medium is divided into piece-wise smooth subdomains bounded by interfaces and 
that strong wave interactions are solved via Riemann solutions. However, in 
multi-dimensional cases, the Riemann solution of multiple shock wave interactions 
are far more complicated and still subject to analytical study. For this reason, it is 
very desirable to be able to track contact discontinuities only. A new numerical 
algorithm to couple a tracked contact surface and an untracked strong shock wave 
are described. The new tracking algorithm reduces the complication of computation, 
and maintains the sharp resolution of the contact surface. The numerical results are 
good. 
 
Key words：：：：Front tracking, Riemann solver, High resolution MmB scheme, Limiter switch 
Category: TL632; TL612.2 
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   引  言 

受扰动的两种轻重流体的交界面，当处于方向由重流体指向轻流体的有效重力场或受

到冲击波作用时扰动将发展，界面失稳，两种物质发生湍流混合。重力场作用下的不稳定

性，人们常称为 Rayleigh-Taylor（简称 R-T）不稳定性，激波作用下的界面不稳定性，则
常称为 Richtmyer-Meshkov（简称 R-M）不稳定性。在惯性约束核聚变（ICF）中，由于
R-T和 R-M不稳定性的作用，将影响到氘氚气体的内爆压缩、升温、点火和燃烧[1]。 
界面不稳定性的研究因其应用背景和学术价值在近二十多年受到极大的重视，所以国

外对此做了大量的研究。在界面不稳定性的数值研究中，最核心的当是运动界面的精确描

述，正是由于这一需要使得界面追踪（Front Tracking，简称 FT）方法得以充分发展。美
国数学物理学家 James Glimm及其领导的研究小组从 20世纪 80年代初开始将 FT方法发
展并应用于模拟流体界面不稳定性，自 80 年代中期以来，他们已经对该类方法的理论和
应用的诸多方面进行了深入研究[2～5]。由于该类方法是以数学方程的物理解的性质为基础，

其最大特点是能够精确地捕捉到界面的发展，而不会出现非物理解的现象。另外一种捕捉

界面的方法是 Level Set方法[6] 。 
    本文首先发展了一种新的一维无振荡界面追踪方法（只追踪界面的发展而不再追踪波
系），从而使计算量和复杂性大大减少并保持了原界面追踪方法精确捕捉界面的特点，进

而将该方法推广到二维问题数值模拟中，提出了二维问题的实施方案，并对于一维和二维

问题给出了数值计算实例，计算结果令人满意。 

1  一维数值方法 

界面不稳定问题只存在于多维问题之中，为了能使在一维问题中发展的方法可以出色

地模拟多维界面问题，就要求该一维方法具有精确的捕捉界面的能力。为此，本文首先研

究的一维问题是模拟一个管道中两种不同流体之间界面在激波作用下的发展情况。原 FT
方法的数值结果虽然比较好，但由于它要求追踪所有的波系和界面的发展，使得算法的计

算量很大。本文中，发展了一种新的无振荡 FT 方法，这种新方法的最大特点是它只追踪
界面的发展而不再追踪波系。下面将对这种新方法作出具体介绍。 
    考虑一维欧拉方程（理想气体） 
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其中 ( ) 





 −−= 2

2
11 uEp ρργ 为压强， ρ为流体密度，u 为速度，E 为单位质量的总能，两

种流体的γ 值可互不相同。 

不失一般性，我们在作时间推进时使用 Harten[7] 的具有二阶精度的 TVD 格式，若选
用其他高分辨、无振荡差分格式（如MUSCL格式）并不影响界面的捕捉，而且计算结果
与之接近。此处选用 Harten 格式仅为对本文方法加以说明。将方程（1）写成守恒形式如
下 
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( )T
321 ,, uuuU = ， ( ) ( ) ( ) ( )( )T

321 ,, UfUfUfUF = ，通量 ( )UF 的雅可比矩阵 A可分解为            
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U
UF                           （3） 

其中 L和 R分别为左右特征矩阵，ΛΛΛΛ 为由 A的特征值 ( ) ( )uaua 31 ,,L 所组成的对角矩阵。

则格式为下面式（4）至（9）所示： 
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定义 5.00 ≤< ε ，一般取 1.0=ε 。 
    新的 FT方法可以划分为四个步骤。在 t时刻，假设界面位于 ix 及 1+ix 两点之间，界面

左右两边的流体状态分别为 2lS 和 2rS 。 

! 首先，我们将界面看作一个边界，对其左右两种不同的流体之状态分别用上面所给出
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的 TVD格式进行时间推进到 tt ∆+ 时刻。除靠近界面的 ix 及 1+ix 两点外，其余的各点均要

作推进。 
! 第二步，如图 1所示，根据界面两边的状态 2lS 及 2rS ，我们可以得到界面的移动速度，

而由此速度便可以确定出界面在 tt ∆+ 时刻的新位置。 

从这个新位置引两条特征线（斜率分别为 cu
t
x +=

d
d

及 cu
t
x −=

d
d

）。 

! 第三步，在界面的两侧分别向外延伸 x∆ （ x∆ 为网格划分时 x轴上两点间距），得两
点 1

lx 及 1
rx ，其在图 1上的状态为 1

lS 和 1
rS 。事实上，在一维问题中不必如此去选取 1

lx 及 1
rx ，

只需要利用已有的网格节点处的值即可。但对于多维问题，此处对应的是界面的法线方向，

我们将无法直接得到该方向上节点处的值，而只能利用上述的方法来得到 1
lx 及 1

rx 。为获得
具有高精度的 1

lS 和 1
rS 值，设由该点左右两网格点处状态的插值作为该点的状态值。但这

一做法如果考虑的是激波正在接近界面（事实上在数值计算中激波并不是象我们想象的那

样，一步就与界面作用并穿过），则此线性插值虽然满足了数学上的精度，但与物理现象

是不符合的。为此，引入限制器算法。若激波正在通过该点所在的网格，则限制器状态设

为开，将波后状态值赋给该点；若激波未经过该网格，则限制器状态设为关，状态值由插

值得到。同样，在由 1
lS 和 2lS 求 3lS 的值，由 1

rS 和 2rS 求 1rS 的值的时候，我们也引入相同的

限制器。下面将介绍两种不同的限制器，它们均以不同形式表示状态间存在强间断，其使

用效果将在后面给出并对其进行了比较。 
特征线与 t时刻的坐标线交于 3lx 和 1rx 两点，此两点的状态为 3lS 和 1rS （待定）。 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

            x∆  
 

图 1  算法示意图 

限制器一： 

 




 ⋅⋅−⋅>−⋅⋅−⋅>−

=
otherwiseoff

oron
switch

121212111212 auuppauupp ραρα
    （10） 

式中α 为一待定参数，在本文计算的几个算例中其值为 4.0 可达到最佳效果。 a为音速，
下标 1和 2 表示待求点的左右两点。 
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限制器二： 
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式中 ( ) ( )1211 2 auuM ⋅+= ，作为近似的激波马赫数，α 同上亦为待定参数，其值取 5.0 最

为合适。 
! 最后，用 3lS 及 1rS 值通过求解黎曼精确解，得到界面两侧的状态，并将此状态值分别
赋给 xi和 xi+1点。 
    至此， tt ∆+ 时刻所有网格点的值都已经赋新，即已完成了一次时间推进。然后，重

复以上四个步骤，直至 t∆ 的累和达到给定的时刻 t结束计算。 

2  一类二维高分辨MmB差分格式 

针对二维问题的数值模拟，我们在对计算区域（界面除外）进行时间推进时，采用一

类具有时空二阶精度高分辨的 MmB 差分格式[8]。此类格式是直接从二维非线性双曲型守

恒定律出发，以交错形式 Lax-Friedrichs 格式为基本模块，使用二阶分片线性逼近代替一
阶分片常数逼近，减少了 Lax-Friedrichs 格式的过多数值粘性，通过对混合导数离散形式
的适当处理而构造得到的。 
考虑如下二维双曲型守恒定律初值问题 
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所谓MmB差分格式是指，给定（12）的差分格式 
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则称公式（13）为MmB差分格式。MmB表示局部极大极小有界（Maximum and minimum 
Bounds）。 

对于守恒定律方程组 
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本文所采用的MmB差分格式为 
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数值导数
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按特征变量方法选取。 

引入 Roe平均的概念，即 ( )kjkjkj
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选取 kj,'V ， kj,'W 如下： 
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选取 kj ,'f ， kj,'g 如下： 
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3  二维界面追踪方法 

    首先讨论二维界面的几何拓扑结构。由于本文讨论的都是两种流体物质的情形，即假
设计算区域是由两种不能够相互渗透的流体物质所占据。为方便起见，我们用黑与白两种

颜色来标记流体：。 
在处理分隔两种流体的物质界面过程中，我们需要根据与真实物质界面相联系的一些

几何信息——即界面的几何拓扑结构，来区分不同的情形，相应地作出不同的处理。本文

中，界面的几何拓扑结构可以由数值界面跨越附加在计算区域上矩形网格单元的各边的信

息来唯一确定。 
对界面几何拓扑结构的讨论建立在以下三个假设前提基础之上： 

   （1）任一网格单元中至多有两种流体存在； 
   （2）任一网格单元的每一条边至多与界面相交一次； 
   （3）在界面同一侧的网格单元边和角构成相邻系。 
第一条假设对于本文所讨论的问题是显然成立的。第二条假设是说界面将会穿过网格

单元的每一条边至多一次，而第三条则暗示如果一个单元格的两个角属于同一种流体，则

连接这两个角的边也属于这种流体。后两条假设排除了界面上可能出现的尺度小于网格尺

寸的振荡。 
经过上面的叙述，我们发现可以将界面几何拓扑结构的问题抽象为这样的数学模型：

给网格单元的四个顶角分别赋以黑色或白色，每一种不同的赋色方法代表一种拓扑结构，
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因此可以计算出总共有 1624 = 种赋色方案，即共有 16种拓扑结构。然而，我们还可以根
据由同一种颜色所勾勒出的形状来将这 16 种拓扑结构分类。又由于互换任一种赋色方案
中的两种颜色都可以获得另一种相应的结构，故而在此只考虑黑色顶角出现次数小于或等

于两次的情形。 
这 16种拓扑结构可分为四类不同的情况（如图 2所示）： 

   （1）没有黑色的顶角； 
   （2）有一个黑色的顶角； 
   （3）有两个黑色的顶角，又可分为两种情况： 
        a. 两个黑色顶角是不相邻的； 
        b. 两个黑色顶角是相邻的。 
   

 
 

 
                    一个顶角                      两个顶角                      两个顶角 

图 2  界面几何拓扑机构 

本文所研究的二维问题是模拟一个二维管道中两种不同流体之间界面在激波作用下

的发展情况。原 FT 方法的数值结果虽然比较好，但由于它要求追踪所有的波系和界面的
发展，使得算法的计算量很大。下面我们推广一维算法到二维的情况，类似地可以得到如

下四步算法： 
! 首先，我们将界面看作一个边界，对其左右两种不同的流体之状态分别用时空二阶精

度高分辨率MmB格式[6] 进行时间推进到 tt ∆+ 时刻。除靠近界面的点外，其余的各点均

要作推进。若选用其他高分辨、无振荡差分格式并不影响界面的捕捉，而且计算结果与

之接近。 
! 第二步，以界面上一点为例，如图 1所示（图中 x方向为界面法线方向），根据界面
两边的状态 2lS 及 2rS ，可以得到界面沿其法线方向的移动速度，而由此速度便可以确定

出界面在 tt ∆+ 时刻的新位置。从这个新位置引两条特征线，与 t时刻的 x坐标线交于 3lx
和 1rx 两点，此两点的状态为 3lS 和 1rS （待定）。 
! 第三步，在界面的两侧沿其法线方向分别向外延伸 x∆ （ x∆ 为网格间距），得两点 1

lx
及 1

rx ，其图 1 上的状态为 1
lS 和 1

rS 。为获得具有高精度的 1
lS 和 1

rS 值，设由该点所在网格
处网格点状态的插值作为该点的状态值。但这一做法如果考虑的是激波正在接近界面（事

实上在数值计算中激波并不是象我们所想象的那样，一步就与界面作用并穿过），则此

线性插值虽然满足了数学上的精度，但与物理现象是不符合的。为此，我们引入强波探

测开关，采用限制器算法。若激波正在通过该点所在的网格，则限制器开关状态设为开，

将波后状态值赋给该点；若激波未经过该网格，则限制器开关状态设为关，状态值由插

值得到。同样，在由 1
lS 和 2lS 求 3lS 值，由 1

rS 和 2rS 求 3rS 值的时候，采用了一维强波探测

开关限制器二（式（11））。 
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! 最后，用 3lS 及 1rS 值通过求解黎曼精确解得到界面两侧未经前时间推进的所有点的状
态值。 

    至此， tt ∆+ 时刻所有网格点的值都已经赋新，即已完成了一次时间推进。然后，重

复以上四个步骤，直至 t∆ 的累和达到给定的时刻 t结束计算。 

4  计算结果与分析 

为验证本方法的可用程度和准确性，进行了以下几个算例的计算（如图 3所示），并
将数值计算的结果与精确解作了比较。 
 
 
 
 
 

图 3  一维算例 

以下下标 1代表界面左边流体的状态，下标 2代表界面右边流体的状态。 
    算例 1： 
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此算例中激波是从轻流体打向重流体，遇界面反射为一道激波，见图 4，5。 
算例 2： 
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此算例中两种流体的γ 值互不相同，下标 0表示激波后状态值，计算结果见图 6，7。 

算例 1 及 2 中激波马赫数M分别取 0.2 （较弱激波）， 0.5 及 10.0（较强激波）。每
一算例中均分别使用限制器一和二，经试验得到对于限制器一 4.0=α 时各算例均达到最佳

的模拟效果，而对于限制器二 5.0=α 时最佳。我们注意到α 的取值均小于 1，而之所以会
有这样的结果，是因为在数值计算中激波并非真正的物理间断，而总是跨越了许多网格点

（虽然一般由图线表示时只有二三个点）。在这种情况下，何时认为激波已经到达就由α
的取值来决定。另外，每一个计算结果均与精确解进行了比较，可以看出此方法的模拟效

  

界 

面 

  

激 

波 
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果还是非常好的。 
本文模拟的二维界面不稳定性问题如图 8所示，界面上初始附加一正弦扰动，当入射

激波穿过界面之后，该流体界面将产生 R-M 不稳定性，并随时间发展。为验证本方法的

可用程度和准确性，进行了以下算例的计算。 
图 4  算例 1，使用限制器一 
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                (1) M=2.0  α=1.0                    (2) M=2.0  α=0.5 

 

                (3) M=5.0  α=1.0                      (4) M=5.0  α=0.5 
 

 

                (5) M=10.0  α=1.0                     (6) M=10.0  α=0.5 

图 5  算例 1，使用限制器二 
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下标 1代表界面左边流体的状态，下标 2代表界面右边流体的状态。激波马赫数M取 0.2 。

由界面两侧的状态值可以看出，在此算例中，激波是从轻流体打向重流体，遇界面反射回

来的将是一道激波，这一点在计算结果（如图 9所示）中表现得非常明显。且从图中可以
发现随时间推进，界面上的扰动不断发展，最终成为蘑菇形状。另外，将此数值计算结果

（ 0.2=M ）与非线性理论模型的计算结果相比较（如图 10所示），发现两者基本吻合。 

 

                 （1）α=1.0                         （2）α=1.0 

图 6  算例 2，使用限制器一 

                 （1）α=1.0                         （2）α=0.5 

图 7  算例 2，使用限制器二 
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图 8  二维界面不稳定性问题 

 

(a) 界面所处位置及其形状 (t=0.15, 0.60, 13.88)  

（图中虚线为含正弦扰动的初始界面） 

 

(b) 取网格中一列密度值所作示意图 (t=0.60, 13.88)  

图 9  二维算例计算结果 ( 0.2=M ) 
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图 10  数值计算结果与非线性理论模型计算结果的比较 
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