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1 EINLEITUNG

Als Parameteridentifikationsproblem wird in der Naturwissenschaft typischerweise die In-
terpretation indirekter Messungen bezeichnet. Bei dieser Interpretation sollen zu den Daten,
welche durch indirekte Messungen gegeben sind, gewisse physikalische Grofien (Parameter)
gefunden werden. Zur Verfiigung steht ein, durch eine Operatorgleichung beschriebenes,
mathematisches Modell der direkten Aufgabe, welches den Zusammenhang zwischen Daten
und den urspriinglichen Parametern beschreibt. Dieses Ursache-Wirkung Modell weist in der
Regel stark glattende Eigenschaften auf, so dass das zu l6sende Inverse Problem, neben der oft
auftretenden Mehrdeutigkeit einer Losung zusatzlich Instabilitat in sich birgt. Der Umgang
mit der Instabilitat z&hlt zu den schwierigsten Hiirden bei der Lésung von Parameteridentifi-
kationsproblemen. Darauf entstand Mitte des 20. Jahrhunderts eine grundlegende Idee, solche
Probleme auf Basis von Regularisierungen approximativ zu losen. Dabei besteht das Prinzip
einer Regularisierung darin, nicht das exakte instabile Ausgangsproblem zu ldsen, sondern ein
naheliegendes stabiles. Die Abweichung wird also zugunsten der Stabilitat bewusst in Kauf
genommen und die gemessenen Daten werden approximiert - "nicht so genau wie moglich,
sondern nur so genau wie notig" [29].

In den letzten 70 Jahren ist in der Mathematik eine Reihe von Methoden zur Analyse
und approximativem Losen solcher Probleme entwickelt worden [53], [33], [43]. Eine der
bekanntesten, welche sich gegeniiber den anderen stark durchgesetzt hat, ist sicherlich die von
Tichonov vorgeschlagene Vorgehensweise. Dabei wird der Operator der direkten Gleichung
durch einen solchen approximiert, der eine stetige Inverse besitzt [53], [52]. Gekoppelt an der
sich rasant entwickelnden numerischen Mathematik, hat dieser Ansatz einen grof3en Erfolg
in der Theorie und auch in der Praxis gewahrleistet. Dieser Erfolg ist in einigen angewandten
Disziplinen, welche erst mit den neuen Methoden einen mathematischen Framework zur
Losung bekommen haben, wie z.B. mathematische Bildverarbeitung, besonders gut zu sehen
[49], [7]-

Am Anfang wurden die Regularisierungsmethoden auf Hilbertraumen definiert. Im Laufe
der Entwicklung wurden diese Forderungen abgeschwécht. Jedoch gibt es momentan nicht
viele Veroffentlichungen, welche sich mit der Moglichkeit einer Regularisierung auf nicht-
reflexiven Banachraumen befassen [11], [8]. Die Abschwiachung der Forderung an die Funk-
tionenraume veranlasst dazu ein breiteres Spektrum an Regularisierungsansatzen in Betracht
zu ziehen. Ein solcher, mehr oder weniger in den Schatten der Tichonov Methode geratener
Ansatz, basiert auf der Einschrankung des Definitionsbereiches und geht auf einen bekannten
Satz zuriick, welcher besagt, dass fiir eine stetige Abbildung mit kompaktem Definitionsbereich
die Inverse Abbildung stetig ist. Dieser Satz wird zum Fundament einer Regularisierungsideo-
logie, welche von V. K. Ivanov vorgeschlagen wurde, und zwar die Methode der Quasildsungen
und der expandierenden Kompakte [33], [34]. Daher wird sie in der Literatur auch als die
Ivanov—Regularisierung bezeichnet. Allerdings gibt es oft grofie Schwierigkeiten durch be-



1 Einleitung

stimmte Einschrankungen eine kompakte Menge in unendlich-dimensionalen Raumen zu
konstruieren, so dass Varianten mit der Abschwachung der Forderung zum Definitionsbereich
(z.B. schwach-kompakte Losungsmengen) untersucht wurden [19], [35], [36]-

Das Ziel dieser Arbeit ist eine theoretische Analyse und Begriindung der Anwendbarkeit der
Ivanov-Regularisierung fiir Parameteridentifikationsprobleme im Fall eines nicht-reflexiven
Loésungsraumes. Dabei wird vor allem eine Art der abgeschwéchten Regularisierungseigen-
schaften fiir schwach*- kompakte Mengen als Definitionsbereich untersucht, optimale Regel
zur Parameterwahl vorgeschlagen und die Konvergenzeigenschaften der Losungen analysiert.
Darunter wird auch die numerische Umsetzung fiir exemplarische Testprobleme implemen-
tiert. Als Losungsraum wird der Banachraum L™ gewahlt. Grund dafiir, abgesehen von der
praktischen Bedeutsamkeit, sind die "schlechten Eigenschaften" dieses Raumes: nicht-reflexiv,
nicht-separabel, nicht-strikt-konvex. Also solche Eigenschaften, welche alle géngigen Re-
gularisierungsmethoden vor grofie Schwierigkeiten stellen. Einige Resultate dieser Arbeit
sind in [14], [38], [39] publiziert worden, wobei bestimmte wichtige Aspekte der letzteren
zwei Publikationen tiber den Umfang dieser Arbeit gehen. Dazu gehoren unter anderem die
Konvergenzanalyse der Morosov-Regularizierung [38] und der Aufbau und Untersuchung
eines iterativen Vorgehens auf Basis von Ivanovs Quasilésungen [39].

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

Im Kapitel 2 werden einige Ideen und die bedeutendsten Definitionen und Sétze, welche
die Grundlagen zur theoretischen Analyse in dieser Arbeit darstellen, kurz vorgestellt und
diskutiert. Das Kapitel endet mit einer ausfiihrlichen Aufgabenstellung der vorliegenden
Arbeit.

Im Kapitel 3 wird der Einsatz der Ivanov-Regularisierung mit vorausgesetzten Forderun-
gen an den Losungsraum fiir Lineare Probleme begriindet. Dabei wird das Verhalten der
Quasilésungen in Anlehnung an die klassische Vorgehensweise bei der Priifung von Re-
gularisierungseigenschaften analysiert, gingige Parameterwahlstrategien untersucht und
Konvergenzraten ermittelt. Anschliefend werden die Algorithmen und praktische Realisie-
rung auf Basis von Semi-Smooth-Newton Methoden fiir den linearen Fall dargestellt.

Im Kapitel 4 wird die prinzipielle Anwendbarkeit des Verfahrens fiir den Fall der nichtlinea-
ren Operatorgleichungen gezeigt. Das Kapitel endet ebenfalls mit einer numerischen Losung
fiir ein semi-lineares Testproblem.



2 GRUNDLAGEN UND ZIELSETZUNG

2.1 ALLGEMEINES REGULARISIERUNGSSCHEMA

Historisch gesehen entstand eine Regularisierung als mathematisches Verfahren zur Behand-
lung inkorrekter linearer Operatorgleichungen im Hilbertraum. Obwohl eine Regularisierung
im Hilbertraum nicht zum Schwerpunkt dieser Arbeit gehort, wird in diesem Abschnitt ein
kurzer Uberblick tiber dieses Thema gemacht, um auf die gangigen Begriffe, wichtige Defini-
tionen und einige Resultate einzugehen, welche fiir die weitere Darstellung von Bedeutung
sind.

Fiir eine lineare und stetige Abbildung A : X — Y auf den Hilbertrdumen X und Y heif3t
die Operatorgleichung

(2.1.1) Ax =y

korrekt, wenn eine Losung x zu jedem y existiert, eindeutig ist, und stetig von der rechten Seite
y abhéangt [50, Def. 3.1]. Diese Definition eines korrekt gestellten Problems geht auf Hadamard
zuriick. Die letzte Forderung wird in der Literatur als Stabilitdt bezeichnet.

Die Moore-Penrose Inverse A" zum Operator A wird als die eindeutige lineare Erweiterung
von A! definiert, so dass der Definitionsbereich D(A") = R(A) ® R(A)* mit N(AT) = R(A)*,
wo A = Al Nyt : N(A)™ — R(A) [20, Def. 2.2] ist. Damit ist A wohldefiniert und injektiv auf
N(A)* und besitzt eine Inverse. Der Operator AT ist also eine verallgemeinerte Inverse des
linearen Operators A im Hilbertraum, so dass fiir y = y; + y, mit y; € R(A), y» € R(A)~* gilt
ATy = A_lyl.

Die Moore-Penrose Inverse zum Operator A ist genau dann stetig, wenn R(A) C Y ab-
geschlossen ist [20, Prop. 2.4], also genau dann, wenn die Operatorgleichung (2.1.1) korrekt
gestellt nach Nashed ist 50, Def. 3.5].

Bei der Behandlung von Parameteridentifikationsproblemen muss damit gerechnet werden,
dass in der Realitdt nur eine Naherung der rechten Seite y bekannt ist. Man spricht daher
iiber die exakte Daten y € Y und gestérte Daten y° € Y. Dabei wird die Stérung mit einem als
bekannt vorausgesetzten Strungslevel 0 < § < ||y°|| wie folgt definiert

ly —y°ll <6

Es wird angenommen, dass die exakten Daten y € Y im Definitionsbereich der Moore-Penrose
Inverse liegen, dann ist x' = ATy eine Losung der Gauss-Normalgleichung

(2.1.2) A'Ax = A"y

mit der minimalen Norm. Doch sogar im unwahrscheinlichen Fall y° € D(AT), stellt ATy°

keine gute Approximation von x dar, wenn die Operatorgleichung (2.1.1) inkorrekt nach
Nashed ist, da die verallgemeinerte Inverse unstetig ist.
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Zur Konstruktion der approximativen Losung von inkorrekten Operatorgleichungen ist
in der Mathematik eine Technik mit dem Oberbegriff Regularisierung entwickelt worden.
Dabei wird ein inkorrektes Problem durch eine naheliegende parametrisierte Familie von
korrekten Problemen approximiert, so dass sich ein klassisches Regularisierungsschema
herauskristallisiert hat vgl. [20], [50], [29]. Zur Konstruktion einer approximativen Losung
der Gleichung (2.1.1) mit der gestorten rechten Seite y® wird eine Parametrisierte Familie von
Operatoren {R,} mit dem Regularisierungsparameter a € (0, co) betrachtet.

Definition 2.1. Eine Familie {Ry}q>0 heifit Regularisierung fiir den Operator AT, wenn
(i) Rey? — Ry(y), wenn 8 — 0, fiir jedes o > 0, jedesy € Y
(ii) Ryy — AT(y), wenna — 0, fiir alle y € R(A) ® R(A)*
(iii) Es existiert eine Regel zur Parameterwahl

(5,y5) - a(cs,y‘s) so, dass fiir a (9, y5) — 0 gilt

lim sup {||Rey° = x"llx : lly = »°lly < 8} =0
§—0

Ist {Ry}a>0 eine Regularisierung von AT fiir inkorrekte Operatorgleichung mit
sup {||ARy|| : @ > 0} < o0

sogiltfiralley € Y'\ D(AY), dass |IRzy|| = oo bei @ — 0s. [20, Prop. 3.6]
Man unterscheidet drei Strategien zur Wahl des Regularisierungsparameters

Definition 2.2. Die Funktion & : R* X Y — R™ definiert eine Parameterwahlstrategie. Dabei
unterscheidet man die Strategien wie folgt

(i) a — priori 6 — a(d)
(ii) heuristische y° > a(y°)
(iii) a — posteriori (5,y°) — a(8,y°)

Im Bezug auf die klassische Definition einer Regularisierung ist eine wichtige Tatsache
wohl bekannt s. z.B. [20, Prop. 3.4]

« Falls fiir eine Operatorfamilie {R,}4>¢ die Forderungen (i) und (ii) der Definition 2.1
gelten, dann existiert stets eine a-priori Parameterwahl @ = a(8), so dass die Familie
{Ry} eine Regularisierung bildet, d. h. die Forderungen (iii) der Definition 2.1 ist dann
ebenfalls erfiillt.

Dieses Ergebnis macht die dritte Forderung der Definition 2.1 sicherlich nicht iiberfliissig,
da die parametrisierte Operatorfamilie immer nur im Zusammenhang mit einer Parameter-
wahlregel ein Regularisierungsverfahren bildet. Auch die anderen Parameterwahlstrategien
sind von grofler Bedeutung. Die optimale Wahl von ¢ = «(8) bendtigt zum Beispiel oft
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zusitzliche Informationen iiber die Losung x', welche bei der praktischen Umsetzung kaum
vorhanden sind. Bei einer a-posteriori Parameterwahl & = « (8, y°) wird die Information tiber
die gestorten Daten mit einbezogen, so dass man ohne zusatzliche Informationen auskommt.
Eine heuristische Strategie & = a(y°) verzichtet dagegen auf die Kenntnis des Fehlerniveaus.

Der oben beschriebenen klassischen Regularisierungstheorie liegt grofitenteils die von
Tichonov vorgeschlagene Vorgehensweise zugrunde [53], [52]. Dabei wird die inkorrekte
Gleichung 2.1.1 durch eine Familie von Nachbaraufgaben

(2.1.3) (A*A+al)x = A"y

ersetzt. Die Familie der regularisierenden Operatoren ist dann durch den Parameter o wie
folgt gegeben
Ry = (A*A + al)'A"

Diese Regularisierung wird oft in einer equivalenten, variationellen Formulierung, als ein
Optimierungsproblem

1 .
Ty(x) = EHAX - y5||12/ + ||x||)2( - min x€X

formuliert und T, : X — R als das Tichonov-Funktional bezeichnet.

Es ist leicht zu priifen, dass die Tichonov-Regularisierung bei einer a-priori Parameterwahl
a = a(d) = cVo alle Kriterien der Definition 2.1 erfiillt. Dabei konnen die Konvergenzraten
von

IRy’ — x'|l = O(V5)

erreicht werden s. z.B. [20, Thm. 10.4], wenn ein Element v € Y existiert, so dass die exakte
Losung durch
x' =A%

darstellbar ist. Solche Informationen tiber die exakte Losung werden als Quelldarstellungen
bezeichnet. Eine nicht zu vernachlidssigende Eigenschaft einer Regularisierung stellt die
Qualifikation eines Verfahrens dar s. [48, Def. 3.3.8], die zusammen mit entsprechenden
Quelldarstellungen die optimale Parameterwahl erméglicht. So konnen z.B. bei vorhandener
Quelldarstellung

JweX: x =AAw

und einer a-priori Parameterwahl « = a(8) = c6%? die Konvergenzraten von
IRey® = xIl = O(6*7)

erreicht werden. Dieses Resultat kann bei einem iterativen Vorgehen in einer Regularisierung
noch besser ausfallen s. [57].

Die Frage der Regularisierbarkeit (also die Existenz von mindestens einem Regularisie-
rungsalgorithmus) zu der Gleichung (2.1.1) ist bei einer Lockerung der Forderungen an die
Funktionenrdume nicht mehr so einfach zu beantworten. Sogar im Fall eines linearen und
stetigen Operators A : X — Y miisste diese Frage, fiir den Fall X und Y seien lineare, normierte
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Réume, negativ beantwortet werden. So zeigte V.A. Vinokurov zur notwendigen Bedingung
der Tichonov-Regularisierbarkeit, dass die lineare Operatorgleichung

Ax =y

auf Banachraumen X und Y nicht regularisierbar ist, wenn der Datenraum Y separabel,
und der Losungsraum X nicht-separabel ist [60]. Dabei wurde die Regularisierbarkeit im
klassischen Sinne s. Definition 2.1 verstanden, also mit der erwarteten starken Konvergenz
der regularisierten Losungen gegen exakte fiir § — 0.

10
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2.2 [vANOVS QUASILOSUNGEN

Neben der Tichonov-Regularisierung stellen die Ivanovs Quasilosungen ein méchtiges Werk-
zeug zur Behandlung inkorrekter Operatorgleichungen dar, welches auch in der Gegenwart
an Bedeutung nicht verloren hat s. [59], [63].

Urspriinglich wurde die Methode der Quasilosungen in [33]; [34] fiir lineare Gleichungen in
normierten Raumen formuliert. Die Idee der Methode basiert auf einem bekannten topologi-
schen Satz s. [54].

Satz 2.3. Sei die Abbildung A : X — Y auf normierten Riumen X, Y injektiv und stetig. Sei
weiterhin M C D(A) C X eine kompakte Menge. Dann ist die inverse Abbildung A™! : A(M) —
M C X stetig.

Wenn alle méglichen gestorte Daten y° zu der Bildmenge A(M) gehéren wiirden, so kénnte
nach dem Satz 2.3 die inkorrekte Operatorgleichung (2.1.1) als bedingt korrekt auf dem Kompakt
M c D(A), in der Literatur auch als korrekt nach Tichonov bezeichnet, betrachtet werden.
Das heif3t, mit einer Einschrankung des Definitionsbereiches des Operators konnte man
theoretisch die bedingte Korrektheit zuriickgewinnen. Die Erfiillung der Forderung, dass alle
9 dabei zum Bild der kompakten Menge gehéren, ist in unendlich-dimensionalen Raumen
aber kaum zu erwarten, so dass die Existenz der Losungen zu (2.1.1) nicht gewéhrleistet ist.
Daraufhin wurde 1962 von V.K. Ivanov die Methode der Quasilésungen vorgeschlagen [33]; [34].

Definition 2.4. Fiir eine kompakte Menge M C D(A) C X wird ein Element X € M zu einer
gegebenen rechten Seite y° € Y als die Quasilosung der Operatorgleichung (2.1.1) bezeichnet,
wenn gilt

(2.2.1) 1A% = y°|| = inf {|lAx = °|ly : x € M}

Wenn M zusitzlich konvex und die Rdume X und Y gleichmafig konvexe Banachraume
sind, existiert die eindeutige Quasilésung [19] und es gilt

(2.2.2) X = arg min{lle - y5||y (X € M}

Dariiber hinaus ist bei obigen Voraussetzungen zu den Funktionenrdumen die metrische
Projektion

7 = Pag(y°)
gegeben durch die Gleichung (2.2.1), stetig. Dabei definiert

P:YSAM)CY

den Projektionsoperator in Y. So ist aber nach Satz 2.3 auch A™! o P, als eine Komposition
stetiger Operatoren ebenfalls stetig, so dass die Quasilésungen stabil von den Eingangsdaten
y® abhingen. Das heifit fiir eine Datenfolge y°» — y bei 8, — 0 gilt fiir die entsprechenden
Quasilosungen {x,}

nh_)n(}ofcn = argmin {||Ax — y|ly : x € M}

11
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Wenn sich eine parametrisierte Familie {M p"}neN von eingebetteten kompakten Mengen
M,, C M,,,, fir p, < puy1 konstruieren lasst (spater in der Literatur als die Methode der
expandierenden Kompakte bezeichnet, bzw. method of extending compacts s. [63]), so bieten
die Quasilosungen ein Regularisierungsverfahren [19], [35], [36].

Allerdings gibt es gewisse Schwierigkeiten in der Konstruktion von kompakten Mengen in
unendlich-dimensionalen Funktionenraumen. Dies stellt eine natiirliche Einschrankung fiir
einen breiten praktischen Einsatz dieses Verfahrens dar. Hilfreich sind dabei oft die a-priori
gegebenen Informationen iiber die exakte Losung x' von (2.1.1). So wird z.B. eine Art der
Quelldarstellung genutzt, welche bei einigen physikalischen Problemen gegeben ist: - fiir
einen kompakten linearen Operator L : Z — X, welcher auf dem Hilbertraum Z definiert ist,
ist das Bild einer Kugel B, C Z mit dem Radius p kompakt in X. So dass folgender Algorithmus,
bestehend aus drei Schritten, aufgebaut werden kann s. [63]

(i) wahle p; als Anfangswert fiir n = 1, und eine Schrittweite d, > 0
(ii) finde die entsprechende Quasildsung X, von (2.2.1) auf der Menge M = L(B,,)
(iii) wenn ||Ax, — y5|| > § setze py41 = pn + d, und gehe zu (ii), sonst ist x, die Losung

In den spateren Veroffentlichungen [19] und [37] ist der Zusammenhang zwischen der
Methode der Quasilosungen und der Tichonov-Regularisierung untersucht worden.

Satz 2.5. Seien X und Y gleichmdfig konvexe Banachrdume, die linearen Abbildung A: X —'Y

stetig und L : X — X kompakt. Sei R(A) = Y, d.h. das Bild des Operators A ist dicht in Y. Sei
weiterhin ein y € Y beliebig aber fest gegeben. Dann gilt

(i) fiir jedes po € [0, o0) existiert eine eindeutige Losung x, des Minimalproblems

IAx = ylIP - min  fiirx € {x € X : |ILx[|% < pi}

(ii) es existiert ein oy > 0, so dass x die eindeutige Losung des Minimalproblems

|Ax — y|I? + a||Lx||? > min x € X

ist mit ax = «.

Beweis s. [19] und [37, Thm. 5;Kap. 3]. In [45] wurde dieses Resultat fiir einen nicht-linearen
Operator F : X — Y unter Voraussetzung der Konvexitit von ||F(x) — y°||? festgestellt und
ein Algorithmus zur Ermittlung von «; vorgeschlagen.

Das Thema des Zusammenhangs zwischen verschiedenen variationellen Regularisierungs-
vorgehensweisen wurde auch in [44], [51] angesprochen. In [41] werden drei, in der Literatur
wohl bekanntesten Verfahren, in der verallgemeinerten Form dargestellt

12



2.2 Ivanovs Quasilosungen

« Tichonov-Regularisierung

(M min G (F(x).y) + aJ(x)

« Morozov-Regularisierung (oder Residualmethode)

(M) mel)r(lj(x) s.it. G(F(x),y) <96

« Ivanov-Regularisierung (oder Quasilosungsmethode)

@ minG (F(x),y) s.t. Jx)<p

betrachtet mit einem stetigen, aber nicht notwendigerweise linearen Operator F : X — Y,
und Funktionalen J : X - Rund G : Y X Y — R welche als eigentlich, koerziv und stetig
vorausgesetzt sind. Die Vergleichsanalyse der Verfahren steht nicht im Mittelpunkt, so dass
die Beziehung der Ansitze zueinander nur kurz diskutiert wird.

Wenn die Abbildung F : X — Y als linear vorausgesetzt wird, so sind alle drei Minimie-
rungsprobleme konvex, und daher stimmen ihre Losungen fiir eine geeignete Wahl von «
bzw. p iberein s. [37, Sec. 3.5]. Dies ist jedoch fiir nichtlineare Operatoren nicht mehr der Fall,
wie ein Gegenbeispiel in [41] gezeigt hat.

Ohne zusatzliche Forderungen an die Funktionenraume X und Y wurde folgendes Resultat
gewonnen s. [41, Thm. 2.3;Rem. 2.6], [45, Prop. 2.5].

Satz 2.6. Sei F : X — Y stetig, nicht notwendigerweise linear, y € Y beliebig aber fest. Dann gilt

(i) existiert eine eindeutige Losung xo von (1), dann ist x die eindeutige Losung von (M) mit

G (F(xo),y) =6

(ii) existiert eine eindeutige Losung xo von (M), dann ist x, die eindeutige Losung von (I) mit

J(xo) = p

(iii) existiert eine eindeutige Losung x, von (T) mit @ = ay, dann ist x die eindeutige Losung
von (1) fiir p = J(xo) und die eindeutige Losung von (M) fiir § = G (F(xy),y)

(iv) Seien dariiber hinaus beide Funktionale G und ] konvex, dann existiert fiir die eindeutige
Losung xo von (I) oder (M) ein ap > 0, so dass x, die eindeutige Losung von (T) mit a = ap
ist.

Die Ivanov-Regularisierung ist erfolgreich fiir die Losung der Identifikationsprobleme
in der Naturwissenschaft eingesetzt worden [58], [65], [64], [62]. Allerdings gibt es kaum
Untersuchungen, welche sich mit der optimalen Wahl des Parameters p beschéftigen. Ebenfalls
gibt es kaum Untersuchungen zu den erschwerlichen Bedingungen in der Modellierung,
wie zum Beispiel der Anwendung der Methoden auf nicht-reflexiven oder nicht-separablen
Losungsraumen.
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2 Grundlagen und Zielsetzung

2.3 SCHWACHE KOMPAKTHEIT IN BANACHRAUMEN

Die Diskussion in diesem Abschnitt dient der kurzen Erlduterung von Begriffen schwache
- und schwach® Topologie auf Banachrdumen und der grundlegenden Sétze aus der Funktio-
nalanalysis, welche fiir die Zielsetzung dieser Arbeit von grof3er Bedeutung sind. Zunachst
einige grundlegende Definitionen [1], [66].

Die Menge der Teilmengen 7 einer Menge X mit folgenden Eigenschaften

i) 0eT,XeT
(11) T'CcT = erf]—/o eT
(111) 04, Oy eT = O.N0O,eT

heif3t Topologie auf X, das Paar (X, 7") heif3t topologischer Raum und die Elemente von 7~
nennt man offene Mengen. Eine Menge aus 7~ wird als offene Umgebung des Elements x € X
bezeichnet, wenn sie x enthélt. Ein topologischer Raum (X, 7°) hei3t Hausdorffraum, wenn
fur alle x1, x, € X mit x; # x;, offene Umgebungen O, O, existieren, so dass O; N O, = 0.
Ein Element x € X heif3t Haufungspunkt der Menge M C X, wenn jede offene Umgebung
von x mindestens ein Element m € M enthalt mit m # x. Die Menge M heif3t abgeschlossen
bzgl. der Topologie 7, wenn sie alle ihre Haufungspunkte enthélt. Es ist leicht zu zeigen,
dass M genau dann abgeschlossen ist, wenn sie als Komplement einer offenen Menge X \ O
darstellbar ist. Eine Folge {x,} C X konvergiert zu x € X bzgl. der Topologie 7, wenn fiir
alle offenen Umgebungen O € 7 von x ein N € N existiert, so dass fiir alle n > N gilt x, € O.
In einem Hausdorffraum ist der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig bestimmt.

Jeder metrische Raum ist ein Hausdorffraum - denn man kann zeigen, dass die Definitionen
des Innern und des Abschlusses einer Menge bzgl. einer Topologie und bzgl. einer Metrik
tibereinstimmen. Als vollstindiger normierter Raum, ist der Banachraum ein topologischer
Raum mit der Norm-Topologie, genauer ein lokalkonvexer Hausdorffraum. Wenn man die
Elemente des Banachraumes als eine Menge betrachtet, kann man auf dieser Menge schwé-
chere Topologie konstruieren, so dass der Raum induziert durch diese Topologie ebenfalls ein
lokalkonvexer Hausdorffraum ist.

Wenn auf einer Menge X zwei verschiedene Topologien 7y, 7; definiert sind, dann wird
die Topologie 7; stiarker (oder feiner) als 77 bezeichnet, bzw. 77 schwacher (oder gréber) als
7, wenn 71 C 7. Die Motivation zur Abschwachung der Topologie liegt in der Erwartung,
dass ein Raum mit der groberen Topologie mehr kompakte Teilmengen zuldsst, so dass z.B.
die Einheitskugel B;(0) in (X, 7°) kompakt ist. Ein formelles Mittel zur Konstruktion solch
einer Topologie liefert die Eigenschaft der stetigen Funktionale, namlich dass das Urbild einer
offenen Menge eines stetigen Funktionals offen ist.

So kann auf einem Banachraum E die schwache Topologie o (E, E’), als die schwachste
Topologie definiert werden, in der alle linearen norm-stetigen Funktionale aus E’ stetig
bleiben. Analog kann auf einem Dualraum E’ eines Banachraumes E die schwach® Topologie
o(E',E), als die schwachste Topologie definiert werden, in der alle linearen norm-stetigen
Funktionale aus E stetig bleiben [9, Kap.: 3.2; 3.4].

Zum anschaulichen Vergleich der Topologien, werden hier beide auf dem selben Banach-
raum E’ betrachtet. E” wird gezielt gewahlt, um zu betonen, dass die schwach* Topologie
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2.3 Schwache Kompaktheit in Banachrdumen

ausschliellich auf Dualrdumen definiert werden kann. Dann wird durch o (E’, E”) die schwa-
che Topologie und durch o(E’, E) die schwach® Topologie auf E’ definiert. In reflexiven
Raumen, wenn die stetige lineare Isometrie Jp : E — E” zusatzlich isomorph ist, stimmen
diese beiden Topologien iiberein. Sonst, falls existiert, ist die schwach® Topologie grober
als die schwache. Fir diese, auf einem Banachraum definierten schwachen und schwach*
Topologien, gelten folgende Eigenschaften [9, Prop.: 3.3; 3.5; 3.11; 3.13;].

(i) Die topologischen Raume (E’, o(E’, E”)) und (E’, o (E’, E)) sind lokalkonvexe Hausdorff-
Réaume.

(ii) Eine Folge x/, aus E’ konvergiert gegen x’ bzgl. der Topologie o(E’, E”) genau dann,
wenn gilt

lim x”(x,) = x”(x") fur alle x” € E”; bezeichnet durch x, — x’

n—oo
(iii) Eine Folge x;, aus E’ konvergiert gegen x” bzgl. der Topologie o (E’, E) genau dann, wenn

lim x'(x,) = x’(x) fiir alle x € E; bezeichnet durch x;, —* x
n—-o00

Bei Kompaktheitseigenschaften im topologischen Raum (X, 7") wird zwischen iiberde-
ckungskompakten und folgenkompakten Mengen unterschieden. Als kompakte bzw. iiberde-
ckungskompakte Teilmenge eines topologischen Raumes wird eine Menge bezeichnet, deren
offene Uberdeckungen eine endliche Teiliiberdeckung enthalten. Als folgenkompakt wird eine
Teilmenge eines topologischen Raumes bezeichnet, wenn jede unendliche Folge dieser Menge
eine konvergente Teilfolge besitzt. In metrischen Raumen ist eine Teilmenge kompakt genau
dann, wenn sie folgenkompakt ist (Beweis s. z.B. [1]). Im Allgemeinen gilt diese Behauptung
jedoch nicht, da nicht jeder topologischer Raum metrisierbar ist.

Der Satz von Kakutani stellt eine Verbindung der schwachen Kompaktheit der Einheitskugel
und den Eigenschaften eines Banachraumes s. [9, Thm. 3.17] dar.

Satz 2.7. Ein Banachraum E ist genau dann reflexiv, wenn die abgeschlossene Einheitskugel
By(0) C E iiberdeckungskompakt bzgl. der schwachen Topologie auf E ist.

Eine analoge Aussage gilt mit dem Satz von Banach—Alaoglu fir die schwach® Kompaktheit
s. [1, Kap. 6.7].

Satz 2.8. Sei E’ ein Banachraum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel B;(0) C E’, iiberde-
ckungskompakt bzgl. der schwach® Topologie auf E'.

Fiir diese Arbeit sind die Begriffe der schwach - und schwach® Folgenkompaktheit von grofie-
rer Bedeutung. Der Satz von Eberlein—-Smulian besagt, dass in einem Banachraum die Begriffe
der schwachen Uberdeckungs - und Folgenkompaktheit iibereinstimmen [61, Thm. VIIL6.1].

Satz 2.9. Sei E ein Banachraum. Die Menge M C E ist genau dann schwach kompakt, wenn M
schwach folgenkompakt ist.
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2 Grundlagen und Zielsetzung

In einer noch gréberen Topologie gilt die Aussage des oberen Satzes nicht mehr. Im Falle
eines separablen pradualen Raumes kann der Satz von Banach—Alaoglu s. [1, Satz 6.5] jedoch
wie folgt formuliert werden.

Satz 2.10. Sei E separabel. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel B(0) C E’, folgenkompakt
bzgl. der schwach® Topologie auf E'.

Diese Aussage gilt dann auch fiir jede andere abgeschlossene Kugel B, (x) C E’ mit x € E’
und Radius r > 0.
Zum Schluss dieses Abschnittes noch einige wichtige Folgerungen:

« Ineinem Banachraum besitzt jede beschrankte unendliche Folge eine schwach-konvergente
Teilfolge. Jede schwach-konvergente Folge ist beschrankt.

+ In einem Banachraum mit separablem Pradualen besitzt jede beschrankte unendli-
che Folge eine schwach*-konvergente Teilfolge. Jede schwach*-konvergente Folge ist
beschrankt.
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2.4 Zielsetzung

2.4 ZIELSETZUNG

Im Vordergrund der Motivation dieser Arbeit steht nun die Idee, welche im vorherigen Para-
graphen bereits angesprochen wurde, und zwar eine Abschwéichung der Topologie, in der
Erwartung, dass eine grobere Topologie weitere kompakte Teilmengen zulasst. Nach Satz 2.8
wird die Ivanovs Forderung nach der Kompaktheit des Domains D(F) C U fiir einen Dualraum
U eines Banachraumes erreicht, wenn man als Losungsmenge die abgeschlossene Einheitsku-
gel B1(0) betrachtet. Somit wird die Frage, ob sich die Ivanovs Regularisierungsideologie auf
der schwéchsten Topologie auf einem Banachraum anwenden léasst, zur Motivation dieser
Arbeit.

Ivanovs Idee der Ausdehnung des kompakten Definitionsbereiches D(F) C U als Regulari-
sierungsstrategie wirft eine weitere Frage auf, ob einzig durch die Variation des Radius p der
Kugel B,,(0) eine Regularisierungsstrategie vorliegen wiirde. Der Urbildraum U kénnte als ein
Raum mit separablem Pradualraum vorausgesetzt werden. Solch eine Voraussetzung wiirde es
erlauben, die Kompaktheit in der schwach* Topologie als die schwach* Folgenkompaktheit s.
Satz 2.10 zu behandeln, um die Arbeit mit topologischen Begrifflichkeiten nicht zu erschweren.

Der Banachraum L ist fir die beschriebene Zielsetzung der ideale Kandidat, da unter
anderem solch eine Wahl auch Seitens praktischer Anwendbarkeit bei Parameteridentifika-
tionproblemen von grofiem Interesse ware.

Die Losungsmenge M, C U = L* mit

(2.41) M, = {ueU:luly < p},

ist fur jedes p > 0 eine schwach*-folgenkompakte Menge in U.

Die nicht-Separabilitit von L*(Q) und die Separabilitét seines Pradualraumes sind nicht
schwer zu zeigen. Nach dem Riesz-Darstellungssatz fiir den Banachraum L™ (Q, ) mit o-
endlichem Maf} y, existiert fiir jedes stetige lineare Funktional ¢ € L}(Q, u)* ein eindeutiges
Element u € L*(Q, p) s. [9, Thm.: 4.13, 4.14], so dass

((p,g)z/ug \7’g€L1

und es gilt die Isometrie
lullee = ll@llp-
Damit hat der Raum L*(Q) = L}(Q)* einen separablen Pridualraum, obwohl er selbst nicht

separabel ist, was mit folgendem Beispiel gezeigt werden kann.
Sei f;(x) eine Charakteristische Funktion in U = L*(Q) mit Q := [0, 1] so, dass

1 fir x <t

0 fur x >t

filx) = {

Bei der Annahme, dass U separabel ist, muss eine abzahlbare Teilmenge Q C U existieren, so
dass
Ve>0 Vte[0,1]] dgeQmit|fi—qll~<e
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2 Grundlagen und Zielsetzung

Fir den Abstand beliebiger Elemente f; € L™ mit t; # t, gilt mit esssup—Norm

I fe = Sl =1

Das heift, dass fiir ein vorgegebenes ¢ := 1/3 die Kardinalitat Q mindestens Kontinuum sein
muss, damit es in jeder Umgebung B, (f;) mindestens ein Element g € Q gibt.

Bestimmte geometrische Eigenschaften der Norm, welche fiir die Optimierungstheorie
wichtig sind, sind hier ebenfalls nicht gegeben. Die Norm in L (Q) ist zwar konvex, aber nicht
strikt konvex. Die zur strikten Konvexitit duale Eigenschaft, die Glattheit des Raumes, ist hier
sicherlich auch nicht vorhanden, da der Pradualraum L!(Q) selbst nicht strikt konvex ist.

Offensichtlich ist auch die Reflexivitit nicht gegeben. Der Dualraum von L™ (Q, y) ist der
Raum aller beschrénkter, endlich additiver Mafle auf (€2, i), die absolut stetig beziiglich y sind,
ausgestattet mit der totalen Variation als Norm [67, Thm. 2.3] In der Literatur bezeichnet als

ba(Q, p) == L¥(Q, p)"
Es gilt folgende Inklusion
LY(Q, u) < ba(Q, p)

In folgenden Kapiteln sollen nun, bei den festgelegten Voraussetzungen an den Losungs-
raum, grundsatzliche Fragen zum Problem (I) in Anlehnung an die klassische Regularisie-
rungstheorie beantwortet werden:

Welche Bedingungen garantieren die Existenz der Quasilosungen zu beliebigen Daten
y° € Y, fiir einen beliebig gewihlten realen Parameter p > 0 ?

Welche Art der Stabilitiat kann gewahrleistet werden ?

Welche Regeln zu der bestmoglichen Auswahl des Regularisierungsparameters konnen
bei der Analyse der Parameterwahlstrategien vorgeschlagen werden ?

Welche Bedingungen garantieren die Konvergenz der Quasilésungen zu der exakten
Losung fiir § — 0, und welche Konvergenzraten sind dabei erreichbar ?

Dariiber hinaus werden exemplarische Beispiele jeweils fiir das lineare - und nicht-lineare
Inverse Problem numerisch gelost, ein optimaler Wert des Regularisierungsparameters fiir
verschiedene Level der Stérung ermittelt, um die praktische Brauchbarkeit der untersuchten
Methode zu untermauern.
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3 QUASILOSUNGEN BEI LINEAREN
IDENTIFIKATIONSPROBLEMEN

3.1 EXISTENZ DER QUASILOSUNGEN
Es wird ein direktes Problem betrachtet, gegeben durch die Operatorgleichung
(3.1.1) Au =y

mit einem stetigen, linearen Operator A : U — Y und Funktionenraumen U, Y vorausgesetzt
wie folgt

« Y ein gleichmaflig konvexer Banachraum
« U=L"(Q), und Q c RY ein beschrianktes Gebiet

Es wird angenommen, dass die exakten Daten y € R(A) C Y im Bild des Operators liegen.
Vorhanden sind jedoch ausschlieBlich durch ein Rauschen gestérte Daten y° € Y. Weiterhin
wird angenommen, dass der Stérungslevel § > 0 angegeben werden kann, so dass gilt

1y? = ylly <&

Das betrachtete Funktional J : U — R U {co} in der verallgemeinerten Form der Ivanov-
Regularisierung (I) wird bei der Definition der Lésungsmenge M, nun in Betracht der Aufga-
benstellung als esssup-Norm gesetzt

(3-1.2) J(w) = |lullz=
Das Optimierungsproblem (I) erhalt damit folgende Form

(31.9) inf lAu—yly M= {u€L¥(Q): Julls < p}
ueMp

Annahme 3.1. Sei die stetige, lineare Abbildung A : U — Y zusdtzlich
(i) injektiv,

(ii) schwach*—abgeschlossen, d.h. fiir jede Folge {u,} mitu, —* uinU und Au, — y inY
folgt y = Au.

(iii) Sei weiterhin das Bild des Operators R(A) dicht in'Y.
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3 Quasilosungen bei linearen Identifikationsproblemen

Diese Voraussetzungen zu der Abbildung sollen tiber das gesamte Kapitel beibehalten
werden.
Die Bildmenge

(3.1.4) A(M,) = {Au €eY:ue Mp} =:Q,
erhilt somit wichtige Eigenschaften, welche im néchsten Lemma diskutiert werden.

Lemma 3.2. Fiir jedes p > 0 ist die Bildmenge Q, nicht leer, beschrdinkt, konvex and abgeschlos-
sen.

Beweis. A:U — Y ist linear und somit ist 0 € Q, fiir jedes p > 0.
A :U — Y ist als linearer und stetiger Operator beschrankt. Es existiert also ein C > 0, so
dass fiir alle Au € Q, gilt

lAully < IAllzwy)llullv < Cp

Die abgeschlossene Kugel M, C L*(Q) ist konvex, so dass u := tu; + (1—t)up € M, t€
[0, 1] fiir jedes uy, uz € M,. Weiterhin liefert die Linearitét der Abbildung

tAup + (1—t)Auy = A(tuy + 1-t)uy) =Au € Q, qi,q2 € Q,, t€[0,1].

Sei {yn}nen eine Folge in in Q, C Y, welche stark zu einem beliebigen y € Y konvergiert.
Nach der Definition von Q, existiert fiir jedes n € N ein u, € M), so dass Au, = y,. Da
{un}nen C M, beschrinkt ist und U ein Dualraum eines separablen Vektorraumes ist, kann
das Banach-Alaoglu Theorem angewendet werden. Das heif3t, es existiert eine Teilfolge
{ur} C {un}, so dass uyy —* u € M,. Mit der Forderung an die Abbildung A : U — Y sei
schwach” — abgeschlossen folgt y = Au € Q, und somit die Abgeschlossenheit der Menge Q,
fir jedes p > 0. O

Folgerung 3.3. Mit den Voraussetzungen an die Abbildung Annahme 3.1 ist die Bildmenge Q,
schwach abgeschlossen.

Beweis. Seiy € Y \ Q, beliebig. Da die Menge Q, nicht leer, beschrénkt, konvex and abge-
schlossen ist, gibt es nach dem Trennungssatz von Hahn-Banach fiir lokalkonvexe Rdumen
ein y* € Y* und ein A € R, so dass

G <A< VYqeQ,
Die Menge Q, enthalt also alle schwachen Haufungspunkte s., z.B., [6]. ]
Satz 3.4. Fiir jedesy € Y und jedes p > 0 existiert eine eindeutige Losung u, € M, zu (3.1.3).

Beweis. Zum Nachweis wird anstatt der Urbildmenge die Bildmenge Q, in Y betrachtet. Das
Funktional ||Au — y||y ist als Norm in Y schwach unterhalbstetig. Mit Annahme 3.1 ist Y
reflexiv (nach dem Satz von Milman-Pettis), die Menge Q, beschrankt und abgeschlossen.
Es existiert also ein Minimierer g € Q, nach der direkten Methode der Variationsrechnung
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3.1 Existenz der Quasilosungen

s., z.B., [21], [24]. Fiir g € Q, existiert wegen der Injektivitit des Operators ein eindeutiges

Urbildelement % € M, mit g = Au, so dass

1Az - yl| = inf {|lAu - yll : u € My}

Seien uy, uy € M, mit u; # u; Lésungen zum Problem (3.1.3). Mit der injektiven Abbildung

gilt fiir q; := Auy und Au, =: g, ebenfalls ¢ # g3, so dass

d=llgi—yl =gz -yl =inf{lig—yll : g € Qp}
Fir Elemente in Y gilt mit der Annahme 3.1 folgende Eigenschaft

U1+ Uy

falls gilt  |loill = [lvzll = I

|| danngilt v, =0,

Seien vy := q; — ¥, Vg 1= g2 — y. Mit @ € Q, folgt

Q1+ Q2

1 —_ —
d < I1E=L -yl = 2@ -9 + @ -yl < [P Ly R Y

2 2

Damit ein Widerspruch zu der Annahme q; # g, und die Eindeutigkeit der Losung.
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3 Quasilosungen bei linearen Identifikationsproblemen

3.2 REGULARISIERUNG

Der Nachweis der Existenz von Losungen zum Problem (3.1.3) macht es moglich eine Naherungsweise-
Losungsmethode vorschlagen zu kénnen. Damit aber die Lésungen {u(p, y)},>0 mit p - als
Regularisierungsparameter ein Regularisierungsverfahren darstellen, muss eine Reihe von
Grenzwertbeziehungen erfiillt sein. In dieser Arbeit dienen die Definitionen einer Regularisie-

rung aus [29], [20] als Richtlinien. Das klassische Regularisierungsschema angewandt an das
vorliegende Optimierungsproblem, muss dabei aber an die Voraussetzungen (4.1) angepasst
werden, denn eine starke Konvergenz der Losungen kann hier nicht erwartet werden.

Definition 3.5. Die Quasilosungen {u(p,y)},>0 mit p - als Regularisierungparameter bilden
eine konvergente Regularisierung, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

i) ulp,yn) = ulp,y) fiir jedes p = 0 undy, = y
ii)  u(pn,y) i A7'y  fiir jedes y € R(A)und p, 7% oo
i) 3(8,9°) > p(8,y°) : u(p(8,y°),y°) =" u" fir §-50
dabei definiert die Funktion p : R*xXY — R*;  (8,y°) = p(8,y°) eine Parameterwahlstrategie.

Mitunter der Existenz und Eindeutigkeit der Losung zeigt Satz 3.4: - fiir jedes p > 0 und
jedes y € Y existiert eine eindeutige metrische Projektion y - P (y) =: q,

(3.2.1) llgp — ¥lly = min [lg — ylly

q€Qp
Die Stetigkeit des Projektionsoperators P : Y — Q, ist wesentlich um die Stabilitdt, also den
ersten Punkt der Definition 3.5 nachzuweisen.

Proposition 3.6. Sei Q, nicht leer, konvex und abgeschlossen und Y ein gleichmdfSig konvexer
Banachraum. Dann ist der Projektionsoperator P : Y — Q, auf dem ganzen Raum Y definiert,
eindeutig und stetig. Ist Y dariiber hinaus ein Hilbertraum, so ist die Projektion Lipschitzstetig
mit der Lipschitzkonstante 1.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit der Projektion folgt direkt aus Satz 3.4. Weiterhin gilt
fur y, — y (s., zB., [37, sec. 1.6.])

lim [IP(y,) = yll < Lim [[P(ya) = yall + [lyn = ¥l

IA

nh—>n<;1<> IP(y) = yull + llyn — Il
IP(y) =yl

Nach dem Satz von Milman-Pettis ist Y reflexiv und Q, € Y beschrinkt und schwach

abgeschlossen (Folgerung 3.3). Somit besitzt die Folge {q, := P(y,)} nach Satz von Eber-

lein-Smulian mindestens einen schwachen Haufungspunkt g € Q,, und eine Teilfolge g,,, — g.
Die gleichméflig konvexen Rdume erfiillen die Radon-Riesz-Eigenschaft, so dass fiir

lgn,, = Il = llg = yll
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3.2 Regularisierung

die starke Konvergenz g, — q gilt. Da diese Behauptung fiir alle méglichen schwachen
Haufungspunkte der Folge {g, := P(y,)} gilt und die Projektion eindeutig ist, so gilt fiir die
gesamte Folge
P(ya) = q = P(y)
In einem Hilbertraum ist fiir die metrische Projektion auf eine konvexe Teilmenge folgende
Ungleichung giiltig s., z.B., 5]

(3.2.2) (q=P(y),y—P(y) <0 VqeQ,

Sei g € Q, aus (3.2.2) wie folgt gesetzt: g; := P(y1),q2 := P()2). So ergibt sich ein Unglei-
chungssystem

(@1 = P(32),y2 = P(32)) <0
(@2 —=P(n), 1 —P(n)) <0

Das Addieren und Umformen ergibt

(P(n) = P(32),y2 — P(y2)) + (P(y2) = P(y1), 1 —P(31)) < 0
= IP(1) = P(y2)II* = (P(31) = P(y2), 31 = y2) < 0
= |IP(n) - P()’z)“2 < [IP(n) = P@a2) s — yzll
= [IP1) = P(y2)Il < lly1 = y2ll

O

Nun kann die stabile Abhangigkeit der Losungen von den Eingangsdaten im Sinne der
Definition 3.5(i) gezeigt werden.

Satz 3.7. Seien p > 0 undy € Y gegeben. Sei {y,}nen C Y eine beliebige Folge mit y, — y.
Dann konvergiert die entsprechende Folge von Losungen {u, := u(p, yn) }nen schwach™ zu

up = u(p, y) = argmin [|Au - y/|

ueM,

Beweis. Nach Satz 3.4 existiert zu jedem n € N eine eindeutige metrische Projektion g, € Q,.
Weiterhin folgt mit Proposition 3.6 ¢, — q := Pg,y.

Wie im Nachweis zur Abgeschlossenheit von Q, gezeigt s. Lemma 3.2, kann eine Teilfolge
{ux} extrahiert werden, so dass uy —* u € M, und Au = q, d.h, u € M, minimiert ||Au — y|ly
auf M,. Das zeigt, dass u = u, die Lésung des Problems (3.1.3) ist. Die Eindeutigkeit dieser
Losung folgt mit Satz 3.4.

Um zu zeigen, dass die gesamte Losungsfolge gegen denselben Grenzwert konvergiert,
wird die Menge der restlichen Elemente der Folge {u,}\{ur} betrachtet, welche ebenfalls
beschrankt in M, ist. Das heifit, dass diese Menge ebenfalls mindestens einen schwach*
Héaufungspunkt besitzt. Die Annahme, dass solch ein Haufungspunkt von u, verschieden
ist, fithrt mit der Forderung an die Abbildung (schwach*-abgeschlossen) und der starken
Konvergenz der Bildfolge Au, — g = Au, sofort zum Widerspruch. Somit kann es keinen von
u, verschiedenen Haufungspunkt geben. O
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3 Quasilosungen bei linearen Identifikationsproblemen

Wie kann eine Regularisierung s. z.B., [29, Def. 4.1.] fiir das vorliegende Problem (3.1.3)
aufgebaut werden? In [20, Prop. 3.4.], wird von einer Familie regularisierender Operatoren fiir
a — 0 die punktweise Konvergenz gefordert. Analog zu dieser klassischen Vorgehensweise
sollen hier die Approximationseigenschaften der Quasilosungsmethode fiir jedes beliebige
y € R(A) gezeigt werden.

Es ist eigentlich offensichtlich, dass die Folge der Quasilosungen bei p — oo fiir jedes
y € R(A) sogar stark konvergiert. Da diese Eigenschaft in 3.5(ii) definiert ist, wird sie der
Vollstandigkeit halber in einem Satz behandelt.

Satz 3.8. Seiy € R(A) gegeben, so dass Ail = y. Dann konvergieren fiir jede Folge { p,}nen mit
pn — oo die entsprechenden Losungen u,,, stark gegen il.

Beweis. Die Menge Q,, ist konvex und hat der Definition nach die Eigenschaft Q, C Q,, fiir
p1 < p. Fur eine monoton wachsende Parameterfolge {p,} existiert demnach ein N € N und
ein py, so dass gilt y € Q,,, und somit fiir alle n > N

(3.2.3) inf [|Au—y|l =0 = |lAd - y||
ueEM,,
Damit ist die Menge der entsprechenden Losungen {u, ..., uy} endlich, so dass

lim u, = 4

n—,oo
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3.3 Distanzfunktion

3.3 DISTANZFUNKTION

Die von Ivanov vorgeschlagene Regularisierungsidee beruht auf der Einschrankung des
Losungsraumes zwecks Erhalt einer kompakten Losungsmenge im Definitionsbereich des
Operators. Typischerweise wird eine Kugel mit festem Radius betrachtet. Die Genauigkeit
der Losung hingt direkt vom gewéhlten Radius der Kugel ab, womit er zum Regularisie-
rungsparameter wird. Auf diese Weise wird das Verhaltnis zwischen Eingangsdaten und
regularisierten Losungen iiber die Bilder dieser Losungen bzw. iiber deren Distanz zu den
vorhandenen Daten beschrieben. Das heif3t, dass bei der Bestimmung einer Quasilosung zu
den Eingangsdaten das Verhalten der Distanzfunktion im Vordergrund steht und untersucht
werden muss, damit Vorschlage zur Parameterwahl gemacht werden kénnen. Dazu soll als
Erstes gezeigt werden, dass zu jedem Element y € Y ein Parameter p existiert, so dass die
Beziehung der Eingangsdaten y ¢ R(A) und der Losungen von (3.1.3) Giber die Distanzfunktion

(3-3.1) d :[0,00) XY — [0, c0) (p,y) = lAu, — ylly = ulerkf |Au — ylly
P

beschrieben werden kann.

Die Aussage des nachsten Satzes ist zum Aufbau eines Regularisierungsvefahrens nach der
Ivanovschen Ideologie wesentlich. Diese Aussage wurde fiir reflexive Banachraume fiir eine
kompakte und konvexe Losungsmenge nachgewiesen [19]. Trotz schwiacherer Forderungen
an die Losungsmenge M, und Funktionenraum U wird hier die selbe Beweisidee verfolgt.

Satz 3.9. Sei Y ein reflexiver Banachraum. Fiir jedes y € Y ist die Abbildung p — d(p,y)
surjektiv auf dem offenen Intervall (0, ||y|ly).

Beweis. Seieny € Y und o € (0, ||y|ly) gegeben. Es wird gezeigt, dass dann ein eindeutiges
p(o,y) existiert mit

llg(c,y) —yll =minllg-yll=0c
q€Qp

Dazu soll im ersten Schritt des Beweises folgende Konstruktion durchgefithrt werden:

Das Bild des Operators R(A) C Y ist dicht (nach Annahme 3.1), so existiert ein hinreichend
grofies p, so dass Q, N B, (y) nicht leer ist. Daher existiert fiir alle solche p > 0, welche einen
nicht leeren Durchschnitt bilden ein Infimum

(3.3.2) p = inf{p >0:0Q,NB,(y) # @}.

Nach Definition existiert also eine Folge {p,}nen C (0, 00), so dass

Sn = Qpn N Bs(y) #0

und p, — p. O.B.d.A. kann angenommen werden, dass diese Folge monoton fallend ist, so
dass Q,,,, € Q,, und somit S,,; C S,.
Im zweiten Schritt des Beweises wird gezeigt, dass die Schnittmenge S := (),en Sy nicht leer
ist, und fiir alle Elemente s € S auch s € Qj; erfiillt wird:

Fir jedes n € N ist S, C Y beschrinkt, konvex und abgeschlossen als Durchschnittsmenge
solcher und nach der Konstruktion nicht leer. So konnen fiir jedes n € N Projektionen
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3 Quasilosungen bei linearen Identifikationsproblemen

sn := Ps, (0) betrachtet werden. Die Monotonie von {p, }nen impliziert ||s,|ly < p;. Daher ist
{sn}nen beschrankt und besitzt in einem reflexiven Banachraum eine schwach konvergente
Teilfolge sy — s mit einem schwachen Grenzwert s € Y. Der Durchschnitt beliebig vieler
abgeschlossener konvexer Mengen (),cn Sy ist selbst abgeschlossen und konvex. Weiterhin
gilt, dass abgeschlossene konvexe Mengen schwach abgeschlossen sind, so dass s € (ren Sk
fur jedes k € N, dass heifit s € S.

Nach der Konstruktion gilt s € S, C Q,, fiir alle n € N und somit das Urbildelement
Als e M, fiir alle n € N (unter anderem |A%s|| < p, nach Definition), so dass bei p, — p
folgt [|[A”!s|| < p und somit A™'s € M;. Im Grunde gilt sogar

(3.3.3) 1A sl = p

denn bei der Annahme die Ungleichung wire streng, existiert ein p < p,sodasss € QsNBs(y)
im Widerspruch zu der Definition von p (3.3.2).
Im dritten Schritt des Beweises wird gezeigt, dass o = ||s — y|[:

Nach der Konstruktion der Schnittmenge ist s € B;(y), denn s € S, fiir alle n € N. Sei
angenommen, dass |[|s — y|ly < o. Diese Annahme bedeutet, dass s ein innerer Punkt von
B, (y) ist. Das heif3t, dass fir hinreichend kleines ¢ > 0 ein § € S existiert mit [|S — s|| < e.
(Beachte: 0 < o < ||y|ly impliziert 0 ¢ B,(y) und s # 0.) A ist ein linearer Operator, so dass
0 € Qj. Weiterhin ist Q; konvex und abgeschlossen Lemma 3.2, so dass fiir ein § := €0+ (1—¢)s
mit £ > 0 hinreichend klein, gilt § € Q5. Damit ergibt sich folgende Ungleichung

1Al = (1 - e)lA7 sl = (1—e)p < p

im Widerspruch zu der Definition von p (3.3.2). Das heif3t ||s — y|ly = o fur jedes s € S.

Um die Beweisfithrung abzuschliefen sei angenommen, dass es ein ¢ € Q; existiert mit
lg — ylly < o. Damit gibt es wiederum ein § € Q; und g € B,(y), so dass A7 4lly < p im
Widerspruch zu Definition von p (3.3.2). ]

Im Weiteren sollen noch kurz einige Bemerkungen zum obigen Satz diskutiert werden.

« Im Prinzip kénnte der obere Beweis aus dem Cantor—Intersection—-Theorem gefolgert
werden. Es wire zu zeigen, dass der Diameter der konstruierten Mengen S, firn — 0
gegen Null strebt. Doch dazu wire die Forderung Y sei ein gleichméflig konvexer
Banachraum nétig, welche in Satz 3.9 jedoch auf reflexive Rdume abgeschwiacht werden
konnte.

+ In der Beweisfithrung musste nicht explizit gezeigt werden, dass s € S ein eindeutiges
Représentant der Schnittmenge S := (),cy Sy ist. Diese Eindeutigkeit folgt jedoch bei
der Forderung Y sei gleichmaflig konvex aus der Konvexitiat der Menge Q, Lemma 3.2.

Da das Verhalten der Distanzfunktion von solch grofier Bedeutung fiir diese Arbeit ist,
werden hier im Anschluss an Satz 3.9 weitere Eigenschaften diskutiert.

« d(0,y) = |lylly - folgt direkt aus (3.3.1).

« Firy ¢ R(A) gilt d(p, y) — 0 fiir p — co. Denn der Operator hat nach Annahme 3.1 ein
dichtes Bild R(A) C Y, so dass gilt ||Au — y|| # 0 fiir jedes p > 0.

26



3.3 Distanzfunktion

« Fir y € R(A) existiert ein p > 0, so dass d(p,y) = 0, denn fiir hinreichend grof3es p
existiert ein u € M, C D(A), so dass Au = y.

Weiterhin gilt nach der Beweisfithrung (3.3.3) |lu,lly = p fiir alle Losungen u, € M,. Eine
Ausnahme bildet der Fall d(p, y) = 0,d.h., y € Q, C R(A). Es ist eine wichtige Eigenschaft der

Losungen, welche ebenfalls in [45, Prop. 2.2] bei der Voraussetzung U und Y seien Hilbertraume
gezeigt wurde und wird daher explizit im nachsten Korollar festgehalten.

Korollar 3.10. Zu jedem p > 0 und jedemy € Y \ Q, besitzt eine Losung des Problems (3.1.3)
folgende Eigenschaft

(3-3-4) lupllu = p

Eine weitere bedeutende Eigenschaft ist die strenge Monotonie der Distanzfunktion fiir jedes
fixierte y € Y.

Korollar 3.11. Die Abbildung p — d(p,y) ist fiir jedes y € Y \ R(A) streng monoton fallend
und stetig.

Beweis. Sei p; < p;. Dann folgt M, C M,, und mit (3.3.1)

d(pz,y) = inf |[Au—ylly < inf [|Au —ylly = d(p1,).
ueM ueM

P2 P1

Die Annahme d(p1, y) = d(p2, y) fihrt zum Widerspruch, denn mit Korollar 3.10 folgt

lup,llv = p1 < p2 = llup,llu

und damit u,, # u,,. Und mit der Injektivitit von A auch Au, # Au,,.
Sei u := 3 (up, + up,) € M,,, dann folgt in einem gleichmaBig konvexen Raum Y

— 1
AT = yll = 115 (Aup, + Aup,) = ylly < - (IlAup, = ylly + 1Auy, = ylly) = d(pz2. ).
und weil d(p;, y) = d(ps,y) vorausgesetzt wurde [|Au — y|| < d(pz, y) im Widerspruch zur
(3:3.2).
Die Monotonie und Surjektivitat liefern nach einem bekannten Satz der Analysis die Stetig-

keit der Distanzfunktion. m|

O.B.d.A. ist im Korollar 3.11 der Fall y € R(A) C Y ausgeschlossen worden, da sonst die
strenge Monotonie fiir alle p > [|ul|, nicht mehr gegeben ist, denn es gilt

d(p.y) = min [Au=ylly =0 ¥ p > u,l
P

Satz 3.12. Fiir jedes y € Y ist die Abbildung p — d(p, y) konvex.
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3 Quasilosungen bei linearen Identifikationsproblemen

Beweis. Seien 0 < p; < p, gegeben. Es ist zu zeigen, dass fur {p = tp; + (1—t)p, : t € [0,1]}
gilt
d(p) = d(tp1 + (1—1t)p2) < td(p1) + (1 —t)d(p2)
Zur p; > 0, p; > 0 existieren nach Satz 3.9 eindeutige Projektionen s; € Q,, und s, € 9Q,,,
so dass
d(p1.y) = llsi = yll = min{llg = yll : q € Qp,}
d(p.y) = llsz - yll = min{lig -yl - g € Qp,}

Betrachte zum Nachweis die Verbindungsstrecke ts; + (1 — t)s, fir t € [0,1].

Nach Lemma 3.2 ist die Menge Q, konvex, so dass fiir alle 0 < p < p; gilt Q, C Q,,, womit
auch s := ts; + (1 —t)sy € Q,, fiir alle t € [0,1].

Es existiert ein eindeutiges Urbild w = A™!s € U mit

Iwll = [|IA7s]| = ItA™"s; = (1= ) AT syl < tpy+ (1= t)p2 = p
Die Distanzfunktion ist monoton fallend, so dass gilt d(p, y) < d(||w||, y). Weiterhin gilt

d(llwll, y) = inf{[|Au = ylly : llull < llwll}

und damit
d(llwll,y) = llAw -yl
= [ltsy = (1= t)sz =yl
<tllsi—yll+ @ =t)llsz = yll
= td(p1) + (1= t)d(p2)
und damit die Behauptung. O

Zum Schluss dieses Abschnittes soll noch eine starke Eigenschaft der Distanzfunktion
gezeigt werden und zwar in ihrem zweiten Argumenten y € Y.

Satz 3.13. Fiir jedes p > 0 ist die Abbildung y — d(p,y) Lipschitzstetig mit Konstante 1.

Beweis. Betrachte yy, y» € Y. Fir entsprechende Projektionen ¢q; := Po,y und g, = Po,y2 gilt

d(p,y1) = llg1 = willy < llgz = willy < llgz = y2lly + lly2 = willy
d(p,y2) = llgz = y2lly < llg1 = y2lly < llgr = »ully + 1y = y2lly

und damit ld(p, 1) —d(p, y2)| < lly1 = y2lly o
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3.4 PARAMETERWAHL

Nun konnen die klassischen Parameterwahlstrategien s. Definition 2.2 angewandt auf die
Ivanov-Regularisierung, untersucht werden. Das primére Ziel dieses Paragraphen ist es jedoch,
eine Regel fiir die Parameterwahl zu finden, welche im Allgemeinen eine sichere Konvergenz
des vorliegenden Verfahrens liefert. Daher wird eine griindliche Untersuchung bestimmter
Strategien hier verworfen. Eine ausgiebige Diskussion vieler erfolgreicher Parameterwahl-
strategien ist z.B. in [4] gegeben. Folgende Voraussetzungen an die Daten und die Datenfehler
werden fiir die vorliegende Analyse getroffen.

Es wird eine nicht-negative Folge {J,},en betrachtet mit §, — 0 fiir n — oo, und y5" ey
mit ||y5"||y >0 VYneN, sodass

Y% — ylly < 8, fiir jedesn € N

Weiterhin wird vorausgesetzt, dass die exakten Daten Au' = y € R(A) stets im Bild des
Operators liegen.
Die Losungen zu den Daten y% werden jeweils durch

n

5 .
(3.4.1) u,, = argmin || Au — y‘s" lly
ueMpn

und die eindeutige Quasilésung zu den exakten Daten in (3.1.1) durch u’ € U bezeichnet.

Im nichsten Schritt wird untersucht, welche fundamentale Eigenschaften die Regulari-
sierungsparameter zu der vorliegenden Definition 3.5 im Allgemeinen erfiillen miissen. Der
nichste Satz liefert die Notwendigen und die Hinreichenden Bedingungen dazu.

Satz 3.14. Sei die inverse Abbildung A~ nicht stetig. Dann konvergiert fiir n — oo die Folge der
Losungen {ugz}neN schwach* gegen u' genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind

(i) {pn}nen ist beschrinkt
(ii) liminf p, > lu'

Beweis. Die Bedingungen sind hinreichend, denn (i) impliziert die Beschranktheit der Lo-
sungen {ug’; }nen, so dass eine schwach*-konvergente Teilfolge extrahiert werden kann (mit

den selben Indizes bezeichnet) ugz —* y fiir ein u € U. Mit (ii) kann im néachsten Schritt fir
entsprechende Parameter p, eine weitere Teilfolge extrahiert werden, so dass gilt

pn, = p firein p > |lu’fly
Zu Ubersichtlichkeit soll auch diese Teilfolge im Weiteren mit den selben Indizes n € N
bezeichnet werden. Mit Au' = y € Qp und der Stetigkeit der Distanzfunktion Korollar 3.11
folgt

(3-42) I1Pg,,y — ¥lly = d(pn,y) = d(p,y) =0
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3 Quasilosungen bei linearen Identifikationsproblemen

Weiterhin liefert die Existenz eindeutiger metrischer Projektion Pg, yon = Auﬁ: zu jedem
solchen n folgende Ungleichung

Sn

1Po,, 3% = y™lly = inf llg=y™lly < lIPo,,y =¥l
q€Qp,

und somit gilt

1Pg,,y™ = ¥l < IPg,, % = y*lly + lly™ = Iy

< 1P,y = y*lly + &

< |IPg,,y — ¥lly + 28,
Mit (3.4.2) gilt somit Pg, y5n — y fiir n — co. Mit der selben Argumentation, wie im Satz 3.7,
folgt Au = y, d.h. u = u', und die Konvergenz der gesamten Losungsfolge gegen u'.

Die Bedingungen sind notwendig, denn R(A) ist nicht abgeschlossen und somit existieren
keine inneren Punkte in R(A) (ansonsten ware das algebraische Innere von R(A) nicht leer.
Weiterhin wiirde die Linearitat von A auf den Widerspruch R(A) = Y fithren.) Somit kann
fiir jedes n € N eine Folge y%* € Bs, (y) \ R(A) extrahiert werden. Korollar 3.10 impliziert
fir entsprechende Losungen ||ug'r’l llu = pn. Das heif3t, wenn {p, },en unbeschrankt ist, so ist

{ui’; }nen ebenfalls unbeschrankt und kann dementsprechend nicht schwach*-Konvergent
sein (da nach der Folgerung aus dem Banach-Steinhaus Theorem schwach*-konvergente
Folgen beschrankt sind). Und mit uf,’r‘l —* 4" und der schwach*-Unterhalbstetigkeit der Norm
gilt

lu' ly < liminf flup: ||y = liminf p, o

Es kann vermerkt werden, dass das Vorliegen zusatzlicher Informationen zu u’ € U hierbei
ausgeschlossen wird. Sicherlich wiirden solche Informationen zu 1 € U mit der Wahl p,, = p°
auf eine konvergente Regularisierung fithren. So eine, weder von § noch von y° unabhéngige
Wahl, wire jedoch keine Parameterwahlstrategie im Sinne von Definition 2.2.

Mit dem Satz 3.14 werden gewisse Rahmen fiir das eigentliche Ziel dieses Abschnitts sichtbar.
Nun konnen die klassischen Parameterwahlstrategien s. Definition 2.2 angewandt auf diese
Methode diskutiert werden.

A-PRIORI STRATEGIEN Im Grunde impliziert der Satz 3.14 bereits, dass es fiir eine Datenfolge
¥n ¢ R(A) keine konvergente a—priori Parameterwahl geben kann, es sei denn, das Problem
ist wohl gestellt. Dies wird im nachsten Satz noch explizit hervorgehoben.

Satz 3.15. Sei p, := p(8,) auf einer a-priori Parameterwahlstrategie ermittelte Parameterfolge.
Wenn fiir die entsprechende Losungsfolge gilt uﬁ: —*u fiiralleu’ € U und alle y°» € Bs (Au'),
dann ist die inverse Abbildung A™! stetig.

Beweis. Die Forderung Satz 3.14(ii) muss fiir jedes u' € U gelten. Eine a-priori Parameter-
wahlstrategie, im Sinne von Definition 2.2, schliefit jedoch jegliche Kenntnis tiber uleU
aus. Dies impliziert die Unbeschrénktheit der Parameterfolge {p,}nen im Widerspruch zu
Satz 3.14(i). O

Im Allgemeinen kann man die vorliegende theoretische Untersuchung des Verfahrens auf
einer a-priori Strategie also nicht aufbauen.
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HEURISTISCHE STRATEGIEN Dies sind sehr erfolgreiche Strategien, vor allem in Féllen, wenn
keine hinreichend scharfe Abschatzung fiir das Fehlerniveau geliefert werden kann. Unter
bestimmten Annahmen existiert eine ganze Klasse von heuristischen Strategien, welche in der
Praxis eingesetzt werden s., z.B., [46]; [42]. Auch fiir endlichdimensionale Inverse Probleme
(schlecht konditionierte lineare Gleichungssysteme) sind solche Methoden sehr relevant.
Das in der Literatur unter dem Namen Bakushinskii-Veto bekannte Resultat [3] stellt die
Anwendung dieser Regel fiir das oben genannte primére Ziel dieses Paragraphen jedoch in
Frage. Denn sogar im Sinne der klassischen Definition einer Regularisierung [20, Def. 3.1] kann
so eine Parameterwahlregel nicht als Teil einer konvergenten Regularisierung fiir schlecht
gestellte Probleme betrachtet werden [20, Thm. 3.3]. Mit dieser Uberlegung und Satz 3.15 wird
hier weder auf die a-priori, noch auf die heuristische Strategien gesetzt.

A-POSTERIORI STRATEGIEN Eine der bekanntesten a-posteriori Methoden ist sicherlich das
Diskrepanzprinzip von Morozov [43], [44]. Mit einem 7 > 1 wihle p(J, %), so dass

(3-4-3) §< ||Auf)(5’y5) —y°|ly < 7.

Nun soll untersucht werden, ob die Bedingungen Satz 3.14 mit der Parameterwahl nach dem
Diskrepanzprinzip erfiillt werden.

Satz 3.16. Sei p, := p(S,, y°") gewdhlt nach dem Diskrepanzprinzip (3.4.3) fiir ein T > 1. Dann
gilt ugz —* 4T fiirn — co.

Beweis. Zum Nachweis werden die Eigenschaften der Distanzfunktion s. Kapitel 3.3 genutzt
und die Gegebenheit, dass fiir jedes 0 < 5, < || y5" |ly nach Satz 3.9 ein p, existiert, so dass gilt
(3-4-3). Nun sollen die Bedingungen von Satz 3.14 Giberpriift werden.

Zuerst soll gezeigt werden, dass {p, }nen durch lu'||y nach oben beschrankt ist. Angenom-
men es existiert ein n € N, so dass p, > luf|l, womit folgt u e M,, . Nach Korollar 3.10 ist
IIu(;'; ll = pn fiir 8, > 0, so ist uﬁ: # u'. Mit der Definition und Eindeutigkeit der Quasilosung
folgt

A o = ¥0lly = min [JAu -y |ly < [|Au’ -y |ly < 8,
1465y = ¥ lly = min flAu=y™lly < l4u” = y*ly <6,

im Widerspruch zur Parameterwahl p,,.
Sei nun angenommen, dass

liminf p, < ||uT||U = p*.
n—-oo
Da die Ungleichung strikt ist, so existiert eine Teilfolge (mit den selben Indizes bezeichnet),
so dass fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0 ein N € N existiert mit
pn<p=llullly—¢e ¥Yn>N

Aus Korollar 3.11 folgt d(p,, y°) > d(p, y°») fiir alle n > N. Mit der Parameterwahlstrategie
(3-4.3) und Satz 3.13 folgt dann
lim 78, > lim d(p,, y°*) > lim d(p,y°") = d(,y) > 0

n—oo

im Widerspruch zu 8, — 0 (da u' ¢ M;). O
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3 Quasilosungen bei linearen Identifikationsproblemen

Der Nachweis vom Satz 3.16 zeigt im Grunde, dass bei der Wahl der Parameter p, :=
p(8n,y"") nach (3.4.3) gilt
Lim py = |||y

Mit Satz 3.16 steht also fest, dass das Diskrepanzprinzip als Regel zur Parameterwahl, die
Hinreichenden Bedingungen vom Satz 3.14 stets erfiillt. Damit ist das eigentliche Ziel erreicht.

32



3.5 Konvergenzraten

3.5 KONVERGENZRATEN

In diesem Abschnitt soll das Verhalten des Regularisierungsfehlers untersucht werden. Doch
bedingt durch die Voraussetzungen an den Losungsraum bzw. die Eigenschaften der Losungs-
menge M, C U kann keine starke Konvergenz der Lésungen garantiert werden, so dass keine
Aussagen zum Fehler im Sinne von IIug —u'|ly gemacht werden konnen. Ein Werkzeug, um
in solchen Fallen den Regularisierungsfehler zu erfassen, ist die Charakterisierung mittels
Bregmandistanz [10], [30], [47], [22], [25]-

Definition 3.17. Fiir ein konvexes Funktional J : U — R U {oo} mit J(u) < oo ist an der Stelle
u € U ein konvexes Subdifferential gegeben durch

(3.51) 0] () = {E € U : (&, 0 —uy < J(0) - J(u) YveU}.

Fiiru € U und ein & € 0](u) ist die Bregmandistanz gegeben durch

(35.2) Di(v,u) = J(v) - J) —(Ev-uwy  VoeU.
Ist J ein konvexes Funktional, so gilt

Di(v,u) > 0 fiir jedesv € U

£ _
D; (u,u) =0
Im Weiteren soll eine dquivalente Problemformulierung zu (3.1.3) betrachtet werden

(3.5.3) min G(u) + du, ()

mit .
Glu) = llAu - Y12

so dass die Restriktionen uber eine charakteristische Funktion 6, : U —» R U {co} mit

0 wenn u GMP

Su, (u) = {

co wenn u€U\M,

gegeben sind.

Um im Rahmen der klassischen Vorgehensweise (fiir Banachraume vorgestellt in [10])
vorzugehen, misste J(u) := dy, (u) fir die Bregmandistanz Djr(v, u) gewahlt werden. Doch
so eine Wahl wire uninformativ fiir jedes v € U \ M,. Daher wird bei der Festlegung der
Bregmandistanz das Funktional J(u) wie folgt gesetzt

J(@) = llully

Diese Uberlegung basiert auf folgendem Resultat. In der Arbeit [41] wurde gezeigt, dass in
topologischen Raumen (U, 7y) und (Y, 7y) die Optimalprobleme, gelost durch Ivanov und
Morozov Regularisierungen, dquivalent sind. Dass heif3t
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3 Quasilosungen bei linearen Identifikationsproblemen

Wenn eine eindeutige Losung zu (I) existiert, so ist diese Losung eindeutig fiir (M) mit
llAug — y°Il = 6.

Wenn eine eindeutige Losung zu (M) existiert, so ist diese Losung eindeutig fiir (I) mit
1l = p.

Daher konnen die Quasilésungen in der Bregmandistanz formal als Losungen einer Morosov-
Regularisierung erfasst werden.

Lemma 3.18. Sei J(u) := ||ully und p = p(8,y°) nach Diskrepanzprinzip (3.4.3) gewdihlt. Dann
gilt folgende Abschdtzung
(3.5-4) D (up, u) < (€., = uM et

Beweis. Nach Satz 3.16 gilt
lull = p < 1]
und damit [Ju,|| — llu®|| < 0 fiir alle Loésungen gewahlt nach (3.4.3). Das heif3t, das duale Paar

(& up — u"Yyxy kann wegen Dj‘f(u, u") > 0 ebenfalls nicht positiv sein und es gilt
(Eup—uhyy < lluplly = lufllv <0
O

Ublicherweise konnen in Inversen Problemen die Konvergenzraten nur unter zusatzlichen
Glattheitsannahmen zu den Daten, sogenannter Quelldarstellung, erhalten werden. Im Weite-
ren wird die klassische Quelldarstellung, wie in [10] vorgeschlagen, betrachtet. Das heif}t, es
wird folgende Forderung an das Subgradient & € 9J(u') vorausgesetzt

(3.5.5) AweY': E=AweU”

Es ist bekannt, dass im Falle der klassischen Tichonov-Regularisierung mit J(u) = |lu|| in
einem Hilbertraum U [20] solche Quelldarstellung folgende Form annimmt

ul = A'w

Proposition 3.19. Sei p = p(8,y°) nach Diskrepanzprinzip (3.4.3) gewdhlt und es existiere ein
w € Y* mit& := A*w € 0J(u"). Dann existiert ein C > 0, so dass gilt

(3.5.6) Dg(uﬁ;uf) < Cé.

Beweis. Mit den vorausgesetzten Quelldarstellungen und der gewahlten Parameterwahlstra-
tegie gilt
D (up:u”) = Nuplly = Nl = (A" w,u, - uhy
< |(A*w, u, — uT>U’ = ’(w, Alup - uT)>y’
< llwlly-[lAu, = Au”lly
< l[wlly- (114w, = y°lly + 1ly° - yliy)
Iwlly- (7 +1)4. O

IA
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3.5 Konvergenzraten

Die Existenz der Quelldarstellung (3.5.5) kann jedoch nicht im Allgemeinen, also nicht fiir
jeden Operator A oder im Falle z.B. einer nicht glatten Funktion u' € U, garantiert werden.
Die Herleitung der Konvergenzraten und vor allem die Antwort nach der Konvergenz in der
Bregmandistanz in solchen Fallen bleibt aus. Allerdings konnte z.B. bei der Annahme, dass ein
Subgradient fiir u" existiert mit & € L'(Q) und der schwach*-Konvergenz der Folge ug’; — g
nach Lemma 3.18 behauptet werden

n
Dﬁ(upn;uT) -0

In [40] ist die Differenzierbarkeit der essential-supremum Norm untersucht worden. Es
wurde gezeigt, dass 0(||. ||~ (q)) nicht Gateaux-Differenzierbar ist. Aus [2] folgt damit, dass fiir
jedes 0 # u € L*(Q) das Subdifferential nicht aus einem eindeutigen Element besteht. Dabei
folgt aus der Konvexitit der essential-supremum Norm, dass das Subdifferential nicht leer ist.

Im Kontext der obigen Uberlegung wiire die Konstruktion eines Subgradienten & € L}(Q)
von Interesse. In einem normierten Raum U besitzt ein Subdifferential iiber der Norm ||u||y
folgende Eigenschaften s., z.B., [26]

firu 0 9| - lle=(u) = {£ € L(Q)" : (£, udr@) = lull (). und €]l = 1}

u) =
B =0 0l ) = {£ € L9@)" : Mooy < 1)

Nun soll unter der Geltung dieser Bedingungen ein Subgradient ¢ konstruiert werden.

(& u)ryxrs :/f’ﬂ dx = |lu' I~y = p°
Q

¢l q) = / &l dx =1
0

Die Konstruktion ist moglich, wenn der Fall
|uT(x)| < ”uT”LDO(Q) fast iiberall
ausgeschlossen ist. Wihle nun ¢ € L'(Q) stiickweise konstant, so dass

¢ wennu'(x)=p'
(3.5.8) E(x):={ 0 wenn |uf(x)] < p'

—c wennu'(x) =—p'

Dann gilt mit Qg = {x e Q:|uf(x)| = pT}

/ﬁf%ixzc;ﬁ/lolxzpT
Q

Qo

Q/|§|dx=c/1dx=1

Qo

35



3 Quasilosungen bei linearen Identifikationsproblemen

-1

so dass ¢ = ( f 1dx| die Bedingungen (3.5.7) erfiillt.
Qo
So eine Konstruktion des Subgradienten liefert zusammen mit der schwach*-Konvergenz der

Loésungen ugj‘l —* 4" und der Abschitzung aus Lemma 3.18 die Konvergenz der Bregmandistanz

(3.5.9) D?(uﬁz,uT) < (¢, uf{; - uT)U*XU — 0 firn— o

Ein Werkzeug, um Konvergenzraten herzuleiten fehlt hier jedoch, da die im (3.5.8) vorge-
schlagene Variante zur Konstruktion eines Subgradienten die Quelldarstellung (3.5.5) nicht
notwendigerweise erfillt.
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3.6 Anwendung: Numerische Losung, linearer Fall

3.6 ANWENDUNG: NUMERISCHE LOSUNG, LINEARER FALL

In diesem Kapitel sollen die theoretischen Erkenntnisse in die Praxis umgesetzt werden.
Seien die Funktionenraume dazu wie folgt gewihlt U = L*(Q) und Y = L%(Q) fiir ein be-
schrinktes Lipschitz—Gebiet Q ¢ R¢, d € {1, 2,3}. Das primére Ziel dieses Abschnitts liegt
im Vergleich von theoretischen Resultaten und der realen Moglichkeiten der untersuchten
Regularisierungmethode in nicht-reflexiven Banachraumen. Der Anwendung soll daher zu-
nichst ein moglichst einfaches Modell dienen. Zu Modellierung des linearen Problems (3.1.3)
wird daher die Rekonstruktion der Temperaturquelle u(x) € L*(Q2) zum beobachteten Zu-
stand y € H'(Q) gewihlt, welche durch eine elliptische Partielle Differentialgleichung mit
homogenen Neumann Randbedingungen beschrieben ist

-Ay+cy=u inQ,
(3.6.1) {

0,y =0 aufoQ,

fiir ein gegebenes ¢ > 0.

A:L™(Q) = L*(Q), Uy,

entspricht den in Annahme 3.1 geforderten Bedingungen an die Abbildung linear, injektiv,
stetig, und schwach*-abgeschlossen zu sein. Es ist bekannt, dass u, in so einem Fall Lésung
des Problems (3.1.3) ist (welche in diesem Kontext als bang-bang-control Problem bekannt ist
s., z.B., [18]) genau dann, wenn

(3.6.2) Up = ProjMp (up _Pp),

WO
p if o(x)>p
projMp (L3 (Q) = LA(Q), [projMp (V)](x) == 3v(x) if |o(x)|<p
-p if o(x) <-—p

und p,, ist die Lésung zum adjungierten Problem

{—Ap+cp:f in Q,

.6.
(3:6.3) dp=0 aufdQ,

fir f = Au, - y5; s., z.B., [55, Lem. 2.26]. Hier wird davon ausgegangen, dass der adjungierte
Zustand p, € H'(Q) die punktweise fast iiberall Auswertung zulasst.

Unter der Nutzung der Semi-Smooth-Newton Methode [12], [13], [27], [56] mit der lokal-
superlinearen Konvergenz soll (3.6.2) gelost werden. Es ist aber bekannt, dass die punktweise
Projektion von L (Q) — LI(Q) genau dann semi-smooth ist, wenn p > g gilt. Daher ist (3.6.2)
nicht unbedingt semi-smooth im Bezug zu u,. Gewdhnlich wird dann zum Funktional (3.1.3)
ein stabilisierender Strafterm addiert. Dies erlaubt u, innerhalb der Projektion zu eliminieren,
s., z.B., [27], [28] oder auch [55, Thm. 2.28, Ch. 2.12.4]. Da der Schwerpunkt dieser Arbeit
der Ivanov-Regularisierung gilt, wird dieser Weg hier nicht verfolgt und stattdessen eine
vorherige Diskretisierung vorgenommen.
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3 Quasilosungen bei linearen Identifikationsproblemen

Sei Y, C L?(Q) ein endlich dimensionaler Raum, aufgespannt durch punktweise lineare
Basis-Funktionen (Triangulation bei der Finite-Elemente-Methode.) Die Funktionen yy, up, pp, €
Y, werden nun mit dem Vektor ihrer Basiskoeffizienten identifiziert, welche in diesem Fall
mit den Werten in den Knoten uibereinstimmen (bzw. ihr Maximum und Minimum in den
Knoten erreichen).

Durch die Einfithrung der "Stiffness"-Matrix K € RY*N und der "Mass"-Matrix Mj, €
RN*N werden die diskretisierten Bedingungen

(Kn + cMp)yn = Mpup,

(3.6.4) (Kn + cMy)pr = Mu(yn — ¥p),
Up = proj[—p,p] (Uh _ph)’

formuliert, wo y;f € Y, die L? Projektion auf y‘s bezeichnet, so dass diese Projektion nun
komponentenweise gemeint ist und semi-smooth von R nach R" ist, wo Newton-Ableitung
in v € RY in Richtung w € RN komponentenweise gegeben ist durch

w;  wenn |w;| < p,

.6. Dy proj vV)W]; =
(3.6.5) [DN proji_, ,(v)w] {0 sonst

Die aktiven and inaktiven Mengen sind gegeben durch

Ay = {i:ui—pi >p}
(366) A= {l U —pi < —p}
I =A{i:|u—-pil < p}

und die entsprechenden Indikatorfunktionen 17, 14,, 1.4_ durch

1 fur l € ﬂ.'./_ 1 fur l ¢ ﬂ+/_
la= Ir=
0 sonst 0 sonst
Des Weiteren seien O € RN*N eine Null-Matrix und Dy € RVN Dg. € RN*N Diagonal-
Matrizen mit den Eintragen, gegeben durch 17, 14, 1.4_. Mit y,’f“ = y;f + 8y, p’}j“ = p’h< + 6p,
und u’;“ = u’;l + du kann nun ein Newton-Schritt wie folgt beschrieben werden
oy Ky + cMy, (0] —My, oy
(3.6.7) Bi|dp|:= My Ky, + cM,, 0] op
ou 0] Dy D:,Z(+ +Dg_ ou

(Kh + CMh)y}]f - Mhufl
= —| (K + cMp)pk = My(yF — y9) | =2 —b*
Up — proj[—p,p] (u}]; _P];;)

Der Iterationsprozess wird beendet, wenn entweder eine feste (vorher heuristisch fest-
gelegte) Anzahl von Iterationen iiberschritten wird oder die aktiven Mengen AX = AL
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3.6 Anwendung: Numerische Losung, linearer Fall

und A* = A ergeben. Im letzteren Fall ist (p]];, y}’l‘,u’;) bereits eine Losung zu (3.6.4);
s. [32, Rem. 7.1.1]. Um eine gewisse Robustheit des Verfahrens zu erreichen, soll eine Damp-
fung ||b¥||; < tol eingefiihrt werden mit einem ebenfalls heuristisch gewihlten tol > 0 um
einen gelungenen Ausstieg aus der Schleife zu erreichen. Die vollstindige Prozedur ist im
Algorithmus 1 beschrieben.

Algorithm 1 Damped semi-smooth Newton method

Input: y}f, p>0,q € (0,1), imax, kmax, tol > 0, y}?,pg, ufl
1 fork=1,...,kp. do
2: compute active sets AX, AX, T¥ from (3.6.6)
compute Newton matrix By, right-hand side b* from (3.6.7)

3:

4 if ||bill2 < tol then

5: set conv = true; return

6: solve Newton step (3.6.7) for (8y, dp, du)

7: fori=1,...,in.x do

8: set y;'z + qifléy, p;l +q"16p, u;l +q"6u

9: compute b' from (3.6.7)

10: if ||b'ly < 116% ||, then

1 set yF+t =yl pk+l = pt k41 = 4 - break

12: set conv = false
. ok oAk ok
Output: Yy s Uy» CONV

Zur Ermittlung der optimalen Parameter, welche dem Diskrepanzprinzip gentigen, wire die
Anwendung der Bisektionsmethode naheliegend. In der Praxis muss jedoch damit gerechnet
werden, dass die Newton-Methoden nur die lokale Konvergenz garantieren. Die vorgeschla-
gene gedampfte Newton-Methode zeigt zwar fast sichere globale Konvergenzeigenschaften,
fithrt aber oft zum enormen Rechenaufwand wegen grofer Iterationsanzahl. Daher wird hier
auf eine Art "Backtracking-Methode"gesetzt. Dieser Ansatz basiert auf folgender Beobachtung

« Es existiert ein hinreichend grofles p, so dass das Semi-Smooth-Newton Verfahren
in einem Schritt konvergiert. Dies wird dadurch hervorgerufen, dass die Abbildung
Ay = (Kp + cMp,) ™! aufgrund der Diskretisierung invertierbar ist und jedes y;ls im Bild
des Operators Ay, liegt.

+ Die ermittelte Losung fiir ein pj ist ein guter Startpunkt fir pry; < pg, wenn die
Differenz |pi+1 — pk| nicht zu grof ist. Dies wird dadurch hervorgerufen, dass zum
einen der "Downstep"pk+1 < pk beibehalten werden muss, damit die bereits ermittelte
Information iiber die aktiven Mengen Ay := {A; U A_} in jeweils ndchstem Schritt
nicht komplett aufs Neue ermittelt werden muss, denn fir pr; > px werden die aktiven
Mengen Ay, auf Null gesetzt. Zum anderen diktiert die Schrittgrofie |px+1 — pi| den
Level der Veranderung von aktiven Mengen.

Ob ein néchster Schritt pi.; passend gesetzt wurde, wird iiber eine fixierte Anzahl N der
Iterationen einer Newton-Schleife entschieden. Ist die Iterationsanzahl iiberschritten, so ist
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3 Quasilosungen bei linearen Identifikationsproblemen

der Schritt | pr+1— pk| zu grof3 gewihlt worden und muss verkleinert werden. Die sichere lokale
Konvergenz der angewendeten Newton-Methode und die oben beschriebene Beobachtungen
motivieren eine "Backtracking"-Vorgehensweise, anstatt der reinen Bisektionsmethode. Diese
wird in drei Phasen aufgeteilt.

I. Starten mit einem beliebigen p > 0. Zunichst wird p vergrofiert solange, bis ein p
gefunden wird fiir welches die Newton-Methode in n < N Schritten konvergiert und
die Diskrepanz kleiner als das Fehlerniveau ¢ ist.

II. Dann wird p stark herunter gesetzt solange, bis die Newton-Methode in einem py nicht
mehr konvergiert (in n < N Schritten).

III. Gestartet vom vorletzten Punkt py_;, unter der Beachtung der Konvergenz der Newton-
Methode (in n < N Schritten), wird nun das optimale p gesucht, welches das Diskre-
panzprinzip (3.4.3) erfillt.

Die Phasen I und II spielen eine Rolle der groben Vorbereitung, ergeben aber eine schnelle
Anndherung an das optimale p. Natiirlich beinhalten auch diese Phasen das Ausstiegskriterium
fur den Fall, dass das Diskrepanzprinzip bereits erfiillt ist. Die vollstindige Prozedur zur
Ermittlung des optimalen Parameters ist im Algorithmus 2 gegeben.

Nun soll die praktische Anwendbarkeit der Ivanov-Regularisierung anhand eines numeri-
schen Beispiels am Testproblem (3.6.1) betrachtet werden. Dazu wird der N - dimensionale
Funktionenraum auf der Platte Q = [-1,1]> ¢ R? beim Diskretisieren durch einheitliche
Friedrichs—Keller-Triangulation gegeben, wo N = 128 X 128 Eckpunkte sind. Der Potenzial-
Koeffizient sei mit ¢ = 1 festgelegt. Die zu rekonstruierende Funktion u" wird durch unter-
schiedlich ausgerichtete (positive und negative) Sdulen mit unterschiedlicher Hohe gegeben,

wobei pT = |luf llz=(q) = 4 s., Abb.3.2a. Die gestoérten Daten werden simuliert als
S _ i S oyt n
Vo=y" 4 =y o,
100 lInll2

wo y' = Apu’,s > 0 die relative Storung gegeben in Prozent, € RY ein Zufallsvektor (random
vector) mit#7;,1 < i < N unabhingig normal verteilt mit Mittelwert 0 und Standardabweichung
1, und ||5|]; := UTMhI] die diskrete L*(Q2)-Norm ist. Die in Algorithmen 1 und 2 verwendeten
Parameter werden wie folgt festgelegt

« Im Algorithmus 1 seien g = 0.7, imax = 10, kmax = 30 und tol = 107,
+ Im Algorithmus 2 seien 7 = 1.1 and py = 10.

Unter Anwendung von Matlab werden nun die in den Algorithmen 1 und 2 gegebenen
Verfahren implementiert.

Die Abbildungen 3.2 zeigen die Losungen zu s = 1,0.02, 0.01, 0.001, 0.0001 mit den entspre-
chenden Parametern p = p(9, y(s) ~ 2.5,3.896,3.952,3.995,3.999 welche sich nach Diskre-
panzprinzip ergeben. In allen Féllen gilt dabei, wie auch stiitzend auf das theoretische Resultat
in 3.10 erwartet, dass |Iug|| 1=(Q) = p- Bei sinkender Stérung s, und damit auch Diskrepanz
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Algorithm 2 Parameter choice

Input: y‘s, 6, 7>1,pp =0

1:

sety,'f:O,p’;:O,u'g:O

2: fork=0,... do

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:

compute y,’f, p,’j, ufl, conv using Algorithm 1 for py, y]’:_l, pZ_l, u
compute di = [|yx = y°ll2
if d;. < 6 and conv = true then
break
set Pk+1 = Pk + Po
set po = pi/2, Yy = Vi, ) = Py Uy = U
fork=0,... do
compute y;:, pi, ulg, conv using Algorithm 1 for p, y;f_l, p}’;_l, ”Z_
compute di = [|yx = ¥°ll2
if d;. > 6 or conv = false then
break
set pr+1 = pi/2
set Ap = pr-1/2, po = pr—1— Dp, ¥ = &, pd = pk ud = uf
fork=0,... do
compute yF, p¥, uf, conv using Algorithm 1 for pg, y£ =, pk=, uk
compute di = ||yx — y°|ly
if 6 < d; < 76 and conv = true then
break
else if d;. > 76 or conv = false then
set Ap « Ap/2
set pr+1 = pk + Ap
else
set pr+1 = pk — Ap

Output: y}’;,plg, u’;, Pk

k-1
h

1

1

> Phase |

> Phase II

> Phase III

I y(S - yTllg, steigt die Qualitat, bis die Losung praktisch identisch mit u' ist (in diesem Ex-
periment fiir s = 0.0001). Im Grunde ist die Rekonstruktion bereits fiir s ~ 0.01 akzeptabel.
Hier kann vermerkt werden, dass sogar fiir grofie s die Form und vor allem die Lokation der
Saulen gut wiederhergestellt werden. Dabei zeigen die Abbildungen keine Glattung, wie es
z.B. im Falle einer Tichonov-Regularisierung zu erwarten ware. Fiir die grof3ten Saulen mit
ug (x) = p' ist die Form bereits fiir s = 1 gut erkennbar.

« die tatsachliche Storung

Die Tabelle 3.1 zeigt folgende Daten zu jedem prozentual gegebenem Fehler s an

. die Diskrepanz d(p, y°) zum entsprechenden optimalen Parameter p(d, y°), welche

durch Algorithmus 2 gegeben werden

« den entsprechenden Rekonstruktionsfehler der Quasilosung, gegeben in L (Q)-Norm,
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3 Quasilosungen bei linearen Identifikationsproblemen

L*(Q)-Norm und durch das duale Paar (¢, ug —u'y mit & € L{(Q) c L¥(Q)*.

Zum Schluss dieses Kapitels sollen die beobachteten Resultate kurz zusammengefasst
werden. Dabei verdient das Konvergenzverhalten der Losungen, gegeben durch den Ausdruck
(&, ”g:; — u")yexu ein besonderes Interesse. Die Uberlegung den Rekonstruktionsfehler zum
Testproblem durch das duale Paar zu erfassen (s. Tabelle 3.1), basiert auf der Konstruktion
des Subgradienten ¢ € LY(Q) ¢ L™(Q)* (3.5.8) im Kapitel 3.5. Diese Konstruktion liefert
zusammen mit der schwach*-Konvergenz der Losungen ug’:l —* 4" und der Abschitzung aus
Lemma 3.18 die Konvergenz der Bregmandistanz (3.5.9)

(3.6.8) Dg(ug’;,uT) — 0 fiirn— oo

Die Daten aus der Tabelle ergeben, dass diese Konvergenz sich wie O(§) verhalt. Allerdings
gibt es keine theoretischen Anhaltspunkte um diese Konvergenzraten etablieren zu kénnen.

Der Vollstindigkeit halber wird in der Tabelle 3.1 der Fehler zusitzlich sowohl in L?(Q)-
Norm IIug — u']|,, als auch in L®(Q)-Norm ||ug — u'|| angegeben. Hier im diskreten Fall,
liefert diese starke Konvergenz jedoch keinen Anhaltspunkt vom theoretischen Standpunkt
her.

Die mittels Matlab berechneten Diagramme 3.1a und 3.1b zeigen das im Kapitel 3.3 diskutierte
Verhalten der Distanzfunktion fiir gegebene Daten (8, y°). Die zur numerischen Losung
verwendete Semi-Smooth-Newton Methode liefert durchaus brauchbare Rekonstruktionen
der Losungen uﬁ. Anhand der Abbildungen 3.2 kann man erkennen, dass fiir sehr grofle
Storungen die Rekonstruktion eher einer Bang-Bang—-Steuerung éhnelt. Im Allgemeinen
verhilt sich die Regularisierung beim Anwenden von Diskrepanzprinzip so, wie gestiitzt auf
die theoretischen Resultate auch erwartet.

0.0015 T T T T 2e-05

\ —db.y) — dp.y)
3 8

— % — 1%
0.0014
1.5e-05 [ B

0.0013 [

0.0012 1 1005 F

0.0011 [

5606 [

0.001

0.0009 L L L L 0 L '
2 25 3 3.5 4 4.5 39 3.95 4 4.05 4.1

(a) p=2.5firs =1% (b) p = 3.95 fiir s = 0.01%

Abbildung 3.1: Distanzfunktion fiir unterschiedliche Stérungslevel
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b s e anow
O

(c) uf fiir s = 0.02%, p ~ 3.896 (d) uf fir s = 0.01%, p ~ 3.952

b A e s ow

e) ul fiir s = 0.001%, p ~ 3.995 (f) u® fiir s = 0.0001%, p ~ 3.999
P p P 1%

Abbildung 3.2: Die exakten Daten u' und Quasilésungen u/‘z fiir unterschiedliche Storungslevel
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Tabelle 3.1: Quantitative Resultate

s $ d(p,y®)  p(8,3°) Ilu)—0lle  llud—ullly (& ud—u')
10° 1310 -107® 1.321-107% 2.500 4.500-10° 3.571 -10°  1.500-10°

1071 1.310 -107* 1.400-107* 3.594 5.594-10° 3.101 -10° 4.063-107!
1072 1.310 -10™> 1.358-10™>  3.952 2.894-10° 5.620-107' 4.836-1072
1073 1.310 -107® 1.367-107° 3.995 2.051-10"! 5.661-1072 4.944-1073
107% 1310 - 1077 1.391-1077  3.999  2.317 -107% 5.726-1073 4.987-107*
10 1.310 -107% 1.357-107%  4.000 2.070-1073 5.612 -107* 4.844-107°
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4 QUASILOSUNGEN BEI NICHTLINEAREN
IDENTIFIKATIONSPROBLEMEN

4.1 EXISTENZ UND STABILITAT

In diesem Kapitel werden Identifikationsprobleme mit einem nicht-linearen Operator unter-
sucht. Es wird ein direktes Problem betrachtet, gegeben durch die Operatorgleichung

(4.11) F(u) =y

mit einem stetigen Operator F : U — Y. Die Funktionenrdume U, Y sind wie in 3.1 vorausge-
setzt

+ Y ein gleichmaflig konvexer Banachraum
« U=L%(Q), undQ c RN beschrinktes Gebiet

Wie auch im linearen Fall wird angenommen, dass die exakten Daten y € R(F) C Y im Bild
des Operators liegen. Vorhanden sind jedoch ausschlieBlich durch ein Rauschen gestorte
Daten y° € Y. Weiterhin wird angenommen, dass der Storungslevel § > 0 angegeben werden
kann, so dass gilt

(4.1.2) 1y’ = ylly <6

Die Ivanov-Regularisierung fithrt im nicht-linearen Fall auf folgendes Optimierungsproblem
(4.1.3) inf ||F(u) - ylly M, :={ueL™(Q): |lu-u'll~ < p}
ueM,
wo die Menge M, zusétzlich tiber ein Referenzelement u* € U gegeben ist, und
(4-1.4) d(p,y) := inf [|F(u) - ylly
ueM,

nach Definition die Distanzfunktion ist (s. (3.3.1)).
Im Unterschied zum linearen Fall muss eine starkere Forderung an die Abgeschlossenheit
der Abbildung gemacht werden.

Annahme 4.1. Sei die stetige Abbildung F : U — Y schwach®-schwach-abgeschlossen, das
heifit fiir jede Folge {u,} mitu, —* u inU und F(u,) — y in Y folgty = F(u).
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4 Quasilosungen bei nichtlinearen Identifikationsproblemen

« Eine Forderung, der Operator F sei schwach*-schwach-stetig, wire fiir die vorliegen-
de Untersuchung zu stark. Dazu kann eine Bildfolge {F(uy)}nen zu der schwach*-
konvergenten Losungsfolge u, —* u, betrachtet werden. Im Unterschied zu (3.1.4) im
Abschnitt 3.1 ist die Bildmenge

Q= {F(w) €Y :u e M,}

nicht notwendigerweise beschrankt fiir ein gegebenes p > 0, denn F ist stetig aber nicht
linear. Falls es jedoch eine Schranke zu der Bildfolge {F(u,)} gibt, was z.B. bei bestimm-
ten Parameterwahlbedingungen der Fall ist, so existiert eine schwach-konvergente
Teilfolge, so dass mit der schwach*-schwach Abgeschlossenheit des Operators und der
Teilfolgen-Teilfolgen Argumentation die schwache Konvergenz fiir die ganze Bildfolge
F(un) — F(u) gilt.

Annahme 4.2. Es existiert p > 0, so dass die Losung der Operatorgleichung 4.1.1 eindeutig in
der Umgebung B, (u”) ist. Das heifSt die u*~Minimum—Norm~Losung ist zu den exakten Daten
y = F(u") eindeutig.

« Die Forderung nach der Injektivitat der Abbildung in Annahme 3.1 wére hier im nicht-
linearen Fall nicht sinngemaf3. Falls eine Losung u, zum Problem (4.1.3) existiert, so
kann mit dem Konzept der u*—Minimum—Norm-Lésung

(4-1.5) lup —u’lly = min{llﬁ —u'ly : [IF(@) = ylly = min [[F(u) - ylly}
ueM,

in giinstigen Fallen die lokale Eindeutigkeit direkt erreicht werden [29]. Sonst muss
diese Eindeutigkeit eben gefordert werden. Im betrachteten Fall ware so eine Forderung
jedoch zu stark, da der Losungsraum nicht strikt konvex ist. Deswegen wird hier die
Eindeutigkeit der u*—Minimum-Norm-Ldsung in der Operatorgleichung (4.1.1) und
ausschlieflich fiir die exakten Daten y = F(u') gefordert. Denn ohne diese Forderung
wire zuséatzlich zu der Stabilitdtsbedingung auch noch die Eindeutigkeitsbedingung der
Hadamardschen Definition zur Korrektheit eines Problems nicht erfillt.

Satz 4.3. Fiir jedes y € Y und jedes p > 0 existiert mindestens eine Losung u, € M, zum
Problem (4.1.3).

Beweis. Wie auch in Satz 3.4ist G: Y D Q, — R, G(q) := |lg — ylly ein stetiges beschrinktes
Funktional mit der nicht-negativen unteren Schranke

0<inf{llg-yly:qgeQp}=r

Die Bildmenge Q, ist im Allgemeinen weder beschrankt noch konvex. Daher wird eine
Schnittmenge

S = Qp N Bri1(y)

betrachtet, welche nicht leer, beschriankt und mit der Annahme 4.1 schwach-abgeschlossen
ist. Damit existiert nach Satz 3.4 ein Minimierer

qp = min{|lg - ylly : g € S}
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Offensichtlich ist g, ebenfalls ein Minimierer auf der Menge Q,, so dass alle {up 1 F(uy) = qp}
Losungen des Problems sind. O

Im Unterschied zum linearen Fall, sind die Losungen nicht eindeutig bestimmt. Sogar die
Selektion nach u*-Minimum-Norm-Ldsung hilft hier nicht weiter, da der Losungsraum nicht
strikt konvex ist. So konnen mehrere Losungen {u,} mit |[u” — u,|ly = p existieren. Diese
Uberlegung wird im Nachweis zur Stabilitit ebenfalls verankert.

Einige Eigenschaften der Distanzfunktion, welche bereits im Kapitel 3.3 gezeigt wurden, sind
auf den nicht-linearen Fall iibertragbar und werden zum Nachweis der Behauptungen auch in
diesem Kapitel von Bedeutung sein. So zum Beispiel die Lipschitzstetigkeit der Distanzfunktion
in der Variablen y € Y s. Satz 3.13.

Lemma 4.4. Sei die Voraussetzung (4.1.2) fiir y° € Y und die entsprechenden exakten Daten
y= F(u®) erfiillt, d.h. ||y‘S —ylly < 6. Sei durch pT = ||u* = u'|| der entsprechende Parameter
zur eindeutigen lokalen Losung s. Annahme 4.2 gekennzeichnet. Dann ist die Distanzfunktion
Lipschitzstetig in der Variablen y € Y und es gilt folgende Ungleichung

(4.1.6) d(p',y°) <6

Beweis. Die Distanzfunktion d(p, y) ist fiir jedes feste p > 0 Lipschitzstetig mit Konstante
1in der Variablen y € Y. Seien dazu die Repriasentanten der Menge der entsprechenden
Losungen von y; := y% und y; := y% mit ||y®|| # ||y%|| durch u; und u, gekennzeichnet mit
q1 = F(uy) = Po,y1 und q2 = F(uz) = Pg,y2. Es gilt

d(p,y) = llgi = nlly < llg2 = nlly < llgz = y2lly + llyz = willy
d(p,y2) = llgz — y2lly < llg1 — y2lly < llgr — yully + llyn — y2lly

und damit ld(p, y1) —d(p, y2)| < lly1 = y2lly

Weiterhin ist fiir y = F (u") nach der Definition der Distanzfunktion d(pT, y) = 0, so dass
folgende Ungleichung gilt

d(p’, %) —d(pT,y) < Iy’ =yl < 6
O

Bemerkung 4.5. Es ist wichtig zu vermerken, dass die Konvexitdt der Bildmenge Q, in der
Beweisfiihrung von Lemma 4.4, wie auch im Satz 3.13, nicht verwendet wurde. Der Nachweis der
Lipschitzstetigkeit der Distanzfunktion in ihrem zweiten Argumenteny € Y basiert ausschliefSlich
auf der Existenz der Projektion und der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung in normierten Riumen,
so dass der Unterschied in der Beweisfiihrung zum Satz 3.13 lediglich darin liegt, dass die Projektion
nicht notwendigerweise eindeutig ist.

Satz 4.6. Seien y € Y und p > 0 gegeben. Sei {y,}nen eine beliebige Folge in Y, so dass
Yan — Y fiirn — oo. Sei {up}nen C M, eine Menge der Reprdsentanten von Lésungen der
Minimierungsprobleme

)
lggll (u) = yully
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4 Quasilosungen bei nichtlinearen Identifikationsproblemen

Dann ist jeder schwach® —Hdufungspunkt der Menge {u, },en ein Minimierer des Problems
V() —
min IF(u) — ylly
Ist der Minimierer eindeutig, so konvergiert die gesamte Folge {u,},en schwach® gegen diesen
Minimierer.

Beweis. Die Menge {u,} C M, ist beschrénkt, so dass mindestens eine schwach®-konvergente
Teilfolge {uy} in M, existiert. Sei durch @ der schwach® Grenzwert dieser Folge bezeichnet.
Fir die entsprechende Bildfolge {F(ux)} gilt wegen Annahme 4.1 g — F(&) =: ¢ und damit

1g = yIl < liminf llge -yl
< lilzriglf gk — yell + llyk — ¥l
= lilgriglf gk — yell = lilgriicgfd(p, yk) =d(p,y)
mit yr — y und d(p, k) = llgx — ¥kl = inquQp llg — k|l und der Lipschitzstetigkeit der
Distanzfunktion fiir jedes p > 0 (s. Beweis Lemma 4.4 und Bemerkung 4.5). Somit ist @ der
Minimierer des Problems.

Gilt weiterhin, dass der Minimierer & € M, eindeutig ist, so konvergiert die gesamte Folge
{tn}nen gegen diesen Minimierer und das Problem (4.1.3) ist stabil nach der Definition 3.5. O
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4.2 ZUR ERMITTLUNG DES REGULARISIERUNGSPARAMETERS

Mit Existenz und Stabilitat der Quasilosungen wird die Erfiillung der ersten Forderung zur
Definition 3.5(i) erreicht. Definition 3.5(ii) ist fiir alle y € R(F), bei der Forderung die ent-
sprechende u*-Minimum-Norm-Ldsung sei eindeutig, offensichtlich ebenfalls erfiillt. Zur
Ivanov-Regularisierung von nichtlinearen Operatorgleichungen bleibt also noch die Existenz
einer Parameterwahlregel zu nennen, welche die schwach® Konvergenz der Quasilésungen
zu der exakten Losung sichert.

Im Kapitel 3 wurden die bekannten Strategien der Parameterwahl im Bezug auf die Ivanovs
Methode im linearen Fall ausgiebig diskutiert. Dabei hat sich ergeben, dass fiir die theoretische
Analyse die a-posteriori Strategien am wichtigsten sind. Deswegen wird in diesem Kapitel
von Anfang an auf das Diskrepanzprinzip von Morozov gesetzt.

Als erstes sollte man sich vergewissern, dass diese Regel fiir jedes gegebene y°, § und 7 > 1
die entsprechenden Parameter p liefert. Einen bereits bewédhrten Nachweisweg dazu wiirde
die Stetigkeit der Distanzfunktion bieten s. Kapitel 3.3. Dafiir ist der Satz 3.9 jedoch nicht direkt
anwendbar, da der Beweis dort sich im Wesentlichen auf die Konvexitit der Bildmenge Q,
bezieht. So muss fiir die nichtlineare Operatorgleichungen die Stetigkeit der Distanzfunktion
aufs neue nachgewiesen werden. Dazu wird vorerst die Unterhalbstetigkeit gezeigt.

Lemma 4.7. Fiir jedes y € Y ist die Distanzfunktion p — d(p, y) beschrdnkt, monoton fallend
und unterhalb-stetig.

Beweis. Die Distanzfunktion d(p, y) ist beschrdnkt, denn es gilt fiir jedes p > 0 und jedes
yey

(4.2.1) d(p,y) = inf |IF(u) - yll < [IF(u*) - yll < oo
ueM,

Dies schliefit die wesentlichen Unstetigkeitsstellen der Funktion aus.
Die Distanzfunktion d(p, y) ist monoton fallend, denn mit M, C M,, fiir p; < p, gilt der
Definition nach

2. i -yl < i -
(4.2.2) ué%fmllF(u) yll_ué%ZIIF(u) yll

Seid(p) := d(p, y) nicht unterhalb-stetig, das heifit es existiert eine Parameterfolge p, — po,
so dass

(4.2.3) d(po) > lim inf d(p,)

Nach Satz 4.3 existiert zu jedem p, mindestens eine Losung. So kann jeweils ein Reprasen-
tant von Losungen zu jedem n-ten Parameter betrachtet werden, im Weiteren mit der selben
Nummer n € N bezeichnet.

Wegen der Beschranktheit der Folge d(p,) nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl existiert
eine Teilfolge d(p,,,) C d(pn) mit der Eigenschaft

(4.2.4) lim d(pm,) = d = liminf d(p,)
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4 Quasilosungen bei nichtlinearen Identifikationsproblemen

wo d der kleinste Haufungspunkt der beschrankten Folge reeller Distanzwerte ist.

Die entsprechende Bildfolge der Losungen {q,, := F(up)} ist beschrankt und enthélt im
reflexiven Banachraum Y nach dem Satz von Eberlein-Smuljan eine schwach konvergente
Teilfolge {qm,} C {q:} mit der Eigenschaft g; — q.

Die entsprechende Urbildfolge {u; := F~'q;} ist beschrinkt in L™ und enthlt nach dem Satz
von Banach-Alaoglu eine schwach* konvergente Teilfolge {ux} C {u;} mit der Eigenschaft
ur —" u.

Der Operator F : U 2 D(F) — Y ist schwach*-schwach abgeschlossen. Damit gilt fiir
ur —* uund g — q als Teilfolge von {q;}, dass der Grenzwert q = F(u) ist.

Fir die Folge {uy} gilt nach der Definition der Quasilosungen |[ux — u*|| < pg. Mit der
schwach*-unterhalb Stetigkeit der ||.|[~ - Norm s., z.B. [1] und ux —* u folgt

(4.2:5) lu = |l < liminf [ju, - u"[| < lminf pr. = po

Aber d(p) ist monoton fallend, so dass gelten muss d(||u —u*||) > d(po) und damit folgende
Ungleichung

(4.2.6) lg—yll = d(po) >d = lilggglf llgr — ¥l

und mit gy — q ein Widerspruch zu der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm in reflexiven
Banachraumen s., z.B. [1], womit die Distanzfunktion unterhalb-stetig ist. O

Um die Stetigkeit der Distanzfunktion nachzuweisen bleibt zu zeigen, dass die Distanzfunk-
tion oberhalb-stetig in jedem py ist, das heif3t

(4.2.7) Ye>0do >0, sodass fiir jedes p € (po — 7, po + o) giltd(p,y) < d(po,y) + ¢

Lemma 4.8. Fiir jedes y € Y ist die Distanzfunktion p — d(p, y) oberhalb-stetig.

Beweis. Seien y € Y und py € (0,00) beliebig aber fest gewahlt. Nach Satz 4.3 existiert
mindestens eine Losung

(4.2.8) g = arg min [|F(u) - yl|

ueMp,
Im Weiteren werden zwei Falle betrachtet. Fall (a): - fur die Losung gilt ||ug — u*|| = p1 < po,
und Fall (b): - es gilt |Jup — u*|| = po.
(a) Daug Losung ist, gilt nach der Definition der Distanzfunktion (3.3.1)

d(po,y) = d(p1,y)

Seinun 0 < o = py — p; gewdhlt. Dann gilt fiir jedes ¢ > 0 und jedes p € (py — o, po + o) die
Ungleichung

d(p,y) < d(po.y) +e¢
da die Distanzfunktion monoton fallend ist. Somit ist die Distanzfunktion oberhalb-stetig in
Po-
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4.2 Zur Ermittlung des Regularisierungsparameters

(b) Der Nachweis in diesem Fall wird auf der Stetigkeit des Operators aufgebaut. Nach der
Voraussetzung ist F : U 2 D(F) — Y stetig, das heif3t fiir ein ¢ > 0 existiert ein o > 0,
so dass mit ||u — ugl| < o folgt ||[F(u) — F(uo)|| < &. Als néchstes wird fiir ein beliebiges
p € (po — 0, po + o) folgendes Element & € M, konstruiert

u—-u" = ﬁ(uo —u")
Po

mit der Eigenschaft ||ug — i|| < o, denn es gilt

i —uoll = Il —u" = (uo —u")|l = ||£(u0—u*)—(uo—u*)|| = ||u0—u*|||£—1| =lp=pol <o
Po Po

Nach Konstruktion ist || — u*|| = p und somit & € M,, so dass

d(p,y) = ulerif IF(u) — Il < IF(@) — vl < IF(@) — F(uo)ll + [IF(uo) — yll < &+ d(po,y)

womit die Distanzfunktion nach Definition (4.2.7) oberhalb-stetig in py ist.
Daaber py € (0, co) beliebig gew#hlt war, ist die Distanzfunktion auf dem gesamten Intervall
oberhalb-stetig. O

Bemerkung 4.9. Die Unterhalbstetigkeit in Lemma 4.7 wurde auf Grund der schwach™—schwach
Abgeschlossenheit des Operators F : U 2 D(F) — Y nachgewiesen. Zum Nachweis der Ober-
halbstetigkeit in Lemma 4.8 wurde dariiber hinaus die Stetigkeit der Abbildung gebraucht, so
dass mit der Annahme 4.1 folgende Behauptung gilt.

Satz 4.10. Fiir jedesy € Y ist die Distanzfunktion p — d(p, y) stetig.
Beweis. Nach Lemma 4.7 und Lemma 4.8 folgt sofort die Behauptung,. m]

Zu jedem y‘S eY,0<8<| y5 I, = > 1 garantiert die Stetigkeit der Distanzfunktion die
Existenz solcher Parameter p und entsprechender Losungen ui, welche die Bedingungen zum
Diskrepanzprinzip erfillen

(4.2.9) § < inf ||F(u) —y°|| < 16
ueMp

Um die Anwendbarkeit der Quasilésungmethode bei solcher Parameterwahl fiir ein nichtli-

neares Problem (4.1.3) zu begriinden, wird im folgenden Satz gezeigt, dass bei einer Datenfolge

y% — y fiir §, — 0 die entsprechenden Losungen schwach* zu u' konvergieren.

Satz 4.11. Sei py, := p(S,, y°r) gewdhlt nach Diskrepanzprinzip (3.4.3) fiir ein r > 1. Dann gilt

On P
u,, =" u' fiirn — oco.

Beweis. Offensichtlich konvergiert die Bildfolge der Losungen F (ugﬁ ) gegen die exakte Daten
y = F(u") fiir n > oo, denn es gilt

IF@d) = yll < IF@S) =y Il + ly> = yll < (¢ +1)8,
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Zum Nachweis der Behauptung wird die Beschréanktheit der Parameterfolge p, benétigt.
Nach Lemma 4.4 gilt

d(p’,y°") = 1d(p',y*) = d(p",y)| < lly™ = yll <8, fiirjedesn e N
Weiterhin ist die Distanzfunktion monoton fallend (4.2.2) und es gilt
8n < d(pp,y°) < 18, fiir jedesn € N
womit die Beschranktheit der Parameterfolge mit p' folgt
pn < p' fiir jedes n € N

Somit ist jede Urbildfolge {uf{;} beschrankt und es existiert eine schwach*-konvergente
Teilfolge (bezeichnet wieder durch die selben Indizes) uf{; —" u € M. In der Umgebung
B,(u") existiert eine eindeutige Minimum-Norm-Lésung u' = F7'y zu den exakten Daten
y € R(F) C Y nach Annahme 4.2. Die Abbildung ist schwach*-schwach abgeschlossen und
fur die Bildfolge gilt wegen der starken Konvergenz auch F (ug’;) — F(u"). Das heif3t, der
Grenzwert der Teilfolge {ui’;} ist u’. Nach dem Teilfolgen-Teilfolgen Argument konvergiert
die gesamte Losungsfolge schwach* gegen u". O

Der obere Satz zeigt also, dass die Ivanov Methode mit der Wahl der Parameter nach dem
Diskrepanzprinzip auch im nicht-linearen Fall eine konvergente Regularisierung bietet. Nun
kann die Frage nach den Konvergenzraten diskutiert werden.
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4.3 KONVERGENZRATEN

Im Kapitel 3.5 wurden die Konvergenzraten bei der theoretischen Untersuchung auf der Basis
klassischer Quelldarstellung hergeleitet. Dazu wurde die Glattheit des Subgradienten vor-
ausgesetzt. Das Testproblem in 3.6 hatte die in der Theorie geforderte Glattheit jedoch nicht.
Trotz dieser Gegebenheit konvergiert die Bregmandistanz mit O(9) s. (3.6.8); Tabelle 3.1. In
der Arbeit [30] diente solch ein Verhalten der Losungen eines nicht-glatten Testproblems,
der Entwicklung neuer Technik zur Herleitung der Konvergenzraten. Anstatt der klassischen
Quelldarstellung wurden die so genannten variational source conditions formuliert, welche
eine Voraussetzung unmittelbar an die Bregmandistanz stellen. Dabei wurde die Glattheitsan-
nahme abgeschwacht und ein neuartiges Ergebnis zu Konvergenzraten auf der Basis einer
Variationsungleichung nachgewiesen. Solch eine Technik wurde erfolgreich angewandt und
weiterentwickelt, insbesondere fiir nicht-lineare Operatorgleichungen. In [31] wurde ein
Zusammenhang zwischen den klassischen und variationellen Quelldarstellung untersucht
und unter Anderem gezeigt, dass in Hilbertraumen die Giiltigkeit der variationellen aus der
Giiltigkeit der klassischen folgt [31, Prop. 4.5]. Andererseits scheint die variationelle Quell-
darstellung einen sehr viel breiteren Giiltigkeitsbereich fiir verschiedenen Inverse Probleme
zu haben. In [23] wurde fiir Banachrame X,Y gezeigt, dass im Falle einer schwach-schwach-
abgeschlosenen Abbildung F : X — Y und eines Funktionals J : X — R - konvex, eigentlich
(proper) und schwach-unterhalbstetig, die variationelle Quelldarstellung stets existiert, wenn
das beschrankte Domain M = {x : J(x) < ¢, ¢ > 0} schwach-folgenkompakt ist [23, thm. 5].
Im Allgemeinen, vom theoretischen Standpunkt her, ist dieses Ergebnis im vorliegenden
Fall nicht direkt anwendbar, da die Menge M, C U nur schwach*-kompakt ist. Daher wer-
den hier die Konvergenzraten basierend auf einer Annahme tiber Existenz der variationeller
Quelldarstellung s. [38] untersucht.
Zur Herleitung der Konvergenzraten wird die Bregmandistanz

D8 ') = J(ud) - J(u') (&, ul )

betrachtet mit einem nicht leeren Subdifferential ¢ € dJ(u) fir ein konvexes Funktional
J:U > R*.
Die variationelle Quelldarstellung wird nun wie folgt formuliert

Annahme 4.12. Fiiralleu := {u € D(F) : J(u) < ](uT)} existiert B € [0,1), so dass gilt

(4:3) — (@ u—uy < B0 (udou') + o (IIF(w) — Fu)))

mit & € 0J(u') und einer Indexfunktion ¢ : R — R (d.h. ¢ - monoton wachsend und
limt_>() ¢ = 0)

Satz 4.13. Sei die Annahme 4.1z erfiillt. Sei J(u) := ||lully und p = p(5,y5) nach Diskrepanz-
prinzip (3.4.3) gewdhlt. Dann gelten folgende Konvergenzraten

D¢l u') < ((r +1)5)

1
1-g%
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é
P

gewihlt nach Diskrepanzprinzip ist die Bedingung ||ug|| < |lu'|| in Annahme 4.12 erfiillt und
es gilt

Beweis. J(u) := ||ul|z~(q) ist konvex, so dass ein g“T € 8J(u') existiert. Fiir alle Losungen u

D8 @) = el = llull = (&, ud — u)
< D8, u') + gl F(ul) - Fuh)|
< D5 l,u) + o (IF@) =3Il = l1y° — F@H)1l)
< D8 (Wl u') + p(z +1)8 o

In [38] ist der obere Satz in einer allgemeineren Form gezeigt.
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4.4 ANWENDUNG: NUMERISCHE LOSUNGEN, SEMI-LINEARER
FALL

Wie auch im linearen Fall, wird hier zur Prifung der Anwendbarkeit die Rekonstruktion
der Temperaturquelle u(x) € U zum beobachteten Zustand y € Y betrachtet. Mit dem
Unterschied, dass das Temperaturfeld durch einen nicht linearen Differentialoperator (semi-
linear) beschrieben wird.

Der nichtlineare Operator F : U — Y wird durch ein Randwertproblem mit homogenen
Neumann Randwertbedingungen

-Ay+cy’=u inQ,
(4-4.2) { 8.y =
,y =0 aufdQ,

fiir ein gegebenes ¢ > 0 definiert.

Fir die numerische Losung wird analog zum linearen Fall ein Gleichungssystem fiir die
semi-smooth Newton Methode aufgestellt. Wegen der nicht linearen Abbildung F : U — Y
wird hier auf die Konstruktion des Gleichungssystems etwas detaillierter als im linearen Fall
eingegangen, basierend auf Ideen und Algorithmen aus [15], [16], [17].

Die Restriktionen des Problems (4.1.3) werden tiber eine charakteristische Funktion ) :
U - RU {oo} mit
0 wenn u€M,

5M(u) = {

co wenn u€U\M,

aufgefasst und eine dquivalente Problemformulierung

(4.4.2) min G(u) + Sy (u)

uelU

betrachtet. Das Funktional G : U — R ist durch
1
G(u) = ~IF () = I}

gegeben.

Fiir U = L®(Q) und Y = L*(Q) besitzt das Randwertproblem (4.4.1) fiir jedes u € L™(Q)
genau eine schwache Losung y € HY(Q) die stetig auf Q ist s., [55, Satz 4.10]. Damit gilt fiir
das Bild des Operators

R(F) c H(Q) N C(Q) c LX(Q)

Weiterhin ist F Fréchet-differenzierbar von L®(Q) in H'(Q) N C(Q) [55, Satz 4.17] und somit
auch das Funktional G(u) in (4.4.2). Fur die Fréchet-Ableitung von G : U — R an der Stelle
(u) in Richtung h gilt mit der Bezeichnung y := F(u)

G'(@h =y —y°,F (u)h)
(4.4.3) = (F* @) (7 - y°), h
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So entsteht folgendes Randwertproblem zur Ermittlung von p := G'(7) = F'(u)*(y — y°)
s., [55, Sec. 4.6]

~Ap +3cy’p=1y —y(S in Q
(4-4-4)

op=0 auf 0Q

Im néchsten Schritt soll die Notwendige Optimalitdtsbedingung zum Problem (4.4.2) for-
muliert werden. Dabei wird der Beweis von [16, Prop. 2.2] zugrunde gelegt.

Satz 4.14. Seienu € M, ein lokaler Minimierer des Problems (4.4.2) und p = G'(u). Dann gilt

(4.4.5) —p € 06 (u)

Beweis. Mit Satz 4.3 ist die Quasilésung u € M, ein lokales Minimum von (4.4.2). Damit gilt
fur hinreichend kleine ¢t > 0 und alle u € U die Ungleichung

(4.4.6) G) +om(u) < Gu+t(u—1u))+oy(u+tu-—u))
Das Funktional ys(u) ist konvex, so dass folgt

O+ t(u—1u)) =oy(tu+ (1-1t)u)
< t8p(u) + Sp(u) — top(u)

und eingesetzt in (4.4.6)

0 < G + t(u — 7)) — G@@) + Sy + t(u — B)) — (@)
< G(@ + tu—1)) — G(@) + t(Spi(w) — Spe(@))

Die Grenzwertbildung ¢ ™\ 0 ergibt

G + t(u - %)) — G(@)

. + Oy (u) — Sm(u) = (G' (), u — u) + Sy (u) — Sp(u)

A. 0 < lim
(4.4.7) lim

Das Randwertproblem (4.4.4) ist bzgl. p linear und hat fiir jedes y € L?(Q) eine eindeutige
Lésung p € L?(Q), so dass insbesondere p € L}(Q) C U* ist.
Mit (4.4.7) ergibt sich
Su(w) > Sy (@) + (=P, u— )

also eine Ungleichung, welche fiir alle u € U gilt und der Definition nach einen Subgradienten
—p € Sp(u) liefert. O

Im néchsten Schritt soll zum Aufbau des Algorithmus die Optimalitatsbedingung (4.4.5) in
eine Funktionalgleichung transformiert werden. Fiir solch einen Schritt muss der Losungsraum
als Hilbertraum vorausgesetzt werden s. [32, Thm. 4.41]. Hier konnen die Funktionenraume
in Betracht anschliefender Diskretisierung wie folgt vorausgesetzt werden

U=Y=RN
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4.4 Anwendung: Numerische Losungen, semi-linearer Fall

so, dass die vorgenommene Transformation formal durchgefithrt werden kann.
Durch die Multiplikation mit beliebigem y > 0 und Addition von u werden die Optimali-
tatsbedingungen transformiert in

u—yp e (Id +yddu) @)

Die Abbildung (Id + y(95M) ist surjektiv, so dass bei einer eindeutigen Losung u folgende
Gleichung erfiillt ist

_ -1,
u= (Id + y@éM) (u—yp)

Mit einem eigentlichen, konvexen und unterhalb-stetigen Funktional §,;(u) kann in Betracht
anschlieBender Diskretisierung der Funktionenrdume U = Y = RN beim weiteren Schritt
Lemma 6.134 aus [7] angewendet werden, so dass mit der Bezeichnung v := u — yp fiir jedes
Yy > 0 punktweise fast iberall gilt

) p wenn v>p
u= argminz—llu—v||12,+5M(u) = v wenn |[v] <p
u.ozy

(4.4.8) —p wenn U< -—p
Die Notwendige Optimalitatsbedingung bekommt somit die Form

u = proji—p,p) (@ - yp)

Nun kann ein nichtlineares Gleichungssystem aus zwei Differentialgleichungen mit ho-
mogenen Neumann Randwertbedingungen und einer funktionalen Gleichung, welche durch
aktive Mengen A, := {x € Q 1 u(x) —yp(x) > p}, A- :={x € Q:u(x) —yp(x) < —p} und
inaktive Menge I := {x € Q : |u(x) — yp(x)| < p} gegeben ist, aufgestellt werden

~Ay+cy’ =u
(4-4.9) ~Ap+3cy’p=y-y°
lru—yp)+lap-lap=u

wo 17, 14,, 14 Indikatorfunktionen sind

1 fir x € Ay 1 fir xe Q\{A, UA_}
Tgq = 17 =

0 sonst 0 sonst

Damit ergibt sich fiir den einzelnen Newton-Schritt fiir die Variationen (dy, dp, du) das
formale Gleichungssystem

—ASy +3cy*dy —Su=Ay—cy’ —u
(4-4.10) —A8p + 3¢y*8p + (6cyp —1)8y = Ap — 3cy’p +y —y°
—y1p—-Tavadu=u-11(u-—yp)—lap+lap

Unter Verwendung der Finiten-Elemente-Methode soll nun die diskrete Schreibweise des
formal linearisierten Systems (4.4.10) mit
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4 Quasilosungen bei nichtlinearen Identifikationsproblemen

Kj, € RNXN _ Stiffness-Matrix
M, € RN*N - Mass-Matrix
O € RN*N - Null-Matrix

Dy € RVN Dy € RVN*N Diagonal-Matrizen mit den Eintrigen, gegeben durch 17,
Ta,, la

dargestellt werden. Im Unterschied zum linearen Fall muss hier zusétzlich eine weitere, durch
die Funktion f(x) gewichtete N XN Mass-Matrix M (f), fir die Darstellung der Multiplikation
der Art [, f6ydx definiert Werden

Fur yk+1 = y}’f + 5y, pZ” = ph + p, und ukJrl = ui + Su nimmt das System fiir einen
Newton-Schritt folgende Gestalt an
oy Ky + 3cMh(yhyh) 0] My, dy
(4.411) Bi|dp|:= 6CMh(yhPh) My Ky + 3CMh(yhyh) 0 op
ou (@) )/D[ Dy{ + Dy[ ou

(Kn + CMh(ylg, )yh Mhu’;:
= — [ (Kn + 3CMh(yh )ph Mh()’p]: - .Vg) =: —bF
u’g—ﬂl(u}’i yph)—ﬂgq+p+1]5q7p

Im Unterschied zum linearen Fall weist dieses System einen stark erhéhten Rechenaufwand
auf, da in jedem Newton-Schritt die Matrizen Mj(y, yk ) und My (y, pk ) aufs Neue ermittelt
werden miissen. Dies fithrt zu der Notwendigkeit den Rechenaufwand bei der numerischen
Umsetzung abzubauen, indem z.B. im Newton-Algorithmus auf die Dampfung verzichtet
wird. Die Bestimmung des optimalen Parameters gegeben im Algorithmus 3 wird ebenfalls
vereinfacht, denn im linearen Fall wurde viel Aufmerksamkeit einem schnellen Umgang des
Programms mit jedem beliebigen (unbequemen) Startwert p, geschenkt.

Die Abbildungen 3.2 zeigen die Losungen zu s = 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 mit den entsprechen-
den Parametern p = p(8,y%) ~ 3.125,3.819, 3.983, 3.998 welche sich nach Diskrepanzprinzip
ergeben. Im Unterschied zu den Ergebnissen in 3.2 sieht man hier deutlich, dass die Rekon-
struktion spéater greift und erst im Bereich 0.01 < s < 0.01 akzeptabel wird.

Dennoch zeigen die Ergebnisse die praktische Anwendbarkeit der Ivanov-Regularisierung
fur eine breite Klasse von nichtlinearen Problemen, insbesondere fiir den Fall, wenn der
Losungsraum nicht reflexiv ist. Dabei zeigt sich die Semi-Smooth-Newton Methode mit der
lokal-superlinearen Konvergenz als ein sehr wirksames Framework, das dariiber hinaus noch
die Operator-Linearisierung innerhalb einzelner Schritte erlaubt, was zur einer schnelleren
Rekonstruktion fiihrt.
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4.4 Anwendung: Numerische Losungen, semi-linearer Fall

b) uf fiir s = 0.01%, p ~ 3.819
o p

(c) u® fir s = 0.001%, p ~ 3.983 (d) uS fiir s = 0.0001%, p ~ 3.998
p P P

Abbildung 4.1: Die Quasilésungen ug fiir unterschiedliche Stérungslevel
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4 Quasilosungen bei nichtlinearen Identifikationsproblemen

Algorithm 3 Parameter choice for semi-linear case

Input: y°,8,7> 1, pg > 0

1 sety}’f:O,p’g :O,uZ:O

2: fork=0,... do
compute y}]f, p';, ulg, conv using Algorithm 1 for py, y}’f‘l, p}’i‘l, u
4 compute d = [lyx — y°|l2
5 if di < 6 and conv = true then
6: break
7
8
9

k-1
h

@

set px+1 = Pk + Po

: set pg = pr, Ap — Ap/2, y) = Yy, p) = py. u, = U
: fork=0,... do
10: compute y}]f,pz, u}]j, conv using Algorithm 1 for py, y;f_l,pfl_l, u}]j_l
w: compute di = [lyx — ¥°lly
12: if § < d; < 7 and conv = true then
13 break
14: else if d;. > 76 or conv = false then
15: set Ap « Ap/2
16: set pr+1 = px + Ap
17: else
18: set pr+1 = Pk — Ap
Output: y,’f, p]]j, u’g, Pk
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5 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

In der vorliegenden Arbeit wurde die Quasilosungsmethode von Ivanov fiir den Fall einer
schwach”-kompakten Losungsmenge weiterentwickelt und die wirksame Anwendung dieser
Methode gezeigt.

Dazu wurde zunéchst die Existenz der Quasilosungen und die Stabilitdt (im Sinne der
Definition 3.5) gezeigt, und im linearen Fall, bei zusatzlichen Glattheitsforderungen an den
Datenraum, auch die Eindeutigkeit der Quasildsung nachgewiesen.

Die Untersuchung der Verfahrensweise der Regularisierungsmethode wurde auf Basis der
Distanzfunktion (3.3.1) abgearbeitet. Die nachgewiesenen Eigenschaften der Distanzfunktion
erlaubten es, die notwendigen und hinreichenden Bedingungen zu Parameteranforderungen
aufzustellen. Darauf wurden die Parameterwahlstrategien untersucht und festgestellt, dass fiir
diese Regularisierungsmethode im Allgemeinen keine reinen a-priori Strategien anwendbar
sind. Dabei eignete sich die klassische a-posteriori Wahl nach dem Diskrepanzprinzip als die
ideale Strategie fiir eine effiziente Umsetzung des Verfahrens. Mit dieser Parameterwahlregel
wurde die schwach® Konvergenz des Verfahrens gezeigt.

Das Verhalten des Regularisierungsfehlers wurde mittels Bregmandistanz erfasst. Basierend
auf der Annahme variationeller Quelldarstellung wurden die Konvergenzraten von O(J)
ermittelt.

Es soll vermerkt werden, dass im Falle eines gleichmafig konvexen Losungsraumes, die
erhaltenen Resultate verstarkt werden konnen. Zum einen wird die schwach® zur schwachen
Konvergenz. Und zum anderen garantiert die Methode die Norm-Konvergenz der Quasil6-
sungen ||ug|| gegen llu®|| fir § — 0, so dass mit der Radon-Riesz-Eigenschaft sogar die starke
Konvergenz vorliegt. Dies entspricht auch dem frither in [19] erhaltenem Resultat.

Um die praktische Anwendbarkeit der Ivanov-Regularisierung zu priifen, ist das Verhalten
der Quasildsungen an exemplarischen Testproblemen nummerisch untersucht worden. Zur
Ermittlung der Quasilésungen, vorbehaltlich der vorherigen Diskretisierung, ist der Einsatz
der Semi-Smooth-Newton Methode begriindet worden. Da die Quasilosungsmethode auf
Hilbertraumen im Gegensatz zu der Tichonov-Regularisierung keine glattende Eigenschaft
besitzt, zeigt die Rekonstruktion ein erhohtes Restrauschen. Dennoch demonstrieren die
Ergebnisse, dass diese Rekonstruktion wirksam und brauchbar ist, insbesondere z.B. bei
Problemen, wo das Hauptinteresse auf der Lokalisierung von Einflussfaktoren liegt.

Da die notwendigen und hinreichenden Bedingungen zur Parameterwahl (Kapitel 3.4), die
Anwendung der a-priori und heuristischer Strategien prinzipiell, beim Vorhandensein zusatz-
licher Informationen, nicht ausschlieen, sind weitere Untersuchungen in diesem Bereich
von groflem Interesse.

Ein anderes interessantes Thema wire der Aufbau iterativer Verfahren s. [39] zur Losung
nicht-linearer Inverser Probleme auf Basis der Ivanov-Regularisierung.
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