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1 Einleitung
Als Parameteridenti�kationsproblem wird in der Naturwissenschaft typischerweise die In-
terpretation indirekter Messungen bezeichnet. Bei dieser Interpretation sollen zu den Daten,
welche durch indirekte Messungen gegeben sind, gewisse physikalische Größen (Parameter)
gefunden werden. Zur Verfügung steht ein, durch eine Operatorgleichung beschriebenes,
mathematisches Modell der direkten Aufgabe, welches den Zusammenhang zwischen Daten
und den ursprünglichen Parametern beschreibt. Dieses Ursache–Wirkung Modell weist in der
Regel stark glättende Eigenschaften auf, so dass das zu lösende Inverse Problem, neben der oft
auftretenden Mehrdeutigkeit einer Lösung zusätzlich Instabilität in sich birgt. Der Umgang
mit der Instabilität zählt zu den schwierigsten Hürden bei der Lösung von Parameteridenti�-
kationsproblemen. Darauf entstand Mitte des 20. Jahrhunderts eine grundlegende Idee, solche
Probleme auf Basis von Regularisierungen approximativ zu lösen. Dabei besteht das Prinzip
einer Regularisierung darin, nicht das exakte instabile Ausgangsproblem zu lösen, sondern ein
naheliegendes stabiles. Die Abweichung wird also zugunsten der Stabilität bewusst in Kauf
genommen und die gemessenen Daten werden approximiert - "nicht so genau wie möglich,
sondern nur so genau wie nötig" [29].

In den letzten 70 Jahren ist in der Mathematik eine Reihe von Methoden zur Analyse
und approximativem Lösen solcher Probleme entwickelt worden [53], [33], [43]. Eine der
bekanntesten, welche sich gegenüber den anderen stark durchgesetzt hat, ist sicherlich die von
Tichonov vorgeschlagene Vorgehensweise. Dabei wird der Operator der direkten Gleichung
durch einen solchen approximiert, der eine stetige Inverse besitzt [53], [52]. Gekoppelt an der
sich rasant entwickelnden numerischen Mathematik, hat dieser Ansatz einen großen Erfolg
in der Theorie und auch in der Praxis gewährleistet. Dieser Erfolg ist in einigen angewandten
Disziplinen, welche erst mit den neuen Methoden einen mathematischen Framework zur
Lösung bekommen haben, wie z.B. mathematische Bildverarbeitung, besonders gut zu sehen
[49], [7].

Am Anfang wurden die Regularisierungsmethoden auf Hilberträumen de�niert. Im Laufe
der Entwicklung wurden diese Forderungen abgeschwächt. Jedoch gibt es momentan nicht
viele Verö�entlichungen, welche sich mit der Möglichkeit einer Regularisierung auf nicht-
re�exiven Banachräumen befassen [11], [8]. Die Abschwächung der Forderung an die Funk-
tionenräume veranlasst dazu ein breiteres Spektrum an Regularisierungsansätzen in Betracht
zu ziehen. Ein solcher, mehr oder weniger in den Schatten der Tichonov Methode geratener
Ansatz, basiert auf der Einschränkung des De�nitionsbereiches und geht auf einen bekannten
Satz zurück, welcher besagt, dass für eine stetige Abbildung mit kompaktem De�nitionsbereich
die Inverse Abbildung stetig ist. Dieser Satz wird zum Fundament einer Regularisierungsideo-
logie, welche von V. K. Ivanov vorgeschlagen wurde, und zwar die Methode der Quasilösungen
und der expandierenden Kompakte [33], [34]. Daher wird sie in der Literatur auch als die
Ivanov–Regularisierung bezeichnet. Allerdings gibt es oft große Schwierigkeiten durch be-
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1 Einleitung

stimmte Einschränkungen eine kompakte Menge in unendlich-dimensionalen Räumen zu
konstruieren, so dass Varianten mit der Abschwächung der Forderung zum De�nitionsbereich
(z.B. schwach-kompakte Lösungsmengen) untersucht wurden [19], [35], [36].

Das Ziel dieser Arbeit ist eine theoretische Analyse und Begründung der Anwendbarkeit der
Ivanov-Regularisierung für Parameteridenti�kationsprobleme im Fall eines nicht-re�exiven
Lösungsraumes. Dabei wird vor allem eine Art der abgeschwächten Regularisierungseigen-
schaften für schwach*- kompakte Mengen als De�nitionsbereich untersucht, optimale Regel
zur Parameterwahl vorgeschlagen und die Konvergenzeigenschaften der Lösungen analysiert.
Darunter wird auch die numerische Umsetzung für exemplarische Testprobleme implemen-
tiert. Als Lösungsraum wird der Banachraum L∞ gewählt. Grund dafür, abgesehen von der
praktischen Bedeutsamkeit, sind die "schlechten Eigenschaften" dieses Raumes: nicht-re�exiv,
nicht-separabel, nicht-strikt-konvex. Also solche Eigenschaften, welche alle gängigen Re-
gularisierungsmethoden vor große Schwierigkeiten stellen. Einige Resultate dieser Arbeit
sind in [14], [38], [39] publiziert worden, wobei bestimmte wichtige Aspekte der letzteren
zwei Publikationen über den Umfang dieser Arbeit gehen. Dazu gehören unter anderem die
Konvergenzanalyse der Morosov-Regularizierung [38] und der Aufbau und Untersuchung
eines iterativen Vorgehens auf Basis von Ivanovs Quasilösungen [39].

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:
Im Kapitel 2 werden einige Ideen und die bedeutendsten De�nitionen und Sätze, welche

die Grundlagen zur theoretischen Analyse in dieser Arbeit darstellen, kurz vorgestellt und
diskutiert. Das Kapitel endet mit einer ausführlichen Aufgabenstellung der vorliegenden
Arbeit.

Im Kapitel 3 wird der Einsatz der Ivanov–Regularisierung mit vorausgesetzten Forderun-
gen an den Lösungsraum für Lineare Probleme begründet. Dabei wird das Verhalten der
Quasilösungen in Anlehnung an die klassische Vorgehensweise bei der Prüfung von Re-
gularisierungseigenschaften analysiert, gängige Parameterwahlstrategien untersucht und
Konvergenzraten ermittelt. Anschließend werden die Algorithmen und praktische Realisie-
rung auf Basis von Semi-Smooth-Newton Methoden für den linearen Fall dargestellt.

Im Kapitel 4 wird die prinzipielle Anwendbarkeit des Verfahrens für den Fall der nichtlinea-
ren Operatorgleichungen gezeigt. Das Kapitel endet ebenfalls mit einer numerischen Lösung
für ein semi-lineares Testproblem.
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2 Grundlagen und Zielsetzung

2.1 Allgemeines Regularisierungsschema
Historisch gesehen entstand eine Regularisierung als mathematisches Verfahren zur Behand-
lung inkorrekter linearer Operatorgleichungen im Hilbertraum. Obwohl eine Regularisierung
im Hilbertraum nicht zum Schwerpunkt dieser Arbeit gehört, wird in diesem Abschnitt ein
kurzer Überblick über dieses Thema gemacht, um auf die gängigen Begri�e, wichtige De�ni-
tionen und einige Resultate einzugehen, welche für die weitere Darstellung von Bedeutung
sind.

Für eine lineare und stetige Abbildung A : X → Y auf den Hilberträumen X und Y heißt
die Operatorgleichung

(2.1.1) Ax = y

korrekt, wenn eine Lösung x zu jedem y existiert, eindeutig ist, und stetig von der rechten Seite
y abhängt [50, Def. 3.1]. Diese De�nition eines korrekt gestellten Problems geht auf Hadamard
zurück. Die letzte Forderung wird in der Literatur als Stabilität bezeichnet.

Die Moore-Penrose Inverse A† zum Operator A wird als die eindeutige lineare Erweiterung
von Ã−1 de�niert, so dass der De�nitionsbereich D (A†) = R (A) ⊕ R (A)⊥ mit N (A†) = R (A)⊥,
wo Ã = A|N (A)⊥ : N (A)⊥ → R (A) [20, Def. 2.2] ist. Damit ist Ã wohlde�niert und injektiv auf
N (A)⊥ und besitzt eine Inverse. Der Operator A† ist also eine verallgemeinerte Inverse des
linearen Operators A im Hilbertraum, so dass für y = y1 + y2 mit y1 ∈ R (A), y2 ∈ R (A)

⊥ gilt
A†y = Ã−1y1.

Die Moore-Penrose Inverse zum Operator A ist genau dann stetig, wenn R (A) ⊂ Y ab-
geschlossen ist [20, Prop. 2.4], also genau dann, wenn die Operatorgleichung (2.1.1) korrekt
gestellt nach Nashed ist [50, Def. 3.5].

Bei der Behandlung von Parameteridenti�kationsproblemen muss damit gerechnet werden,
dass in der Realität nur eine Näherung der rechten Seite y bekannt ist. Man spricht daher
über die exakte Daten y ∈ Y und gestörte Daten yδ ∈ Y . Dabei wird die Störung mit einem als
bekannt vorausgesetzten Störungslevel 0 < δ < ‖yδ ‖ wie folgt de�niert

‖y − yδ ‖ ≤ δ

Es wird angenommen, dass die exakten Daten y ∈ Y im De�nitionsbereich der Moore-Penrose
Inverse liegen, dann ist x† = A†y eine Lösung der Gauss-Normalgleichung

(2.1.2) A∗Ax = A∗y

mit der minimalen Norm. Doch sogar im unwahrscheinlichen Fall yδ ∈ D (A†), stellt A†yδ
keine gute Approximation von x† dar, wenn die Operatorgleichung (2.1.1) inkorrekt nach
Nashed ist, da die verallgemeinerte Inverse unstetig ist.
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Zur Konstruktion der approximativen Lösung von inkorrekten Operatorgleichungen ist
in der Mathematik eine Technik mit dem Oberbegri� Regularisierung entwickelt worden.
Dabei wird ein inkorrektes Problem durch eine naheliegende parametrisierte Familie von
korrekten Problemen approximiert, so dass sich ein klassisches Regularisierungsschema
herauskristallisiert hat vgl. [20], [50], [29]. Zur Konstruktion einer approximativen Lösung
der Gleichung (2.1.1) mit der gestörten rechten Seite yδ wird eine Parametrisierte Familie von
Operatoren {Rα} mit dem Regularisierungsparameter α ∈ (0,∞) betrachtet.

De�nition 2.1. Eine Familie {Rα}α>0 heißt Regularisierung für den Operator A†, wenn

(i) Rαy
δ → Rα (y ), wenn δ → 0, für jedes α > 0, jedes y ∈ Y

(ii) Rαy → A†(y ), wenn α → 0, für alle y ∈ R (A) ⊕ R (A)⊥

(iii) Es existiert eine Regel zur Parameterwahl

(δ ,yδ ) 7→ α (δ ,yδ ) so, dass für α (δ ,yδ ) → 0 дilt

lim sup
δ→0

{
‖Rαy

δ − x†‖X : ‖y − yδ ‖Y < δ
}
= 0

Ist {Rα}α>0 eine Regularisierung von A† für inkorrekte Operatorgleichung mit

sup {‖ARα ‖ : α > 0} < ∞
so gilt für alle y ∈ Y \ D (A†), dass ‖Rαy ‖ → ∞ bei α → 0 s. [20, Prop. 3.6]

Man unterscheidet drei Strategien zur Wahl des Regularisierungsparameters

De�nition 2.2. Die Funktion α : R+ × Y → R+ de�niert eine Parameterwahlstrategie. Dabei
unterscheidet man die Strategien wie folgt

(i) a − priori δ 7→ α (δ )

(ii) heuristische yδ 7→ α (yδ )

(iii) a − posteriori (δ ,yδ ) 7→ α (δ ,yδ )

Im Bezug auf die klassische De�nition einer Regularisierung ist eine wichtige Tatsache
wohl bekannt s. z.B. [20, Prop. 3.4]

• Falls für eine Operatorfamilie {Rα}α>0 die Forderungen (i) und (ii) der De�nition 2.1
gelten, dann existiert stets eine a-priori Parameterwahl α = α (δ ), so dass die Familie{Rα} eine Regularisierung bildet, d. h. die Forderungen (iii) der De�nition 2.1 ist dann
ebenfalls erfüllt.

Dieses Ergebnis macht die dritte Forderung der De�nition 2.1 sicherlich nicht über�üssig,
da die parametrisierte Operatorfamilie immer nur im Zusammenhang mit einer Parameter-
wahlregel ein Regularisierungsverfahren bildet. Auch die anderen Parameterwahlstrategien
sind von großer Bedeutung. Die optimale Wahl von α = α (δ ) benötigt zum Beispiel oft

8



2.1 Allgemeines Regularisierungsschema

zusätzliche Informationen über die Lösung x†, welche bei der praktischen Umsetzung kaum
vorhanden sind. Bei einer a-posteriori Parameterwahl α = α (δ ,yδ ) wird die Information über
die gestörten Daten mit einbezogen, so dass man ohne zusätzliche Informationen auskommt.
Eine heuristische Strategie α = α (yδ ) verzichtet dagegen auf die Kenntnis des Fehlerniveaus.

Der oben beschriebenen klassischen Regularisierungstheorie liegt größtenteils die von
Tichonov vorgeschlagene Vorgehensweise zugrunde [53], [52]. Dabei wird die inkorrekte
Gleichung 2.1.1 durch eine Familie von Nachbaraufgaben

(2.1.3) (A∗A + α I )x = A∗y

ersetzt. Die Familie der regularisierenden Operatoren ist dann durch den Parameter α wie
folgt gegeben

Rα = (A∗A + α I )−1A∗

Diese Regularisierung wird oft in einer equivalenten, variationellen Formulierung, als ein
Optimierungsproblem

Tα (x ) := 1
2 ‖Ax − y

δ ‖2Y + ‖x ‖
2
X →min x ∈ X

formuliert und Tα : X → R als das Tichonov-Funktional bezeichnet.
Es ist leicht zu prüfen, dass die Tichonov-Regularisierung bei einer a-priori Parameterwahl

α = α (δ ) = c
√
δ alle Kriterien der De�nition 2.1 erfüllt. Dabei können die Konvergenzraten

von
‖Rαy

δ − x†‖ = O (
√
δ )

erreicht werden s. z.B. [20, Thm. 10.4], wenn ein Element v ∈ Y existiert, so dass die exakte
Lösung durch

x† = A∗v

darstellbar ist. Solche Informationen über die exakte Lösung werden als Quelldarstellungen
bezeichnet. Eine nicht zu vernachlässigende Eigenschaft einer Regularisierung stellt die
Quali�kation eines Verfahrens dar s. [48, Def. 3.3.8], die zusammen mit entsprechenden
Quelldarstellungen die optimale Parameterwahl ermöglicht. So können z.B. bei vorhandener
Quelldarstellung

∃ w ∈ X : x† = A∗Aw

und einer a-priori Parameterwahl α = α (δ ) = cδ 2/3 die Konvergenzraten von

‖Rαy
δ − x†‖ = O (δ 2/3)

erreicht werden. Dieses Resultat kann bei einem iterativen Vorgehen in einer Regularisierung
noch besser ausfallen s. [57].

Die Frage der Regularisierbarkeit (also die Existenz von mindestens einem Regularisie-
rungsalgorithmus) zu der Gleichung (2.1.1) ist bei einer Lockerung der Forderungen an die
Funktionenräume nicht mehr so einfach zu beantworten. Sogar im Fall eines linearen und
stetigen OperatorsA : X → Y müsste diese Frage, für den FallX undY seien lineare, normierte
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2 Grundlagen und Zielsetzung

Räume, negativ beantwortet werden. So zeigte V.A. Vinokurov zur notwendigen Bedingung
der Tichonov-Regularisierbarkeit, dass die lineare Operatorgleichung

Ax = y

auf Banachräumen X und Y nicht regularisierbar ist, wenn der Datenraum Y separabel,
und der Lösungsraum X nicht-separabel ist [60]. Dabei wurde die Regularisierbarkeit im
klassischen Sinne s. De�nition 2.1 verstanden, also mit der erwarteten starken Konvergenz
der regularisierten Lösungen gegen exakte für δ → 0.
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2.2 Ivanovs �asilösungen
Neben der Tichonov-Regularisierung stellen die Ivanovs Quasilösungen ein mächtiges Werk-
zeug zur Behandlung inkorrekter Operatorgleichungen dar, welches auch in der Gegenwart
an Bedeutung nicht verloren hat s. [59], [63].

Ursprünglich wurde die Methode der Quasilösungen in [33]; [34] für lineare Gleichungen in
normierten Räumen formuliert. Die Idee der Methode basiert auf einem bekannten topologi-
schen Satz s. [54].

Satz 2.3. Sei die Abbildung A : X → Y auf normierten Räumen X , Y injektiv und stetig. Sei
weiterhinM ⊂ D (A) ⊂ X eine kompakte Menge. Dann ist die inverse Abbildung A−1 : A(M ) →
M ⊂ X stetig.

Wenn alle möglichen gestörte Daten yδ zu der Bildmenge A(M ) gehören würden, so könnte
nach dem Satz 2.3 die inkorrekte Operatorgleichung (2.1.1) als bedingt korrekt auf dem Kompakt
M ⊂ D (A), in der Literatur auch als korrekt nach Tichonov bezeichnet, betrachtet werden.
Das heißt, mit einer Einschränkung des De�nitionsbereiches des Operators könnte man
theoretisch die bedingte Korrektheit zurückgewinnen. Die Erfüllung der Forderung, dass alle
yδ dabei zum Bild der kompakten Menge gehören, ist in unendlich-dimensionalen Räumen
aber kaum zu erwarten, so dass die Existenz der Lösungen zu (2.1.1) nicht gewährleistet ist.
Daraufhin wurde 1962 von V.K. Ivanov die Methode der Quasilösungen vorgeschlagen [33]; [34].

De�nition 2.4. Für eine kompakte Menge M ⊂ D (A) ⊂ X wird ein Element x̃ ∈ M zu einer
gegebenen rechten Seite yδ ∈ Y als die Quasilösung der Operatorgleichung (2.1.1) bezeichnet,
wenn gilt

(2.2.1) ‖Ax̃ − yδ ‖ = inf
{
‖Ax − yδ ‖Y : x ∈ M

}

Wenn M zusätzlich konvex und die Räume X und Y gleichmäßig konvexe Banachräume
sind, existiert die eindeutige Quasilösung [19] und es gilt

(2.2.2) x̃ = arg min
{
‖Ax − yδ ‖Y : x ∈ M

}

Darüber hinaus ist bei obigen Voraussetzungen zu den Funktionenräumen die metrische
Projektion

ỹ 7→ PA(M ) (y
δ )

gegeben durch die Gleichung (2.2.1), stetig. Dabei de�niert

P : Y → A(M ) ⊂ Y

den Projektionsoperator in Y . So ist aber nach Satz 2.3 auch A−1 ◦ P , als eine Komposition
stetiger Operatoren ebenfalls stetig, so dass die Quasilösungen stabil von den Eingangsdaten
yδ abhängen. Das heißt für eine Datenfolge yδn → y bei δn → 0 gilt für die entsprechenden
Quasilösungen {x̃n}

lim
n→∞

x̃n = arg min {
‖Ax − y ‖Y : x ∈ M}
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2 Grundlagen und Zielsetzung

Wenn sich eine parametrisierte Familie
{
Mρn

}
n∈N

von eingebetteten kompakten Mengen
Mρn ⊂ Mρn+1 für ρn < ρn+1 konstruieren lässt (später in der Literatur als die Methode der
expandierenden Kompakte bezeichnet, bzw. method of extending compacts s. [63]), so bieten
die Quasilösungen ein Regularisierungsverfahren [19], [35], [36].

Allerdings gibt es gewisse Schwierigkeiten in der Konstruktion von kompakten Mengen in
unendlich-dimensionalen Funktionenräumen. Dies stellt eine natürliche Einschränkung für
einen breiten praktischen Einsatz dieses Verfahrens dar. Hilfreich sind dabei oft die a-priori
gegebenen Informationen über die exakte Lösung x† von (2.1.1). So wird z.B. eine Art der
Quelldarstellung genutzt, welche bei einigen physikalischen Problemen gegeben ist: - für
einen kompakten linearen Operator L : Z → X , welcher auf dem Hilbertraum Z de�niert ist,
ist das Bild einer KugelBρ ⊂ Z mit dem Radius ρ kompakt inX . So dass folgender Algorithmus,
bestehend aus drei Schritten, aufgebaut werden kann s. [63]

(i) wähle ρ1 als Anfangswert für n = 1, und eine Schrittweite dρ > 0

(ii) �nde die entsprechende Quasilösung x̃n von (2.2.1) auf der Menge M = L(Bρn )

(iii) wenn ‖Ax̃n − yδ ‖ > δ setze ρn+1 = ρn + dρ und gehe zu (ii), sonst ist x̃n die Lösung

In den späteren Verö�entlichungen [19] und [37] ist der Zusammenhang zwischen der
Methode der Quasilösungen und der Tichonov-Regularisierung untersucht worden.

Satz 2.5. Seien X und Y gleichmäßig konvexe Banachräume, die linearen Abbildung A : X → Y

stetig und L : X → X kompakt. Sei R (A) ≡ Y , d.h. das Bild des Operators A ist dicht in Y . Sei
weiterhin ein y ∈ Y beliebig aber fest gegeben. Dann gilt

(i) für jedes ρ0 ∈ [0,∞) existiert eine eindeutige Lösung x0 des Minimalproblems

‖Ax − y ‖p → min für x ∈
{
x ∈ X : ‖Lx ‖q ≤ ρq0

}

(ii) es existiert ein α0 > 0, so dass x0 die eindeutige Lösung des Minimalproblems

‖Ax − y ‖p + α ‖Lx ‖q → min x ∈ X

ist mit α = α0.

Beweis s. [19] und [37, Thm. 5;Kap. 3]. In [45] wurde dieses Resultat für einen nicht-linearen
Operator F : X → Y unter Voraussetzung der Konvexität von ‖F (x ) − yδ ‖2 festgestellt und
ein Algorithmus zur Ermittlung von α0 vorgeschlagen.

Das Thema des Zusammenhangs zwischen verschiedenen variationellen Regularisierungs-
vorgehensweisen wurde auch in [44], [51] angesprochen. In [41] werden drei, in der Literatur
wohl bekanntesten Verfahren, in der verallgemeinerten Form dargestellt
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2.2 Ivanovs Quasilösungen

• Tichonov-Regularisierung

(T) min
x∈X

G (F (x ),y ) + α J (x )

• Morozov-Regularisierung (oder Residualmethode)

(M) min
x∈X

J (x ) s .t . G (F (x ),y ) ≤ δ

• Ivanov-Regularisierung (oder Quasilösungsmethode)

(I) min
x∈X

G (F (x ),y ) s .t . J (x ) ≤ ρ

betrachtet mit einem stetigen, aber nicht notwendigerweise linearen Operator F : X → Y ,
und Funktionalen J : X → R und G : Y × Y → R welche als eigentlich, koerziv und stetig
vorausgesetzt sind. Die Vergleichsanalyse der Verfahren steht nicht im Mittelpunkt, so dass
die Beziehung der Ansätze zueinander nur kurz diskutiert wird.

Wenn die Abbildung F : X → Y als linear vorausgesetzt wird, so sind alle drei Minimie-
rungsprobleme konvex, und daher stimmen ihre Lösungen für eine geeignete Wahl von α
bzw. ρ überein s. [37, Sec. 3.5]. Dies ist jedoch für nichtlineare Operatoren nicht mehr der Fall,
wie ein Gegenbeispiel in [41] gezeigt hat.

Ohne zusätzliche Forderungen an die Funktionenräume X und Y wurde folgendes Resultat
gewonnen s. [41, Thm. 2.3;Rem. 2.6], [45, Prop. 2.5].

Satz 2.6. Sei F : X → Y stetig, nicht notwendigerweise linear, y ∈ Y beliebig aber fest. Dann gilt

(i) existiert eine eindeutige Lösung x0 von (I), dann ist x0 die eindeutige Lösung von (M) mit
G (F (x0),y ) = δ

(ii) existiert eine eindeutige Lösung x0 von (M), dann ist x0 die eindeutige Lösung von (I) mit
J (x0) = ρ

(iii) existiert eine eindeutige Lösung x0 von (T) mit α = α0, dann ist x0 die eindeutige Lösung
von (I) für ρ = J (x0) und die eindeutige Lösung von (M) für δ = G (F (x0),y )

(iv) Seien darüber hinaus beide Funktionale G und J konvex, dann existiert für die eindeutige
Lösung x0 von (I) oder (M) ein α0 > 0, so dass x0 die eindeutige Lösung von (T) mit α = α0
ist.

Die Ivanov-Regularisierung ist erfolgreich für die Lösung der Identi�kationsprobleme
in der Naturwissenschaft eingesetzt worden [58], [65], [64], [62]. Allerdings gibt es kaum
Untersuchungen, welche sich mit der optimalen Wahl des Parameters ρ beschäftigen. Ebenfalls
gibt es kaum Untersuchungen zu den erschwerlichen Bedingungen in der Modellierung,
wie zum Beispiel der Anwendung der Methoden auf nicht-re�exiven oder nicht-separablen
Lösungsräumen.
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2 Grundlagen und Zielsetzung

2.3 Schwache Kompaktheit in Banachräumen
Die Diskussion in diesem Abschnitt dient der kurzen Erläuterung von Begri�en schwache
- und schwach∗ Topologie auf Banachräumen und der grundlegenden Sätze aus der Funktio-
nalanalysis, welche für die Zielsetzung dieser Arbeit von großer Bedeutung sind. Zunächst
einige grundlegende De�nitionen [1], [66].

Die Menge der Teilmengen T einer Menge X mit folgenden Eigenschaften

(i) ∅ ∈ T , X ∈ T

(ii) T ′ ⊂ T ⇒ ⋃
O∈T ′O ∈ T

(iii) O1,O2 ∈ T ⇒ O1 ∩O2 ∈ T

heißt Topologie auf X , das Paar (X ,T ) heißt topologischer Raum und die Elemente von T
nennt man o�ene Mengen. Eine Menge aus T wird als o�ene Umgebung des Elements x ∈ X
bezeichnet, wenn sie x enthält. Ein topologischer Raum (X ,T ) heißt Hausdor�raum, wenn
für alle x1,x2 ∈ X mit x1 , x2, o�ene Umgebungen O1,O2 existieren, so dass O1 ∩ O2 = ∅.
Ein Element x ∈ X heißt Häufungspunkt der Menge M ⊂ X , wenn jede o�ene Umgebung
von x mindestens ein Elementm ∈ M enthält mitm , x . Die Menge M heißt abgeschlossen
bzgl. der Topologie T , wenn sie alle ihre Häufungspunkte enthält. Es ist leicht zu zeigen,
dass M genau dann abgeschlossen ist, wenn sie als Komplement einer o�enen Menge X \O
darstellbar ist. Eine Folge {xn} ⊂ X konvergiert zu x ∈ X bzgl. der Topologie T , wenn für
alle o�enen Umgebungen O ∈ T von x ein N ∈ N existiert, so dass für alle n > N gilt xn ∈ O .
In einem Hausdor�raum ist der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig bestimmt.

Jeder metrische Raum ist ein Hausdor�raum - denn man kann zeigen, dass die De�nitionen
des Innern und des Abschlusses einer Menge bzgl. einer Topologie und bzgl. einer Metrik
übereinstimmen. Als vollständiger normierter Raum, ist der Banachraum ein topologischer
Raum mit der Norm-Topologie, genauer ein lokalkonvexer Hausdor�raum. Wenn man die
Elemente des Banachraumes als eine Menge betrachtet, kann man auf dieser Menge schwä-
chere Topologie konstruieren, so dass der Raum induziert durch diese Topologie ebenfalls ein
lokalkonvexer Hausdor�raum ist.

Wenn auf einer Menge X zwei verschiedene Topologien T1,T2 de�niert sind, dann wird
die Topologie T2 stärker (oder feiner) als T1 bezeichnet, bzw. T1 schwächer (oder gröber) als
T2, wenn T1 ⊂ T2. Die Motivation zur Abschwächung der Topologie liegt in der Erwartung,
dass ein Raum mit der gröberen Topologie mehr kompakte Teilmengen zulässt, so dass z.B.
die Einheitskugel B1(0) in (X ,T ) kompakt ist. Ein formelles Mittel zur Konstruktion solch
einer Topologie liefert die Eigenschaft der stetigen Funktionale, nämlich dass das Urbild einer
o�enen Menge eines stetigen Funktionals o�en ist.

So kann auf einem Banachraum E die schwache Topologie σ (E,E′), als die schwächste
Topologie de�niert werden, in der alle linearen norm-stetigen Funktionale aus E′ stetig
bleiben. Analog kann auf einem Dualraum E′ eines Banachraumes E die schwach∗ Topologie
σ (E′,E), als die schwächste Topologie de�niert werden, in der alle linearen norm-stetigen
Funktionale aus E stetig bleiben [9, Kap.: 3.2; 3.4].

Zum anschaulichen Vergleich der Topologien, werden hier beide auf dem selben Banach-
raum E′ betrachtet. E′ wird gezielt gewählt, um zu betonen, dass die schwach∗ Topologie
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2.3 Schwache Kompaktheit in Banachräumen

ausschließlich auf Dualräumen de�niert werden kann. Dann wird durch σ (E′,E′′) die schwa-
che Topologie und durch σ (E′,E) die schwach∗ Topologie auf E′ de�niert. In re�exiven
Räumen, wenn die stetige lineare Isometrie JE : E → E′′ zusätzlich isomorph ist, stimmen
diese beiden Topologien überein. Sonst, falls existiert, ist die schwach∗ Topologie gröber
als die schwache. Für diese, auf einem Banachraum de�nierten schwachen und schwach∗
Topologien, gelten folgende Eigenschaften [9, Prop.: 3.3; 3.5; 3.11; 3.13;].

(i) Die topologischen Räume (E′,σ (E′,E′′)) und (E′,σ (E′,E)) sind lokalkonvexe Hausdor�-
Räume.

(ii) Eine Folge x′n aus E′ konvergiert gegen x′ bzgl. der Topologie σ (E′,E′′) genau dann,
wenn gilt

lim
n→∞

x′′(x′n ) = x′′(x′) für alle x′′ ∈ E′′; bezeichnet durch x′n ⇀ x′

(iii) Eine Folge x′n aus E′ konvergiert gegen x′ bzgl. der Topologie σ (E′,E) genau dann, wenn

lim
n→∞

x′(xn ) = x′(x ) für alle x ∈ E; bezeichnet durch x′n ⇀
∗ x′

Bei Kompaktheitseigenschaften im topologischen Raum (X ,T ) wird zwischen überde-
ckungskompakten und folgenkompakten Mengen unterschieden. Als kompakte bzw. überde-
ckungskompakte Teilmenge eines topologischen Raumes wird eine Menge bezeichnet, deren
o�ene Überdeckungen eine endliche Teilüberdeckung enthalten. Als folgenkompakt wird eine
Teilmenge eines topologischen Raumes bezeichnet, wenn jede unendliche Folge dieser Menge
eine konvergente Teilfolge besitzt. In metrischen Räumen ist eine Teilmenge kompakt genau
dann, wenn sie folgenkompakt ist (Beweis s. z.B. [1]). Im Allgemeinen gilt diese Behauptung
jedoch nicht, da nicht jeder topologischer Raum metrisierbar ist.

Der Satz von Kakutani stellt eine Verbindung der schwachen Kompaktheit der Einheitskugel
und den Eigenschaften eines Banachraumes s. [9, Thm. 3.17] dar.

Satz 2.7. Ein Banachraum E ist genau dann re�exiv, wenn die abgeschlossene Einheitskugel
B1(0) ⊂ E überdeckungskompakt bzgl. der schwachen Topologie auf E ist.

Eine analoge Aussage gilt mit dem Satz von Banach–Alaoglu für die schwach∗ Kompaktheit
s. [1, Kap. 6.7].

Satz 2.8. Sei E′ ein Banachraum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel B1(0) ⊂ E′, überde-
ckungskompakt bzgl. der schwach∗ Topologie auf E′.

Für diese Arbeit sind die Begri�e der schwach - und schwach∗ Folgenkompaktheit von größe-
rer Bedeutung. Der Satz von Eberlein–Šmulian besagt, dass in einem Banachraum die Begri�e
der schwachen Überdeckungs - und Folgenkompaktheit übereinstimmen [61, Thm. VIII.6.1].

Satz 2.9. Sei E ein Banachraum. Die MengeM ⊂ E ist genau dann schwach kompakt, wennM
schwach folgenkompakt ist.
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2 Grundlagen und Zielsetzung

In einer noch gröberen Topologie gilt die Aussage des oberen Satzes nicht mehr. Im Falle
eines separablen prädualen Raumes kann der Satz von Banach–Alaoglu s. [1, Satz 6.5] jedoch
wie folgt formuliert werden.

Satz 2.10. Sei E separabel. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel B1(0) ⊂ E′, folgenkompakt
bzgl. der schwach∗ Topologie auf E′.

Diese Aussage gilt dann auch für jede andere abgeschlossene Kugel Br (x ) ⊂ E′ mit x ∈ E′
und Radius r ≥ 0.

Zum Schluss dieses Abschnittes noch einige wichtige Folgerungen:

• In einem Banachraum besitzt jede beschränkte unendliche Folge eine schwach-konvergente
Teilfolge. Jede schwach-konvergente Folge ist beschränkt.

• In einem Banachraum mit separablem Prädualen besitzt jede beschränkte unendli-
che Folge eine schwach∗-konvergente Teilfolge. Jede schwach∗-konvergente Folge ist
beschränkt.
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2.4 Zielsetzung

2.4 Zielsetzung
Im Vordergrund der Motivation dieser Arbeit steht nun die Idee, welche im vorherigen Para-
graphen bereits angesprochen wurde, und zwar eine Abschwächung der Topologie, in der
Erwartung, dass eine gröbere Topologie weitere kompakte Teilmengen zulässt. Nach Satz 2.8
wird die Ivanovs Forderung nach der Kompaktheit des Domains D (F ) ⊂ U für einen Dualraum
U eines Banachraumes erreicht, wenn man als Lösungsmenge die abgeschlossene Einheitsku-
gel B1(0) betrachtet. Somit wird die Frage, ob sich die Ivanovs Regularisierungsideologie auf
der schwächsten Topologie auf einem Banachraum anwenden lässt, zur Motivation dieser
Arbeit.

Ivanovs Idee der Ausdehnung des kompakten De�nitionsbereiches D (F ) ⊂ U als Regulari-
sierungsstrategie wirft eine weitere Frage auf, ob einzig durch die Variation des Radius ρ der
Kugel Bρ (0) eine Regularisierungsstrategie vorliegen würde. Der UrbildraumU könnte als ein
Raum mit separablem Prädualraum vorausgesetzt werden. Solch eine Voraussetzung würde es
erlauben, die Kompaktheit in der schwach∗ Topologie als die schwach∗ Folgenkompaktheit s.
Satz 2.10 zu behandeln, um die Arbeit mit topologischen Begri�ichkeiten nicht zu erschweren.

Der Banachraum L∞ ist für die beschriebene Zielsetzung der ideale Kandidat, da unter
anderem solch eine Wahl auch Seitens praktischer Anwendbarkeit bei Parameteridenti�ka-
tionproblemen von großem Interesse wäre.

Die Lösungsmenge Mρ ⊂ U ≡ L∞ mit

(2.4.1) Mρ := {
u ∈ U : ‖u‖U ≤ ρ

}
,

ist für jedes ρ ≥ 0 eine schwach∗-folgenkompakte Menge in U .
Die nicht-Separabilität von L∞(Ω) und die Separabilität seines Prädualraumes sind nicht

schwer zu zeigen. Nach dem Riesz–Darstellungssatz für den Banachraum L∞(Ω, µ ) mit σ–
endlichem Maß µ, existiert für jedes stetige lineare Funktional φ ∈ L1(Ω, µ )∗ ein eindeutiges
Element u ∈ L∞(Ω, µ ) s. [9, Thm.: 4.13, 4.14], so dass

〈φ,д〉 =

∫
uд ∀ д ∈ L1

und es gilt die Isometrie
‖u‖L∞ = ‖φ‖L1∗

Damit hat der Raum L∞(Ω) = L1(Ω)∗ einen separablen Prädualraum, obwohl er selbst nicht
separabel ist, was mit folgendem Beispiel gezeigt werden kann.

Sei ft (x ) eine Charakteristische Funktion in U ≡ L∞(Ω) mit Ω := [0, 1] so, dass

ft (x ) :=



1 für x ≤ t

0 für x > t

Bei der Annahme, dass U separabel ist, muss eine abzählbare Teilmenge Q ⊂ U existieren, so
dass

∀ ε > 0 ∀ t ∈ [0, 1] ∃ q ∈ Q mit ‖ ft − q‖L∞ < ε
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2 Grundlagen und Zielsetzung

Für den Abstand beliebiger Elemente ft ∈ L
∞ mit t1 , t2 gilt mit esssup–Norm

‖ ft1 − ft2 ‖L∞ = 1

Das heißt, dass für ein vorgegebenes ε := 1/3 die Kardinalität Q mindestens Kontinuum sein
muss, damit es in jeder Umgebung Bε ( ft ) mindestens ein Element q ∈ Q gibt.

Bestimmte geometrische Eigenschaften der Norm, welche für die Optimierungstheorie
wichtig sind, sind hier ebenfalls nicht gegeben. Die Norm in L∞(Ω) ist zwar konvex, aber nicht
strikt konvex. Die zur strikten Konvexität duale Eigenschaft, die Glattheit des Raumes, ist hier
sicherlich auch nicht vorhanden, da der Prädualraum L1(Ω) selbst nicht strikt konvex ist.

O�ensichtlich ist auch die Re�exivität nicht gegeben. Der Dualraum von L∞(Ω, µ ) ist der
Raum aller beschränkter, endlich additiver Maße auf (Ω, µ ), die absolut stetig bezüglich µ sind,
ausgestattet mit der totalen Variation als Norm [67, Thm. 2.3] In der Literatur bezeichnet als

ba(Ω, µ ) := L∞(Ω, µ )∗

Es gilt folgende Inklusion
L1(Ω, µ ) ( ba(Ω, µ )

In folgenden Kapiteln sollen nun, bei den festgelegten Voraussetzungen an den Lösungs-
raum, grundsätzliche Fragen zum Problem (I) in Anlehnung an die klassische Regularisie-
rungstheorie beantwortet werden:

• Welche Bedingungen garantieren die Existenz der Quasilösungen zu beliebigen Daten
yδ ∈ Y , für einen beliebig gewählten realen Parameter ρ > 0 ?

• Welche Art der Stabilität kann gewährleistet werden ?

• Welche Regeln zu der bestmöglichen Auswahl des Regularisierungsparameters können
bei der Analyse der Parameterwahlstrategien vorgeschlagen werden ?

• Welche Bedingungen garantieren die Konvergenz der Quasilösungen zu der exakten
Lösung für δ → 0, und welche Konvergenzraten sind dabei erreichbar ?

Darüber hinaus werden exemplarische Beispiele jeweils für das lineare - und nicht-lineare
Inverse Problem numerisch gelöst, ein optimaler Wert des Regularisierungsparameters für
verschiedene Level der Störung ermittelt, um die praktische Brauchbarkeit der untersuchten
Methode zu untermauern.
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3 �asilösungen bei linearen
Identifikationsproblemen

3.1 Existenz der �asilösungen
Es wird ein direktes Problem betrachtet, gegeben durch die Operatorgleichung

(3.1.1) Au = y

mit einem stetigen, linearen Operator A : U → Y und Funktionenräumen U , Y vorausgesetzt
wie folgt

• Y ein gleichmäßig konvexer Banachraum

• U ≡ L∞(Ω), und Ω ⊂ RN ein beschränktes Gebiet

Es wird angenommen, dass die exakten Daten y ∈ R (A) ⊂ Y im Bild des Operators liegen.
Vorhanden sind jedoch ausschließlich durch ein Rauschen gestörte Daten yδ ∈ Y . Weiterhin
wird angenommen, dass der Störungslevel δ ≥ 0 angegeben werden kann, so dass gilt

‖yδ − y ‖Y ≤ δ

Das betrachtete Funktional J : U → R ∪ {∞} in der verallgemeinerten Form der Ivanov-
Regularisierung (I) wird bei der De�nition der Lösungsmenge Mρ nun in Betracht der Aufga-
benstellung als esssup-Norm gesetzt

(3.1.2) J (u) := ‖u‖L∞

Das Optimierungsproblem (I) erhält damit folgende Form

(3.1.3) inf
u∈Mρ

‖Au − y ‖Y Mρ := {
u ∈ L∞(Ω) : ‖u‖L∞ ≤ ρ

}

Annahme 3.1. Sei die stetige, lineare Abbildung A : U → Y zusätzlich

(i) injektiv,

(ii) schwach*–abgeschlossen, d.h. für jede Folge {un} mit un ⇀∗ u in U und Aun → y in Y
folgt y = Au.

(iii) Sei weiterhin das Bild des Operators R (A) dicht in Y .
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3 Quasilösungen bei linearen Identi�kationsproblemen

Diese Voraussetzungen zu der Abbildung sollen über das gesamte Kapitel beibehalten
werden.

Die Bildmenge

(3.1.4) A(Mρ ) =
{
Au ∈ Y : u ∈ Mρ

}
=: Qρ

erhält somit wichtige Eigenschaften, welche im nächsten Lemma diskutiert werden.

Lemma 3.2. Für jedes ρ ≥ 0 ist die BildmengeQρ nicht leer, beschränkt, konvex and abgeschlos-
sen.

Beweis. A : U → Y ist linear und somit ist 0 ∈ Qρ für jedes ρ ≥ 0.
A : U → Y ist als linearer und stetiger Operator beschränkt. Es existiert also ein C > 0, so

dass für alle Au ∈ Qρ gilt
‖Au‖Y ≤ ‖A‖L (U ,Y ) ‖u‖U ≤ Cρ

Die abgeschlossene Kugel Mρ ⊂ L∞(Ω) ist konvex, so dass u := tu1 + (1 − t )u2 ∈ Mρ t ∈
[0, 1] für jedes u1,u2 ∈ Mρ . Weiterhin liefert die Linearität der Abbildung

tAu1 + (1 − t )Au2 = A(tu1 + (1 − t )u2) = Au ∈ Qρ q1,q2 ∈ Qρ, t ∈ [0, 1].

Sei {yn}n∈N eine Folge in in Qρ ⊂ Y , welche stark zu einem beliebigen y ∈ Y konvergiert.
Nach der De�nition von Qρ existiert für jedes n ∈ N ein un ∈ Mρ , so dass Aun = yn. Da{un}n∈N ⊂ Mρ beschränkt ist und U ein Dualraum eines separablen Vektorraumes ist, kann
das Banach–Alaoglu Theorem angewendet werden. Das heißt, es existiert eine Teilfolge{uk} ⊂ {un}, so dass uk ⇀∗ u ∈ Mρ . Mit der Forderung an die Abbildung A : U → Y sei
schwach* – abgeschlossen folgt y = Au ∈ Qρ und somit die Abgeschlossenheit der Menge Qρ

für jedes ρ ≥ 0. �

Folgerung 3.3. Mit den Voraussetzungen an die Abbildung Annahme 3.1 ist die Bildmenge Qρ

schwach abgeschlossen.

Beweis. Sei y ∈ Y \Qρ beliebig. Da die Menge Qρ nicht leer, beschränkt, konvex and abge-
schlossen ist, gibt es nach dem Trennungssatz von Hahn-Banach für lokalkonvexe Räumen
ein y∗ ∈ Y ∗ und ein λ ∈ R, so dass

〈y∗,y〉 < λ < 〈y∗,q〉 ∀ q ∈ Qρ

Die Menge Qρ enthält also alle schwachen Häufungspunkte s., z.B., [6]. �

Satz 3.4. Für jedes y ∈ Y und jedes ρ ≥ 0 existiert eine eindeutige Lösung uρ ∈ Mρ zu (3.1.3).

Beweis. Zum Nachweis wird anstatt der Urbildmenge die Bildmenge Qρ in Y betrachtet. Das
Funktional ‖Au − y ‖Y ist als Norm in Y schwach unterhalbstetig. Mit Annahme 3.1 ist Y
re�exiv (nach dem Satz von Milman–Pettis), die Menge Qρ beschränkt und abgeschlossen.
Es existiert also ein Minimierer q̃ ∈ Qρ nach der direkten Methode der Variationsrechnung
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3.1 Existenz der Quasilösungen

s., z.B., [21], [24]. Für q̃ ∈ Qρ existiert wegen der Injektivität des Operators ein eindeutiges
Urbildelement ũ ∈ Mρ mit q̃ = Aũ, so dass

‖Aũ − y ‖ = inf
{
‖Au − y ‖ : u ∈ Mρ

}

Seien u1,u2 ∈ Mρ mit u1 , u2 Lösungen zum Problem (3.1.3). Mit der injektiven Abbildung
gilt für q1 := Au1 und Au2 =: q2 ebenfalls q1 , q2, so dass

d = ‖q1 − y ‖ = ‖q2 − y ‖ = inf
{
‖q − y ‖ : q ∈ Qρ

}

Für Elemente in Y gilt mit der Annahme 3.1 folgende Eigenschaft

falls gilt ‖v1‖ = ‖v2‖ = ‖
v1 +v2

2 ‖ dann gilt v1 = v2

Seien v1 := q1 − y , v2 := q2 − y . Mit q1+q2
2 ∈ Qρ folgt

d ≤ ‖
q1 + q2

2 − y ‖ =
1
2 ‖ (q1 − y ) + (q2 − y )‖ ≤ ‖

y − q1
2 ‖ + ‖

y − q2
2 ‖ = d

Damit ein Widerspruch zu der Annahme q1 , q2 und die Eindeutigkeit der Lösung. �
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3 Quasilösungen bei linearen Identi�kationsproblemen

3.2 Regularisierung
Der Nachweis der Existenz von Lösungen zum Problem (3.1.3) macht es möglich eine Näherungsweise-
Lösungsmethode vorschlagen zu können. Damit aber die Lösungen {u (ρ,y )}ρ>0 mit ρ - als
Regularisierungsparameter ein Regularisierungsverfahren darstellen, muss eine Reihe von
Grenzwertbeziehungen erfüllt sein. In dieser Arbeit dienen die De�nitionen einer Regularisie-
rung aus [29], [20] als Richtlinien. Das klassische Regularisierungsschema angewandt an das
vorliegende Optimierungsproblem, muss dabei aber an die Voraussetzungen (4.1) angepasst
werden, denn eine starke Konvergenz der Lösungen kann hier nicht erwartet werden.

De�nition 3.5. Die Quasilösungen {u (ρ,y )}ρ>0 mit ρ - als Regularisierungparameter bilden
eine konvergente Regularisierung, wenn folgende drei Bedingungen erfüllt sind:

i ) u (ρ,yn )
n→∞
−−−−⇀

∗

u (ρ,y ) für jedes ρ ≥ 0 und yn
n→∞
−−−−→ y

ii ) u (ρn,y )
n→∞
−−−−⇀

∗

A−1y für jedes y ∈ R (A)und ρn
n→∞
−−−−→ ∞

iii ) ∃ (δ ,yδ ) 7→ ρ (δ ,yδ ) : u (ρ (δ ,yδ ),yδ ) ⇀∗ u† für δ → 0

dabei de�niert die Funktion ρ : R+×Y → R+; (δ ,yδ ) 7→ ρ (δ ,yδ ) eine Parameterwahlstrategie.

Mitunter der Existenz und Eindeutigkeit der Lösung zeigt Satz 3.4: - für jedes ρ > 0 und
jedes y ∈ Y existiert eine eindeutige metrische Projektion y 7→ PQρ (y ) =: qρ

(3.2.1) ‖qρ − y ‖Y = min
q∈Qρ
‖q − y ‖Y

Die Stetigkeit des Projektionsoperators P : Y → Qρ ist wesentlich um die Stabilität, also den
ersten Punkt der De�nition 3.5 nachzuweisen.

Proposition 3.6. Sei Qρ nicht leer, konvex und abgeschlossen und Y ein gleichmäßig konvexer
Banachraum. Dann ist der Projektionsoperator P : Y → Qρ auf dem ganzen Raum Y de�niert,
eindeutig und stetig. Ist Y darüber hinaus ein Hilbertraum, so ist die Projektion Lipschitzstetig
mit der Lipschitzkonstante 1.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit der Projektion folgt direkt aus Satz 3.4. Weiterhin gilt
für yn → y (s., z.B., [37, sec. 1.6.])

lim
n→∞

‖P (yn ) − y ‖ ≤ lim
n→∞

‖P (yn ) − yn‖ + ‖yn − y ‖

≤ lim
n→∞

‖P (y ) − yn‖ + ‖yn − y ‖

= ‖P (y ) − y ‖

Nach dem Satz von Milman–Pettis ist Y re�exiv und Qρ ∈ Y beschränkt und schwach
abgeschlossen (Folgerung 3.3). Somit besitzt die Folge {qn := P (yn )} nach Satz von Eber-
lein–Šmulian mindestens einen schwachen Häufungspunktq ∈ Qρ und eine Teilfolgeqnm ⇀ q.

Die gleichmäßig konvexen Räume erfüllen die Radon-Riesz-Eigenschaft, so dass für

‖qnm − y ‖ → ‖q − y ‖
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3.2 Regularisierung

die starke Konvergenz qnm → q gilt. Da diese Behauptung für alle möglichen schwachen
Häufungspunkte der Folge {qn := P (yn )} gilt und die Projektion eindeutig ist, so gilt für die
gesamte Folge

P (yn ) → q = P (y )

In einem Hilbertraum ist für die metrische Projektion auf eine konvexe Teilmenge folgende
Ungleichung gültig s., z.B., [5]

(3.2.2) 〈q − P (y ),y − P (y )〉 ≤ 0 ∀ q ∈ Qρ

Sei q ∈ Qρ aus (3.2.2) wie folgt gesetzt: q1 := P (y1),q2 := P (y2). So ergibt sich ein Unglei-
chungssystem

〈q1 − P (y2),y2 − P (y2)〉 ≤ 0
〈q2 − P (y1),y1 − P (y1)〉 ≤ 0

Das Addieren und Umformen ergibt

〈P (y1) − P (y2),y2 − P (y2)〉 + 〈P (y2) − P (y1),y1 − P (y1)〉 ≤ 0
⇒ ‖P (y1) − P (y2)‖

2 − 〈P (y1) − P (y2),y1 − y2〉 ≤ 0
⇒ ‖P (y1) − P (y2)‖

2 ≤ ‖P (y1) − P (y2)‖‖y1 − y2‖

⇒ ‖P (y1) − P (y2)‖ ≤ ‖y1 − y2‖

�

Nun kann die stabile Abhängigkeit der Lösungen von den Eingangsdaten im Sinne der
De�nition 3.5(i) gezeigt werden.

Satz 3.7. Seien ρ ≥ 0 und y ∈ Y gegeben. Sei {yn}n∈N ⊂ Y eine beliebige Folge mit yn → y .
Dann konvergiert die entsprechende Folge von Lösungen {un := u (ρ,yn )}n∈N schwach* zu

uρ := u (ρ,y ) = arg min
u∈Mρ

‖Au − y ‖

Beweis. Nach Satz 3.4 existiert zu jedem n ∈ N eine eindeutige metrische Projektion qn ∈ Qρ .
Weiterhin folgt mit Proposition 3.6 qn → q := PQρy .

Wie im Nachweis zur Abgeschlossenheit von Qρ gezeigt s. Lemma 3.2, kann eine Teilfolge{uk} extrahiert werden, so dass uk ⇀∗ u ∈ Mρ und Au = q, d.h, u ∈ Mρ minimiert ‖Au − y ‖Y
auf Mρ . Das zeigt, dass u = uρ die Lösung des Problems (3.1.3) ist. Die Eindeutigkeit dieser
Lösung folgt mit Satz 3.4.

Um zu zeigen, dass die gesamte Lösungsfolge gegen denselben Grenzwert konvergiert,
wird die Menge der restlichen Elemente der Folge {un}\{uk} betrachtet, welche ebenfalls
beschränkt in Mρ ist. Das heißt, dass diese Menge ebenfalls mindestens einen schwach*
Häufungspunkt besitzt. Die Annahme, dass solch ein Häufungspunkt von uρ verschieden
ist, führt mit der Forderung an die Abbildung (schwach*–abgeschlossen) und der starken
Konvergenz der Bildfolge Aun → q = Auρ sofort zum Widerspruch. Somit kann es keinen von
uρ verschiedenen Häufungspunkt geben. �
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3 Quasilösungen bei linearen Identi�kationsproblemen

Wie kann eine Regularisierung s. z.B., [29, Def. 4.1.] für das vorliegende Problem (3.1.3)
aufgebaut werden? In [20, Prop. 3.4.], wird von einer Familie regularisierender Operatoren für
α → 0 die punktweise Konvergenz gefordert. Analog zu dieser klassischen Vorgehensweise
sollen hier die Approximationseigenschaften der Quasilösungsmethode für jedes beliebige
y ∈ R (A) gezeigt werden.

Es ist eigentlich o�ensichtlich, dass die Folge der Quasilösungen bei ρ → ∞ für jedes
y ∈ R (A) sogar stark konvergiert. Da diese Eigenschaft in 3.5(ii) de�niert ist, wird sie der
Vollständigkeit halber in einem Satz behandelt.

Satz 3.8. Sei y ∈ R (A) gegeben, so dass Aû = y . Dann konvergieren für jede Folge {ρn}n∈N mit
ρn → ∞ die entsprechenden Lösungen uρn stark gegen û.

Beweis. Die Menge Qρ ist konvex und hat der De�nition nach die Eigenschaft Qρ1 ⊂ Qρ2 für
ρ1 < ρ2. Für eine monoton wachsende Parameterfolge {ρn} existiert demnach ein N ∈ N und
ein ρN , so dass gilt y ∈ QρN und somit für alle n ≥ N

(3.2.3) inf
u∈Mρn

‖Au − y ‖ = 0 = ‖Aû − y ‖

Damit ist die Menge der entsprechenden Lösungen {u1, ...,uN} endlich, so dass

lim
n→∞

un = û

�
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3.3 Distanzfunktion
Die von Ivanov vorgeschlagene Regularisierungsidee beruht auf der Einschränkung des
Lösungsraumes zwecks Erhalt einer kompakten Lösungsmenge im De�nitionsbereich des
Operators. Typischerweise wird eine Kugel mit festem Radius betrachtet. Die Genauigkeit
der Lösung hängt direkt vom gewählten Radius der Kugel ab, womit er zum Regularisie-
rungsparameter wird. Auf diese Weise wird das Verhältnis zwischen Eingangsdaten und
regularisierten Lösungen über die Bilder dieser Lösungen bzw. über deren Distanz zu den
vorhandenen Daten beschrieben. Das heißt, dass bei der Bestimmung einer Quasilösung zu
den Eingangsdaten das Verhalten der Distanzfunktion im Vordergrund steht und untersucht
werden muss, damit Vorschläge zur Parameterwahl gemacht werden können. Dazu soll als
Erstes gezeigt werden, dass zu jedem Element y ∈ Y ein Parameter ρ existiert, so dass die
Beziehung der Eingangsdaten y < R (A) und der Lösungen von (3.1.3) über die Distanzfunktion

(3.3.1) d : [0,∞) × Y → [0,∞) (ρ,y ) 7→ ‖Auρ − y ‖Y = inf
u∈Mρ

‖Au − y ‖Y

beschrieben werden kann.
Die Aussage des nächsten Satzes ist zum Aufbau eines Regularisierungsvefahrens nach der

Ivanovschen Ideologie wesentlich. Diese Aussage wurde für re�exive Banachräume für eine
kompakte und konvexe Lösungsmenge nachgewiesen [19]. Trotz schwächerer Forderungen
an die Lösungsmenge Mρ und Funktionenraum U wird hier die selbe Beweisidee verfolgt.

Satz 3.9. Sei Y ein re�exiver Banachraum. Für jedes y ∈ Y ist die Abbildung ρ 7→ d (ρ,y )
surjektiv auf dem o�enen Intervall (0, ‖y ‖Y ).

Beweis. Seien y ∈ Y und σ ∈ (0, ‖y ‖Y ) gegeben. Es wird gezeigt, dass dann ein eindeutiges
ρ (σ ,y ) existiert mit

‖q(σ ,y ) − y ‖ = min
q∈Qρ
‖q − y ‖ = σ

Dazu soll im ersten Schritt des Beweises folgende Konstruktion durchgeführt werden:
Das Bild des Operators R (A) ⊂ Y ist dicht (nach Annahme 3.1), so existiert ein hinreichend

großes ρ, so dass Qρ ∩ Bσ (y ) nicht leer ist. Daher existiert für alle solche ρ > 0, welche einen
nicht leeren Durchschnitt bilden ein In�mum

(3.3.2) ρ̃ := inf
{
ρ > 0 : Qρ ∩ Bσ (y ) , ∅

}
.

Nach De�nition existiert also eine Folge {ρn}n∈N ⊂ (0,∞), so dass

Sn := Qρn ∩ Bσ (y ) , ∅

und ρn → ρ̃. O.B.d.A. kann angenommen werden, dass diese Folge monoton fallend ist, so
dass Qρn+1 ⊆ Qρn und somit Sn+1 ⊆ Sn.
Im zweiten Schritt des Beweises wird gezeigt, dass die Schnittmenge S := ⋂

n∈N Sn nicht leer
ist, und für alle Elemente s ∈ S auch s ∈ Qρ̃ erfüllt wird:

Für jedes n ∈ N ist Sn ⊂ Y beschränkt, konvex und abgeschlossen als Durchschnittsmenge
solcher und nach der Konstruktion nicht leer. So können für jedes n ∈ N Projektionen
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3 Quasilösungen bei linearen Identi�kationsproblemen

sn := PSn (0) betrachtet werden. Die Monotonie von {ρn}n∈N impliziert ‖sn‖Y ≤ ρ1. Daher ist{sn}n∈N beschränkt und besitzt in einem re�exiven Banachraum eine schwach konvergente
Teilfolge sk ⇀ s mit einem schwachen Grenzwert s ∈ Y . Der Durchschnitt beliebig vieler
abgeschlossener konvexer Mengen ⋂

n∈N Sn ist selbst abgeschlossen und konvex. Weiterhin
gilt, dass abgeschlossene konvexe Mengen schwach abgeschlossen sind, so dass s ∈ ⋂

k∈N Sk
für jedes k ∈ N, dass heißt s ∈ S .

Nach der Konstruktion gilt s ∈ Sn ⊂ Qρn für alle n ∈ N und somit das Urbildelement
A−1s ∈ Mρn für alle n ∈ N (unter anderem ‖A−1s ‖ ≤ ρn nach De�nition), so dass bei ρn → ρ̃
folgt ‖A−1s ‖ ≤ ρ̃ und somit A−1s ∈ Mρ̃ . Im Grunde gilt sogar

(3.3.3) ‖A−1s ‖U = ρ̃

denn bei der Annahme die Ungleichung wäre streng, existiert ein ρ̂ < ρ̃, so dass s ∈ Qρ̂∩Bσ (y )
im Widerspruch zu der De�nition von ρ̃ (3.3.2).
Im dritten Schritt des Beweises wird gezeigt, dass σ = ‖s − y ‖:

Nach der Konstruktion der Schnittmenge ist s ∈ Bσ (y ), denn s ∈ Sn für alle n ∈ N. Sei
angenommen, dass ‖s − y ‖Y < σ . Diese Annahme bedeutet, dass s ein innerer Punkt von
Bσ (y ) ist. Das heißt, dass für hinreichend kleines ε > 0 ein ŝ ∈ S existiert mit ‖ŝ − s ‖ < ε .
(Beachte: 0 < σ < ‖y ‖Y impliziert 0 < Bσ (y ) und s , 0.) A ist ein linearer Operator, so dass
0 ∈ Qρ̃ . Weiterhin istQρ̃ konvex und abgeschlossen Lemma 3.2, so dass für ein ŝ := ε0+ (1−ε )s
mit ε > 0 hinreichend klein, gilt ŝ ∈ Qρ̃ . Damit ergibt sich folgende Ungleichung

‖A−1ŝ ‖U = (1 − ε )‖A−1s‖U = (1 − ε )ρ̃ < ρ̃

im Widerspruch zu der De�nition von ρ̃ (3.3.2). Das heißt ‖s − y ‖Y = σ für jedes s ∈ S .
Um die Beweisführung abzuschließen sei angenommen, dass es ein q ∈ Qρ̃ existiert mit
‖q − y ‖Y < σ . Damit gibt es wiederum ein q̂ ∈ Qρ̃ und q̂ ∈ Bσ (y ), so dass ‖A−1q̂‖U < ρ̃ im
Widerspruch zu De�nition von ρ̃ (3.3.2). �

Im Weiteren sollen noch kurz einige Bemerkungen zum obigen Satz diskutiert werden.

• Im Prinzip könnte der obere Beweis aus dem Cantor–Intersection–Theorem gefolgert
werden. Es wäre zu zeigen, dass der Diameter der konstruierten Mengen Sn für n → 0
gegen Null strebt. Doch dazu wäre die Forderung Y sei ein gleichmäßig konvexer
Banachraum nötig, welche in Satz 3.9 jedoch auf re�exive Räume abgeschwächt werden
konnte.

• In der Beweisführung musste nicht explizit gezeigt werden, dass s ∈ S ein eindeutiges
Repräsentant der Schnittmenge S := ⋂

n∈N Sn ist. Diese Eindeutigkeit folgt jedoch bei
der Forderung Y sei gleichmäßig konvex aus der Konvexität der Menge Qρ Lemma 3.2.

Da das Verhalten der Distanzfunktion von solch großer Bedeutung für diese Arbeit ist,
werden hier im Anschluss an Satz 3.9 weitere Eigenschaften diskutiert.

• d (0,y ) = ‖y ‖Y - folgt direkt aus (3.3.1).

• Für y < R (A) gilt d (ρ,y ) → 0 für ρ → ∞. Denn der Operator hat nach Annahme 3.1 ein
dichtes Bild R (A) ⊂ Y , so dass gilt ‖Au − y ‖ , 0 für jedes ρ ≥ 0.
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• Für y ∈ R (A) existiert ein ρ > 0, so dass d (ρ,y ) = 0, denn für hinreichend großes ρ
existiert ein u ∈ Mρ ⊂ D (A), so dass Au = y .

Weiterhin gilt nach der Beweisführung (3.3.3) ‖uρ ‖U = ρ für alle Lösungen uρ ∈ Mρ . Eine
Ausnahme bildet der Fall d (ρ,y ) = 0, d.h., y ∈ Qρ ⊂ R (A). Es ist eine wichtige Eigenschaft der
Lösungen, welche ebenfalls in [45, Prop. 2.2] bei der VoraussetzungU undY seien Hilberträume
gezeigt wurde und wird daher explizit im nächsten Korollar festgehalten.

Korollar 3.10. Zu jedem ρ ≥ 0 und jedem y ∈ Y \Qρ besitzt eine Lösung des Problems (3.1.3)
folgende Eigenschaft

(3.3.4) ‖uρ ‖U = ρ

Eine weitere bedeutende Eigenschaft ist die strenge Monotonie der Distanzfunktion für jedes
�xierte y ∈ Y .

Korollar 3.11. Die Abbildung ρ 7→ d (ρ,y ) ist für jedes y ∈ Y \ R (A) streng monoton fallend
und stetig.

Beweis. Sei ρ1 < ρ2. Dann folgt Mρ1 ⊂ Mρ2 und mit (3.3.1)

d (ρ2,y ) = inf
u∈Mρ2

‖Au − y ‖Y ≤ inf
u∈Mρ1

‖Au − y ‖Y = d (ρ1,y ).

Die Annahme d (ρ1,y ) = d (ρ2,y ) führt zum Widerspruch, denn mit Korollar 3.10 folgt

‖uρ1 ‖U = ρ1 < ρ2 = ‖uρ2 ‖U

und damit uρ1 , uρ2 . Und mit der Injektivität von A auch Auρ1 , Auρ2 .
Sei u := 1

2 (uρ1 + uρ2 ) ∈ Mρ2 , dann folgt in einem gleichmäßig konvexen Raum Y

‖Au − y ‖ = ‖ 1
2 (Auρ1 +Auρ2 ) − y ‖Y <

1
2

(
‖Auρ1 − y ‖Y + ‖Auρ2 − y ‖Y

)
= d (ρ2,y ),

und weil d (ρ1,y ) = d (ρ2,y ) vorausgesetzt wurde ‖Au − y ‖ < d (ρ2,y ) im Widerspruch zur
(3.3.1).

Die Monotonie und Surjektivität liefern nach einem bekannten Satz der Analysis die Stetig-
keit der Distanzfunktion. �

O.B.d.A. ist im Korollar 3.11 der Fall y ∈ R (A) ⊂ Y ausgeschlossen worden, da sonst die
strenge Monotonie für alle ρ ≥ ‖u‖ρ nicht mehr gegeben ist, denn es gilt

d (ρ,y ) = min
u∈Mρ

‖Au − y ‖Y = 0 ∀ ρ ≥ ‖uρ ‖

Satz 3.12. Für jedes y ∈ Y ist die Abbildung ρ 7→ d (ρ,y ) konvex.
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Beweis. Seien 0 < ρ1 < ρ2 gegeben. Es ist zu zeigen, dass für {
ρ = tρ1 + (1 − t )ρ2 : t ∈ [0, 1]}

gilt
d (ρ) = d (tρ1 + (1 − t )ρ2) ≤ td (ρ1) + (1 − t )d (ρ2)

Zur ρ1 > 0, ρ2 > 0 existieren nach Satz 3.9 eindeutige Projektionen s1 ∈ ∂Qρ1 und s2 ∈ ∂Qρ2 ,
so dass

d (ρ1,y ) := ‖s1 − y ‖ = min
{
‖q − y ‖ : q ∈ Qρ1

}
d (ρ2,y ) := ‖s2 − y ‖ = min

{
‖q − y ‖ : q ∈ Qρ2

}
Betrachte zum Nachweis die Verbindungsstrecke ts1 + (1 − t )s2 für t ∈ [0, 1].

Nach Lemma 3.2 ist die Menge Qρ konvex, so dass für alle 0 ≤ ρ ≤ ρ2 gilt Qρ ⊂ Qρ2 , womit
auch s := ts1 + (1 − t )s2 ∈ Qρ2 für alle t ∈ [0, 1].

Es existiert ein eindeutiges Urbild w = A−1s ∈ U mit

‖w ‖ = ‖A−1s‖ = ‖tA−1s1 − (1 − t )A−1s2‖ ≤ tρ1 + (1 − t )ρ2 = ρ

Die Distanzfunktion ist monoton fallend, so dass gilt d (ρ,y ) ≤ d (‖w ‖,y ). Weiterhin gilt

d (‖w ‖,y ) = inf
{
‖Au − y ‖Y : ‖u‖ ≤ ‖w ‖

}

und damit
d (‖w ‖,y ) = ‖Aw − y ‖

= ‖ts1 − (1 − t )s2 − y ‖

≤ t ‖s1 − y ‖ + (1 − t )‖s2 − y ‖

= td (ρ1) + (1 − t )d (ρ2)

und damit die Behauptung. �

Zum Schluss dieses Abschnittes soll noch eine starke Eigenschaft der Distanzfunktion
gezeigt werden und zwar in ihrem zweiten Argumenten y ∈ Y .

Satz 3.13. Für jedes ρ ≥ 0 ist die Abbildung y 7→ d (ρ,y ) Lipschitzstetig mit Konstante 1.

Beweis. Betrachte y1,y2 ∈ Y . Für entsprechende Projektionen q1 := PQρy1 und q2 := PQρy2 gilt

d (ρ,y1) = ‖q1 − y1‖Y ≤ ‖q2 − y1‖Y ≤ ‖q2 − y2‖Y + ‖y2 − y1‖Y

d (ρ,y2) = ‖q2 − y2‖Y ≤ ‖q1 − y2‖Y ≤ ‖q1 − y1‖Y + ‖y1 − y2‖Y

und damit |d (ρ,y1) − d (ρ,y2) | ≤ ‖y1 − y2‖Y �
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3.4 Parameterwahl
Nun können die klassischen Parameterwahlstrategien s. De�nition 2.2 angewandt auf die
Ivanov-Regularisierung, untersucht werden. Das primäre Ziel dieses Paragraphen ist es jedoch,
eine Regel für die Parameterwahl zu �nden, welche im Allgemeinen eine sichere Konvergenz
des vorliegenden Verfahrens liefert. Daher wird eine gründliche Untersuchung bestimmter
Strategien hier verworfen. Eine ausgiebige Diskussion vieler erfolgreicher Parameterwahl-
strategien ist z.B. in [4] gegeben. Folgende Voraussetzungen an die Daten und die Datenfehler
werden für die vorliegende Analyse getro�en.

Es wird eine nicht-negative Folge {δn}n∈N betrachtet mit δn → 0 für n → ∞, und yδn ∈ Y
mit ‖yδn ‖Y > 0 ∀ n ∈ N, so dass

‖yδn − y ‖Y ≤ δn für jedes n ∈ N

Weiterhin wird vorausgesetzt, dass die exakten Daten Au† = y ∈ R (A) stets im Bild des
Operators liegen.

Die Lösungen zu den Daten yδn werden jeweils durch

(3.4.1) uδnρn = arg min
u∈Mρn

‖Au − yδn ‖Y

und die eindeutige Quasilösung zu den exakten Daten in (3.1.1) durch u† ∈ U bezeichnet.
Im nächsten Schritt wird untersucht, welche fundamentale Eigenschaften die Regulari-

sierungsparameter zu der vorliegenden De�nition 3.5 im Allgemeinen erfüllen müssen. Der
nächste Satz liefert die Notwendigen und die Hinreichenden Bedingungen dazu.

Satz 3.14. Sei die inverse Abbildung A−1 nicht stetig. Dann konvergiert für n → ∞ die Folge der
Lösungen {uδnρn}n∈N schwach∗ gegen u† genau dann, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind

(i) {ρn}n∈N ist beschränkt

(ii) lim inf
n→∞

ρn ≥ ‖u
†‖U

Beweis. Die Bedingungen sind hinreichend, denn (i) impliziert die Beschränktheit der Lö-
sungen {uδnρn}n∈N, so dass eine schwach∗-konvergente Teilfolge extrahiert werden kann (mit
den selben Indizes bezeichnet) uδnρn ⇀∗ u für ein u ∈ U . Mit (ii) kann im nächsten Schritt für
entsprechende Parameter ρn eine weitere Teilfolge extrahiert werden, so dass gilt

ρnk → ρ̂ für ein ρ̂ ≥ ‖u†‖U

Zu Übersichtlichkeit soll auch diese Teilfolge im Weiteren mit den selben Indizes n ∈ N

bezeichnet werden. Mit Au† = y ∈ Qρ̂ und der Stetigkeit der Distanzfunktion Korollar 3.11
folgt

(3.4.2) ‖PQρn
y − y ‖Y = d (ρn,y ) → d (ρ̂,y ) = 0
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Weiterhin liefert die Existenz eindeutiger metrischer Projektion PQρn
yδn = Auδnρn zu jedem

solchen n folgende Ungleichung
‖PQρn

yδn − yδn ‖Y = inf
q∈Qρn

‖q − yδn ‖Y ≤ ‖PQρn
y − yδn ‖Y

und somit gilt
‖PQρn

yδn − y ‖Y ≤ ‖PQρn
yδn − yδn ‖Y + ‖y

δn − y ‖Y

≤ ‖PQρn
y − yδn ‖Y + δn

≤ ‖PQρn
y − y ‖Y + 2δn

Mit (3.4.2) gilt somit PQρn
yδn → y für n → ∞. Mit der selben Argumentation, wie im Satz 3.7,

folgt Au = y , d.h. u = u†, und die Konvergenz der gesamten Lösungsfolge gegen u†.
Die Bedingungen sind notwendig, denn R (A) ist nicht abgeschlossen und somit existieren

keine inneren Punkte in R (A) (ansonsten wäre das algebraische Innere von R (A) nicht leer.
Weiterhin würde die Linearität von A auf den Widerspruch R (A) = Y führen.) Somit kann
für jedes n ∈ N eine Folge yδn ∈ Bδn (y ) \ R (A) extrahiert werden. Korollar 3.10 impliziert
für entsprechende Lösungen ‖uδnρn ‖U = ρn. Das heißt, wenn {ρn}n∈N unbeschränkt ist, so ist
{uδnρn}n∈N ebenfalls unbeschränkt und kann dementsprechend nicht schwach*-Konvergent
sein (da nach der Folgerung aus dem Banach–Steinhaus Theorem schwach*-konvergente
Folgen beschränkt sind). Und mit uδnρn ⇀∗ u† und der schwach*-Unterhalbstetigkeit der Norm
gilt

‖u†‖U ≤ lim inf
n→∞

‖uδnρn ‖U = lim inf
n→∞

ρn �

Es kann vermerkt werden, dass das Vorliegen zusätzlicher Informationen zu u† ∈ U hierbei
ausgeschlossen wird. Sicherlich würden solche Informationen zuu† ∈ U mit der Wahl ρn ≡ ρ†
auf eine konvergente Regularisierung führen. So eine, weder von δ noch von yδ unabhängige
Wahl, wäre jedoch keine Parameterwahlstrategie im Sinne von De�nition 2.2.

Mit dem Satz 3.14 werden gewisse Rahmen für das eigentliche Ziel dieses Abschnitts sichtbar.
Nun können die klassischen Parameterwahlstrategien s. De�nition 2.2 angewandt auf diese
Methode diskutiert werden.

a-priori strategien Im Grunde impliziert der Satz 3.14 bereits, dass es für eine Datenfolge
yn < R (A) keine konvergente a–priori Parameterwahl geben kann, es sei denn, das Problem
ist wohl gestellt. Dies wird im nächsten Satz noch explizit hervorgehoben.
Satz 3.15. Sei ρn := ρ (δn ) auf einer a-priori Parameterwahlstrategie ermittelte Parameterfolge.
Wenn für die entsprechende Lösungsfolge giltuδnρn ⇀

∗ u† für alleu† ∈ U und alle yδn ∈ Bδn (Au
†),

dann ist die inverse Abbildung A−1 stetig.

Beweis. Die Forderung Satz 3.14(ii) muss für jedes u† ∈ U gelten. Eine a-priori Parameter-
wahlstrategie, im Sinne von De�nition 2.2, schließt jedoch jegliche Kenntnis über u† ∈ U
aus. Dies impliziert die Unbeschränktheit der Parameterfolge {ρn}n∈N im Widerspruch zu
Satz 3.14(i). �

Im Allgemeinen kann man die vorliegende theoretische Untersuchung des Verfahrens auf
einer a-priori Strategie also nicht aufbauen.
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heuristische strategien Dies sind sehr erfolgreiche Strategien, vor allem in Fällen, wenn
keine hinreichend scharfe Abschätzung für das Fehlerniveau geliefert werden kann. Unter
bestimmten Annahmen existiert eine ganze Klasse von heuristischen Strategien, welche in der
Praxis eingesetzt werden s., z.B., [46]; [42]. Auch für endlichdimensionale Inverse Probleme
(schlecht konditionierte lineare Gleichungssysteme) sind solche Methoden sehr relevant.
Das in der Literatur unter dem Namen Bakushinskii-Veto bekannte Resultat [3] stellt die
Anwendung dieser Regel für das oben genannte primäre Ziel dieses Paragraphen jedoch in
Frage. Denn sogar im Sinne der klassischen De�nition einer Regularisierung [20, Def. 3.1] kann
so eine Parameterwahlregel nicht als Teil einer konvergenten Regularisierung für schlecht
gestellte Probleme betrachtet werden [20, Thm. 3.3]. Mit dieser Überlegung und Satz 3.15 wird
hier weder auf die a-priori, noch auf die heuristische Strategien gesetzt.

a-posteriori strategien Eine der bekanntesten a-posteriori Methoden ist sicherlich das
Diskrepanzprinzip von Morozov [43], [44]. Mit einem τ > 1 wähle ρ (δ ,yδ ), so dass

(3.4.3) δ ≤ ‖Auδ
ρ (δ ,yδ )

− yδ ‖Y ≤ τδ .

Nun soll untersucht werden, ob die Bedingungen Satz 3.14 mit der Parameterwahl nach dem
Diskrepanzprinzip erfüllt werden.

Satz 3.16. Sei ρn := ρ (δn,yδn ) gewählt nach dem Diskrepanzprinzip (3.4.3) für ein τ > 1. Dann
gilt uδnρn ⇀

∗ u† für n → ∞.

Beweis. Zum Nachweis werden die Eigenschaften der Distanzfunktion s. Kapitel 3.3 genutzt
und die Gegebenheit, dass für jedes 0 < δn < ‖yδn ‖Y nach Satz 3.9 ein ρn existiert, so dass gilt
(3.4.3). Nun sollen die Bedingungen von Satz 3.14 überprüft werden.

Zuerst soll gezeigt werden, dass {ρn}n∈N durch ‖u†‖U nach oben beschränkt ist. Angenom-
men es existiert ein n ∈ N, so dass ρn > ‖u†‖U , womit folgt u† ∈ Mρn . Nach Korollar 3.10 ist
‖uδnρn ‖U = ρn für δn > 0, so ist uδnρn , u†. Mit der De�nition und Eindeutigkeit der Quasilösung
folgt

‖Auδ
ρ (δ ,yδ )

− yδ ‖Y = min
u∈Mρn

‖Au − yδn ‖Y < ‖Au
† − yδn ‖Y ≤ δn,

im Widerspruch zur Parameterwahl ρn.
Sei nun angenommen, dass

lim inf
n→∞

ρn < ‖u
†‖U =: ρ†.

Da die Ungleichung strikt ist, so existiert eine Teilfolge (mit den selben Indizes bezeichnet),
so dass für ein hinreichend kleines ε > 0 ein N ∈ N existiert mit

ρn < ρ̃ := ‖u†‖U − ε ∀ n > N

Aus Korollar 3.11 folgt d (ρn,yδn ) > d (ρ̃,yδn ) für alle n > N . Mit der Parameterwahlstrategie
(3.4.3) und Satz 3.13 folgt dann

lim
n→∞

τδn ≥ lim
n→∞

d (ρn,y
δn ) ≥ lim

n→∞
d (ρ̃,yδn ) = d (ρ̃,y ) > 0

im Widerspruch zu δn → 0 (da u† < Mρ̃). �
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3 Quasilösungen bei linearen Identi�kationsproblemen

Der Nachweis vom Satz 3.16 zeigt im Grunde, dass bei der Wahl der Parameter ρn :=
ρ (δn,y

δn ) nach (3.4.3) gilt
lim
n→∞

ρn = ‖u
†‖U

Mit Satz 3.16 steht also fest, dass das Diskrepanzprinzip als Regel zur Parameterwahl, die
Hinreichenden Bedingungen vom Satz 3.14 stets erfüllt. Damit ist das eigentliche Ziel erreicht.
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3.5 Konvergenzraten
In diesem Abschnitt soll das Verhalten des Regularisierungsfehlers untersucht werden. Doch
bedingt durch die Voraussetzungen an den Lösungsraum bzw. die Eigenschaften der Lösungs-
menge Mρ ⊂ U kann keine starke Konvergenz der Lösungen garantiert werden, so dass keine
Aussagen zum Fehler im Sinne von ‖uδρ − u†‖U gemacht werden können. Ein Werkzeug, um
in solchen Fällen den Regularisierungsfehler zu erfassen, ist die Charakterisierung mittels
Bregmandistanz [10], [30], [47], [22], [25].

De�nition 3.17. Für ein konvexes Funktional J : U → R ∪ {∞} mit J (u) < ∞ ist an der Stelle
u ∈ U ein konvexes Subdi�erential gegeben durch

(3.5.1) ∂J (u) =
{
ξ ∈ U ∗ : 〈ξ ,v − u〉U ≤ J (v ) − J (u) ∀ v ∈ U

}
.

Für u ∈ U und ein ξ ∈ ∂J (u) ist die Bregmandistanz gegeben durch

(3.5.2) D
ξ
J (v,u) = J (v ) − J (u) − 〈ξ ,v − u〉U ∀ v ∈ U .

Ist J ein konvexes Funktional, so gilt

D
ξ
J (v,u) ≥ 0 für jedes v ∈ U

D
ξ
J (u,u) = 0

Im Weiteren soll eine äquivalente Problemformulierung zu (3.1.3) betrachtet werden

(3.5.3) min
u∈U

G (u) + δMρ (u)

mit
G (u) := 1

2 ‖Au − y
δ ‖2Y

so dass die Restriktionen über eine charakteristische Funktion δM : U → R ∪ {∞} mit

δMρ (u) :=



0 wenn u ∈ Mρ

∞ wenn u ∈ U \Mρ

gegeben sind.
Um im Rahmen der klassischen Vorgehensweise (für Banachräume vorgestellt in [10])

vorzugehen, müsste J (u) := δMρ (u) für die Bregmandistanz Dξ
J (v,u) gewählt werden. Doch

so eine Wahl wäre uninformativ für jedes v ∈ U \ Mρ . Daher wird bei der Festlegung der
Bregmandistanz das Funktional J (u) wie folgt gesetzt

J (u) := ‖u‖U

Diese Überlegung basiert auf folgendem Resultat. In der Arbeit [41] wurde gezeigt, dass in
topologischen Räumen (U ,τU ) und (Y ,τY ) die Optimalprobleme, gelöst durch Ivanov und
Morozov Regularisierungen, äquivalent sind. Dass heißt
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3 Quasilösungen bei linearen Identi�kationsproblemen

Wenn eine eindeutige Lösung zu (I) existiert, so ist diese Lösung eindeutig für (M) mit
‖Auδρ − y

δ ‖ = δ .

Wenn eine eindeutige Lösung zu (M) existiert, so ist diese Lösung eindeutig für (I) mit
‖uδ ‖ = ρ.

Daher können die Quasilösungen in der Bregmandistanz formal als Lösungen einer Morosov-
Regularisierung erfasst werden.

Lemma 3.18. Sei J (u) := ‖u‖U und ρ = ρ (δ ,yδ ) nach Diskrepanzprinzip (3.4.3) gewählt. Dann
gilt folgende Abschätzung

(3.5.4) D
ξ
J (uρ,u

†) ≤ ���〈ξ ,uρ − u
†〉U ∗×U

���
Beweis. Nach Satz 3.16 gilt

‖uρ ‖ = ρ ≤ ‖u
†‖

und damit ‖uρ ‖ − ‖u†‖ ≤ 0 für alle Lösungen gewählt nach (3.4.3). Das heißt, das duale Paar
〈ξ ,uρ − u

†〉U ∗×U kann wegen D
ξ
J (u,u

†) ≥ 0 ebenfalls nicht positiv sein und es gilt

〈ξ ,uρ − u
†〉U ≤ ‖uρ ‖U − ‖u

†‖U ≤ 0

�

Üblicherweise können in Inversen Problemen die Konvergenzraten nur unter zusätzlichen
Glattheitsannahmen zu den Daten, sogenannter Quelldarstellung, erhalten werden. Im Weite-
ren wird die klassische Quelldarstellung, wie in [10] vorgeschlagen, betrachtet. Das heißt, es
wird folgende Forderung an das Subgradient ξ ∈ ∂J (u†) vorausgesetzt

(3.5.5) ∃ w ∈ Y ∗ : ξ = A∗w ∈ U ∗

Es ist bekannt, dass im Falle der klassischen Tichonov-Regularisierung mit J (u) = ‖u‖2 in
einem Hilbertraum U [20] solche Quelldarstellung folgende Form annimmt

u† = A∗w

Proposition 3.19. Sei ρ = ρ (δ ,yδ ) nach Diskrepanzprinzip (3.4.3) gewählt und es existiere ein
w ∈ Y ∗ mit ξ := A∗w ∈ ∂J (u†). Dann existiert ein C > 0, so dass gilt

(3.5.6) D
ξ
J (u

δ
ρ ;u†) ≤ Cδ .

Beweis. Mit den vorausgesetzten Quelldarstellungen und der gewählten Parameterwahlstra-
tegie gilt

D
ξ
J (uρ ;u†) = ‖uρ ‖U − ‖u†‖U − 〈A∗w,uρ − u†〉U

≤
���〈A
∗w,uρ − u

†〉U
��� =

���〈w,A(uρ − u
†)〉Y

���
≤ ‖w ‖Y ∗ ‖Auρ −Au

†‖Y

≤ ‖w ‖Y ∗
(
‖Auρ − y

δ ‖Y + ‖y
δ − y ‖Y

)
≤ ‖w ‖Y ∗ (τ + 1)δ . �
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Die Existenz der Quelldarstellung (3.5.5) kann jedoch nicht im Allgemeinen, also nicht für
jeden Operator A oder im Falle z.B. einer nicht glatten Funktion u† ∈ U , garantiert werden.
Die Herleitung der Konvergenzraten und vor allem die Antwort nach der Konvergenz in der
Bregmandistanz in solchen Fällen bleibt aus. Allerdings könnte z.B. bei der Annahme, dass ein
Subgradient für u† existiert mit ξ ∈ L1(Ω) und der schwach∗-Konvergenz der Folge uδnρn ⇀∗ u†
nach Lemma 3.18 behauptet werden

D
ξ
J (u

δn
ρn ;u†) → 0

In [40] ist die Di�erenzierbarkeit der essential-supremum Norm untersucht worden. Es
wurde gezeigt, dass ∂(‖.‖L∞ (Ω) ) nicht Gateaux-Di�erenzierbar ist. Aus [2] folgt damit, dass für
jedes 0 , u ∈ L∞(Ω) das Subdi�erential nicht aus einem eindeutigen Element besteht. Dabei
folgt aus der Konvexität der essential-supremum Norm, dass das Subdi�erential nicht leer ist.

Im Kontext der obigen Überlegung wäre die Konstruktion eines Subgradienten ξ ∈ L1(Ω)
von Interesse. In einem normierten Raum U besitzt ein Subdi�erential über der Norm ‖u‖U
folgende Eigenschaften s., z.B., [26]

(3.5.7)
für u , 0 ∂‖ · ‖L∞ (u) =

{
ξ ∈ L∞(Ω)∗ : 〈ξ ,u〉L∞ (Ω) = ‖u‖L∞ (Ω), und ‖ξ ‖L∞ (Ω)∗ = 1

}
für u = 0 ∂‖ · ‖L∞ (0) =

{
ξ ∈ L∞(Ω)∗ : ‖ξ ‖L∞ (Ω)∗ ≤ 1

}
Nun soll unter der Geltung dieser Bedingungen ein Subgradient ξ konstruiert werden.

〈ξ ,u†〉(L∞)∗×L∞ =

∫
Ω

ξu† dx = ‖u†‖L∞ (Ω) =: ρ†

‖ξ ‖L1 (Ω) =

∫
Ω

|ξ | dx = 1

Die Konstruktion ist möglich, wenn der Fall

|u†(x ) | < ‖u†‖L∞ (Ω) fast überall

ausgeschlossen ist. Wähle nun ξ ∈ L1(Ω) stückweise konstant, so dass

(3.5.8) ξ (x ) :=



c wenn u†(x ) = ρ†

0 wenn |u†(x ) | < ρ†

−c wenn u†(x ) = −ρ†

Dann gilt mit Ω0 =
{
x ∈ Ω : |u†(x ) | = ρ†

}
∫
Ω

ξu† dx = cρ†
∫
Ω0

1 dx = ρ†

∫
Ω

|ξ | dx = c

∫
Ω0

1 dx = 1
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3 Quasilösungen bei linearen Identi�kationsproblemen

so dass c = *
,

∫
Ω0

1 dx+
-

−1

die Bedingungen (3.5.7) erfüllt.

So eine Konstruktion des Subgradienten liefert zusammen mit der schwach∗-Konvergenz der
Lösungenuδnρn ⇀∗ u† und der Abschätzung aus Lemma 3.18 die Konvergenz der Bregmandistanz

(3.5.9) D
ξ
J (u

δn
ρn ,u

†) ≤ 〈ξ ,uδnρn − u
†〉U ∗×U → 0 für n → ∞

Ein Werkzeug, um Konvergenzraten herzuleiten fehlt hier jedoch, da die im (3.5.8) vorge-
schlagene Variante zur Konstruktion eines Subgradienten die Quelldarstellung (3.5.5) nicht
notwendigerweise erfüllt.
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3.6 Anwendung: Numerische Lösung, linearer Fall
In diesem Kapitel sollen die theoretischen Erkenntnisse in die Praxis umgesetzt werden.
Seien die Funktionenräume dazu wie folgt gewählt U = L∞(Ω) und Y = L2(Ω) für ein be-
schränktes Lipschitz–Gebiet Ω ⊂ Rd , d ∈ {1, 2, 3}. Das primäre Ziel dieses Abschnitts liegt
im Vergleich von theoretischen Resultaten und der realen Möglichkeiten der untersuchten
Regularisierungmethode in nicht-re�exiven Banachräumen. Der Anwendung soll daher zu-
nächst ein möglichst einfaches Modell dienen. Zu Modellierung des linearen Problems (3.1.3)
wird daher die Rekonstruktion der Temperaturquelle u (x ) ∈ L∞(Ω) zum beobachteten Zu-
stand y ∈ H 1(Ω) gewählt, welche durch eine elliptische Partielle Di�erentialgleichung mit
homogenen Neumann Randbedingungen beschrieben ist

(3.6.1)
{
−∆y + cy = u in Ω,

∂νy = 0 auf ∂Ω,

für ein gegebenes c > 0.

A : L∞(Ω) → L2(Ω), u 7→ y,

entspricht den in Annahme 3.1 geforderten Bedingungen an die Abbildung linear, injektiv,
stetig, und schwach∗–abgeschlossen zu sein. Es ist bekannt, dass uρ in so einem Fall Lösung
des Problems (3.1.3) ist (welche in diesem Kontext als bang-bang-control Problem bekannt ist
s., z.B., [18]) genau dann, wenn

(3.6.2) uρ = projMρ
(uρ − pρ ),

wo

projMρ
: L2(Ω) → L2(Ω), [projMρ

(v )](x ) =:



ρ if v (x ) > ρ

v (x ) if |v (x ) | ≤ ρ

−ρ if v (x ) < −ρ

und pρ ist die Lösung zum adjungierten Problem

(3.6.3)
{
−∆p + cp = f in Ω,

∂νp = 0 auf ∂Ω,

für f = Auρ − y
δ ; s., z.B., [55, Lem. 2.26]. Hier wird davon ausgegangen, dass der adjungierte

Zustand pρ ∈ H
1(Ω) die punktweise fast überall Auswertung zulässt.

Unter der Nutzung der Semi-Smooth-Newton Methode [12], [13], [27], [56] mit der lokal-
superlinearen Konvergenz soll (3.6.2) gelöst werden. Es ist aber bekannt, dass die punktweise
Projektion von Lp (Ω) → Lq (Ω) genau dann semi-smooth ist, wenn p > q gilt. Daher ist (3.6.2)
nicht unbedingt semi-smooth im Bezug zu uρ . Gewöhnlich wird dann zum Funktional (3.1.3)
ein stabilisierender Strafterm addiert. Dies erlaubt uρ innerhalb der Projektion zu eliminieren,
s., z.B., [27], [28] oder auch [55, Thm. 2.28, Ch. 2.12.4]. Da der Schwerpunkt dieser Arbeit
der Ivanov-Regularisierung gilt, wird dieser Weg hier nicht verfolgt und stattdessen eine
vorherige Diskretisierung vorgenommen.
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Sei Yh ⊂ L2(Ω) ein endlich dimensionaler Raum, aufgespannt durch punktweise lineare
Basis-Funktionen (Triangulation bei der Finite-Elemente-Methode.) Die Funktionenyh,uh,ph ∈
Yh werden nun mit dem Vektor ihrer Basiskoe�zienten identi�ziert, welche in diesem Fall
mit den Werten in den Knoten übereinstimmen (bzw. ihr Maximum und Minimum in den
Knoten erreichen).

Durch die Einführung der "Sti�ness"–Matrix Kh ∈ RN×N und der "Mass"–Matrix Mh ∈

RN×N werden die diskretisierten Bedingungen

(3.6.4)



(Kh + cMh )yh = Mhuh,

(Kh + cMh )ph = Mh (yh − y
δ
h ),

uh = proj[−ρ,ρ](uh − ph ),

formuliert, wo yδ
h
∈ Yh die L2 Projektion auf yδ bezeichnet, so dass diese Projektion nun

komponentenweise gemeint ist und semi-smooth von RN nach RN ist, wo Newton-Ableitung
in v ∈ RN in Richtung w ∈ RN komponentenweise gegeben ist durch

(3.6.5) [DN proj[−ρ,ρ](v )w]i =



wi wenn |wi | ≤ ρ,

0 sonst

Die aktiven and inaktiven Mengen sind gegeben durch

(3.6.6)



A+ := {
i : ui − pi > ρ

}
A− := {

i : ui − pi < −ρ
}

I := {
i : |ui − pi | ≤ ρ

}
und die entsprechenden Indikatorfunktionen 1I , 1A+ , 1A− durch

1A =

{ 1 für i ∈ A+/−

0 sonst
1I =

{ 1 für i < A+/−

0 sonst

Des Weiteren seien O ∈ RN×N eine Null-Matrix und DI ∈ R
N×N , DA+/− ∈ RN×N Diagonal-

Matrizen mit den Einträgen, gegeben durch 1I , 1A+ , 1A− . Mit yk+1
h
= yk

h
+ δy , pk+1

h
= pk

h
+ δp,

und uk+1
h
= uk

h
+ δu kann nun ein Newton-Schritt wie folgt beschrieben werden

(3.6.7) Bk
*.
,

δy
δp
δu

+/
-

:= *.
,

Kh + cMh O −Mh

−Mh Kh + cMh O
O DI DA+ + DA−

+/
-

*.
,

δy
δp
δu

+/
-

= −
*..
,

(Kh + cMh )y
k
h
−Mhu

k
h

(Kh + cMh )p
k
h
−Mh (y

k
h
− yδ

h
)

uh − proj[−ρ,ρ](u
k
h
− pk

h
)

+//
-
=: −bk

Der Iterationsprozess wird beendet, wenn entweder eine feste (vorher heuristisch fest-
gelegte) Anzahl von Iterationen überschritten wird oder die aktiven Mengen Ak

+ = A
k−1
+
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und Ak
− = A

k−1
− ergeben. Im letzteren Fall ist (pk

h
,yk

h
,uk

h
) bereits eine Lösung zu (3.6.4);

s. [32, Rem. 7.1.1]. Um eine gewisse Robustheit des Verfahrens zu erreichen, soll eine Dämp-
fung ‖bk ‖2 ≤ tol eingeführt werden mit einem ebenfalls heuristisch gewählten tol > 0 um
einen gelungenen Ausstieg aus der Schleife zu erreichen. Die vollständige Prozedur ist im
Algorithmus 1 beschrieben.

Algorithm 1 Damped semi-smooth Newton method
Input: yδ

h
, ρ > 0, q ∈ (0, 1), imax, kmax, tol > 0, y0

h
, p0

h
, u0

h
1: for k = 1, . . . ,kmax do
2: compute active sets Ak

+,A
k
−,I

k from (3.6.6)
3: compute Newton matrix Bk , right-hand side bk from (3.6.7)
4: if ‖bk ‖2 < tol then
5: set conv = true; return
6: solve Newton step (3.6.7) for (δy,δp,δu)
7: for i = 1, . . . , imax do
8: set yi

h
+ qi−1δy , pi

h
+ qi−1δp, ui

h
+ qi−1δu

9: compute bi from (3.6.7)
10: if ‖bi ‖h < ‖bk ‖h then
11: set yk+1

h
= yi

h
, pk+1

h
= pi

h
, uk+1

h
= ui

h
; break

12: set conv = false
Output: yk

h
,pk

h
,uk

h
, conv

Zur Ermittlung der optimalen Parameter, welche dem Diskrepanzprinzip genügen, wäre die
Anwendung der Bisektionsmethode naheliegend. In der Praxis muss jedoch damit gerechnet
werden, dass die Newton-Methoden nur die lokale Konvergenz garantieren. Die vorgeschla-
gene gedämpfte Newton-Methode zeigt zwar fast sichere globale Konvergenzeigenschaften,
führt aber oft zum enormen Rechenaufwand wegen großer Iterationsanzahl. Daher wird hier
auf eine Art "Backtracking-Methode"gesetzt. Dieser Ansatz basiert auf folgender Beobachtung

• Es existiert ein hinreichend großes ρ̂, so dass das Semi-Smooth-Newton Verfahren
in einem Schritt konvergiert. Dies wird dadurch hervorgerufen, dass die Abbildung
Ah := (Kh + cMh )

−1 aufgrund der Diskretisierung invertierbar ist und jedes yδ
h

im Bild
des Operators Ah liegt.

• Die ermittelte Lösung für ein ρk ist ein guter Startpunkt für ρk+1 < ρk , wenn die
Di�erenz |ρk+1 − ρk | nicht zu groß ist. Dies wird dadurch hervorgerufen, dass zum
einen der "Downstep"ρk+1 < ρk beibehalten werden muss, damit die bereits ermittelte
Information über die aktiven Mengen Ak := {A+ ∪ A−}k in jeweils nächstem Schritt
nicht komplett aufs Neue ermittelt werden muss, denn für ρk+1 > ρk werden die aktiven
Mengen Ak+1 auf Null gesetzt. Zum anderen diktiert die Schrittgröße |ρk+1 − ρk | den
Level der Veränderung von aktiven Mengen.

Ob ein nächster Schritt ρk+1 passend gesetzt wurde, wird über eine �xierte Anzahl N der
Iterationen einer Newton-Schleife entschieden. Ist die Iterationsanzahl überschritten, so ist
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der Schritt |ρk+1−ρk | zu groß gewählt worden und muss verkleinert werden. Die sichere lokale
Konvergenz der angewendeten Newton-Methode und die oben beschriebene Beobachtungen
motivieren eine "Backtracking"–Vorgehensweise, anstatt der reinen Bisektionsmethode. Diese
wird in drei Phasen aufgeteilt.

I. Starten mit einem beliebigen ρ ≥ 0. Zunächst wird ρ vergrößert solange, bis ein ρ
gefunden wird für welches die Newton-Methode in n ≤ N Schritten konvergiert und
die Diskrepanz kleiner als das Fehlerniveau δ ist.

II. Dann wird ρ stark herunter gesetzt solange, bis die Newton-Methode in einem ρk nicht
mehr konvergiert (in n ≤ N Schritten).

III. Gestartet vom vorletzten Punkt ρk−1, unter der Beachtung der Konvergenz der Newton-
Methode (in n ≤ N Schritten), wird nun das optimale ρ gesucht, welches das Diskre-
panzprinzip (3.4.3) erfüllt.

Die Phasen I und II spielen eine Rolle der groben Vorbereitung, ergeben aber eine schnelle
Annäherung an das optimale ρ. Natürlich beinhalten auch diese Phasen das Ausstiegskriterium
für den Fall, dass das Diskrepanzprinzip bereits erfüllt ist. Die vollständige Prozedur zur
Ermittlung des optimalen Parameters ist im Algorithmus 2 gegeben.

Nun soll die praktische Anwendbarkeit der Ivanov–Regularisierung anhand eines numeri-
schen Beispiels am Testproblem (3.6.1) betrachtet werden. Dazu wird der N - dimensionale
Funktionenraum auf der Platte Ω = [−1, 1]2 ⊂ R2 beim Diskretisieren durch einheitliche
Friedrichs–Keller–Triangulation gegeben, wo N = 128 × 128 Eckpunkte sind. Der Potenzial-
Koe�zient sei mit c = 1 festgelegt. Die zu rekonstruierende Funktion u† wird durch unter-
schiedlich ausgerichtete (positive und negative) Säulen mit unterschiedlicher Höhe gegeben,
wobei ρ† := ‖u†‖L∞ (Ω) = 4 s., Abb.3.2a. Die gestörten Daten werden simuliert als

yδ = y† +
s

100 ‖y
†‖∞

η

‖η‖2
,

woy† = Ahu
†,s > 0 die relative Störung gegeben in Prozent,η ∈ RN ein Zufallsvektor (random

vector) mitηi , 1 ≤ i ≤ N unabhängig normal verteilt mit Mittelwert 0 und Standardabweichung
1, und ‖η‖2 := ηTMhη die diskrete L2(Ω)-Norm ist. Die in Algorithmen 1 und 2 verwendeten
Parameter werden wie folgt festgelegt

• Im Algorithmus 1 seien q = 0.7, imax = 10, kmax = 30 und tol = 10−9.

• Im Algorithmus 2 seien τ = 1.1 and ρ0 = 10.

Unter Anwendung von Matlab werden nun die in den Algorithmen 1 und 2 gegebenen
Verfahren implementiert.

Die Abbildungen 3.2 zeigen die Lösungen zu s = 1, 0.02, 0.01, 0.001, 0.0001 mit den entspre-
chenden Parametern ρ = ρ (δ ,yδ ) ≈ 2.5, 3.896, 3.952, 3.995, 3.999 welche sich nach Diskre-
panzprinzip ergeben. In allen Fällen gilt dabei, wie auch stützend auf das theoretische Resultat
in 3.10 erwartet, dass ‖uδρ ‖L∞ (Ω) = ρ. Bei sinkender Störung s , und damit auch Diskrepanz
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3.6 Anwendung: Numerische Lösung, linearer Fall

Algorithm 2 Parameter choice
Input: yδ , δ , τ > 1, ρ0 ≥ 0

1: set yk
h
= 0, pk

h
= 0, uk

h
= 0

2: for k = 0, . . . do . Phase I
3: compute yk

h
,pk

h
,uk

h
, conv using Algorithm 1 for ρk , yk−1

h
,pk−1

h
,uk−1

h

4: compute dk = ‖yk − yδ ‖2
5: if dk < δ and conv = true then
6: break
7: set ρk+1 = ρk + ρ0

8: set ρ0 = ρk/2, y0
h
= yk

h
, p0

h
= pk

h
, u0

h
= uk

h
9: for k = 0, . . . do . Phase II

10: compute yk
h
,pk

h
,uk

h
, conv using Algorithm 1 for ρk , yk−1

h
,pk−1

h
,uk−1

h

11: compute dk = ‖yk − yδ ‖2
12: if dk > δ or conv = false then
13: break
14: set ρk+1 = ρk/2
15: set ∆ρ = ρk−1/2, ρ0 = ρk−1 − ∆ρ, y0

h
= yk

h
, p0

h
= pk

h
, u0

h
= uk

h
16: for k = 0, . . . do . Phase III
17: compute yk

h
,pk

h
,uk

h
, conv using Algorithm 1 for ρk , yk−1

h
,pk−1

h
,uk−1

h

18: compute dk = ‖yk − yδ ‖Y
19: if δ ≤ dk ≤ τδ and conv = true then
20: break
21: else if dk > τδ or conv = false then
22: set ∆ρ ← ∆ρ/2
23: set ρk+1 = ρk + ∆ρ
24: else
25: set ρk+1 = ρk − ∆ρ

Output: yk
h
,pk

h
,uk

h
, ρk

‖yδ − y†‖2, steigt die Qualität, bis die Lösung praktisch identisch mit u† ist (in diesem Ex-
periment für s = 0.0001). Im Grunde ist die Rekonstruktion bereits für s ≈ 0.01 akzeptabel.
Hier kann vermerkt werden, dass sogar für große s die Form und vor allem die Lokation der
Säulen gut wiederhergestellt werden. Dabei zeigen die Abbildungen keine Glättung, wie es
z.B. im Falle einer Tichonov–Regularisierung zu erwarten wäre. Für die größten Säulen mit
u†ρ (x ) = ρ

† ist die Form bereits für s = 1 gut erkennbar.
Die Tabelle 3.1 zeigt folgende Daten zu jedem prozentual gegebenem Fehler s an

• die tatsächliche Störung δ

• die Diskrepanz d (ρ,yδ ) zum entsprechenden optimalen Parameter ρ (δ ,yδ ), welche
durch Algorithmus 2 gegeben werden

• den entsprechenden Rekonstruktionsfehler der Quasilösung, gegeben in L∞(Ω)-Norm,
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3 Quasilösungen bei linearen Identi�kationsproblemen

L2(Ω)-Norm und durch das duale Paar 〈ξ ,uδρ − u†〉 mit ξ ∈ L1(Ω) ⊂ L∞(Ω)∗.

Zum Schluss dieses Kapitels sollen die beobachteten Resultate kurz zusammengefasst
werden. Dabei verdient das Konvergenzverhalten der Lösungen, gegeben durch den Ausdruck
〈ξ ,uδnρn − u

†〉U ∗×U ein besonderes Interesse. Die Überlegung den Rekonstruktionsfehler zum
Testproblem durch das duale Paar zu erfassen (s. Tabelle 3.1), basiert auf der Konstruktion
des Subgradienten ξ ∈ L1(Ω) ⊂ L∞(Ω)∗ (3.5.8) im Kapitel 3.5. Diese Konstruktion liefert
zusammen mit der schwach∗-Konvergenz der Lösungen uδnρn ⇀

∗ u† und der Abschätzung aus
Lemma 3.18 die Konvergenz der Bregmandistanz (3.5.9)

(3.6.8) D
ξ
J (u

δn
ρn ,u

†) → 0 für n → ∞

Die Daten aus der Tabelle ergeben, dass diese Konvergenz sich wie O (δ ) verhält. Allerdings
gibt es keine theoretischen Anhaltspunkte um diese Konvergenzraten etablieren zu können.

Der Vollständigkeit halber wird in der Tabelle 3.1 der Fehler zusätzlich sowohl in L2(Ω)-
Norm ‖uδρ − u†‖2, als auch in L∞(Ω)-Norm ‖uδρ − u†‖∞ angegeben. Hier im diskreten Fall,
liefert diese starke Konvergenz jedoch keinen Anhaltspunkt vom theoretischen Standpunkt
her.

Die mittels Matlab berechneten Diagramme 3.1a und 3.1b zeigen das im Kapitel 3.3 diskutierte
Verhalten der Distanzfunktion für gegebene Daten (δ ,yδ ). Die zur numerischen Lösung
verwendete Semi-Smooth-Newton Methode liefert durchaus brauchbare Rekonstruktionen
der Lösungen uδρ . Anhand der Abbildungen 3.2 kann man erkennen, dass für sehr große
Störungen die Rekonstruktion eher einer Bang–Bang–Steuerung ähnelt. Im Allgemeinen
verhält sich die Regularisierung beim Anwenden von Diskrepanzprinzip so, wie gestützt auf
die theoretischen Resultate auch erwartet.

(a) ρ ≈ 2.5 für s = 1% (b) ρ ≈ 3.95 für s = 0.01%

Abbildung 3.1: Distanzfunktion für unterschiedliche Störungslevel
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3.6 Anwendung: Numerische Lösung, linearer Fall

(a) u† mit ‖u†‖L∞ (Ω) = 4 (b) uδρ für s = 1%, ρ ≈ 2.5

(c) uδρ für s = 0.02%, ρ ≈ 3.896 (d) uδρ für s = 0.01%, ρ ≈ 3.952

(e) uδρ für s = 0.001%, ρ ≈ 3.995 (f) uδρ für s = 0.0001%, ρ ≈ 3.999

Abbildung 3.2: Die exakten Datenu† und Quasilösungenuδρ für unterschiedliche Störungslevel
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3 Quasilösungen bei linearen Identi�kationsproblemen

Tabelle 3.1: Quantitative Resultate
s δ d (ρ,yδ ) ρ (δ ,yδ ) ‖uδρ − u

δ ‖∞ ‖uδρ − u
δ ‖2 〈ξ ,uδρ − u

†〉

100 1.310 · 10−3 1.321 · 10−3 2.500 4.500 · 100 3.571 · 100 1.500 · 100

10−1 1.310 · 10−4 1.400 · 10−4 3.594 5.594 · 100 3.101 · 100 4.063 · 10−1

10−2 1.310 · 10−5 1.358 · 10−5 3.952 2.894 · 100 5.620 · 10−1 4.836 · 10−2

10−3 1.310 · 10−6 1.367 · 10−6 3.995 2.051 · 10−1 5.661 · 10−2 4.944 · 10−3

10−4 1.310 · 10−7 1.391 · 10−7 3.999 2.317 · 10−2 5.726 · 10−3 4.987 · 10−4

10−5 1.310 · 10−8 1.357 · 10−8 4.000 2.070 · 10−3 5.612 · 10−4 4.844 · 10−5
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4 �asilösungen bei nichtlinearen
Identifikationsproblemen

4.1 Existenz und Stabilität
In diesem Kapitel werden Identi�kationsprobleme mit einem nicht–linearen Operator unter-
sucht. Es wird ein direktes Problem betrachtet, gegeben durch die Operatorgleichung

(4.1.1) F (u) = y

mit einem stetigen Operator F : U → Y . Die Funktionenräume U , Y sind wie in 3.1 vorausge-
setzt

• Y ein gleichmäßig konvexer Banachraum

• U ≡ L∞(Ω), und Ω ⊂ RN beschränktes Gebiet

Wie auch im linearen Fall wird angenommen, dass die exakten Daten y ∈ R (F ) ⊂ Y im Bild
des Operators liegen. Vorhanden sind jedoch ausschließlich durch ein Rauschen gestörte
Daten yδ ∈ Y . Weiterhin wird angenommen, dass der Störungslevel δ ≥ 0 angegeben werden
kann, so dass gilt

(4.1.2) ‖yδ − y ‖Y ≤ δ

Die Ivanov-Regularisierung führt im nicht-linearen Fall auf folgendes Optimierungsproblem

(4.1.3) inf
u∈Mρ

‖F (u) − y ‖Y Mρ := {
u ∈ L∞(Ω) : ‖u − u∗‖L∞ ≤ ρ

}

wo die Menge Mρ zusätzlich über ein Referenzelement u∗ ∈ U gegeben ist, und

(4.1.4) d (ρ,y ) := inf
u∈Mρ

‖F (u) − y ‖Y

nach De�nition die Distanzfunktion ist (s. (3.3.1)).
Im Unterschied zum linearen Fall muss eine stärkere Forderung an die Abgeschlossenheit

der Abbildung gemacht werden.

Annahme 4.1. Sei die stetige Abbildung F : U → Y schwach∗-schwach-abgeschlossen, das
heißt für jede Folge {un} mit un ⇀∗ u inU und F (un ) ⇀ y in Y folgt y = F (u).
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4 Quasilösungen bei nichtlinearen Identi�kationsproblemen

• Eine Forderung, der Operator F sei schwach∗-schwach-stetig, wäre für die vorliegen-
de Untersuchung zu stark. Dazu kann eine Bildfolge {F (un )}n∈N zu der schwach∗-
konvergenten Lösungsfolge un ⇀∗ uρ betrachtet werden. Im Unterschied zu (3.1.4) im
Abschnitt 3.1 ist die Bildmenge

Qρ :=
{
F (u) ∈ Y : u ∈ Mρ

}
nicht notwendigerweise beschränkt für ein gegebenes ρ ≥ 0, denn F ist stetig aber nicht
linear. Falls es jedoch eine Schranke zu der Bildfolge {F (un )} gibt, was z.B. bei bestimm-
ten Parameterwahlbedingungen der Fall ist, so existiert eine schwach–konvergente
Teilfolge, so dass mit der schwach∗-schwach Abgeschlossenheit des Operators und der
Teilfolgen–Teilfolgen Argumentation die schwache Konvergenz für die ganze Bildfolge
F (un ) ⇀ F (u) gilt.

Annahme 4.2. Es existiert ρ > 0, so dass die Lösung der Operatorgleichung 4.1.1 eindeutig in
der Umgebung Bρ (u∗) ist. Das heißt die u∗–Minimum–Norm–Lösung ist zu den exakten Daten
y = F (u†) eindeutig.

• Die Forderung nach der Injektivität der Abbildung in Annahme 3.1 wäre hier im nicht-
linearen Fall nicht sinngemäß. Falls eine Lösung uρ zum Problem (4.1.3) existiert, so
kann mit dem Konzept der u∗–Minimum–Norm–Lösung

(4.1.5) ‖uρ − u
∗‖U = min

{
‖û − u∗‖U : ‖F (û) − y ‖Y = min

u∈Mρ
‖F (u) − y ‖Y

}

in günstigen Fällen die lokale Eindeutigkeit direkt erreicht werden [29]. Sonst muss
diese Eindeutigkeit eben gefordert werden. Im betrachteten Fall wäre so eine Forderung
jedoch zu stark, da der Lösungsraum nicht strikt konvex ist. Deswegen wird hier die
Eindeutigkeit der u∗–Minimum–Norm–Lösung in der Operatorgleichung (4.1.1) und
ausschließlich für die exakten Daten y = F (u†) gefordert. Denn ohne diese Forderung
wäre zusätzlich zu der Stabilitätsbedingung auch noch die Eindeutigkeitsbedingung der
Hadamardschen De�nition zur Korrektheit eines Problems nicht erfüllt.

Satz 4.3. Für jedes y ∈ Y und jedes ρ ≥ 0 existiert mindestens eine Lösung uρ ∈ Mρ zum
Problem (4.1.3).

Beweis. Wie auch in Satz 3.4 ist G : Y ⊃ Qρ → R, G (q) := ‖q − y ‖Y ein stetiges beschränktes
Funktional mit der nicht–negativen unteren Schranke

0 ≤ inf
{
‖q − y ‖Y : q ∈ Qρ

}
= r

Die Bildmenge Qρ ist im Allgemeinen weder beschränkt noch konvex. Daher wird eine
Schnittmenge

S := Qρ ∩ Br+1(y )

betrachtet, welche nicht leer, beschränkt und mit der Annahme 4.1 schwach–abgeschlossen
ist. Damit existiert nach Satz 3.4 ein Minimierer

qρ = min {
‖q − y ‖Y : q ∈ S}
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4.1 Existenz und Stabilität

O�ensichtlich ist qρ ebenfalls ein Minimierer auf der Menge Qρ , so dass alle
{
uρ : F (uρ ) = qρ

}
Lösungen des Problems sind. �

Im Unterschied zum linearen Fall, sind die Lösungen nicht eindeutig bestimmt. Sogar die
Selektion nach u∗–Minimum–Norm–Lösung hilft hier nicht weiter, da der Lösungsraum nicht
strikt konvex ist. So können mehrere Lösungen {uρ} mit ‖u∗ − uρ ‖U = ρ existieren. Diese
Überlegung wird im Nachweis zur Stabilität ebenfalls verankert.

Einige Eigenschaften der Distanzfunktion, welche bereits im Kapitel 3.3 gezeigt wurden, sind
auf den nicht-linearen Fall übertragbar und werden zum Nachweis der Behauptungen auch in
diesem Kapitel von Bedeutung sein. So zum Beispiel die Lipschitzstetigkeit der Distanzfunktion
in der Variablen y ∈ Y s. Satz 3.13.

Lemma 4.4. Sei die Voraussetzung (4.1.2) für yδ ∈ Y und die entsprechenden exakten Daten
y = F (u†) erfüllt, d.h. ‖yδ − y ‖Y ≤ δ . Sei durch ρ† := ‖u∗ − u†‖ der entsprechende Parameter
zur eindeutigen lokalen Lösung s. Annahme 4.2 gekennzeichnet. Dann ist die Distanzfunktion
Lipschitzstetig in der Variablen y ∈ Y und es gilt folgende Ungleichung

(4.1.6) d (ρ†,yδ ) ≤ δ

Beweis. Die Distanzfunktion d (ρ,y ) ist für jedes feste ρ ≥ 0 Lipschitzstetig mit Konstante
1 in der Variablen y ∈ Y . Seien dazu die Repräsentanten der Menge der entsprechenden
Lösungen von y1 := yδ1 und y2 := yδ2 mit ‖yδ1 ‖ , ‖yδ2 ‖ durch u1 und u2 gekennzeichnet mit
q1 = F (u1) = PQρy1 und q2 = F (u2) = PQρy2. Es gilt

d (ρ,y1) = ‖q1 − y1‖Y ≤ ‖q2 − y1‖Y ≤ ‖q2 − y2‖Y + ‖y2 − y1‖Y

d (ρ,y2) = ‖q2 − y2‖Y ≤ ‖q1 − y2‖Y ≤ ‖q1 − y1‖Y + ‖y1 − y2‖Y

und damit |d (ρ,y1) − d (ρ,y2) | ≤ ‖y1 − y2‖Y

Weiterhin ist für y = F (u†) nach der De�nition der Distanzfunktion d (ρ†,y ) = 0, so dass
folgende Ungleichung gilt

d (ρ†,yδ ) − d (ρ†,y ) ≤ ‖yδ − y ‖ ≤ δ

�

Bemerkung 4.5. Es ist wichtig zu vermerken, dass die Konvexität der Bildmenge Qρ in der
Beweisführung von Lemma 4.4, wie auch im Satz 3.13, nicht verwendet wurde. Der Nachweis der
Lipschitzstetigkeit der Distanzfunktion in ihrem zweiten Argumenteny ∈ Y basiert ausschließlich
auf der Existenz der Projektion und der Gültigkeit der Dreiecksungleichung in normierten Räumen,
so dass der Unterschied in der Beweisführung zum Satz 3.13 lediglich darin liegt, dass die Projektion
nicht notwendigerweise eindeutig ist.

Satz 4.6. Seien y ∈ Y und ρ ≥ 0 gegeben. Sei {yn}n∈N eine beliebige Folge in Y , so dass
yn → y für n → ∞. Sei {un}n∈N ⊂ Mρ eine Menge der Repräsentanten von Lösungen der
Minimierungsprobleme

min
u∈Mρ

‖F (u) − yn‖Y
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4 Quasilösungen bei nichtlinearen Identi�kationsproblemen

Dann ist jeder schwach∗–Häufungspunkt der Menge {un}n∈N ein Minimierer des Problems

min
u∈Mρ

‖F (u) − y ‖Y

Ist der Minimierer eindeutig, so konvergiert die gesamte Folge {un}n∈N schwach∗ gegen diesen
Minimierer.

Beweis. Die Menge {un} ⊂ Mρ ist beschränkt, so dass mindestens eine schwach∗–konvergente
Teilfolge {uk} in Mρ existiert. Sei durch û der schwach∗ Grenzwert dieser Folge bezeichnet.
Für die entsprechende Bildfolge {F (uk )} gilt wegen Annahme 4.1 qk ⇀ F (û) =: q̂ und damit

‖q̂ − y ‖ ≤ lim inf
k→∞

‖qk − y ‖

≤ lim inf
k→∞

‖qk − yk ‖ + ‖yk − y ‖

= lim inf
k→∞

‖qk − yk ‖ = lim inf
k→∞

d (ρ,yk ) = d (ρ,y )

mit yk → y und d (ρ,yk ) := ‖qk − yk ‖ = infq∈Qρ ‖q − yk ‖ und der Lipschitzstetigkeit der
Distanzfunktion für jedes ρ ≥ 0 (s. Beweis Lemma 4.4 und Bemerkung 4.5). Somit ist û der
Minimierer des Problems.

Gilt weiterhin, dass der Minimierer û ∈ Mρ eindeutig ist, so konvergiert die gesamte Folge{un}n∈N gegen diesen Minimierer und das Problem (4.1.3) ist stabil nach der De�nition 3.5. �
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4.2 Zur Ermittlung des Regularisierungsparameters
Mit Existenz und Stabilität der Quasilösungen wird die Erfüllung der ersten Forderung zur
De�nition 3.5(i) erreicht. De�nition 3.5(ii) ist für alle y ∈ R (F ), bei der Forderung die ent-
sprechende u∗-Minimum-Norm-Lösung sei eindeutig, o�ensichtlich ebenfalls erfüllt. Zur
Ivanov-Regularisierung von nichtlinearen Operatorgleichungen bleibt also noch die Existenz
einer Parameterwahlregel zu nennen, welche die schwach∗ Konvergenz der Quasilösungen
zu der exakten Lösung sichert.

Im Kapitel 3 wurden die bekannten Strategien der Parameterwahl im Bezug auf die Ivanovs
Methode im linearen Fall ausgiebig diskutiert. Dabei hat sich ergeben, dass für die theoretische
Analyse die a-posteriori Strategien am wichtigsten sind. Deswegen wird in diesem Kapitel
von Anfang an auf das Diskrepanzprinzip von Morozov gesetzt.

Als erstes sollte man sich vergewissern, dass diese Regel für jedes gegebene yδ , δ und τ > 1
die entsprechenden Parameter ρ liefert. Einen bereits bewährten Nachweisweg dazu würde
die Stetigkeit der Distanzfunktion bieten s. Kapitel 3.3. Dafür ist der Satz 3.9 jedoch nicht direkt
anwendbar, da der Beweis dort sich im Wesentlichen auf die Konvexität der Bildmenge Qρ

bezieht. So muss für die nichtlineare Operatorgleichungen die Stetigkeit der Distanzfunktion
aufs neue nachgewiesen werden. Dazu wird vorerst die Unterhalbstetigkeit gezeigt.

Lemma 4.7. Für jedes y ∈ Y ist die Distanzfunktion ρ 7→ d (ρ,y ) beschränkt, monoton fallend
und unterhalb-stetig.

Beweis. Die Distanzfunktion d (ρ,y ) ist beschränkt, denn es gilt für jedes ρ ≥ 0 und jedes
y ∈ Y

(4.2.1) d (ρ,y ) = inf
u∈Mρ

‖F (u) − y ‖ ≤ ‖F (u∗) − y ‖ < ∞

Dies schließt die wesentlichen Unstetigkeitsstellen der Funktion aus.
Die Distanzfunktion d (ρ,y ) ist monoton fallend, denn mit Mρ1 ⊂ Mρ2 für ρ1 < ρ2 gilt der

De�nition nach

(4.2.2) inf
u∈Mρ1

‖F (u) − y ‖ ≤ inf
u∈Mρ2

‖F (u) − y ‖

Seid (ρ) := d (ρ,y ) nicht unterhalb-stetig, das heißt es existiert eine Parameterfolge ρn → ρ0,
so dass

(4.2.3) d (ρ0) > lim inf
n→∞

d (ρn )

Nach Satz 4.3 existiert zu jedem ρn mindestens eine Lösung. So kann jeweils ein Repräsen-
tant von Lösungen zu jedem n-ten Parameter betrachtet werden, im Weiteren mit der selben
Nummer n ∈ N bezeichnet.

Wegen der Beschränktheit der Folge d (ρn ) nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß existiert
eine Teilfolge d (ρnm ) ⊂ d (ρn ) mit der Eigenschaft

(4.2.4) lim
m→∞

d (ρm ) = d = lim inf
n→∞

d (ρn )
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4 Quasilösungen bei nichtlinearen Identi�kationsproblemen

wo d der kleinste Häufungspunkt der beschränkten Folge reeller Distanzwerte ist.
Die entsprechende Bildfolge der Lösungen {qm := F (um )} ist beschränkt und enthält im

re�exiven Banachraum Y nach dem Satz von Eberlein-Smuljan eine schwach konvergente
Teilfolge {qml } ⊂ {ql} mit der Eigenschaft ql ⇀ q.

Die entsprechende Urbildfolge {ul := F−1ql} ist beschränkt in L∞ und enthält nach dem Satz
von Banach-Alaoglu eine schwach∗ konvergente Teilfolge {uk} ⊂ {ul} mit der Eigenschaft
uk ⇀

∗ u.
Der Operator F : U ⊇ D (F ) → Y ist schwach∗–schwach abgeschlossen. Damit gilt für

uk ⇀
∗ u und qk ⇀ q als Teilfolge von {ql}, dass der Grenzwert q = F (u) ist.

Für die Folge {uk} gilt nach der De�nition der Quasilösungen ‖uk − u∗‖ ≤ ρk . Mit der
schwach∗-unterhalb Stetigkeit der ‖.‖L∞ - Norm s., z.B. [1] und uk ⇀

∗ u folgt

(4.2.5) ‖u − u∗‖ ≤ lim inf
k→∞

‖uk − u
∗‖ ≤ lim inf

k→∞
ρk = ρ0

Aber d (ρ) ist monoton fallend, so dass gelten muss d (‖u −u∗‖) ≥ d (ρ0) und damit folgende
Ungleichung

(4.2.6) ‖q − y ‖ ≥ d (ρ0) > d = lim inf
k→∞

‖qk − y ‖

und mitqk ⇀ q ein Widerspruch zu der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm in re�exiven
Banachräumen s., z.B. [1], womit die Distanzfunktion unterhalb-stetig ist. �

Um die Stetigkeit der Distanzfunktion nachzuweisen bleibt zu zeigen, dass die Distanzfunk-
tion oberhalb-stetig in jedem ρ0 ist, das heißt

(4.2.7) ∀ ε > 0 ∃ σ > 0, so dass für jedes ρ ∈ (ρ0 − σ , ρ0 + σ ) gilt d (ρ,y ) < d (ρ0,y ) + ε

Lemma 4.8. Für jedes y ∈ Y ist die Distanzfunktion ρ 7→ d (ρ,y ) oberhalb-stetig.

Beweis. Seien y ∈ Y und ρ0 ∈ (0,∞) beliebig aber fest gewählt. Nach Satz 4.3 existiert
mindestens eine Lösung

(4.2.8) u0 = arg min
u∈Mρ0

‖F (u) − y ‖

Im Weiteren werden zwei Fälle betrachtet. Fall (a): - für die Lösung gilt ‖u0 − u
∗‖ = ρ1 < ρ0,

und Fall (b): - es gilt ‖u0 − u
∗‖ = ρ0.

(a) Da u0 Lösung ist, gilt nach der De�nition der Distanzfunktion (3.3.1)

d (ρ0,y ) = d (ρ1,y )

Sei nun 0 < σ = ρ0 − ρ1 gewählt. Dann gilt für jedes ε > 0 und jedes ρ ∈ (ρ0 − σ , ρ0 + σ ) die
Ungleichung

d (ρ,y ) < d (ρ0,y ) + ε

da die Distanzfunktion monoton fallend ist. Somit ist die Distanzfunktion oberhalb-stetig in
ρ0.
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4.2 Zur Ermittlung des Regularisierungsparameters

(b) Der Nachweis in diesem Fall wird auf der Stetigkeit des Operators aufgebaut. Nach der
Voraussetzung ist F : U ⊇ D (F ) → Y stetig, das heißt für ein ε > 0 existiert ein σ > 0,
so dass mit ‖u − u0‖ < σ folgt ‖F (u) − F (u0)‖ < ε . Als nächstes wird für ein beliebiges
ρ ∈ (ρ0 − σ , ρ0 + σ ) folgendes Element ũ ∈ Mρ konstruiert

ũ − u∗ =
ρ

ρ0
(u0 − u

∗)

mit der Eigenschaft ‖u0 − ũ‖ < σ , denn es gilt

‖ũ −u0‖ = ‖ũ −u
∗− (u0−u

∗)‖ = ‖
ρ

ρ0
(u0−u

∗)− (u0−u
∗)‖ = ‖u0−u

∗‖|
ρ

ρ0
− 1| = |ρ − ρ0 | < σ

Nach Konstruktion ist ‖ũ − u∗‖ = ρ und somit ũ ∈ Mρ , so dass

d (ρ,y ) = inf
u∈Mρ

‖F (u) − y ‖ ≤ ‖F (ũ) − y ‖ ≤ ‖F (ũ) − F (u0)‖ + ‖F (u0) − y ‖ < ε + d (ρ0,y )

womit die Distanzfunktion nach De�nition (4.2.7) oberhalb-stetig in ρ0 ist.
Da aber ρ0 ∈ (0,∞) beliebig gewählt war, ist die Distanzfunktion auf dem gesamten Intervall

oberhalb-stetig. �

Bemerkung 4.9. Die Unterhalbstetigkeit in Lemma 4.7 wurde auf Grund der schwach∗–schwach
Abgeschlossenheit des Operators F : U ⊇ D (F ) → Y nachgewiesen. Zum Nachweis der Ober-
halbstetigkeit in Lemma 4.8 wurde darüber hinaus die Stetigkeit der Abbildung gebraucht, so
dass mit der Annahme 4.1 folgende Behauptung gilt.

Satz 4.10. Für jedes y ∈ Y ist die Distanzfunktion ρ 7→ d (ρ,y ) stetig.

Beweis. Nach Lemma 4.7 und Lemma 4.8 folgt sofort die Behauptung. �

Zu jedem yδ ∈ Y , 0 < δ < ‖yδ ‖, τ > 1 garantiert die Stetigkeit der Distanzfunktion die
Existenz solcher Parameter ρ und entsprechender Lösungen uδρ , welche die Bedingungen zum
Diskrepanzprinzip erfüllen

(4.2.9) δ ≤ inf
u∈Mρ

‖F (u) − yδ ‖ ≤ τδ

Um die Anwendbarkeit der Quasilösungmethode bei solcher Parameterwahl für ein nichtli-
neares Problem (4.1.3) zu begründen, wird im folgenden Satz gezeigt, dass bei einer Datenfolge
yδn → y für δn → 0 die entsprechenden Lösungen schwach∗ zu u† konvergieren.

Satz 4.11. Sei ρn := ρ (δn,yδn ) gewählt nach Diskrepanzprinzip (3.4.3) für ein τ > 1. Dann gilt
uδnρn ⇀

∗ u† für n → ∞.

Beweis. O�ensichtlich konvergiert die Bildfolge der Lösungen F (uδnρn ) gegen die exakte Daten
y = F (u†) für n → ∞, denn es gilt

‖F (uδnρn ) − y ‖ ≤ ‖F (u
δn
ρn ) − y

δn ‖ + ‖yδn − y ‖ ≤ (τ + 1)δn
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4 Quasilösungen bei nichtlinearen Identi�kationsproblemen

Zum Nachweis der Behauptung wird die Beschränktheit der Parameterfolge ρn benötigt.
Nach Lemma 4.4 gilt

d (ρ†,yδn ) = |d (ρ†,yδn ) − d (ρ†,y ) | ≤ ‖yδn − y ‖ ≤ δn für jedes n ∈ N

Weiterhin ist die Distanzfunktion monoton fallend (4.2.2) und es gilt

δn ≤ d (ρn,y
δn ) ≤ τδn für jedes n ∈ N

womit die Beschränktheit der Parameterfolge mit ρ† folgt

ρn ≤ ρ
† für jedes n ∈ N

Somit ist jede Urbildfolge {uδnρn} beschränkt und es existiert eine schwach∗-konvergente
Teilfolge (bezeichnet wieder durch die selben Indizes) uδnρn ⇀∗ u ∈ Mρ† . In der Umgebung
Bρ (u

∗) existiert eine eindeutige Minimum-Norm-Lösung u† = F−1y zu den exakten Daten
y ∈ R (F ) ⊂ Y nach Annahme 4.2. Die Abbildung ist schwach∗–schwach abgeschlossen und
für die Bildfolge gilt wegen der starken Konvergenz auch F (uδnρn ) ⇀ F (u†). Das heißt, der
Grenzwert der Teilfolge {uδnρn} ist u†. Nach dem Teilfolgen–Teilfolgen Argument konvergiert
die gesamte Lösungsfolge schwach∗ gegen u†. �

Der obere Satz zeigt also, dass die Ivanov Methode mit der Wahl der Parameter nach dem
Diskrepanzprinzip auch im nicht-linearen Fall eine konvergente Regularisierung bietet. Nun
kann die Frage nach den Konvergenzraten diskutiert werden.
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4.3 Konvergenzraten
Im Kapitel 3.5 wurden die Konvergenzraten bei der theoretischen Untersuchung auf der Basis
klassischer Quelldarstellung hergeleitet. Dazu wurde die Glattheit des Subgradienten vor-
ausgesetzt. Das Testproblem in 3.6 hatte die in der Theorie geforderte Glattheit jedoch nicht.
Trotz dieser Gegebenheit konvergiert die Bregmandistanz mit O (δ ) s. (3.6.8); Tabelle 3.1. In
der Arbeit [30] diente solch ein Verhalten der Lösungen eines nicht-glatten Testproblems,
der Entwicklung neuer Technik zur Herleitung der Konvergenzraten. Anstatt der klassischen
Quelldarstellung wurden die so genannten variational source conditions formuliert, welche
eine Voraussetzung unmittelbar an die Bregmandistanz stellen. Dabei wurde die Glattheitsan-
nahme abgeschwächt und ein neuartiges Ergebnis zu Konvergenzraten auf der Basis einer
Variationsungleichung nachgewiesen. Solch eine Technik wurde erfolgreich angewandt und
weiterentwickelt, insbesondere für nicht-lineare Operatorgleichungen. In [31] wurde ein
Zusammenhang zwischen den klassischen und variationellen Quelldarstellung untersucht
und unter Anderem gezeigt, dass in Hilberträumen die Gültigkeit der variationellen aus der
Gültigkeit der klassischen folgt [31, Prop. 4.5]. Andererseits scheint die variationelle Quell-
darstellung einen sehr viel breiteren Gültigkeitsbereich für verschiedenen Inverse Probleme
zu haben. In [23] wurde für Banachräme X ,Y gezeigt, dass im Falle einer schwach-schwach-
abgeschlosenen Abbildung F : X → Y und eines Funktionals J : X → R - konvex, eigentlich
(proper) und schwach-unterhalbstetig, die variationelle Quelldarstellung stets existiert, wenn
das beschränkte Domain M = {x : J (x ) ≤ c, c > 0} schwach-folgenkompakt ist [23, thm. 5].
Im Allgemeinen, vom theoretischen Standpunkt her, ist dieses Ergebnis im vorliegenden
Fall nicht direkt anwendbar, da die Menge Mρ ⊂ U nur schwach∗-kompakt ist. Daher wer-
den hier die Konvergenzraten basierend auf einer Annahme über Existenz der variationeller
Quelldarstellung s. [38] untersucht.

Zur Herleitung der Konvergenzraten wird die Bregmandistanz

D
ξ †

J (uδρ ,u
†) = J (uδρ ) − J (u

†) − 〈ξ †,uδρ − u
†〉

betrachtet mit einem nicht leeren Subdi�erential ξ ∈ ∂J (u) für ein konvexes Funktional
J : U → R+.

Die variationelle Quelldarstellung wird nun wie folgt formuliert

Annahme 4.12. Für alle u :=
{
u ∈ D (F ) : J (u) ≤ J (u†)

}
existiert β ∈ [0, 1), so dass gilt

(4.3.1) − 〈ξ †,u − u†〉 ≤ βD
ξ †

J (uδρ ,u
†) + φ

(
‖F (u) − F (u†)‖

)
mit ξ † ∈ ∂J (u†) und einer Indexfunktion φ : R → R (d.h. φ - monoton wachsend und
limt→0 φ = 0).

Satz 4.13. Sei die Annahme 4.12 erfüllt. Sei J (u) := ‖u‖U und ρ = ρ (δ ,yδ ) nach Diskrepanz-
prinzip (3.4.3) gewählt. Dann gelten folgende Konvergenzraten

D
ξ †

J (uδρ ,u
†) ≤

1
1 − βφ

((τ + 1)δ )
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4 Quasilösungen bei nichtlinearen Identi�kationsproblemen

Beweis. J (u) := ‖u‖L∞ (Ω) ist konvex, so dass ein ξ † ∈ ∂J (u†) existiert. Für alle Lösungen uδρ
gewählt nach Diskrepanzprinzip ist die Bedingung ‖uδρ ‖ ≤ ‖u†‖ in Annahme 4.12 erfüllt und
es gilt

D
ξ †

J (uδρ ,u
†) = ‖uδρ ‖ − ‖u

†‖ − 〈ξ †,uδρ − u
†〉

≤ βD
ξ †

J (uδρ ,u
†) + φ‖F (uδρ ) − F (u

†)‖

≤ βD
ξ †

J (uδρ ,u
†) + φ

(
‖F (uδρ ) − y

δ ‖ − ‖yδ − F (u†)‖
)

≤ βD
ξ †

J (uδρ ,u
†) + φ (τ + 1)δ �

In [38] ist der obere Satz in einer allgemeineren Form gezeigt.
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4.4 Anwendung: Numerische Lösungen, semi-linearer
Fall

Wie auch im linearen Fall, wird hier zur Prüfung der Anwendbarkeit die Rekonstruktion
der Temperaturquelle u (x ) ∈ U zum beobachteten Zustand y ∈ Y betrachtet. Mit dem
Unterschied, dass das Temperaturfeld durch einen nicht linearen Di�erentialoperator (semi-
linear) beschrieben wird.

Der nichtlineare Operator F : U → Y wird durch ein Randwertproblem mit homogenen
Neumann Randwertbedingungen

(4.4.1)
{
−∆y + cy3 = u in Ω,

∂νy = 0 auf ∂Ω,

für ein gegebenes c > 0 de�niert.
Für die numerische Lösung wird analog zum linearen Fall ein Gleichungssystem für die

semi-smooth Newton Methode aufgestellt. Wegen der nicht linearen Abbildung F : U → Y
wird hier auf die Konstruktion des Gleichungssystems etwas detaillierter als im linearen Fall
eingegangen, basierend auf Ideen und Algorithmen aus [15], [16], [17].

Die Restriktionen des Problems (4.1.3) werden über eine charakteristische Funktion δM :
U → R ∪ {∞} mit

δM (u) :=



0 wenn u ∈ Mρ

∞ wenn u ∈ U \Mρ

aufgefasst und eine äquivalente Problemformulierung

(4.4.2) min
u∈U

G (u) + δM (u)

betrachtet. Das Funktional G : U → R ist durch

G (u) := 1
2 ‖F (u) − y

δ ‖2Y

gegeben.
Für U = L∞(Ω) und Y = L2(Ω) besitzt das Randwertproblem (4.4.1) für jedes u ∈ L∞(Ω)

genau eine schwache Lösung y ∈ H 1(Ω) die stetig auf Ω ist s., [55, Satz 4.10]. Damit gilt für
das Bild des Operators

R (F ) ⊂ H 1(Ω) ∩C (Ω) ⊂ L2(Ω)

Weiterhin ist F Fréchet-di�erenzierbar von L∞(Ω) in H 1(Ω) ∩C (Ω) [55, Satz 4.17] und somit
auch das Funktional G (u) in (4.4.2). Für die Fréchet-Ableitung von G : U → R an der Stelle
(u) in Richtung h gilt mit der Bezeichnung y := F (u)

(4.4.3)
G′(u)h = 〈y − yδ , F ′(u)h〉

= 〈F ′∗(u) (y − yδ ),h〉
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4 Quasilösungen bei nichtlinearen Identi�kationsproblemen

So entsteht folgendes Randwertproblem zur Ermittlung von p := G′(u) = F ′(u)∗(y − yδ )
s., [55, Sec. 4.6]

(4.4.4)



−∆p + 3cy2p = y − yδ in Ω

∂νp = 0 auf ∂Ω

Im nächsten Schritt soll die Notwendige Optimalitätsbedingung zum Problem (4.4.2) for-
muliert werden. Dabei wird der Beweis von [16, Prop. 2.2] zugrunde gelegt.

Satz 4.14. Seien u ∈ Mρ ein lokaler Minimierer des Problems (4.4.2) und p = G′(u). Dann gilt

(4.4.5) − p ∈ ∂δM (u)

Beweis. Mit Satz 4.3 ist die Quasilösung u ∈ Mρ ein lokales Minimum von (4.4.2). Damit gilt
für hinreichend kleine t > 0 und alle u ∈ U die Ungleichung

(4.4.6) G (u) + δM (u) ≤ G (u + t (u − u)) + δM (u + t (u − u))

Das Funktional δM (u) ist konvex, so dass folgt

δM (u + t (u − u)) = δM (tu + (1 − t )u)
≤ tδM (u) + δM (u) − tδM (u)

und eingesetzt in (4.4.6)

0 ≤ G (u + t (u − u)) −G (u) + δM (u + t (u − u)) − δM (u)

≤ G (u + t (u − u)) −G (u) + t (δM (u) − δM (u))

Die Grenzwertbildung t ↘ 0 ergibt

(4.4.7) 0 ≤ lim
t↘0

G (u + t (u − u)) −G (u)

t
+ δM (u) − δM (u) = 〈G′(u),u − u〉 + δM (u) − δM (u)

Das Randwertproblem (4.4.4) ist bzgl. p linear und hat für jedes y ∈ L2(Ω) eine eindeutige
Lösung p ∈ L2(Ω), so dass insbesondere p ∈ L1(Ω) ⊂ U ∗ ist.

Mit (4.4.7) ergibt sich
δM (u) ≥ δM (u) + 〈−p,u − u〉

also eine Ungleichung, welche für alle u ∈ U gilt und der De�nition nach einen Subgradienten
−p ∈ δM (u) liefert. �

Im nächsten Schritt soll zum Aufbau des Algorithmus die Optimalitätsbedingung (4.4.5) in
eine Funktionalgleichung transformiert werden. Für solch einen Schritt muss der Lösungsraum
als Hilbertraum vorausgesetzt werden s. [32, Thm. 4.41]. Hier können die Funktionenräume
in Betracht anschließender Diskretisierung wie folgt vorausgesetzt werden

U ≡ Y ≡ RN
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so, dass die vorgenommene Transformation formal durchgeführt werden kann.
Durch die Multiplikation mit beliebigem γ > 0 und Addition von u werden die Optimali-

tätsbedingungen transformiert in

u − γp ∈
(
Id + γ ∂δM

)
(u)

Die Abbildung (Id + γ ∂δM
)

ist surjektiv, so dass bei einer eindeutigen Lösung u folgende
Gleichung erfüllt ist

u =
(
Id + γ ∂δM

)−1
(u − γp)

Mit einem eigentlichen, konvexen und unterhalb-stetigen FunktionalδM (u) kann in Betracht
anschließender Diskretisierung der Funktionenräume U ≡ Y ≡ RN beim weiteren Schritt
Lemma 6.134 aus [7] angewendet werden, so dass mit der Bezeichnung v := u − γp für jedes
γ > 0 punktweise fast überall gilt

(4.4.8)

u = arg min
u

1
2γ ‖u −v ‖

2
Y + δM (u) =




ρ wenn v > ρ

v wenn |v | ≤ ρ

−ρ wenn v < −ρ

Die Notwendige Optimalitätsbedingung bekommt somit die Form

u = proj[−ρ,ρ](u − γp)

Nun kann ein nichtlineares Gleichungssystem aus zwei Di�erentialgleichungen mit ho-
mogenen Neumann Randwertbedingungen und einer funktionalen Gleichung, welche durch
aktive Mengen A+ := {

x ∈ Ω : u (x ) − γp (x ) > ρ}, A− := {
x ∈ Ω : u (x ) − γp (x ) < −ρ} und

inaktive Menge I := {
x ∈ Ω : |u (x ) − γp (x ) | ≤ ρ} gegeben ist, aufgestellt werden

(4.4.9)



−∆y + cy3 = u

−∆p + 3cy2p = y − yδ

1I (u − γp) + 1A+ρ − 1A−ρ = u

wo 1I , 1A+ , 1A− Indikatorfunktionen sind

1A =

{ 1 für x ∈ A+/−

0 sonst
1I =

{ 1 für x ∈ Ω \ {A+ ∪ A−}
0 sonst

Damit ergibt sich für den einzelnen Newton-Schritt für die Variationen (δy,δp,δu) das
formale Gleichungssystem

(4.4.10)



−∆δy + 3cy2δy − δu = ∆y − cy3 − u

−∆δp + 3cy2δp + (6cyp − 1)δy = ∆p − 3cy2p + y − yδ

−γ1Iδp − 1A+∪A−δu = u − 1I (u − γp) − 1A+ρ + 1A−ρ

Unter Verwendung der Finiten-Elemente-Methode soll nun die diskrete Schreibweise des
formal linearisierten Systems (4.4.10) mit
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Kh ∈ R
N×N - Sti�ness-Matrix

Mh ∈ R
N×N - Mass-Matrix

O ∈ RN×N - Null-Matrix

DI ∈ R
N×N , DA+/− ∈ RN×N Diagonal-Matrizen mit den Einträgen, gegeben durch 1I ,

1A+ , 1A−

dargestellt werden. Im Unterschied zum linearen Fall muss hier zusätzlich eine weitere, durch
die Funktion f (x ) gewichteteN×N Mass-MatrixMh ( f ), für die Darstellung der Multiplikation
der Art

∫
Ω f δydx de�niert werden.

Für yk+1
h
= yk

h
+ δy , pk+1

h
= pk

h
+ δp, und uk+1

h
= uk

h
+ δu nimmt das System für einen

Newton-Schritt folgende Gestalt an

(4.4.11) Bk
*.
,

δy
δp
δu

+/
-

:=
*..
,

Kh + 3cMh (y
k
h
yk
h
) O −Mh

6cMh (y
k
h
pk
h
) −Mh Kh + 3cMh (y

k
h
yk
h
) O

O γDI DA+ + DA−

+//
-

*.
,

δy
δp
δu

+/
-

= −
*..
,

(Kh + cMh (y
k
h
yk
h
))yk

h
−Mhu

k
h

(Kh + 3cMh (y
k
h
yk
h
))pk

h
−Mh (y

k
h
− yδ

h
)

uk
h
− 1I (u

k
h
− γpk

h
) − 1A+ρ + 1A−ρ

+//
-
=: −bk

Im Unterschied zum linearen Fall weist dieses System einen stark erhöhten Rechenaufwand
auf, da in jedem Newton-Schritt die Matrizen Mh (y

k
h
yk
h
) und Mh (y

k
h
pk
h
) aufs Neue ermittelt

werden müssen. Dies führt zu der Notwendigkeit den Rechenaufwand bei der numerischen
Umsetzung abzubauen, indem z.B. im Newton-Algorithmus auf die Dämpfung verzichtet
wird. Die Bestimmung des optimalen Parameters gegeben im Algorithmus 3 wird ebenfalls
vereinfacht, denn im linearen Fall wurde viel Aufmerksamkeit einem schnellen Umgang des
Programms mit jedem beliebigen (unbequemen) Startwert ρ0 geschenkt.

Die Abbildungen 3.2 zeigen die Lösungen zu s = 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 mit den entsprechen-
den Parametern ρ = ρ (δ ,yδ ) ≈ 3.125, 3.819, 3.983, 3.998 welche sich nach Diskrepanzprinzip
ergeben. Im Unterschied zu den Ergebnissen in 3.2 sieht man hier deutlich, dass die Rekon-
struktion später greift und erst im Bereich 0.01 < s ≤ 0.01 akzeptabel wird.

Dennoch zeigen die Ergebnisse die praktische Anwendbarkeit der Ivanov–Regularisierung
für eine breite Klasse von nichtlinearen Problemen, insbesondere für den Fall, wenn der
Lösungsraum nicht re�exiv ist. Dabei zeigt sich die Semi-Smooth-Newton Methode mit der
lokal-superlinearen Konvergenz als ein sehr wirksames Framework, das darüber hinaus noch
die Operator-Linearisierung innerhalb einzelner Schritte erlaubt, was zur einer schnelleren
Rekonstruktion führt.
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(a) uδρ für s = 0.1%, ρ ≈ 3.125 (b) uδρ für s = 0.01%, ρ ≈ 3.819

(c) uδρ für s = 0.001%, ρ ≈ 3.983 (d) uδρ für s = 0.0001%, ρ ≈ 3.998

Abbildung 4.1: Die Quasilösungen uδρ für unterschiedliche Störungslevel
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Algorithm 3 Parameter choice for semi-linear case
Input: yδ , δ , τ > 1, ρ0 ≥ 0

1: set yk
h
= 0, pk

h
= 0, uk

h
= 0

2: for k = 0, . . . do
3: compute yk

h
,pk

h
,uk

h
, conv using Algorithm 1 for ρk , yk−1

h
,pk−1

h
,uk−1

h

4: compute dk = ‖yk − yδ ‖2
5: if dk < δ and conv = true then
6: break
7: set ρk+1 = ρk + ρ0

8: set ρ0 = ρk , ∆ρ ← ∆ρ/2, y0
h
= yk

h
, p0

h
= pk

h
, u0

h
= uk

h
9: for k = 0, . . . do

10: compute yk
h
,pk

h
,uk

h
, conv using Algorithm 1 for ρk , yk−1

h
,pk−1

h
,uk−1

h

11: compute dk = ‖yk − yδ ‖Y
12: if δ ≤ dk ≤ τδ and conv = true then
13: break
14: else if dk > τδ or conv = false then
15: set ∆ρ ← ∆ρ/2
16: set ρk+1 = ρk + ∆ρ
17: else
18: set ρk+1 = ρk − ∆ρ

Output: yk
h
,pk

h
,uk

h
, ρk
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5 Zusammenfassung und Ausblick
In der vorliegenden Arbeit wurde die Quasilösungsmethode von Ivanov für den Fall einer
schwach∗–kompakten Lösungsmenge weiterentwickelt und die wirksame Anwendung dieser
Methode gezeigt.

Dazu wurde zunächst die Existenz der Quasilösungen und die Stabilität (im Sinne der
De�nition 3.5) gezeigt, und im linearen Fall, bei zusätzlichen Glattheitsforderungen an den
Datenraum, auch die Eindeutigkeit der Quasilösung nachgewiesen.

Die Untersuchung der Verfahrensweise der Regularisierungsmethode wurde auf Basis der
Distanzfunktion (3.3.1) abgearbeitet. Die nachgewiesenen Eigenschaften der Distanzfunktion
erlaubten es, die notwendigen und hinreichenden Bedingungen zu Parameteranforderungen
aufzustellen. Darauf wurden die Parameterwahlstrategien untersucht und festgestellt, dass für
diese Regularisierungsmethode im Allgemeinen keine reinen a-priori Strategien anwendbar
sind. Dabei eignete sich die klassische a-posteriori Wahl nach dem Diskrepanzprinzip als die
ideale Strategie für eine e�ziente Umsetzung des Verfahrens. Mit dieser Parameterwahlregel
wurde die schwach∗ Konvergenz des Verfahrens gezeigt.

Das Verhalten des Regularisierungsfehlers wurde mittels Bregmandistanz erfasst. Basierend
auf der Annahme variationeller Quelldarstellung wurden die Konvergenzraten von O (δ )
ermittelt.

Es soll vermerkt werden, dass im Falle eines gleichmäßig konvexen Lösungsraumes, die
erhaltenen Resultate verstärkt werden können. Zum einen wird die schwach∗ zur schwachen
Konvergenz. Und zum anderen garantiert die Methode die Norm–Konvergenz der Quasilö-
sungen ‖uδρ ‖ gegen ‖u†‖ für δ → 0, so dass mit der Radon-Riesz-Eigenschaft sogar die starke
Konvergenz vorliegt. Dies entspricht auch dem früher in [19] erhaltenem Resultat.

Um die praktische Anwendbarkeit der Ivanov-Regularisierung zu prüfen, ist das Verhalten
der Quasilösungen an exemplarischen Testproblemen nummerisch untersucht worden. Zur
Ermittlung der Quasilösungen, vorbehaltlich der vorherigen Diskretisierung, ist der Einsatz
der Semi-Smooth-Newton Methode begründet worden. Da die Quasilösungsmethode auf
Hilberträumen im Gegensatz zu der Tichonov-Regularisierung keine glättende Eigenschaft
besitzt, zeigt die Rekonstruktion ein erhöhtes Restrauschen. Dennoch demonstrieren die
Ergebnisse, dass diese Rekonstruktion wirksam und brauchbar ist, insbesondere z.B. bei
Problemen, wo das Hauptinteresse auf der Lokalisierung von Ein�ussfaktoren liegt.

Da die notwendigen und hinreichenden Bedingungen zur Parameterwahl (Kapitel 3.4), die
Anwendung der a-priori und heuristischer Strategien prinzipiell, beim Vorhandensein zusätz-
licher Informationen, nicht ausschließen, sind weitere Untersuchungen in diesem Bereich
von großem Interesse.

Ein anderes interessantes Thema wäre der Aufbau iterativer Verfahren s. [39] zur Lösung
nicht-linearer Inverser Probleme auf Basis der Ivanov-Regularisierung.
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