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А Н Н О Т А Ц И Я

В работа приводится аналитическое решение ыовоэнаргетического урав-

нения переноса с учетом Сзпзздывак^ах нейтронов для гилой сферы к пласти-

ны. Результаты сравниваются с расчетами в Ру - приближении. Устанавливает-

ся взаимосвязь решений нестационарного и квэзякритического уравнений, спра-

ведливая для произвольной геометрии.
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§ I . ВВЕДЕНИЕ

Раздел теории реакторов, посвященный вопросам кинетики реакторе, ба-
зируется вв анализе решений кинетического уравнения переносе с учетом за-
пвздьиающмх нейтронов. Обычным методой решения этого уравнения является
решение в диффузионном приближении. -

В настоящей работе приводится точное решение такой задачи в плоско-
параллельной и сферически-симметричной средах и результаты сравниваются
с расчетами в диффузионном и Рт- приближениях* Находится взаимосвязь pej-
юевий нестационарного и квазикритического уравнений, справедливая для про-
извольной геометрии.

§ 2 . ФОРМАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ

Кинетическое уравнение даМузии нейтронов в гомогенной среде с изо-
тропным рассеянием имеет вид

плотность нейтронов?
- концентрация носителей запаздывающих нейтронов

е— группы;
- относительней выход нейтронов группы не одно дэлеашв

(при э т о м ^ f - j f f )f*
- постоянная распада / - */ группы восителвй (эмитте-

poi).

(2.1) будем решать с граничным условием



где - радиус-вектор поверхности среды,

* - нормаль a 3SXJ поверхности а нэчвльвьши условиям

(2.3)

Уравнение (2,I) запиши в следующих безразмерных переменных:

/ - c?zi j r - Zr ; /i- /= A/itZ. (2.4)

Опускэн штрихи, мы получим

v4 яг

Удобно перейтк к Еекторно-цэтричяой записи.

f=0
гза вадчерккванке озвачает комплексное сопряжение,

Тогда получим аз (2.5)

где

J.5)

(2.6)

(2.7)

/4-&J*'- ,<*>•



проинтегрируем по ясенУравнение (2.7) умножим на
Получи.

где

8
 fir / - вектор - столбец нэчадьных условий.

Уравнение, сопряженное к (2.9), можно записать в виде

'

(2.9)

где
ным условием

у

у (2.II)

*" /
, / - решение уравнения (2.II) с грзнич-

(2.12)

29-/. (2.13)

Оператор £ действует на функцию, стоящую слева от него. Имеет место со-
отношение

Рассмотрим однородное уравнение

(2.15)

Значения параметра « ? / — е ^ • при которых уравнение (2.15) с гранич-
ным условием (J.2) имеет отличные от тождественного нуля решения J J P ^ A

, называются собственными числами (с.ч,), в соответствующие этим
с.ч. ненулевые решения / /<£ \ - собственными функциями (с.ф.) ввдачя.
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о
Используя свойство (2Л4-), на трудно показать, что с.ф. урэвниявй

(2.15) а (2.Ц) биортагоналыш, т.е.

(2.16)

Запишем теперь общее решение уравнения ( 2 . 7 ) . Для этого введен опера-
тор резольвенты, определив его следующий образок

где « / - единичная патрица.
Из уравнения (2.9) получив

VJff>
отсюда ° ^ ( ) о t

где контур интегрирования располагается правее всех особых точек (2.18) .
Исследование выражения (2.18), выполненное Б работеЩпок&зывзет, что

в области > < § » с / > - / резольвента (2.18) является аналитической функ-
цией о( всюду, за исялв" ениеи счетного инсшествэ изолированных точек
точечного спектру, кагдая из которых является простым полхвои оператора
резольвенты J?(y(f£j t расположена на вещественной оси, причеи точки
v(~ — Xf ЯВЛЯЕТСЯ точками накопления этих полюсов (зэкетии, * что

работа [ I j посвящена анализу уравнения (2.1) в плоской геометрии. Ын
здесь предложим» что эти хе свойства характерны для уравнения (2.1) в
произвольной геометрии).

В силу вышесказанного можно сдвинуть контур интегрирования в форму-
ле (2.19) в новое положение Jf , сколь угодно близкое к линии /ве с/*

si. —jf . Так как в окрестности простого полюса рее .ш>*енту ПОЕНО пред-
ставить в виде

/ ;

где /£М,£//¥'в}~ аналитическая в окрестности off функция, то, еуюга-
руя вычеты в полюсах резольвенты, лежащих правее точ-
ке Л5>с/*~/» получим из (2 .19) !
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( , 2 2 )

Заметив, что /г} затухает во времени не медленнее, чем € ^
мы видим, что для описания асимптотического во времени поведения потока
нейтронов достаточно знания с.ч. я с.ф. уравнений (2 .II ) и (2.15) из об-
ласти о{ > - / ,

Для вычисления последних запишем уравнение (2*15) в виде

; ( 2 . 2 3 )

>

Решая уравнение (2.23) с граничным Условием (2*2)

опредвлии с.ф. / ^ и с.ч. 0 ^ этой задачи, а затом с помощью соот-
ношений (2.24) и (2.6) построим с.ф. /

Урзввевие (2 .II ) звотшем в виде
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Решая уравнение (2.27) с грвничвым условием (2.12), нн Moseu, исполь-
зуя соотношение (2.28), сконструировать {%*/ • Одвэко в этом нет необ-
ходимое ти, ибо легко видеть, что

(2.29)

Такии образом, встает задача о расчете с.ф. и с.ч. уравнения (2.23)
с граничным условием (2.26) из области Л£Ы>-/. Этому воаросу посвящен
следующий параграф.

§ 3. РАСЧЕТ СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ (С.Ч.) И СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ (С.Ф„)
ЗАДАЧИ О РАСПРЕДЕЛЕНИЙ НЕЙТРОНОВ В ПЛАСТИНЕ И СФЕРЕ

Известно f i :J , что задача об отыскании решений из области о / > - /
в плоско-пзраллельной и сферичес.си-стпгетричпой средах сводится к нахож-
дению симметричных и, соответственно, энтисишгетрачных решений уравнения

о граничным условием

* ( 3 - 2 )

Уравнение (3.1) является частный случзеи уравнения (2.23). Здесь
- косивус угла кекду осью X и вапрэвлеь;:ем скорости нейтрона,

- радиус сферн или полутолщина пластины.

Будем искать решение уравнения (3.1) в виде

Тогда, выбирая следующее условие норкаровки

У/* *
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ш приходам к уравнению

Если v a L~l,lJ , *о решение (3.5) имеет вид

если «f £ /-Л / 7 f то

где дробь '/Vy* «онииоется как интегрируемая в смысле главного зна-
чения, $fif~/*J " Дельта-функция Дирвкв,

^/^W* ^ / - Cjaefilt}\ (3.8)

показать, что решение в случае r<fl~LlJ суцемвует лишь при
выполнении условия \

0< $&)<€ (3.9)

и имеет вид

"* ж Т
где t& - корень уравнения

с& смЫ+ = kfrj. (З.П)
V о

СобстБСИные функций уравнения (З. 1 -) ортогонэльны из отрезке 1-1,1
с весок А/ , причем

i) 4 -*

о"V о о

Соотношение (3.14) слрааодллво, если функция удовлетворяв* вв
-1,1 J условию Гвллдерв (_4 J •
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К.Ц.Кейс I 5 } показал, что систека с.ф. уравнения (3.5) полна в
укэзавнсд классе функций, т . е . общее решение уравнения (3.1) иогет быть
представлено в виде д ^ / ^ ^ .

Подставляя вырзгеаие (3.15) в граничное условие (3.2) и вводя функ-

Afa<tJ= dfysje /lf/ (зле)

иы придел к следующему уравнению

V

**п/*)--Q/Le -Qrfe + ) T ~J./J '(/-€ / ^ ,

(верхний знак в соотношении (З.л8) соответствует М > О ),

Используя соотношения (3.12) к (3.13), получии из (3.17)

Уравнение (3.19) для с/ » уДОЕЛИтворявщих условию (3 .9) , являет
ся неоднородный интегральный уравнением типа "Рредгольма для функции
AfytfJ , решение которого когио отискивать, например, методой последова-
тельных приближений, пркче!: из всех решений следует отобрать лишь те,
для которых выполняются условия (3.10). Бели о/ не удовлетворяет ус-
ловию (3 .9) , то соответствующее уравнение Фредгольма явится однородных
а будет иметь лишь тривиальное нулевое решение. В рэботе [ б ] показэно,
что хорошиа приближением к решению уравнения (3.19) является уяе первое
прибликекие. В этой приближении получим для скыматркчних решений, когда
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для антисимметричных решений С<?*-а^.; л fa)'«•-

Вспоминая определение /7/£г/«£/, мы можем теперь записать решение
навей задачи согласно формуле (3.15).

Далее, легко вайти, что

для симметричной функции и

(3.24)J
для антисимметричной функции. Здесь

Используя соотношения (2.24), 2.28), 2.29) и (2 .6) , ложно зэпиеэть
явный вид с.ф. уравнений ( 2 . I I ) и (2.15). Произвольный коэффициент «^
можно определить, например, из условия ортоноркирозки с.ф. уравнения
(2.15) . о "

Как уже упоняналось выше, из всех решояий уравнения (3.19) следует
отобрать только те, которые удовлетворяют условиям (3.20). Последние
удобно представить в виде

**-/>'
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Используя формулы (3.21), (3.22) и (3,18), получи* отсюда следующие
трансцендентные ураввения, связывающие между собой возможные значения

параметров Ы и /Г •

*

Z
Л,*/ e fa***/ I We*****) +CWJ,_ OQN

уравнение (3.2S) соответствует саииетричным, з (3.29) - антисимметрич

ный решениям, ^ - корень уравнения

Уравнения (3.28) и (3.39) определяют возиогкые при донных лэрзмет-
рах среда зиечекия величины с / , т .е . собственные числа ( с . ч . ) зэдз-

чи.
Простой анализ последних урззиениЛ показывает, что в отличие ог

уравнения без учета ззпзздавэвлих нейтронов, уравнение ч'2.1) Б произзоль-
ном ограниченной объеме среды км:ет з области о/>-/ счетное иаожест-
во с . ч . , вае зависимости от размеров последнего. Другой интересной осо-
бенностью уравнения (2.1) является наличие в области о / > ~ / таких под-
областей, где оно не июгет иметь, вне зависимости от размеров и формы
среды, собственных чисел. Это следует из соотношения ( 3 . 5 ) .

В заключение этого параграфа заметим, что расчет критических разме-

ров, проведенный в стационарном случае по формуле, аналогичной (3.29), от-

личается, как указывается в раооте [6J , от расчета в S/i -лрвблихенив

дрикерно не 0,02^. Мокко показать, что точность (l.ZK) I (3.29) возраста-

ет при Ы -? ~/.

§ 4. СВЯЗЬ С КВДЗИКРйТИЧВСКОЙ ЗАДАЧЕЙ

Рассмотрим уравнение ( 2 . 5 ) . Стационарные реиения его существуй* лишь
при определенных значениях паргГйетров среды. Однако, при произвольных раз-
мерах уравнение (2.5) с граничным условием (2.2) формально можно следа»
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V

стационарный, если измени» жшбо число гторичвыт. ьейтронов деления, либо
число всех вторичных нейтронов, яозишкдкткх г результате одного столкно-
вения; а также путем ввода в среду дополнитедьяого поглотителя. Проводя
подобные изменения, мы получим соответственно

характеризует то дополнительное поглощение, которое необходкио
ввести в реактор, чтсЗц от стел критический, ^f - рзоктивность,
- ^ характеризует изменение числа всех втормчаах «бйтроиов.

Заметив, что ураваенае (^.3) эквивалентно уравнению (5.23), если Е
последнем положить ^^Ч^ «• с г ' / / , т*«» пренебречь запаздивэюци
uu нейтронами, мы не будем дэлье рассиэтригэгь (^-3) отдельно.

Уравнения (4.1) и (4.2) можно записать, в единой форме

Уравнение (4.5) будем ришэт* с грааичним условием

Заменой переменной r'x rf/**(J и обозаачениам

уравнение (2.23) с граничным условием (2.26) преобразуется в уравнение
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(4.9)

с граничным условием

Теперь очевидно, что решение последней задачи совпадет с решением уравне-
ния (4 .5) , если мы поставим к нему следующее граничное условие

и если будет иметь место условие / = ̂ /i(J » т . е . будет иметь ра-
венство

Оквдэ, вспоминая определение (4 .й), получаем

( " - I 3 )f/ -
Таким образом, обозначая с.ф. уравнения (2.23)^с граничным условием
(2.26), соответствующую с.ч. сз^' как $'fcs'J^J л а С*Ф» уравненияfcр

с граничным условием (4.7), соответствующую с.ч. ^ с кэк°
Ф/гРХ) » видим, что при выполнении условия

имеет место соотношение
о

Аналогичным образом доказывается, что

Так как уравнение (4.14) при данном ^,< имеет ( /ГС + I ) корней с»£",
ю из (4.16) следует, что прострэвствевво-угловое распределение нейтронов
в реакторе, описываемое решением уравнения ( 4 . 5 ) , геометрически подобно
распределение нейтронов з ( ^ + I ) нестационарных реакторах т"ого же
состава в формы, но различных размеров, если с.ч. этих реакторов связаяы
соотношением (4*14). С другой стороны, каждому нестационарному реактору
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о
можно сопоставить в этой смысле лишь один квазикритический реактор.

Имеется простое соответствие и между спектрами с.ч. этих зздеч.
Например, если в результате решения уравнения (4.5) с граничным условием
(4.7) будет получена связь между собственными числвми <£е и 0 виде

(4,17)

где А - еиывол некоторой функциональной зависимости, то с .ч . Ы/
задачи о решении уравнения (2.23) с граничным условием (2.26) будут кор-
нями уравнения

f/ffl *(4)/%0 (4.181

и при этом будет иметь место соотношение (4.14). s
интересно записать (4.18) для случая отсутствия запаздывающих ней-

тронов. При этом £{U/ — <aV- f и соответствие между задачами ста-
новится взаимно-однозначным, т . е . каждый с.ф. J ^ ^ соответствует лишь
одна с.ф. Ф( и наоборот, а в отношении спектров мокно утверждать,
что если :>

то

Pi = f/£{"•<*,)]. < 4 - 2 0 )

Легко записать соотношения, обратные (4.17), (4.18) или (4.19), (4.20).
Приведенные выше соотношения позволяют определить все с.ч. и с.ф.

из области о/ > - / нестационарного уравнения (2.1) лишь на основа-
нии знания полного решения квззикритической задачи и наоборот, определить
все с.ф. и с .ч. квазикритического урйьнения, не решая его; но используя
решение нестационарной задачи. Например, если для данной сборки экспери-
ментально измерили с .ч . ^sMfc/r и C J i e f l y e T е г 0 сравнить с расчетным
собственным числом с / / > в с * г , то вместо расчета данного нестационврво-
го реактора, MOSHO рассчитать некоторый "квззикритический" ( т . е . описы-
ваемый с помощью решения уравнения (4.5) реактор той ке формы и соста-
вэ, но с размерами, измененными в ( /,«• ^ J&& ) раз. Полученное в
результате расчета значение % />«cY следует сравнить тогда с

£ ->*<0 g* Ь fa &£#) . При решении в рамках эффективной одногруп-
повой теории реальных задач может возникнуть неэквивалентность в описав-

•• аыие сравнениях, вызвзннзя тем обстоитепьотаом, что эффективные одно-
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групповые константы являются усредненными по спектру нейтронов в реакто-
ре многогрупаовыки константами, а распределение нейтронов по энергиям,
существующее в реальной подкритическои реакторе, монет, при больших под-
критичностях,. сильно отличаться от спектра, являющегося решением кваз»-
критического уравнения. А так как эффективные одногрупповые константы для
нестационарного и квазикритического уравнений должны быть приготовлеаы
на основании рекений многогрупловых аналогов этих ве уравнений» то они
могут, вообще говоря, сильно отличаться друг от друга, что я приведет к
указанной выше неэквивалентности. г другой стороны, возникающее в этой
СВЯЗИ отличие g f O 0 t f **с/* явится, в известной степени, ,

мерой отличия нестационарного спектра от спектра, являющегося решением
квззикритического уравнения.

Используя полученные соотношения, пи легко монеа записать решение
уравнения (4.5) в плоской и сферической геомзтринх. Ясно, что для этого
следует во всех формулах § 3 ПОЛОЖИТЬ ot~0 и ^ " ^ / = s ty . При
этой оказывается, что с .ч . уравнения (4.5) рк накапливаются г точке

Нап'онец, отметии, что если Jcf/ £* / , то могио пренебречь
изменением рэзнеров в ( /J-Ы ) рэз и тогда из (4.14) следует, что

Последнее уравнен'ла в укозапной области значений совпадает с уравнением
"обоатных часов".

§ 5, Pj - ПРИБЛ1ВКЕНИЕ

Решение уравнения (3.1) в Рг - приближении метода сферических гар-
моник ищется в виде

Подстзвлач (5.1) в уравнение ( > . ! ) , получин следуу^и систему уравнений
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Система уравнений (5.2) соответствует так Называемому "телеграфному
1
»

приближению, которое является строгим Pj - приближением в нестационарной
теории. Диффузионное приближение описывается следующей системой уравне-
ний

, ,7/» (5.3)

Перепишем (5.2) и (5.3) в виде

где

us ^
Симметричным решением уравнения (5.4) является о / - г ^ х антисим-

метричным — iuWr/T . Выбирая в качестве граничного условия к уравнению
(5.4) условие обращения потока j/*> в нуль на экстраполированных гра-
ницах £ £f , мы зидиы, что этону условию удовлетворяют только те
решения, для которых с*" - чисто мниыэя величине:

*~ ; Ж „
т
^ (5.6)

В этом смысле условие (5.6) аналогично условию (3*9).

Используя соотношения (5.5) и (5.6), получаем в диффузионном прибли

жении

где ЛГ j. , (5.8)

В Р
т
 - приближении имеем
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Если Ice собственные числа ( с . ч . ) Q( , рассчитанные по формуле
( 5 . 7 ) , вещественны, то урэ^евие (5.9) при выполнении условия, обратного
условию .

имеет комплексные с.ч. Q^ , ынямзя часть которых, как показано в рабо-
те [ ?J , описывает явления, аналогичные явлению распространения фронгв
импульса нейтронов в пространстве. Таи ае указывается, что действительно'
ценную информацию несут лишь несколько"первых, чисто вещественных корней
уравнения (5.9),которые описывают асимптотику затухания импульса нейтро-
нов во времени. Для этих корней о/ условие (5.10) можно считать вы-
полненный, поэтому возможны некоторые приближенные соотношения, связанные
с разложением в ряд корня в (5.9), как, например^

Численные оценки, приведенные в ?збл. I, показывают, что формула (5.II)
для реальных систем., у которых С «"<- I, даст точность, срзввимую с диф-
фузионной формулой (5.7), причем в области Ы **~ О точность (5.II) чухь
выше, а в области ©/'v—/ яине, некели точность формулы (5.7).

Рассмотрим.решение квазикритического уравнения (4.5) в V-r - Прибли-
жении. Проводя аналогичные, закладки, лк приходки опять к задаче о реше-
нии уравнения (5.*) с нулевыи граничным условием. Различие будет только
в величине J? , которая в згой задаче есть

причем справедлива формула ( 5 . 6 ) . Приравнивая в силу этого (5.12) и (5.5)
друг в другу, получим уравнение, -связывающее между собой с .ч . нестацио-
нарного и. квазикритического уравнений в диффузионной a Pj- приближениях.
Можно видеть тогда, что в отлячие от Р-г - приближения, "JBoiiciBS диффузион-
ного приближения таковы, что результаты § 4 для него несправедливы.

В диффузионном прибдиЕении имеет цесто следующая саязь кеаду a/

Легко показать, что уравнение (5.13) полностью совпадет с уравнением
"обратных часов" [̂  8 J , если в последней пренебречь эффектам*, сэяааншш
с процессе!: замедления нейтронов.
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В Рт - приближении получим

Ссогвоиение (5.14), совпадая с (5.15) вблизи точки Ы'» О , приводи
при других значениях о( к неверным результатам. Так, если Ы-т (С-
и ^^jl , то из (5.14) следует, что ^~? О , что неправильно. Ис-
править этот недостаток ионно, если при выводе использовать приближенное
выражение типа ( 5 . I I ) . Иы не приводим здесь получаемых таким путем соог-
новеииГ, ибо точность их сравнима с точностью диффузионной формулы (5.13)

§ 6 . ЗАКЛЮЧЕНИЙ

В работе получено общее решение нестационарного кинетического урав-
нения переноса с учетом запаздывающих нейтронов и найдена связь этого
решения с решением квазикритического уравнения. На рис. I показэнв зави-
симость с .ч . уравнения (3.1) без учета запаздывающих нейтронов. Эт8 зави-
симость впервые била получена в работе [э] . Наш рисунок уточняет послед-
ние в области o/'v - i » .

Рис. "2 иллюстрирует зависимость с .ч . уравнения ( 4 . 5 ) .
Характер деформации спектра с . ч . , возникающий при учете запаздываю-

щих нейтронов, показан на рис. 3, где приведены результаты численного
расчета по формулам (3.28) и (3.29) с .ч. уравнения (3.1) с учетом 2-х
групп запаздывающих нейтронов. Штриховыми линиями на нем изображен ход
с . ч . уравнения ( 3 . 1 ) , когда ^ j ^ A t * * 0.

Рис. 5 иллхютрирует спектр с . ч . из сЗласти < .̂ + I > 0.9 урэввения
(3*1) с одной группой запаздывающих нейтронов для задачи с параметрами,
близкими к реальным. Штрихами показан случай JI~O . Пунктиром изо-
брэген ход т .ч . уравнения (3.1) для плотности мгновенных нейтронов ( т . е .
случай, когла fzfitj =• (<<•*•/}/V^""A J • Видим, что имеется хоро-
шее соответствие. ..:

Важный с точки зрения практических расчетов вопрос о точности диф-
фузионного я P j - приближений иллюстрируется в таблице I , из которой вид-
но, что вплегь до очень глубоких подкритичностей ( a V / *** А/ ) .
эти приближения дают удовлетворительную точность, если рассматриваются
системы, близкие к реальным ( т . е . если C*"~£ ) MM# fJr'/f/)*

о
Автор благодарен Г.Я.Румявцеву за постоянное внииэнме к работе я

ценные консультации.
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П Р И Л О Ж Е Н И Е

3 таблице Г привзлен расчет ззвискиостк с>"/(? от £**/( для
^ - / ^ уравнения (3.1) с одной группой залэздхшакаш: нейтронов. Здесь
*̂— /GfjJ^&ffl/jJ*— &&f/ столбец I соответствует расчету по формуле
(5.7); 2 - по ( 5 . I I ) ; 3 - по формулам (3.28), (3.29); 4 - также по
(3.28), (3.29), но в дополнительной предположении J •*> О • При расче-
тах по (5.7), (5.II) величина экстраполированной добавки г/»» /0&
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Ряс» I .

Зависииооть d+fA* о* № для уравнения (3.1) без учете
запаздывавших нейтронов

Ряс. 2.

3"$ййййяй?$5- f/б от £ для кввзикригаческого урэвввния (4.5)
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* 3.
Зависимость с.ч. уравнения (3.1)
с двумя группами запаздывающих
Н8Й Трон 03 ОТ £ 1СШ10ШН8Я

линия) Здесь С = 1,5; fit* £г s ОД;
fy = 0.105; Xi - 020S (пунктир -

случай / / «/4 * О )

?ИС. 4 .

Зависимость с.ч. уравнения (3.1)
с одной группой запаздывающих ней-
тронов (сплошная линия). Параметры
задачи здесь те же* что и в табли-
це I (пунктир - случая J * О ,

штрихи - случай fl * О )

м м tt я * м » О
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