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Résumé. On établit un isomorphisme entre le sous-espace %' des
| états physiques liés et un espace fonctionnel Qf normé, Cet
isomorphisme est réalisé avec uné fonction génératrice des
étafs de 3@, . En choisissant pour espace 9“ un espage de
Bargmann, on établit un isomorphisme entxle un espace g@F
des états fermions et un espace Bth des états bosons., On ob-
tient alor.s un développement en termes d'opérateurs de ciuasi—
R bosons de tout opérateur de 'XF , notamment de 1*hamiltonien
pour lequel le dévelbppement obtenu est semblable & ceux de
Beliaev- Zelevinski et de Marumori cn étant toutefois plus

simple et plus convergent.

r
Abstract, An isomorphism beetween the '36 subspace of the physical bound
states and a normalized 9‘-:’ funictionnal space is estaklished.

1
This is done by introducing a genereting function of this g@

.

states. By choosing for the 3: space, the Bargmann's space

an isomorphism is obtained beetween an %F space of the

fermions states an JgB space of the boson states. An ex-
pansion of any quasi~bosons operz.Ltor of QCB is thus feasible
This is particularly interesti-ng for the hamiltonian operator.

In this case the expansion obtained, similar to the Beliaev-

e

Zelevingki and Marumori expansions, appear to be simple

and more convergent.
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1. Introduction
Les techniques de développement des opérateurs de systtmes
de fermions en fonction d'opérateurs de création et d’annihilation de quasi-

1,2)

se sont révélées particulizrement efficaces pour étudier les ha-

3).

bosons
miltoniens collectifs ct les opérateurs de transition des noyaux pair-pair
.Deux méthodes de développement ont été employées : celle de Beliaev et
2)

f . L gtundia
Zelevinsky ) et celle de Marumori et al, dont les relations ont été étudiées

par Marshalek4). Malheureusement ces développements convergent lente-
ment quand ils convergent, et ne respectent plus le principe de Pauli quand
ils sont tronqués. Nous nous proposons de montrer comment la méthode de
la fonction génératrice permet de construire des développements en quasi-
bosons qui respectent rigoureusement le principe de Pauli et sont par ailleurs
plus rapidement convergents,

La méthode deé coordonnées génératrices s'est révélée dtre
tout particulizrement bien adaptée 2 1'étude des mouvements collectils des
systémes de fermions 2n interact{on5:7). A partir de l'approximation la
plus simple, qui consiste & décrire c= saystéme par une fonction d'onde

3(o,x) > de particules indépendantes placées dans un potentiel moyen V{a),
dépendant de parametres @, on construit une meilleure fonction d'onde d'essai
plus générale ,en superposant linéairement les' états correspondants aux défor-

mations possibles du potentiel :

B TR 100

La meilleure solution I‘l’ > est celle définic par la fonction de poids f(a)

$la,x) > da

qui minimise la fonctionnelle < ‘}'l H "l’ > On a déja montré antérieure-

79 comment cette méthode des coordonnées génératrices permet de

ment
retrouver l'approximation 'quasi-bosons' ou la R.P. A, sans toutefois amélio-
rer ces précédentes méthodes d'approximation.

' Nous nous proposons de montrer qu'il est trés intéressant de’
choieir pour fonction de poids f(a )/ des fonctions analytiques £(Z) apparte-
nant 4 un des sous-espaces fonctionnels 5“’ de l'espace de Bargmannm).
On peut alors définir une fonction l@ (Z,x%) > génératrice de tous les états
'Y (x) > du systtme physique étudié et qui établit- un isomorphisme entre ce
sous-espace &" de Bargmann et l'espace des états physiques de telle sorte

que

: lyix) > = If(z) l B {Z,x) > du {2)

AN J
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3.

'

La fonction {(Z) estimage dans 3:‘ de 1'état \‘i’(x) > et diu(2) cst la
métrique de Bargmann. '

. Tout problame de recherche d'état propre cu de valcur propre
d'une observable A du systéme physique est alors transformé en un proble-
me semblable mais de solution plus aisée et concernant l'opérateur image K
de A ‘dans le sous-espace .{F"' de Bargmann. Etant donné par ailleurs
bl'isomorphiﬂme bien connu qu relie les espaces de Bargmann et les espaces
des états des oscillatcurs harmoniques, il en résulte finalement que tout opé-
rateur A concernant un systéme de fermions admettra par image un opéra-
teur (A)B concernantdes quasi-bosons La méthode de la fonction généra-
trice décrite ici permettra donc finalement d'obtenir des développements
rigoureux cn termes de quasi-bosons,des observables d'un systéme de fer-
mijons,valables jusqu'a un ordre aussi élevé qu'on le désire. Ces développe-
ments ge réveleront trés rapidement convergents et donc trés utiles.

Dans la section 2 nous allons définir la fonction génératrice
et 1'ilsomorphisme qu'elle ecngendre. Dans les sections 3 et 4 nous appli-
querons la méthode aux systemes de bosons et de fermions. Nous donnerons

enfin dans la section 5 quelques applications.

2. La méthode de la fonction génératrice.
a) L'application T
Soit g& l'espace dc Hilbert des états du systeéme physique
étudié et soit par ailleurs J:' 1'espace fonctionnel normé des fonctions 1(Z)

oun Z = (le, z.; ZN) est up point de 1'espace cuclidien récl ou complexe

27
EN A N dimensions (N entier quelconque) :

o = [T a2 ay (1)
avec dHN(Z) = pN(Z) dZ caractérisant la mesure adoptée dans .5‘— .

Nous nousa proposons de mantrer qu'il est possible d'établir, & l'aide d'une
fongtion génératrice qui va etre définie, unc application linéaire et injective
T de j’e) dans . 3: , telle que tout probletme dans % se raméene a
un problén'm semblable, mais de solution plus aisée dans un sous-espace vec-
toriel F de F .

Dans ce qui suit, nous ne considérerons qu'un sous-cspace Jf,"
de j@ snug-tendu pav une base dénombrable constituée des vecteurs ortho-
normés ‘m > et nous établirons v;me correspondance bi-univoque, qui, a

]
tout vecteur de base m > de % fasse correspondre un vecteur Pm(Z)
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1]

d'une base orthonormée de 5‘,
P (2) =T |m> (2)

et pour un vecteur “}' > quelconque de

H>=§—_r | m>

m m
2;_“- { P (2) = 1(2)

Ty >
' ]
’ jou
Air_wi tout vecteurl ¥ f > de ‘J@ et son image { dans f ont mémes com-

posantes. L'‘application linéaire T peut &tre étendue a2ux cpérateurs de telle
A

)
sorte que tout opératecur A de J’@ admectte toujours un opérateur image A

!
et un seul dans 321 de telle sorte que :

A -
A =rT1.a. 7! (3)
et d'une fagon plus générale pour toute fonction algébrique ou développable :
. . .
f(A) = T.#A). T (4)
-1 ~ .
ou f(A) = T .fA). T

b) La fonction génératrice.

~'application qui vient d'étre considérée peut aussi 8tre commo-

dément définie & ['aide de la fonctlion génératrice ,@ {(Z) > délinie comme suit :

je(2) > =2 P (2) ]m> (5)
m  m
Compte-tenu en effet de 1'orthonormalité des états de hase Pm(Z)

n,m

JPm(Z) P (z) du(z) = & (6)
on obtient immédiatement : .
;> = [tz |e@> az) = ) (1)

La fonction l@ (Z) > est donc génératrice de tous les états \\y > de J@,
dont chacun est représenté dans &-’ par la fonction de poids f(Z). On
remarque que les états Pm(Z) qui figurent dans I'expression de ltb(Z) >
sont orthonorméas. Cette dernitre propriété est essentielle et nécessaire
pour assurer la validité des résultats qui vont gtre établis. Nous examine-
rons toutefois ci-apres (§ 4b) un cas ou cette condition d'orthonormalisa-

tion n'est pas satisfaite.
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c) Relations d'orthogonalication ct de fermeture

On remarque :

<v@)|e(2 > = 2 P _(2) P (2]

IS me(Z') P (2) P_(2') du(2z")

mn

[z < v@le @) > auz)

]

>t P (2) = #z)

m

La fonction génératrice satisfait donc & une relation d'orthogonalisation qui
peut a'écrire symboliquement :
<s(z) |o(zy > = 8 (2-2) ()

On obtient ensguite 1a relation de fermeture suivante :

1

Z X P_(z) |m> <m[Pn(z') au(z"
mn (9)

2 |m><m| = 1
m .

De ces conditions résulte que 1‘app1ication~ T peut 2tre exprimée comme

l¢(21 > du(z) < £ (21)]

@) >au(z) <azn]

suit :
(z) = Tly> = <@(2]y> (10)

On en déduit également ¢
A -1
A < = 2 > =
<z S_ <m} (TAT P (z)) En <m|An Pn(Z)

= Y <nlalms< m| e (2) = <3 (2} A

ce qui permet de définir de ia manitre suivante l'application T étendue aux
opérateurs

A< = <2z |a (11)

: a
dont on déduit {inalement 1'action de 1'opérateur image A sur un vecteur

'

'
quelconque de l'espace g

Afz) = A<t(2) by > = j< 3(z) |ale(z) >8(z") au(z)  (12)

d) Conservation du produit scalaire
. +
Soient ‘i’f et \l’g deux vecteurs quelconques de % admettant

N !
pour images les vecteurs f et g de f , On remarque :
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6.

<vlv,> =[] 1@ <s@uz) > g2 a2 a2y
__ (13)
- | 1@ e iz - g

Le produit scalaire est donc conservé dans la transformation T.

e) Conservation des éléments de matrice et des dquations aux
valeurs propres.

A
De la définition (11) de l'opérateur image A résulte immé-
diatement :
N .
Acg(@ oz > = <8z ]alazy >
N = [ z
A % P (2) Pm(z) g_n Pm(Z) <m [Aln> Pn( )

et puisque les vecteurs Pn(Z‘) sont linéairement indépendanis :

_APn(Z) = ¥ .<m‘A\n> Pm(Z)
m
et donc : ‘
(Pm.:‘an) = ¢'m 'lA(n > ] (14)

‘ I
Les générateurs A et A ont donc mémes éléments de matrice dans

leurs bases respectives,

’ /
De méme 8i A désigne un opérateur quelconque de 9& et si:

(A-3a) Jv>= o0

il en résulte de suite :

<e(z |a-aly> =0
{

<t@ 42 ly> = [12) [<3@)1als 205 - aci(@) w295 au(z)

A-a) fz) = o0 (15)

Toutes les valeurs propres sont donc conservées dans la transformation, T,
f) Isomorphisme de 1'hermiticité
. A
De la défimcion (12) de A on déduit successivement

A
A g(Z)

[< a2 |al stz > g(z) au(z)
J <#z) 12wz > (29 etz

I <&(Z')\A | €2) o £(z') du (zZ')

At 1(z)

"

am AT R N ST G o FA S e
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et par suite :
. hg = )2 <2 @ Al (29 > 6(2) au(2) au (20
sl or—
e, = [ {2 <a20]Al8(2) > 8(2) @(2) an (20

d'ou 1'on déduit : )
Ny Ay
A = A ( 16 )

'image de l'.hermitique est donc l'hermitique de l'image.

g) Isomorphisme du produit des opérateurs
Des définitions (3) et (4) des opérateurs images résulte immé-

diatement :

A -1 -1 -1 A~
AB = T AB T =. TAT . TBT = A B
~ A A B

et : AB = A.B a7

L'image du pi‘oduit est donc égale au produit des images.

h) Etats propres de moment angulaire
La transformation T peut @tre suivie d'une opération de

projection afin d'extraire d'un état |¥> ses composantes > de

| 1m
moment angulaire. On obtiendra ainsi :

a> = NPy va = [ DI R [d2) 62saz) (i)

N, désignant le facteur de normalisation :

J
_ -1/2
Ny o= o< ‘i’lPJMI‘f‘>

. ’
En conclusion, l'application T linéaire injective de % dans

. 2
f est une bijection de ?G dans 5‘ et un isomorphisme pour les struc-

tures de -36 et de 3‘—”(. ? .

3. Application aux systémes de bosons,
‘a) L'espace £ de Bargmann
Dans le cas ol le systtme physique étudié est une assemblée de

10)

&n constitué des fonctions analytiques f(Z) développables en sérica conver

bosong, il y a avantage & choisir pour espace f‘ 1'espace de Bargmann

gentes @ h

£(z) = z“...z?®%
hz- ®hh,...n %1 “2 n




|
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i

et dans lesquelles une variable complexe Zi est associée A chaque type

éventuel de boson. On écrira symboliquement :
' h
qz) = % o zM
h n

Cet espace est normé (1) avec la métrique @
-n Z2Z
d

e m cb«:k Yk

dpn(Z) = 7 "

avec !

Z(h) Z"l1 e Znn
w(Z) = —— = — (20}
k, ] ) 1
\} h ! ‘) h1 o, hn.
Chaque nombre complexe, a, permet de définir un vecteur en'(Z) de ‘%n

; .2z
e'a(z) = e _ (21)

tel que : - -
. - aZ
(ea.f) = e f(z) du(z) = f£(a) -(22)
La fonction ea(z) .joue' donc dans 3:1 un rdle semblable 2 la fonction & (x-a)
dans l'espace de Hilbert de la mécanique quantique.
Il y a liéu de considérer dans ‘ﬁn tout particulierement les

opérate&rs Zk et dk = a/de qui satisfont aux relations de commutations :

'[Zk' 2] =0 [dk’ dz] "0 [dk’ ‘z]::”k..z (23)
On notera enfin que les opérateurs Zk et dk sont hermitiques adjoints 1'un

de I'autre : o

+ : _
2, = 4 (24)

et par suite pour tout couple de vecteur f et g de ‘Bn' on obtient :
(z, f.g) = (f,4d g (25)
b) L'oscillateur harmonique

Soit .JKB l'egpace des états de l'oscillateur harmonique. Tout

état |V> admet sa représentation de Fock :
. ) n
lV> = % fﬁln) nz Cn Jl’-x-! ln> = gcn (a+) l[) S

“P(a+) o>

[
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avec
fa, a] = [a+, a+] =0
[a, a'] = 1 (26)
alos= 0

Faisons correspondre 2 tout état ln > de 1l'oscillateur, le vecteur un(z)

de l'espace \ﬁ de Bargmann. La fonction génératrice correspondante

s'écrit alors :

- m
'@(Z)>= Zu (2) lm> = Z m > (27)
m —
’ m m m!

et 1'application considérée est un isomorphisme qu'a tout état "4’ > de (}GB

fait correspondre unvecteur £(Z) de \43) conformément i la relation :

n .
Z
fz) = 2 < nlv > . (28)
n o v .
et inversement : :
lvy> =2 (.9 [n>
- N
On remarquera :
. —————— —'Z
<82 HZ) 5= T ou (@ u (z) = £E e (2)

= §(zZ2 - 2%

i p ’ +
On obtient alsément des images daus \% des opérateurs de.base a et a

en utilisant la relation (11) de définition :

' m
a+<§{Z)| =<@{z)|_a = Z z_ <m]a

m V!

‘ m + | m - '
%J——Lm: Z™ <m+1] =d < #(z))

f

et par suite :

1 N

- A -
TaTl=a=dZ et Ta'T = a = 2 (20)
L'équation a |0 > = 0 a pour image dzl = 0 et on remarque :
. _d
' = 2. )
<'¢(Z) la] &z > 4 b (z-2)

c) Applications
Nous considérons 1'oscillateur harmonique 2 trois dimensions
qui a2 pour hamiltonien :

+ +
H = a a + a 2 +a+a +l
x Yy z z 2




et la fonction géneratrice :

-
—

-4
l¢(z)> = ¢%2 looo>
- -
+ : + 4
Z=(Z.Z,Z);a=(a4,a,a)
x' Ty Ta x y' Tz .
En utilisant les relations (17) et (30) nous obtenons l'image H de H :

-

-9
o7
~ A
A toute fonction propre f(Z) de H ccrrespond une fonction propre {vf> de H

N - 3
H = Z. + N
.de telle sorte que :

+ 4+
= = £ i ’
l‘l’f> Jf(Zx- Zy- z) ]b(Z) > du (Z) (a2 a, Jooo >

On peut ainsi obtenir plusieurs types de foﬁctions propres
dé& H et notamment les suivantes :
1) Nous avons :

I'-; f(Zx, Zy'zz) = E f(Zx, Zy, Zz)

~
Nous pouvons remnarquer que M a pour fonction propre la fonction :
n n n

z* zY z*
((z,2,2)=f (2)}f (2)f {2) = —2—X =
x Yy 2 - n, x ny' y n, z n'n ! n!
y x z
-Nous en déduisons que : n n
' S %% 4%y 42
"' a'x y az l
; = ‘= ——— |000.
i “’f > \\yn non ~ s \ | ' >
; x'y'z V n ! n ! n!
X y z
A AZ
2) Nous pouvons aussi déterminer des fonctions propres communes H , L

A
et L = sachant que (30) et (4) :

A I )
= ; (9 __
L o= +i 2 n {577 )
R ! . -
L étant la transformée du moment cinétique L

~ A2 ~
On remarque que les fonctions propres de H et L, Lz' sont les har-

moniques sphériques s'écrivant sous la forme :

t
|
| Ny .
| p
f Z,Z ,2 = A Y Z
' vim (B Zy o 2) vem P gl 2)
5
é szm étant une constante de normalisation et :
i 2 2
' N o = ozt 2P 4ozt
, — < y .
!
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1
sentation. D'autres applications ont déja été obtenues °.

-t

Ainsi nous obtenons :

N-d -
- 2 +
= ' 0
h’\uZm>. A\ﬂmp . Yzm(a)_ ]00>
avec .
DZ - a-i-Z + a.+Z + a+2
x y z

3) De la conservation du produit scalaire (13), nous déduisons que :

b s = ) -
<n_ ny' nglvem> ([n nn [Vl,m S
Xy z n 'n !n!
; xy z
jjr _nx_ny __nz _\_;2»_,6_ . -
2722 Y, (2)du(z)az
v-b

L'intégration s'effectue en développant Yzm(Z), [ z, tenu-compte des
relations d'orthonormalisation des vecteurs de base (20} et nous pouvons

ainsi calculer facilement les éléments de la matrice de changement de repré-

0)

4. Application aux systtmes de fermions

Pour étudier commodément certaines propriétés d'un systeme
de fermions, nous allons voir qu'il est utile d'associer & lﬁ'éSpace %F des
états 1iés de ce gystéme, un des sous-espaces £’ de l'espace \% de Barg-
mann. On établit un isor;xorphisme entre 16}" et £lqui, notamment fait cor-
respondre 2 tout opérateur A de %F un opérateur 2\ de ,_B ! .
Nous nous proposons de déterminer tout d'abord l'expression de X en fonc-
tion de celle de A, Tenu-compte ensuite de l'isomorphisme établit précé-
demment entre ‘f)’et l'espace ‘a’eB des états d'un systeéme de bosons, nous
obtiendrons finalement 1'expression de tout opérateur A sous forme d'un
développement en fonction d'dpérateurs de création et d'annihilation de quasi-

bosons.

a) Premicr type de développement
Soit |n > une base complite orthonormée de %F et considé-
rons l'application linéaire T qui & tout état |n > fait correspondre le

!
vecteur un(Z) de \ﬁ . La fonction génératrice s'écrit alors
3m
fe@>=3 3@ n>=¢ |n> (31)
n ‘ n. n! )
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On obtient successivement :

= j
sz | alezys =L A= <ilaljs A=
<r@]al oy "y

A . . . z . .
Af(Z)-% = <1}.A}J>j Iy f(zY du(z"

Kf(_z) =y Z <ila]i> (uj, 1)

ij Ji—-.'

Or le premier (n = 0) vecteur de base 1 de j?) peut encore s'écrire

k"‘k -— k k k —
—Z'Z Z'Z k Z2 2 Z'Z Z 3 Z'Z
L TEEEE LY f BE— PP T By e
. K! K! ‘02
Ik x
(2, d zZ, 32
¢ = (Zdz) 24,2 , ( )

et il en résulte tenu-compte de (24) et (25)

. j - Jj
) d -(2,d3) d
VA Z! . z'Z VAl
fu, ) =(F=.14) = (1, =1 =] e —Z- 1(2) du(z")
! ST ¥ , R AF
et tenu-compte de la relation (22) :
. J
-(2,d47) 4
Z
u,, f) = e - f(2
o = 12
: et finalement :
i . i j
f i -(2,d;) d
N b4 $Tah g
‘ A=Y == _ila]i> e (33)
- < —
ij it I j!

!
En utilisant ensuite 1'isomorphisme établi précédemment entre ,% et éoﬂB

et étendu aux opérateurs (cf. relations (3} et(4), on obtient enfin le développe- °

| ‘ . +i + j
. (a). = Z (a’) <ilAl i ~{a’,a) a
B )J J:,—,' ¢ ‘/JT_';

Ce développement en fonction des opérateurs de création et d'annihilation de

2)

(34)

: quasi-bosons est le développement déja &tabli précédemment par Marumori

b) Deuxieme type de développement
Au lieu de laisser indéterminée comme précédemment, la base

ln > vde l'espace F hous allons choisir une base particuliére qui nous per-

| ) ment suivant de 1'opérateur (A)B image de A dans l'espace des quasi-bosons :




!
|
|
|
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mettra d'effectuer un calcul plus explicite et d'obtenir ainsi un développement
plus convergent que le développement de Marumori.

La base ln > sera constitude d'un état de référence ,¢°>
(déterminant de Slater quelcongque qui peut &tre la solution d'un calcul préala-
ble de Hartrec-Fock) ct de tous les états n trous, .n particules déduita de
It o7 -

A toute paire constituée d'un trou ‘'a et d'un état particule i
on fera corresm:-ndre une variable complexe zia ot 1a fonction génératrice

g'écrira alors :

. n
‘@(Z)>=§ _:?—3_\/::1—! ]i>>. {35)
avec @ - .
A= % Zia a: 24 (36)
. Chaque terme d'ordre n du dévcloppement précédent apparie -
un état n trous (e, B, y» ...) nparticules (i, J, k, .. .) avec un vecteur
appartenant au sous-espace ‘.%’ de \@n tel que h1 = hZ = ,.. =1 et dontles

.éléments sont des déterminants normés des variables Zia

Il est intéressant de comparer 1a tonction génératrice precé-

) 1
dente avec la fonction d'essai de Thnuless(1 +12)
) v ', — A .
lg(z) > = %_ T fq>0> (37)

Cette dernidre n'ost pas normalisée et de ce fait, bien qu'elle puisse s'écrire
sous la forme (5) d'une fonction génératrice, elle apparie les états | m > de
JeF 2 des vecteurs Pm(Z) de 'espace de Bargmann qui ne sont pas norma-
lisés. Dans ce cas, la pupart des propriétés de 1l'isomorphisme T é&tudié
précédemment ne sont plus vérifiées. Il en résulte en particulier que Ia
transformaton définie par 1a fonction génératrice (37) ne . conserve plus
I’hermiticité bien qu'elle conserve les ;/aleurs propres. On peut toutefois
établir avec la fonction (37) un développement en quasi-bosons (voir annexe 1)
qui généralise le dévéloppement établi par Jancovici et SchiffB).

11 est donc beaucoup plus intéressant d'adopter la fonction

N
 génératrice (35) et d'en déduire 1'opérateur image A de tout opérateur A

de gGF par application de 12 relation de définition :

A<cs@] = <e@)a




-
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c) Calcul des images des opérateurs de création et d'annihilation
trou-particule
Tenu compte de la conservation du nombre de fermions, les
seuls gpérateurs trc;u-particule qui ont une signification physique sont dz la
forme a+i aJ. . aa ag , at a; : et leurs hermitiqueé adjoints,
Apres avoir démontré par récurrence la validité de la rela-

tion : n-1
+1 4 + 0+
[ a1 =n2z (W) a
Y Y Y
il est aisé de déterminer l'image de l'opérateur a+i aj
A A
+ 3
= A, = —_—
2B ij Z Ziv 3 2. (38)
Y Jy

D e mé&me de la relation :

n n-1
+ +
[aa,(A)J=n%Zja(A) 3

on déduit l'opéiateur image de 2, ag
AN
I 2
a a = z, (39)
a > a Z,
B ;7 3248
Enfin, un raisonnement par récurrence permet d'établir 1'image de l'opéra-

: +
teur a a, :
Loa i

N

+ - cl . -
amai = ao 3z, +otl Z AM3 3Z. +azz AGEABY Z. +._..
i B i Py . Y {40)
avec
;)
A = L Z
af j B aZJ.aL

et la convention de notation suivante :

2. S SN W
A A Z Z ; :
ap "By 32 2 Bk 0fy g 25

iy jk
Ce dernier développement est rapidement convergent avec a = 1, @, = 1 -\E‘
a, # - 0,048 , a3 # -0,0076, leterme général an étant défini par la rela-

tion de récurrence :

na -n(n-l)al + n(n-l)(n-Z)aZ+....... +(-105d e = Va
n




-
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A partir des développements précédents, établis dans l'cspace
de Bargmanun, on déduit immédiatement les développements correspondants en
quasi-bosons. Il suffit pour cela d'utiliser 1'isomorphismc établi précédem-

ment entre £ et %B et de poser :

+ 3
Z, = B, —_— = B,
i ia dZ, ia
ia

Nous obtenons alors les développements cherchés des opérateurs de création
et d'annihilation des paires trou-particule en fonction des opérateurs de
création B+ et d'annihilation B"_ de quasi-bosons.

Il y a licu de noter que les développements qui viennent d'étre
obtenus sont légeérément difféfents de ceux de Beliaev, Zelevinskylo’ 11,12)

et plus rapidement convergents.

Remarques ' v

(1) Pour comparer entre elles les deux méthodes précédentes

de développement et celle de Beliaev-Zelevinsky, il suffit de remarquer que ’
ces développements différent entre eux par la présence d'opératcurs dont l'ac-
tion sur tous les éléments du sous-espace $’ est nul. Un tel opérateur est

par exemple le suivant :

(2= 2=+ 2= 2w -0  VYraed

d'ou :
B, B, . B,
v iB io jo ip
En tenant compte de cette propriété, les développements de Marumori et de

Beliaev-Zelevinsky peuvent &tre simplifiés.

(2) On peut encore choisir une autre base dang ng constituée
d'un état l§> , vide de quasi-particules, et des états qui s'en déduisent par
; + . : .
action des opérateurs {aa I créateurs de quasi-particules La fonction

génératrice correspondante a cette nouvelle base peut s'écrire :

le(z) > = Z_ A le >

"o n YEa-y

avec
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Le caicul des opérateurs images correspondant & cette nouvelle fonction géné-

ratrice s'effectue en appliquant 1a méme méthode que précédexﬁment.

d) Développement des opératcurs 2 un et deux corps et développement
en quasi-bosons de 1'hamiltonien

L'hamiltonien du systéme étudié a la forme générale :
H = Z h, a_+a_ + 1 Z— V.. aTa'ra a ( 41)
i if i 4 ik ij, ks 1) 4 k
ol hij désignent les éléments de ma trice d'un opérateur & un corps h et
Vij, kg désignent les &l ément? de matrice anti-symétrisés de l'interaction
V 2 deux corps.

Si on choisit pour nouveau vide de ;éférence un état { &, >
d'énergie moyenne Eo ce nouveau vide définit des quasi-particules dont
certaines sont des particules repérées par des indices latins : i, §, k, ...
et d'autres sont des trous repérés par des indices grecs: a, ff, vy, ...

On notera respectivement a+ et b+ les opérateurs de création d'états
A"particule" et d'états "trous''.

L'hamiltonien §'écrit alors :

+

= ' X k + ! *
.H = E_ +H, +(H20+HZO) tH,, (H40 + H40) + H22+(H31+H3l) (42)
avec : '

- = 1
B, = <°‘H“I)o> - Z aa 2 Vaﬁ,aﬁ
a ap
+
H:Z(h +Z_v ) 2, a, - (h +Z_v Jb' b
11 4 ij - ia, ja j ap afl apBy a @
Hyo= 3 (b + s Vig,ap) % P
ia B
+.+
H,,= 3 V. .a b ba
22 fazp ig,aj i a0 P
+. o+ .+
H40= 1 Z v a, ba ajb‘3
4 i ij,ap
ayﬂ
1 + + . +_+
H' T >V a g, aa + V_ . b b b b
2 4 , i e
2 ) ibke i) 2k 4al3y6 af,y6 5 y @ B
1 - +. 4 4 1 + +
H, = = 2V, a blala +-= v, albt vty
31 fyres ibak "1 Ta Tj Tk Z:lapy ia,By i ¢y B «
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Dans le cas ou 1'état de référence l<p0> choisi est un état de

Hartrce-Fock, le terme HZO est nul.

Nous avons déji donné précédemment les développements en
opérateurs de quasi-bosons des opérateurs de ¢réation ou d'annihilation de
paires “trou-particule”. 1l nous reste & calculer les opérateurs qui figurent

dans les expressions des termes d'interaction & deux corps, HZZ' H40 ou

H:O , H‘ZZ' I-l31 ou H31 Ces opérateurs peuvent évidemment s'écrire
sous la forme de produits de deux développements d'opérateurs a deux corps.

Cependant les calculs directs qui suivent,permettent d'obtenir des développe-

ments plus'convergents.

Dans ce qui suit, on s'est toujours limité au calcul des ter-

mes d'ordre inférieur ou égal a 4.

(1) Image de l'opcérateur a: bt b aj
IkZb Ak lzm+ai+Ak)
$(2) |a, b b,a, = <% b_a,
‘ A k kot Vi o B

'=Z<‘l””" Zz b nk lb:bﬂ 2
e -
- % < # ll:—lf‘,f-, Y 2., ®, [-'(k—l) > z_ o AR2y by AN ba3;
Y m

Ak—d] bﬁaj

) g ki) 2 Ak-2
Zk[ lksm ré:y iy Y ma °m ke 1@

Z'_ Z <¢|i(‘£_1) Ak'zb'amba +2 <<§\ Ak Ty o

k my “rma i Vi ym B kYK B
- 3 ) : 3 3 }
= |z, - Z,Z - < (2)

[ ia asz my iy m-a aZmY aij l

En ultii.isant l'isomorphisme établi précédemment entre l'espace
de Bargmann ,% et l'espace 3€B des quasi-bosons, il suffit de remplacer
daneg les dévelopéementa précédents Zia par £+ et 33 Z, par 3
pouy obtenir le développement de 1'opérateur considéré en fonctlon des op{ra-
teurs de création 3 . et d'azm1h11atmn 3 de quagi-bosons. On obtient
ainsi :

.
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(a:b:bﬁaj)B =£:a 351{3 - Z \%Jr $+ »3 .BJ oo (43)

(2} Image de l'opérateur b ab a

B jo i
PR SN
- b
< 3 (2 by ;b 2 - <3| -2 = by ab, 3
3 3 ] .
I I . v <)
[ 0 3z aZ ) Z By azY 27,

ia
et par suite :

* 0‘zz- By -B 3 ‘ (44)
ky

(bpajbaai)B = e \fB.p .ﬂ .

ia

avec : ' ] .
a, = V2 s a,= V2 - Ve = - 103

Le troisiéme terme admet pour coefficient :

Vs + V2. 2 Vg :
3 T 5 # -0,01
est donc négligeable.
(3) Image de 1'opérateur a}tajba a,
A" 4
<s(z]alab, a.=Zn<ﬂn! R

Z < eln'“‘/:' At Zip P % Pa %

n

i}

(E%zkﬂ_aji—p—l—"L L) o< e (@)

et par suite :

n

a) .

i'B ia

E%£;ﬁ3jﬁ B +... 4 S (45)

+.
(ék a.j b
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. + 4
(4) Image de l'opérateur a, a, az a

+ + - k-1 +
< qs(z),ai aj at,ak = % < ﬂk”/_k_'. 2;_ Ziu‘ ba A aj aga,

k{k-1 k-2
= <$ z, Z., A b b_a a =
2 'ksm ap @ B @ P4k
d d
- - Z Z Z
;L‘E ia T jp 0Z YA 8 < ¢ )‘
et donc :
+ o+ + ¢
(a:l a5 2, ak)B‘ = - %‘%iu ‘Bjﬂ ,‘Qza $kﬂ oo, ( 46 )
+ 4
(5) Image de l'opérateur b, b b b
& ¢y a'f
\ o+ 2—_ A" o
<t v b b, = <® b, b b b, =
Moy y « P k Ve & v o
= Z-<¢'M z a_a aFly b -
k kKK mn ™ o omono e P
' 3 3
- Tz 2 < (2l
mn m§  ny aZ‘ma anﬂ
et doﬁc:
+ 4 + :
(0gb by Bl = - 28, anY B, Bpt- (47)
mn .
(6) Image de l'opérateur bbb a
a Py
+ . . “k k-1
‘<d2)|b b ba = -< 3 z A a bb a,
laﬂly,i zk- ‘k.' [ % mo mfy i
o 2 3
= (V2 Zo'5e sz ) < s (2
m mp iy
et par suite :
+ » _ ’ '+
(babgb 2)p = 228 g B3 o+ (48 )
m ma mp 1y

LN S S B L T U U e -
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e) Image de 1thamiltonien
11 suffit maintenant de rassembler les résultats bartiels pré-
cédents (43 & 48) et de porter les développements obtenus dans l'expression

(42) pour obtenir le développement de 1'hamiltonien jusqu'au 4&me ordre.’

St +
% - Ear +Z fe;-eq) By Big ¥ Z Vip,aj Pia Bjp
ia ia jp

1 o+

T Z [Vij, ap Pic Bjp * h'c‘]
ijap

V2 + o+
P2y [v. BT BT B +h.c.]

2 ijka B ij,ak “ie T kP
AR ES )3 v. - BT 8" B tnc

ia, By

2 ima BY‘ iy "mg "ma

+ 4+ 1 + o+ _+
- V. B, B B - . V.. B, B,B B
X v ig,ay iy “ma T mby Bjﬂ 4 ijgap P kg iaT i T4 kP

ijmap

1 Z + .
- - B
4 Vuﬂ.yb Bm(s BnY Brna “np

mnapya
S ) v, B: B;’ B; B, +hec
ZE ijkta By ijyap = ia Y B ky

6:1 remarquera que le développement précédent, limité aux ter-
mes d'ordre inférieurs-ou égaux & 2, estidentique au développement de Ma‘rumoxji
et al, obtenu récemment par Li et Kleinls). Ce développement limité aux
termes du second ordre est différent de 1'hamiltonien de la R. P. A, et fournit

des équations du mouvement différentes bien que formellement identiques.

5. Application au modele de Lipkin
La méthode qui vient d'atre développée sera maint enant appli-
i 15)

e 14) -
quée au modele de Lipkml ) afin de comparer nos résultats et certains

de ceux obtenus antérieurement,

L'hamiltonien du systdme étudié a‘écrit :
' - 1,2, 2
H=e J + V(I +73).

avec ¢
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La base n > de la représentation adoptée est définie par :
= -J
Jo\n> (n-N\n>
: T 1/2
I In > = {(Z\l-n)(n+l)] [n+1>

J_‘n>= [(2J—n+l)n}l/2 ln-l>

et :
+1
JT [n> =0 Vn N=27
La fonction génératrice g'écrit :
s> = 2 " i >
i=0 i!
Nous allons déterminer les images' desvopérateurs J J+ s J+2.

a}) Image de Jo

A ‘ \ TN K ] 3 SN_ Sk

I-o<3(z)]= <227 =% S k)T o= (255-10 2

e ° o K’ ° °z k=0 VK

' 3 ;
. = (257 - < (2

par suite
A 3
I,= 235 -1

b) Image de I,
A 1/2

N n Nk .
VJ+<§(Z) = % fn—.'<n‘J+ -rgl ﬁ«]-l {(2J-n+l)n]

On remarque que J+ doit atre développé sous la forme :

L2
A 2 3 © g
= + ———e
J+ aOZ alZ 32 +azZ (—a—az) + ..,

~ . N e . ] i
I, <8z = 2 ¥ oo, 22y B o)
+ T o .

3z i!

LY g Ao 2 <i-1}
ij (-1 G-y

N i ) 1/2
z

= -~ (2J7-i+1)i i-1

%o il [ ' } i \

Les vecteurs Ii >  étant linéairement indépendaat 8, nous en déduisons que :

D

) A R T i N BB 0 S R e oA Ts N Ls A LT
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! (b-1) {(2J-n+l)]l/z (49)-

jgo J (n~j-1}!

Le calcul des coefficients a) se fait par récurrence.

c) Image de J+z

En précédant comme pour J+ , on obtient la relation suivante :
n-2 , /2 .
B. ("—’.Q—,'=[(25-n+z)] {50)
4 (m-j-2)
J_
et :
o 2
2 2 . 53 3 4 -}
= Zz° + Z7 =+ A - + .
Iy ﬁo ﬁl YR ‘ﬁ ( dZ ) .

Des relations (49) et {50) nous déduisons les premitres valeurs de @, et ﬂi
a = m . ) ’

a, = JzJ-1- ‘/2_?

‘ 1/2-\/2.1-2-\6.1-1 +1/2 \/Z_J-

>
1

; 2
B, = 23(2J-1)
B, = JeIi-1n@EI-2) - WVarei-n
Py = l/Z J27 - 2023 - 3) - JEID@T-2) + 2 Jzi(za-1)

Notre méthode permet donc d'obtenir rapidement la forme condensée des coef-

[ficients du développement.

6. Conclusions.

La méthode de la fonction génératrice est une méthode tres
générale qui permet de transposer tout probleéme de: mécamque quantique posé
dans l’espace %F ou JgB des systemes de {ermions ou de bosons en un
autre probléme 2 traiter dans un espace fonctionnel 3:‘ que l'on choisira,
L'essentiel est de définir dans F  une base orthonormée Pm(Z) corres-
pondant au choix d'une certaine métriqué M(Z) 1a variable Z pouvant gtre

réelle ou complexe :

®_.P) = j P, (2) P (2) Mz) az =

mn

- Cette base {Pm} permet d'établir une correspondance biunivoque avec une
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base {m} d'un sous-espace 2}@ de % et de définir une fonction :
= >
]i:(z) ¥ P_(2) |m
) m
géne’ratricé de tout vecteur Y.>& 26

lv>= fuz) |22)> uiz) az

’
Tout état ¥ > ¢€ 3@ admet ainsi une image f{2) et
!
tout opérateur A agissant dans J@ admet un opérateur image A agis-

sant dans 3'-4 , tel que : .
Fy
Agz) = j< ()4 a(z) s (20 w2z az

La signification physique des parametres Z ainsi introduits
dépend évidemment du probleéme étudié. A

La correspondance ainsi établie est un isomorphisme qui per-
met. de résoudre rigoureusement cians 3:‘ . un probléeme initialement posé
daﬁs j@' . .

En appliquant cette méthode dans le cas particulier ou l'espace
fonctionnel E" ‘est l'espace de Bargmann, il a été'facile d'exprimer rigou-
reusement tout opérateur de ggF notamment 1‘hamiltonien, en wn développe-~
ment d'opérateur.s de crééﬁon et d'annihilation de quasi-bosons. Les dévelop-
pements ainsi ‘obtenus~aont rigoureux et semblables & ceux de Beliaev-Zelinsky
et de Marumovri., Iben différent d'une part par l'ordre des termes, en ce qui
concerne les développements de Beliaev-Zélinsky et d'autre part par l'absence
de termes excéderfaires dont 1'action est nulle dans le sous-espace dans le-
quel ils agissent. Les développementé ainsi obtenus sont donc plus simples

et plus rapidement convergents,

La méthode de la fonction généré.trice qui vient d'dtre utilisée

. !
dans le sous-espace % des états du spectre discret de 1'hamiltonien

peut 8tre étendue A 1’étude des &tats du continuum. Cette exténsion fait 1'ob-

jet d'un travail en cours.
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Annexe 1

Complément du développement de Jancovici et Schiff

La méthode dite des coordonnées génératrices, cherche a mini-
miser la fonctionnelle :

< v \H e
" en adoptant pour fonction d'essai :
o> = [12) 4@y, oz
Z désignant ici 1'ensemble des parametres complexes Zia qui définissent
la fonction d'onde de Thouless :

|32) > = exp [

ia

X :
20 %% ]lﬁ)

l¢> désignant un déterminant de Slater, solution des équations de Hartree-

Fock.
La minimisation de la fonctionnelle conduit & 1'équation inté~
grale : - )
Jl<s@lnfszr> - & <02 fozn>] w2z az = o

La transformation compléte et rigoureuse de 1'équation inté-
grale ci-dessus en une équation différentielle en 2, a/aZ est réalisée en

utilisant les résultats préliminaires suivants :

@ <s@]az) > = det (a,)
avec . : .
AaB N 611[3, f i§+1 Zia Z'ipA
B + . ) B n Q(Z') = _L (Z') §(Z')>
] (b) < @‘aﬁ a, exp {ga Zmaaaa,m]' > aziﬁ <l [

+

Avec la notation R = exp{ Z zma aa am} , on établit
ma

les relations suivantes :

Ra+ = a R
a

a

Ra = (a - ¥ Z a)R
PN B

Ra1 =aiR
N +

R =

. a {a, + Z iaa)R
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d'ol I'on déduit :
+
<alaga Rlgz) s> = E— <5 (@ |2 (20>

3 Ziﬁ

N
<alr ata [az)> (3 Z T ) <42 820>
=1

b pa azqa
ay
+ —a_
<8R a2’ 5(z) > = (2. 2z ) <5 (2[5 (z0 >
I 22, e P 3% /

<8R ala 520> = (7 - S g Z, 3 ) <8(z0]s(z)>

En utilisant les résultats partiels précédents, on obtient le développement

suivant de 1'hamiltonien (42)

JH(z, =) 21_; (e -e )zml aZ
- . 2, 3
2 v, . [z, -z 7z 2 ] -2
ia iB i aj [ ia nZv iy "na aZnY aij
1 [ 9 9
Y v -z z '][z - zZ, z_ . —%—
4 ij,ap ij,ap l; iy na BZnY iB ’?-:Y Jjy mB aZn]

v ¥ 22 1 A A
+_ViJ.a[3 [ BZ_“3 32, ]+ 4 Z Vij,k,g Z Zm B 32z, 32

1 2. 2

i ij,ak [VlJ-“k (2 i zlﬁzna oz APA Iy azkg.)
3 A
z

* Y5 ak (zﬁ'— KB 3% ) 3z,

1y [ A A
+ = (z, - Z, Z )} ( Z )

2 jap By Ty g& By aZg z-J— By




et

-
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Si on limite ce développement aux termes d'ordre inférieur ou

8)

égal 3 2 on obtient le développement de Jancovici et Schiff
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