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Résumé . On établi t un i somorph i sme en t r e le s o u s - e s p a c e cKo des 

é ta ts physiques l i és et un espace fonctionnel n o r m e . Cet 

i s o m o r p h i s m e e s t r é a l i s é avec une fonction g é n é r a t r i c e des 

états de 3\o . En cho i s i s san t pour espace cr un espace de 

B a r g m a n n , on établit un i s o m o r p h i s m e en t re un e space O^ 

des é ta ts f e rmions et un espace ffi des états bosons . On ob-
B 

t ient a l o r s un développement en t e r m e s d ' o p é r a t e u r s de q u a s i -

bosons de tout opé ra t eu r de dt_, , no tamment de l 'hamil tonien 

pour lequel le développement obtenu e s t semblable à ceux de 

Be l i aev - Zelevinski et de M a r u m o r i en étant toutefois plus 

s imple et plus convergent . 

Abs t r ac t . An i somorph i sm beetween the #» subspace of the physical bound 

s ta tes and a no rma l i zed fy functionnal space is es tab l i shed . 

ThiB is done by introducing a genere t ing function of this 3 6 

s t a t e s . By choosing for the £F space, the B a r g m a n n ' a space 

an i s o m o r p h i s m is obtained beetween an a\a space of the 

fe rmions s ta tes an 3£ space of the boson s t a t e s . An ex-

pansion.of any quas i -bosons ope ra to r of 3G„ is thus feasible. 

• This is p a r t i c u l a r l y in t e re s t ing for the hamil tonian o p e r a t o r . 

In this c a se the expansion obtained, s i m i l a r to the B e l i a e v -

Zelevinski and M a r u m o r i expansions , appear to be s imple 

and m o r e convergent . 

* B o u r s i e r C.N. R. S. L ibanais 



z. 

1. I n t r o d u c t i o n 

Les techniques de développement des o p é r a t e u r s de s y s t è m e s 

de fe rmions en fonction d ' opé ra t eu r s de c réa t ion et d 'annihilat ion de q u a s i -
1.2) 

bosons ' se sont r évé lées pa r t i cu l i è r emen t efficaces pour é tudier l es ha -

mi l toniens col lect ifs et l es opé ra t eu r s de t r ans i t ion des noyaux p a i r - p a i r . 

• Deux méthodes de développement ont été employées : ce l le de Bcl iaev et 
I) 2) 

Zelevinsky et cel le de M a r u m o r i et al. dont les re la t ions ont été étudiées 

4) 

p a r Marsha lek . Malheureusement ces développements convergent l e n t e ­

ment quand i l s convergent , et ne respec ten t plus le p r inc ipe de Pau l i quand 

ÏIB sont t ronqués . Nous nous proposons de m o n t r e r comment la méthode de 

la fonction g é n é r a t r i c e p e r m e t de cons t ru i r e des développements en quas i -

bosons qui r e spec t en t r igoureusement le p r inc ipe de Pau l i et sont pa r ai l leurs 

p lus r ap idemen t convergen t s . 
La méthode des coordonnées g é n é r a t r i c e s s ' e s t r évé lée ê t r e 

tout p a r t i c u l i è r e m e n t bien adaptée à l ' é tude des m o u v e m e n t s col lect i fs des 
5,"7) 

s y s t è m e s de fe rmions ; n in terac t ion . A p a r t i r de l ' approximat ion la 

plus s imple .qui cons is te à d é c r i r e ce sys t ème p a r une fonction d'onde 

( $(a ,x) > de pa r t i cu l e s indépendantes p lacées dans un potent ie l moyen V(a ) t 

dépendant de p a r a m è t r e s a , on cons t ru i t une m e i l l e u r e fonction d'onde d ' e s s a i 

p lus géné ra le . en superposant l i néa i r emen t l e s é ta ts c o r r e s p o n d a n t s aux défor ­

ma t ions pos s ib l e s du potent iel ; 

I Y (x) > = f f(a ) | f.(ct , x) > do 

La m e i l l e u r e solution [Y > e s t celle définie pa r la fonction de poids i(a ) 

qui m i n i m i s e la fonctionnelle < y | H j f > On a déjà m o n t r é a n t é r i e u r e -
7 ( 9) 

ment comment cette méthode des coordonnées g é n é r a t r i c e s p e r m e t de 

r e t r o u v e r l 'approximation "quas i -bosons" ou la R. P. A. sans toutefois a m é l i o ­

r e r ces p r écéden t e s méthodes d 'approximat ion. 

Nous nous proposons de m o n t r e r qu'i l es t t r è s i n t é r e s s a n t de 

chois i r pour fonction de poids f(a ) des fonctions analyt iques f{Z) a p p a r t e ­

nant à un des s o u s - e s p a c e s fonctionnels 9* de l ' e space de B a r g m a n n ' , 

On peut a l o r s définir une fonction If (Z,x) > géné ra t r i ce de tous l e s é ta ts 

| ï ( x ) > du sys t ème physique étudié et qui établit- un i s o m o r p h i s m e en t r e ce 

Bous-espace $£ de Bargmann et l 'eBpace des états physiques de te l le s o r t e 

que : 

J y ( x ) > = Jf(Z) J f {Z, x) > du (Z) 



La fonction f(Z) es t image dan.i S de l ' é ta t |Y (x) > et d|i(Z) es t la 

mé t r ique de Ba rgmann . 

Tout p rob lème de r eche rche d 'é ta t p r o p r e ou de valeur p rop re 

d'une observable A du sys tème physique es t a l o r s t r a n s f o r m é en un p r o b l è -

me semblable m a i s de solution plus a i sée et concernant l ' o p é r a t e u r image A 

de A dans l e s o u s - e s p a c e S de Ba rgmann . Etant donné pa r a i l l eu r s 

l ' i s o m o r p h i s m e bien connu qui rel ie l e s e spaces de Ba rgmann et l e s e spaces 

des é ta ts des o sc i l l a t eu r s ha rmoniques , il en r é su l t e f inalement que tout opé­

r a t e u r A concernan t un sys tème de fe rmions a d m e t t r a pa r image un o p é r a ­

teur (A) concernant des quas i -bosons La méthode de la fonction g é n é r a ­

t r i c e déc r i t e ici p e r m e t t r a donc f inalement d 'obteni r des développements 

r igoureux en t e r m e s de quas i -bosons y des obse rvab le s d'un s y s t è m e de f e r ­

mions valables jusqu ' à un o r d r e auss i é levé qu'on le d é s i r e . Ces développe­

men t s se r évé le ron t t r è s rap idement convergents et donc t r è s u t i l e s . 

Dans la sect ion 2 nous al lons définir la fonction g é n é r a t r i c e 

et l ' i s o m o r p h i s m e qu 'e l le engendre . Dans les sec t ions 3 et 4 nous appl i ­

que rons l a mé thode aux s y s t è m e s de bosons et de fe rmions . Nous donnerons 

enfin dans la sect ion 5 quelques appl ica t ions . 

2. La méthode de la fonction g é n é r a t r i c e . 

a) L 'appl ica t ion ï 

Soit JKo l ' e s p a c e de Hi lber t des é ta ts du sys t ème physique 

étudié et soit pa r a i l l eu r s l ' e space fonctionnel n o r m e des fonctions f(Z) 

où Z = (Z , Z ' ; Z ) es t un point de l ' e s p a c e euclidien rée l ou complexe 

E M à N d imens ions (N ent ie r quelconque) : 

(f, g) = f f(zT g(Z) d U w ( Z ) ( 1 ) 

avec dp (Z) = ji (Z) dZ c a r a c t é r i s a n t la m e s u r e adoptée dans 

Nous nous proposons de m o n t r e r qu'i l e s t poss ib le d 'é tab l i r , à l ' a ide d'une 

fonction g é n é r a t r i c e qui va Stre définie, une applicat ion l inéa i re et injective 

T de 3& dans S* , te l le que tout p rob lème dans cfto 8 e r amène à 

un p rob lème semblable , m a i s de solution plus a i s ée dans un s o u s - e s p a c e v e c ­

tor ie l f de f 

Dans ce qui suit, nous ne c o n s i d é r e r o n s qu'un s o u s - e s p a c e f̂c> 

de $6 sous - tendu pa r une b a s e dénombrable const i tuée des v e c t e u r s o r tho -

n o r m é s Jm > et nous é tabl i rons une co r r e spondance bi-univoque, qui, à 

tout vec teur de b a s e Jm > de Iffa fasse c o r r e s p o n d r e un vec teur P (Z) 



4. 

d'une base orthonormée de 3f • 

P m (Z) = T | m > ( Z ) 

et pour un vecteur ly > quelconque de : 

T|T> = I < m

P

m ( Z > = f ( Z ) 

Ainsi tout vecteur I "• , > de $ê et son image f dans J" ont même 

m m 
. . < r r ' . 

ies com­

posantes. L'application linéaire T peut Être étendue aux opérateurs de telle 

sorte que tout opérateur A de 0b admette toujours un opérateur image A 

et un seul dans J" de telle sorte que : 
Â = T . A . T" ( 3 ) 

et d'une façon plus générale pour toute fonction algébrique ou développable : 

f (Â) = T . f(A) . T" 1

 ( 4 ) 

ou f (A) = T" 1 . f(A) . T 

b) La fonction génératrice. 

L'application qui vient d'être considérée peut aussi Stre commo­

dément définie à l'aide de la fonction génératrice 1$ (Z) > définie comme suit : 

U(Z) > = X P ( Z ) |m> ( 5) 
I m m I 

Compte-tenu en effet de I'orthonormalité des états de base P (Z) 
m 

P (Z) P (Z) du(Z) = 6 ( 6 ) 

on obtient immédiatement .-

| y f > = J f { z ) | » ( z ) > dn(z) = T _ 1f(z) ( ? ) 

La fonction 1$ (Z) > est donc génératrice de tous les états |y > de 3v 

dont chacun est représenté dans $• par la fonction de poids f(Z), On 

remarque que leB états P (Z) qui figurent dans l'expresBion de |$(Z) > 

sont orthonormés. Cette dernière propriété est essentielle et nécessaire 

pour assurer la validité des résultats qui vont être établis. Nous examine­

rons toutefois cl-apres (§ 4,b) un cas où cette condition d'orthonormalisa-

tion n'est paB satisfaite. 



c) Relations d'orthDgon.iliLation et de fermeture 

On remarque : 

< » (Z) J $ (Z) > = X P

m ( Z ) Pm(Z')" 
m 

ff(z') < Kz)|s(z') > du(z') = H im fp m (z ')P n (z) Pn(z-) dn(z-) 
mn i 

= a t pm(z) = f(z) 
m m m 

La fonction génératrice satisfait donc à une relation d'orthogonalisation qui 

peut s 'écrire symboliquement : 

< *(Z) | - ï (Z ' ) > = 6 (Z - Z>) ( 8 ) 

On obtient ensuite la relation de fermeture suivante : 

|»(Z') >d|i(Z') < * ( Z ' ) | = £ j P m ( Z ' ] | m x m | P n ( Z ' ) d u (Z ' ) 

(9) 

| î (Z') >.d|i(Z') < t ( Z ' ) | •= X j m x m j = 1 

m 

De c e s conditions ré suite que l'application T peut être exprimée comme 

suit : 

f(Z) = T | y > = < $ (Z) | V > ( 10 ) 

On en déduit également : 

A < î (Z ) l = T < m | (T A T" 1 P (Z)^ = Y. < m I A P (Z) 
tri ' \ m I mn I nm n v ' 

= Z <n l A | m > < t n | P (Z) = <$ (Z)| A n nm 

ce qui permet de définir de ia manière suivante l'application T étendue aux 

opérateurs : 

Â < J (Z) | = < i (Z) | A ( 11 ) 
A 

dont on déduit finalement l'action de l'opérateur image A sur un vecteur 

quelconque de l'espace ff ! 

Âf(Z) = Â < t ( Z ) l v f > = f< î (Z) | A [ J ( Z ' ) >f(Z') d î(Z') ( 1 2 ) 

d) Conservation du produit scalaire 

Soient ff et y deux vecteurs quelconques de àQ> admettant 

pour images les vecteur B f et g de OT , on remarque : 



<y fJy > = [f f(z) < i (z) | »(z') > fi(z') dw (z) d^ (z1) 

f — ( 1 3 ) 
= j f(Z) g(Z) d|j(Z) = (f, g) 

Le produit s c a l a i r e e s t donc conse rvé dans la t r ans format ion T. 

e) Conservat ion des é léments de m a t r i c e et des équat ions aux 
va l eu r s p r o p r e s . 

A 
De la définition ( i l ) de l ' o p é r a t e u r image A ré su l t e i m m é ­

dia tement 
A 
A, < }(Z) | * (Z') > = < $ (Z) | A ] $ (Z 1) > 

A 21 P (Z) P (Z') = Y P (Z) < m j A \ n > P (Z 1) 
t r m m <•— m ' ' n m m n 

et puisque l e s vec t eu r s P (Z 1) Bont l i n é a i r e m e n t indépendants : 

A P (Z) = £ • < m IA l p ( Z ) 

et donc 

(P , A P ) = < m A l n > ( 14 ) 
v m n ' A 

Les g é n é r a t e u r s A et A ont donc m ê m e s é léments de m a t r i c e dans 

l e u r s b a s e s r e s p e c t i v e s . 

De m ê m e si A désigne un o p é r a t e u r quelconque de (yto et s i 

( A - a) | y > = 0 • 

il en r é su l t e de sui te : 

< « (Z) [ (A - a) | ï > = 0 
< 

< J ( Z ) | (A - a) | y > = j f(Z') [< * ( Z ) 1 A | » (Z ')> - a<$(Z) î (Z ' )> ] dp(Z') 

= (A - a) £(Z) = 0 ( 1 5 ) 

Toutes l e s va l eu r s p r o p r e s sont donc c o n s e r v é e s dans la t r ans fo rma t ion . T . 

f) I s o m o r p h i s m s de l ' h e r m i t i c i t é 
A 

De la définition (12) de A on déduit succes s ivemen t 

Â g(Z) = J < t(Z) | A l ï(Z<) > g(Z') du (Z 1 ) 

A + f(Z) = J < J(Z) l A + | *(Z") > f(Z') dp(Z') 

= | < * ( Z ' ) | A U Z ) >*f(Z ' ) d j i (Z ' ) 
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et par suite : 

(i, A g) = J f(Z) <$ (Z) \ A U ( Z ' ) >g(Z') dn(Z) du(Z') 

(A f . g) = J f(Z') <$ (Z')|A|$(Z) > g(Z) dM{Z) dM (Z1) 

d'où l'on déduit : 

A = A (16) 

l'image de l'hermitique est donc l'hermitique de l'image. 

g) Isomorphisme du produit des opérateurs 

Des définitions (3) et (4) des opérateurs images résulte immé­

diatement : 
A i _i i A /•> 
AB = T AB T = T A T . T B T = A B 

et : AB = A . B (17) 

L'image du produit est donc égale au produit des images. 

h) Etats propres de moment angulaire 

La transformation T peut être suivie d'une opération de 

projection afin d'extraire d'un état |v> ses composantes I YTw > de 

moment angulaire. On obtiendra ainsi : 

. • |*rM>= N J P J M *> = j D ^ r i R ( r f d n J " f ( Z , ' * ( Z ) > d M ( Z ) ( ' 8 ) 

1/2 

N désignant le facteur de normalisation 

N J = < ¥ . | P J M ' * ' 

En conclusion, l'application T linéaire injective de <f& dans 

\J est une bijection de a\t dans J et un isomorphisme pour les struc­

tures de de et de T C T . 

3. A p p l i c a t i o n aux s y s t è m e s de b o s o n s . 

a) L'espace S> de Bargmann 

Dans le cas où le système physique étudié est une assemblée de 

bosons, il y a avantage à choisir pour espace 3" l'espace de Bargmann 

00 constitué des fonctions analytiques f(Z) développables en séries conver 

pentes : , 
h h h 

«Z> = Z . « h f c u Z , Z? ••• Z n 

h, h h l V - - h n ! 2 



et dans l esque l les une var iab le complexe Z. est a s soc iée à chaque type 

éventuel de boson. On é c r i r a symboliquement : 

(h) f(Z) = X o Z 
h " 

Cet espace es t n o r m e (1) avec la mé t r ique 

/^> -n Z Z , 
d|j (Z) = TT e TT dx dy 

et admet la b a s e o r thonormée const i tuée des vec t eu r s : 

z ( h ) , : • . . . 
h 

z n 

n 
» / h , '• • 

h .' 
n 

u.(z) = = f b r (20). 

Chaque n o m b r e complexe , a, p e r m e t de définir un vec teu r e (Z) de CO 
eu n 

. ,„. "â. z 
e a ( Z ) = 6 ( 2 1) 

tel que : 

( e a . f ) = J e a > Z f(Z) du(Z) = f(a) ( 2 2 ) 

La fonction e (Z) joue donc dans $} un ro le semblable à la fonction f. (x-a) 

dans l ' e space de Hi lber t de la mécanique quantique. 

Il y a l ieu de c o n s i d é r e r dans CD tout p a r t i c u l i è r e m e n t les 
n 

o p é r a t e u r s Z et d = ô/dZ qui sat isfont aux re la t ions de commuta t ions : 
K K K 

[ v z J =° : [\-\] -° •• [\- zi)-\„i ( 2 3> 
On no te ra enfin que l e s o p é r a t e u r s Z, et d, sont he rmi t iques adjoints l 'un 

de l ' au t r e : 

\ - d k + < 2 4 > 

et p a r suite pour tout couple de vecteur f et g de yjo t on obtient : 

( Z k i, g) = (f , d f c g) ( 25 ) 

b) L 'o sc i l l a t eu r harmonique 

Soit <}Ç„ l ' e space des é ta ts de l ' o sc i l l a t eu r ha rmonique . Tout 

état |v > admet sa r ep résen ta t ion de Fock : 

1*> = I fjn > = I Cn ,/n"! |„> = £ C (a+)" | 0 > 

n n n 
= V (a ) ) 0 > 



[a, a ] = [a + , a + ] = 0 

Ta, a + ] = 1 ( 26 ) 

a I 0 > = 0 

Faisons correspondre à tout état In > de l'oscillateur, le vecteur u (z.) 

de l'espace w de Bargmann. La fonction génératrice correspondante 

s'écrit alors : 

•£• m 

I• (z>> = Z u

m

( z > l m > = E — \ m > < 2 7 > 
m m J , 

V m ; 
et l'application considérée est un isomorphisme qu'à tout état |v> de cnor> 
fait correspondre un vecteur f(Z) de 9ô conformément à la relation : 

f(Z) = £ < n | V > - | b (28) 
n . Vn! 

et inversement : 

_-— n 

On remarquera : 

<$(Z)|$(Z')> = Z « (Z)»n(Z ,> = « Z ' Z =e-,(Z) 
• n •. * ( 29 ) 

= 6 (Z - Z') 

On obtient aisément des images dans 3u des opérateurs de base a et a 

en utilisant la relation (11) de définition : 

+ * - 7m 

a <$(Z)| = < j(Z) | a = 2_ ~=- < m J a 
• m Vm! 

= I . fllUL Z m < m + U =d7<{(Z)| 
m V (m + 1); ^ 

et par suite : 
-1 A ± -\ h, 

T a T = a = dZ et T a T = a = Z ( ;0 ) 
L'équation a | 0 > = 0 a pour image d 1 = 0 et on remarque : 

<t(Z) j a | î(Z')> = - ^ 6 (Z- Z') 

c) Applications 

Nous considérons l'oncillateur harmonique à trois dimensions 

qui a pour hamiltonien : 
+ + + 3 

H = a a + a s + a a + - J 
'"--.- x x y y z z Z 
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et la fonction g é n é r a t r i c e : 

|$ (Z) > = e

Z ' a ' loOO > 

Z = (Z , Z , Z ) ; a = ( a + , a , a ) 
1 x y z x y z 

A 
En ut i l isant l es re la t ions (1?) et (30) nous obtenons l ' image H de H : 

A toute fonction p r o p r e f(Z) de H c o r r e s p o n d une fonction p r o p r e | V.> de H 

de te l le so r t e que : 

|if, > = [ f(Z , Z , Z ) I j (Z) > d|i (Z) = f ( a + , a + , a + ! 000 > 
' f J x y z I x y z ' 

On peut a ins i obtenir p lu s i eu r s types de fonctions p r o p r e s 

de H et no tamment les su ivantes : 

1) NOUB avons : 
A 
H f(Z , Z ,Z ) = E f ( Z , Z , Z ) 

x y z x y z 
A 

Nous pouvons r e m a r q u e r que M a pour fonction p rop re la fonction : 
n n n 

X Z y 

z. y_ 
z x z y z 

f (Z , Z , Z ) = f (Z ) f (Z ) f (Z ) = . 
X y a n x x n y - y n z z ! , n , n 

" V X Z 

• Nous en déduisons que : 

a a a 
x y_ |Y,> = U > '= - ^====£====== 1.000. > 1 f I ' n n n / ' 

x y z v n ; n ; n .' 
' « x y z 

A />2 
2) Nous pouvons auss i d é t e r m i n e r des fonctions p r o p r e s communes H , L 

A 

et L EiKhant que (30) et (4) : 

l - H Z A ( fs-) 
A 
L étant la t r a n s f o r m é e du moment cinét ique L 

A AZ A 
On r e m a r q u e que les fonctions p r o p r e s de H et L , L> sont l e s h a r -

z 
moniques sphér iques s ' é c r ivan t sous la forme : 

f . (Z , Z , Z ) = A „ p 2 Y „ ( Z ) 
vXm x y z v * 1 1 1 JÎrn 

V J j m étant une constante de normal i sa t ion et : 
2 2 2 2 

p = Z • + Z + Z 
- - _ x Y z 
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Ainsi nous obtenons : 

J t i -
ly > = À p' 2 y ( a + ) j 000 > 

2 + 2 , + 2 , + 2 
a + a + a P y 

3) De la conservat ion du produi t s ca l a i r e (13). nous déduisons que : 

A ^ 
< n . n , n I \>&m > = (f , f ) = x y zl n n n \>£,m 

' x y z J n .'n .'n .' Y x y z 

Uf __n _n _ n VrA • _ 
Z X Z y Z Z p " 2 1 - Y, (z)du(Z)dZ 

x y z ^ i m v ' M V ' 

L ' in tégra t ion s 'effectue en développant Y (Z), p 2 , t enu-compte des 

re la t ions d 'o r thonormal i sa t ion des vec t eu r s de b a s e (20) et nous pouvons 

a ins i ca l cu l e r fac i lement l e s é léments de la m a t r i c e de changement de r e p r é -
10) 

sentat ion. D ' a u t r e s appl icat ions ont déjà été obtenues 

4. A p p l i c a t i o n a u x s y s t è m e s d e f e r m i o n s 

P o u r é tudier commodément ce r t a ines p r o p r i é t é s d'un sys t ème 

de fe rmions , nous a l lons voir qu'il e s t ut i le d ' a s s o c i e r à l ' e s p a c e $, des 

é ta ts l i é s de ce sy s t ème , un des s o u s - e s p a c e s i o de l ' e s p a c e (ÎD de B a r g -

mann. On établi t un i s o m o r p h i s m e en t re % et S qui, no tamment fait c o r ­

r e spondre à tout o p é r a t e u r A de un opéra teur A de J(5 . 
* /\ 

Nous nous p roposons de dé t e rmine r tout d ' abord l ' exp re s s ion de A en fonc­

tion de cel le de A. Tenu-compte ensui te de l ' i s o m o r p h i s m e établi t p r é c é ­

demment en t re J o et l ' e s p a c e ç€» des é ta t s d'un sys t ème de bosons , nous 
13 

obtiendrons f inalement l ' exp re s s ion de tout opéra teur A sous forme d'un 

développement en fonction d 'opé ra teu r s de c réa t ion et d 'annihi lat ion de q u a s i -

bosona. 

a) P r e m i e r type de développement 

Soit In > une b a s e complete o r thonormée de <ro et cons idé ­

rons l 'appl icat ion l i néa i r e T qui à tout état [n > fait c o r r e s p o n d r e le 

vec teur u (Z) de \Î5 . La fonction géné ra t r i ce s ' é c r i t a l o r s : 

j * (Z) > = £ u j z l n > = Z • 2

/ L - | n > ( 31 ) 
n n y n .' 
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On obtient successivement : 

< *(Z) f A | t (Z ' ) > = X - — < i ] A J j > - = -
. ij ' Vi • Vj ; 

z 1 (. •=• 
A f(Z) = r - = • < i JA] j > - 6 — f(Z') du(Z') 

ij » i ; j ! 

Âf(Z) = Y. 4=- <i 1A| j > (u. , 0 
i j Vi ; J 

Or le premier (n = 0) vecteur de base 1 de 03 peut encore s 'écrire : 

- Z ' Z Z'Z V , ,.k Z kZ~' k Z'Z "T- , , , k Z k , 3 , k ? Z 
1 = e = Z_(-l) K ; = 2_ (-1) i r r ( ô z ' e 

k k 

. , - (Z,d z ) z"',Z ( 3 2 ) 
1 = e e 

et il en résulte tenu-compte de (24) et (25) 

z- j dz- r - ( z , d z ) 7'z dz-
(u., f) = (-£=- , f) = (1, ~p= f) = e e Z ^ - ^ r f(Z) du(Z') J 

r ^ - , f) = (], - ^ : f ) = j e X~'~" e Z ' Z - ^ 
Vj! Yj. ' J Vj! 

et tenu-compte de la relation (22) : 

-(z, a z ) d^ 
(u. , f) = e - t e r f(Z) 

J . Vj! 
et finalement : 

* <~ z 1 i . - ^ • d z ) d z 
A = X -7= <i lA j > e -A- ( 3 3 ) 

ij Vi! V j ! 

En utilisant ensuite l'isomorphisme établi précédemment entre oD et èa 

et étendu aux opérateurs (cf. relations (3) et(4), on obtient enfin le développe­

ment suivant de l'opérateur (A)„ image de A dans l'espace des quasi-bosons 
a 

(A)_ '= I i ^ L < i | A | j> e -
( a + . - ) _ i L ( 3 4 ) 

B ij vT' vT7 
Ce développement en fonction des opérateurs de création et d'annihilation de 

2) 
quasi-bosons est le développement déjà établi précédemment par Marumori . 

b) Deuxième type de développement 

Au lieu de laisser indéterminée comme précédemment, la base 

|n > de l'espace rfÇp nous allons choisir une base particulière qui nous per-
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mettra d'effectuer un calcul plus explicite et d'obtenir ainsi un développement 

plus convergent que le développement de Marumori. 

La base In > sera constituée d'un état de référence \i > 

(déterminant de Slater quelconque qui peut être la solution d'un calcul préala­

ble de Hartree-Fock) et de tous les états n trous, n particules déduits de 

l » o > -
A toute paire constituée d'un trou a et d'un état particule i 

on fera correspondre une variable complexe Z. et la fonction génératrice 

s'écrira alors : 

V A n 

|$ (Z) > = 2- — 7 7 = - |}> (35) 
n n • V n.' ' 

avec : 
A = T £~ a + a ( 36 ) 

*— ta i a v ' 
îa 

• Chaque terme d'ordre n du développement précédent apparie 

un état n trous (a , p, y , . . . ) n particules (i, j , k, . . . ) avec un vecteur 

appartenant au sous -espace «io de «!© tel que h, = h, = . . . = 1 et dont le6 
n \ à 

éléments sont des déterminants normes des variables Z. . 
ict 

Il est intéressant de comparer la fonction génératrice précé­

dente avec la fonction d'essai de Thouless 

Mz) > = I 77 K> ( 3 7 ) 

n 
Cette dernière n'est pas normalisée et de ce fait, bien qu'elle puisse s'écrire 

sous la forme (5) d'une fonction génératrice, elle apparie les états | m > de 

3b à des vecteurs P (Z) de l'espace de Bargmann qui ne sont pas norma-r m 

lises. Dans ce cas, la plupart des propriétés de l'isomorphisme T étudié 

précédemment ne sont plus vérifiées. Il en résulte eu particulier que la 

transformation définie par la fonction génératrice (37) ne .'. conserve plus 

l'hermiticité bien qu'elle conserve les valeurs propres. On peut toutefois 

établir avec la fonction (37) un développement en quasi-bosons (voir annexe 1) 
8) 

qui généraiiBe le développement établi par Jancovici et Schiff . 

Il est donc beaucoup plus intéressant d'adopter la fonction 

.trice (2 

de 36„ par application de la relation de définition 

génératrice (35) et d'en déduire l'opérateur image À de tout opérateur A 

Â < i (Z) j = < i (Z) } A 
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c) Calcul des images des opé ra t eu r s de créat ion et d 'annihilat ion 
t r o u - p a r t i c u l e 

Tenu compte de la conserva t ion du nombre de f e rmions , l e s 

seuls o p é r a t e u r s t r o u - p a r t i c u l e qui ont une signification physique sont de la 
+ + + 

forme a . a. , a a„ , a a. et l e u r s he rmi t iques adjoints. 
i J a p a i ^ 

Aprè s avoir démont ré par r é c u r r e n c e la val idi té de la r e l a ­

tion : , 
n-1 + 

a 
[ (A+) , a + ] = „ X Z, (A+) 

Y 

il es t a i s é de d é t e r m i n e r l ' image de l ' o p é r a t e u r a . a . 
i J 

A 
a 

f a. = A.. = J_ Z. •—=— ( 3 8 ) 
i j IJ * - i Y b Z . 

V JY 
D e m ê m e de la re la t ion : 

n-1 
[ a , (A+) ] = n T Z. (A+) a. 

a *r j a j 

+ on déduit l ' o p é r a t e u r image de a a 

a a* = X Z. - | ( 39 ) 
a fi T J a 3 Z JP 

Enfin, un r a i sonnement p a r r é c u r r e n c e p e r m e t d 'é tab l i r l ' image de l ' o p é r a -
+ 

t eu r a a. : 
. a î 

A 
i = "o 1 § - + " l Ç AaP i l ^ + a 2 ? A a p A p Y g ^ - + V 

( 4 0 ) 

A a = I Z.0 -|— 

et l a convention de notat ion suivante 

A „ K V . r?" = 2 - Z :i «P- Pv » z i y ^ » V az j a ôzk j } Ô Z . Y 

Ce de rn i e r développement e s t r ap idement convergent avec o = 1 , a = 1 -yZ 

a , # - 0, 048 , a # - 0, 00 76, le t e r m e généra l a étant défini p a r la r e l a -
£ j n 

tion de r é c u r r e n c e : 

n o - n ( n - l ) o + n(n- l ) (n-2) a + + ( - l ) n r i i a = / T 
o i i. n 
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A p a r t i r des développements p récéden t s , é tabl is dans l ' e s p a c e 

de Bargmann , on déduit immédia tement les développements co r respondan t s en 

quas i -bosons . Il suffit pour cela d 'u t i l i se r l ' i s o m o r p h i s m c établi p r é c é d e m ­

ment en t re OO et c?fo et de p o s e r : 

Z. = B + - | — = B . 
10 10 S Z . îot 

îot 

Nous obtenons a lo r s l es développements c h e r c h é s des o p é r a t e u r s de c réa t ion 

et d 'annihilat ion des p a i r e s t rou -pa r t i cu l e en fonction des o p é r a t e u r s de 

créa t ion B et d 'annihilat ion B' de quas i -bosons . 

Il y a Heu de noter que l e s développements qui viennent d ' ê t r e 

obtenus sont l é g è r e m e n t différents de ceux de Bel iaev , Zelevinsky 

et plus r ap idement convergen ts . 

R e m a r q u e s 

(1) P o u r c o m p a r e r ent re e l les l es deux méthodes p r écéd en t e s 

de développement et cel le de Be l i aev-Ze lev insky , il suffit de r e m a r q u e r que 

ces développements diffèrent en t re eux pa r l a p r é s e n c e d ' o p é r a t e u r s dont l ' a c ­

tion, sur tous les é l émen t s du s o u s - e s p a c e So es t nul . Un tel o p é r a t e u r es t 

par exemple le suivant : 

( I— T | — + -h- r^—)i(z) = o Vt(z)£&' 

d'où : 

3 Z J P 3 Z i a * Z j a â Z i p -

B.„ B . + B . B.„ 
Jp ia ja ip 

En tenant compte de cet te p rop r i é t é , l e s développements de M a r u m o r i et de 

Be l i aev-Ze lev insky peuvent ê t r e s impl i f iés . 

(2) On peut encore chois i r une au t r e b a s e dans 3ç> cons t i tuée 

d'un état | $ > , vide de q u a s i - p a r t i c u l e s , et des é ta ts qui s 'en déduisent p a r 

action des o p é r a t e u r s l a I c r é a t e u r s de q u a s i - p a r t i c u l e s La fonction 

géné ra t r i ce co r respondan te a ce t te nouvelle b a s e peut s ' é c r i r e : 

i*(z) > = £ , l * > 
*• 2 n n .' / ( 2 n - l ) .'! 

„+ - + 5 ^ a« S 
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Le calcul des o p é r a t e u r s images cor respondant a cette nouvelle fonction géné­

r a t r i c e s 'effectue en appliquant la même méthode que p r écédemmen t . 

d) Développement des opé ra t eu r s à un et deux corps et développement 
en quas i -bosons de l 'hamil tonien 

L 'hamil tonien du sys tème étudié a la forme généra le : 

H = Y h . , a + a . + 7 / _ . V.. . . a + a + a , a, ( 41 ) 

rr ij 1 j 4 rz~ i j , kl i } t k 
où h désignent l e s é léments de m a t r i c e d'un opéra teur à un co rps h et 

V., , „ désignent l es é léments de m a t r i c e a n t i - s y m é t r i a é s de l ' i n t e rac t ion 
i j , kl ' 

V à deux co rps . 

Si on choisi t pour nouveau vide de ré fé rence un état I $ > 

d 'énerg ie moyenne E ce nouveau vide définit des q u a s i - p a r t i c u l e s dont 
o 

ce r t a ines sont des pa r t i cu l e s r e p é r é e s p a r des indices la t ins : i, j , k, . . . 

et d ' au t r e s sont des t r ous r e p é r é s pa r des ind ices g r ec s : a, p, y> • • • 

On no t e r a r e spec t i vemen t a et b les o p é r a t e u r s de c réa t ion d ' é ta t s 

"pa r t i cu l e " et d ' é ta t s " t r o u s " . 

L 'hami l ton ien s ' é c r i t a l o r s : 

H = E o + H l l + ( H Z 0 + H 20> + H 2 2 + ( H 4 0 + H Î o > + H 2 2 + < H 31 + H M > ( 4 2 > 

avec : 

a otp ^ v 

H, , = Y. (h, . + A. V. , ) a + a . - 7 L (h + ) V „ ) b + b „ 
11 ^ J i j ^ i a , j a ' 1 J 7 p a P V a v P v ° P 

Hzo= Z K + I v „ p > a* b« 
ia p v v 

H „ = T* V,„ . a + b + b „ a , 

H

4 o = i Y v a i b a a i b p 
4 i a y p ^ j P 

H ' « = 7 5 1 V : i • . a + a + . a a , + 7 J " V „ ',„ b + b + b b 
22 4 ^ ij.kX ! j X k 4 ^ a p , y 6 6 y a p 

H

3 1 = \ T. V a , + b + a t a . + i JL V. • a + b + b + b 
3 1 2 ijka l J ' a k i ° J k 2 i a p v l a , p Y x v p a 
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Dans le cas où l'état de référence $ > choisi est un état de 
1 o 

Hartree-Fock, le terme H est nul. 

Nous avons déjà donné précédemment les développements en 

opérateurs de quasi-bosons des opérateurs de création ou d'annihilation de 

paires "trou-particule". Il nous reste à calculer les opérateurs qui figurent 

dans les expressions des termes d'interaction à deux corps, H , H ou 

+ + 

H , H' , H ou H . Ces opérateurs peuvent évidemment s'écrire 

sous la forme de produits de. deux développements d'opérateurs à deux corps. 

Cependant les calculs directs qui suivent.permettent d'obtenir des développe­

ments plus'convergents. 

Dans ce qui suit, on s'est toujours limité au calcul des ter­

mes d'ordre inférieur ou égal à 4. 
(1) Image de l'operateur a. b b„aj 

r î a p 

(k Z. b A k " ' Z. + a + A k ) ^ 

<j (Z) |a b b a = 2 . < $ | — 7 = 
P J k k .' V k .' 

b b„ a. 
a P J 

' = T < i\-~- Y Z. b A1""1!/ h a 
h- K . v/TT ^— iv v a B k .- v'kT v i Y y a p j 

- f < • liSTO ^ \ \ K » ^ Zma am *""** K ̂  Vj 

= ^ \ < i { M ^ L V z. b z a A k - Z

 + <$|^=.Z. A k- 4]bBa. 

- L l 
lly 

Z. Z < } | ^ ~ ^ A k _ Z b a h a . +Z. < $ | - ~ - A k " ' b a . 

- M ° kV Ï̂Ti V " H l a k.'/I' P J 

[Zi« âi~~ " £ \ Z

m a i f " - ^ — ] < ? ( Z ) I L JP m Y Y m Y jp J 

En utilisant l'isomorphisme établi précédemment entre l'espace 

de Bargmann $3 et l'espace «KL, des quasi-bosons, il suffit de remplacer 

dans les développements précédents Z. par jo . et j /SZ, par ^Q 

pour obtenir le développement de l'opérateur considéré en fonction des opéra­

teurs de création M, et d'annihilation CD. de quasi-bosons. On obtient 

iot . îa 
ainsi : 
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( a + b + b a . ) R = $ + & „ - Z & + &+ & K * ( « ) 
1 i or p j B m JP * - iy ma m y jP 

(Z) Image de l'opérateur b a.b a. 

• K i t ^~ ••• ? \±-it*-l<,m]-jP ' z i o v Y h ' i a 

et par suite- : 

VjVi>B = °« ^iP ̂  + 'zZ-K, *» ^JY ̂
+ ' " U 4 ) 

a, = / 7 ; a = / T - / T = - 1,035 

Le troisième terme admet pour coefficient : 

est donc négligeable. 

(3) Image de l'opérateur a a.b a. 

< § (Z) a, a, b a. = / < $ \ a a . b ' a. 
* ' ' k j a 1 *— ' , . k j a 1 

= Y" < f I -—=• A n " ' Z 1 0 b a, b a. 
Ln ' n ! ^ ! kp p j a i 

p kp oZ. p 3 Z i a 

et par suite : 

< > V . » i > B ' " ^ £ * * ^JP •** + " ' - ( 4 5 ) 
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(4) Image de l'opérateur a, a, a a 
1 i Xi K 

$ ( Z ) j a + a t a a = £ < * 1 ~ ^ = - X- Z- b AK~' a ta„a, k-1 + 

k k.'/k! a l a a J * k 

k ' k! fÛ a fi i a J P « P X k 

- T l Z. £.„ "d; - ^ — < $ (Z)l 
7Î 10 J P 3 Z i a S Z k p 

et donc : 

<ai *j+ a . V B . = " £ < * j P ^« ^kP

 + < 4 6 » 

(5) Image de l'opérateur b b b b 
à y " p 

< * ( Z ) | b ^ b Y

+ b a b p = £ < , ^ bj b ; b a b p = 

= L<*\ ^ t ' [ . Z Z a a A k - ' b 

k k.' t̂ k? rïïr! m f i n Y m n . a P 

= " Z z m 5

z n Y I T - I F T <*<z>' 
mn T ma n8 

et donc 

K \ \ bp»B - - £ # m 6 ^ „ Y 1 , % + ... ( 47 ) 
1 mn ' 

(6) Image de l'opérateur b b_b a. 
ce p Y ï 

'<<Z)|b+b b a = X - < « | — 7 = I Z A ^ ' a b f lb a. 
" ' • Y 1 k k.' t/kT m m a m " Y * 

< ^ z

m * ï i - TÎ— + - ) < » ^ > » 
m " mp iy 

et par suite 

KVv^B = i l I $ + ^ jj + . . . ( 4 8 ) 

"> ma mp iy 
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e) Image de l'hamiltonien 

Il suffit maintenant de rassembler les résultats partiels pré­

cédents (43 à 48) et de porter les développements obtenus dans l'expression 

(42) pour obtenir le développement de l'hamiltonien jusqu'au 4ème ordre. 

^ = E u „ + 5T (e.-e ) BT B. + X. V.n . B + B .„ 
HF fj l i a' te u £7 Jp.otj la j0 

+ ^" J"P C vu.-P ^ B i + fc"°-l 
+ JCÎ £ r v B + B + B, n + h.c.l 

* -~ 2- [ v . •. BÎ B + . B + h. c l 
2 . 1 la, p v i v mp ma J ima H 
L V.„ B + B + B . B. - 7 X V.. , B + B +

f l B * B, „ 
îjmot piy < ' i Jf îjkAap J 

V „ . B + B B B 
4 nrnTpV Y a P ' V & D m 5 "ny " m a " n P 

i - / T V + + + 
+ i — = ~ - 2 v . . a B ; B , B , n B . + h.c 

2 / 2 î j fc£p v « ' « P i a h k P . k Y 

On remarquera que le développement précédent, limité aux ter­

mes d'ordre inférieurs ou égaux à 2, est identique au développement de Marumori 
13) 

et al. obtenu récemment par Li et Klein . Ce développement limité aux 

termes du second ordre est différent de l'hamiltonien de la R. P. A, et fournit 

des équations du mouvement différentes bien que formellement identiques. 

5. A p p l i c a t i o n au m o d è l e de L i p k i n 

La méthode qui vient d'être développée sera maintenant appli­

quée au modèle de Lipkin afin de comparer nos résultats et certains 

de ceux obtenus antérieurement.. 

L'hamiltonien du système étudié s 'écrit : 

H = e J Q + \ V ( J 2

 + J 2 ) 

avec : 

[ J

+ ' J - l " 2 J o [ V J i ] = t 3+ 
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La base n > de la représentation adoptée est définie par : 

J 1 n > = (n - J) I n > 
o * ' 

r T 1/2 
J + | n > = [ ( Z J - n)(n + 1)J | n + 1 > 

J | n > = ( 2 J - H + I ) n i 1 ' 2 |n -

N+l 

1 > 

et 

J + | n > = 0 

La fonction génératrice s'écrit : 
N 

\ / n N = 2 J 

U(z)> = £ - * = - ji 
i=o v i : 

Nous allons déterminer les images des opérateurs J , J , J 

a) Image de J 

N 
JQ < $(z)|= < « ( Z ) | J O = 5^ 

k=0 

N 

< k k = (Z^r- J> r k= 0 / k ! 
:kj 

(z -j- - J) < C (z)| 
par suite 

A 
J Zfï - J 

b) Image de J 

A N n N k 1/2 

J. < î(Z) = X I -1= < n | J

+ = T 7 = <»-1 f(2 J - n + l ) n1 
n=0 |fn! • n=l Vn ! L J 

On remarque que J doit être développé sous la forme 

A 2 a 
J = o Z + a , Z ~ 
+ o 1 3 Z 

N 

+ ° 2 Z 3 ^ Z > + 

+ i j=0 j Ô Z i! 

ij J (i-1) •' (i-j-1); 

N i 1/2 

= E -7=r f ( 2 J - i + i ) i < i - i \ 
i=0 \/i •' L J 

Les vecteurs | i > étant linéairement indépendant s, nous en déduisons que : 
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Le calcul des coefficients a se fait par récurrence. 
i 

c) Image de J 

En précédant comme pour J , on obtient la relation suivante : 

n " 2 („ 9\ i r 1 1 / 2 

3 " P o Z Z + Pl z 3 - à ^ 2

z 4 ( ^ - » 2 + "--
Des relations (49) et (50) nous déduisons les premières valeurs de <i. et p. 

fzl 
o 

a <JZ J - 1 - \/2J 
1 

a 2 = 1/2 V2 J - 2 - </2 J - 1 +1 /2 V2J 

P = y/2 J (2 J - 1) 

Pj ' = \/(2 J - 1) (2 J -2) - \J 2J (2 J - 1) 

p = 1/2 / (2J - 2)(2J - 3) - v/(2J-l)(2J-2) + 1/2 \] 23{ZJ-l) 

Notre méthode permet donc d'obtenir rapidement la forme condensée des coef­

ficients du développement. 

6. C o n c l u s i o n s . 

La méthode de la fonction génératrice est une méthode très 

générale qui permet de transposer tout problème deimécanique quantique posé 

dans l'espace <jÇ o u 5cL des s y s t è m e s de fe rmions ou de bosons en un 

a u t r e p rob l ème à t r a i t e r dans un espace fonctionnel $• que l 'on cho i s i r a . 

L ' e s s e n t i e l e s t de définir dans Jr une b a s e o r thonormée P (Z) c o r r e s -
m 

pondant au choix d' une ce r t a ine m é t r i q u e u(Z) la var iab le Z pouvant ê t r e 

r ée l l e ou complexe : 
(P , P ) = f .P (Z) P (Z) U(Z) dZ = 6 
m n J m n mr> 

Cet te b a s e j P l p e r m e t d ' é tab l i r une cor respondance biunivoque avec une 
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base jm j d'un sous-espace <flo de d\> et de définir une fonction : 

|»(Z) = 2T PmiZ) l m > 

m 

génératrice de tout vecteur Y . > & a*o : 

[ T > = jf(Z) |* (Z)> M(Z) dZ 

Tout état ¥ > (z àÇ) admet ainsi une image f(Z) et 

tout opérateur A agissant dans 9$ admet un opérateur image A agis­

sant dans £y , tel que : 

Af(Z) = f< $ ( Z ) \ A \i{Z>) > f(Z') U (Z') dZ' 

La signification physique des paramètres Z- ainsi introduits 

dépend évidemment du problème étudié. 

La correspondance ainsi établie est un ieomorphisme qui per­

met de résoudre rigoureusement dans j un problème initialement posé 

dans 3fc • 

En appliquant cette méthode dans le cas particulier ou l'espace 

fonctionnel <y ' es t l 'espace de Bargmann, il a été'facile d'exprimer rigou­

reusement tout opérateur de notamment l'hamiltonien, en un développe-

ment d'opérateurs de création et d'annihilation de quasi-bosons. Les dévelop­

pements ainsi obtenus sont rigoureux et semblables à ceux de Beliaev-Zelinsky 

et de Marumori. Ih en diffèrent d'une part par l 'ordre des termes, en ce qui 

concerne les développements de Beliaev-Zelinsky et d'autre part par l'absence 

de termes excédentaires dont l'action eBt nulle dans le 60us-éspace dans l e ­

quel ils agissent. Les développements ainsi obtenus sont donc plus simples 

et plus rapidement convergents. 

La méthode de la fonction génératrice qui vient d'être utilisée 

dans le sous-espace aÇ> des états du spectre discret de l'hamiltonien 

peut être étendue à l'étude des états du continuum. Cette extension fait l 'ob­

jet d'un travail en cours. 
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A n n e x e 1 

Complément du développement de Jancovici et Schiff 

La méthode dite dos coordonnées g é n é r a t r i c e s , che rche à min i ­

m i s e r la fonctionnelle : 

< v \ H | y > 

en adoptant pour fonction d ' e s s a i : 

| V > = ff(Z) | $ ( Z ) „ dZ 

Z désignant ici l ' e n s e m b l e des p a r a m è t r e s complexes Z. qui déf inissent 

la fonction d'onde de Thouless : 

| * ( Z ) > = e x p f l . Z a+a ] | , : 
I- ia • î a 

| $ > désignant un dé te rminan t de Sla ter , solution des équations de H a r t r e e -

Fock. 

La min imi sa t i on de la fonctionnelle conduit à l ' équat ion i n t é ­

g ra l e : 

j f < $(Z) | H | $ ( Z ' ) > - E ...< *(Z) |$(Z ' ) > ] f(Z') dZ ' = 0 

La t r ans fo rma t ion complète et r i gou reuse de l 'équat ion i n t é ­

g ra l e c i - d e s s u s en une équation différent iel le en Z, a / ô Z es t r é a l i s é e en 

u t i l i sant l e s r é s u l t a t s p r é l i m i n a i r e s suivants : 

(a) < *(Z) | * (Z') > = det ( A ^ ) 

avec : 
CO 

A a P .= « a P

 f ^ + 1

 Z i a 5 * i p 

(b) < * | a 0

+ a . e x p [ Z Z a + a m l l*< Z '> > = ^ <•<?'>( ^ 
" P i I *- m a a J ° iP 

L m a 

Avec la notation R = exp / ) Z a a I , on établi t 
I *— ma a m I 

. . . . . t L m a * l e s r e la t ions su ivantes : 

T, + + „ 
R a = a R 

a a 
a 

R a = (a - 7* Z . a.) R 

R a. = a, R 
1 i 

N 
R a.' 

a = 1 
a + = (a + + T Z. a + ) R 

i i *—. ia a 
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d'où l 'on déduit : 

< * l a p *. R U(Z') > = - ^ — "< * (Z) | * (Z')> 

N 
< $ | R a a |«(Z')> = ( £ z - ^ - > < « ( Z ) U ( Z ' ) > 

P H a = 1 y ° qo 

a l 
< ? | R a B a ê ( Z ' ) > = ( Y- Z -*£- ) < $ { Z ) J ç (Z-) > 

P Y i = N + 1 ^ 8 Z ; Y ' 

< § , R . ^ , ( Z ' ) > = ( Z n a - Z Z n p Z j a ^ ) < * ( Z . ) | ? ( Z . ) 

En ut i l i sant leB r é s u l t a t s p a r t i e l s p r é c é d e n t s , on obtient le développement 

suivant de l 'hami l ton ien (42) : 

. H(Z, -7=) = T (e. - e J Z. 
SZ . i a ' ia &Z. 

+ Y. v.n<. . rz. - y z. z - V 1 '-!-

+ i i £ P

 V i ^ [ Z i a " nÇ
 z v z - " *7 V l [ z * " J Y

 zJv z -p ""fcj 

ij.ap [ â Z j p â Z . a J 4 . ^ V i j ( k , L Z i a Z

j P ô Z k a a Z ^ 

4 « M C P ' v « % V V 9 Z j P ï>Zi, 

+ A^. F v - - , (z. - ^ z .„z • - * - ) ( T z . -à- ) 
4 ^ . a k L * J ' a k i a tp l P n a ^ m p Y J Y ô z

H y 

M Î , a k ( I z

k p ^ ) T ^ ] 

+ ^ Y ^ " % ' * - J 
Y 
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Si on l imi te ce développement aux t e r m e s d ' o r d r e in fé r ieur ou 
8) égal à Z on obtient le développement de Jancovici et Schiff 
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