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La méthode graphique esi un outil incomparable pour le traitement de 'al-
gebre des mornents angulaires en mécanique quantique {algtbre de Racah). Un ubstacle % son
utilivation systématique a été, semble-1-il, la disparité des définitions de base existant entre dc

(1’7)

nombreux ouvrages et la difficulté qu'il y avait de dégapger )'essentiel dans la méthode.
Nous avons montré dans un précédent article ® qu'apres avoir défini quelques diagrammes de
base il se dégageait trois regles fondamentales permettant de reconstruire toute la méthode
graphique. Il est pourtant peu efficace de ne faire appel qu'i ces rigles dans des problimes
complexcs, L'acquigition de certaing mécaniames permet cn effet d'utiliser plus facilenient la

tnéthode et d'éviter certaines crreura. -

Nous avons donc voulu présenter ici un recueil de rigles et d'exemples-

type qui permetira de réaoudre graphiquement les probldines les plus difficiles.

Dana une premitre partie, nous avons [ait 'inventairz des diagrammzg de
base., Clest en quelgque gorte la prégentation de 1'outil, La seconde partie apprendra ¥ se ser-
vir de cet outil par une description de toutes les transformations qu'il permet. La troisitme
partie enfin, a sélectionné quelques exemples-type classiques permettant de vérifier que 'on

pousitde bien 1l'outil présenté avant de s'en servir soi-inéme.
P

Nous espérors que cet article répondra A la pilupart des questions, sinon
toutes, que l'on pout se poser sur la méthode graphique. Four comprendre le pourquoi de ces
regles d'utilisation, nous reuvoyons le lecteur A notre vuvrage : "Graphical Methods of Spin

Algebras” o) .

I. RECONNAITHRE UN DIAGRAMME
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On notera 1'équivatence
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3. Produit scalaire
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II. TRANSFORMER UN DIAGRAMME

1. Transformer un CG en un "3jm"

On notera 1 la fléche unignue de son geitre gi elle cat double et ]+
si elle est simple {quelque soitle eens dz ces {leches). En suivant l'ordre de lecture au

+ - + -
pdle triangle on rencontvera alors des fléches 2 ou 2 puis 3 ou 3 . Tout CG est en effet
-+ 4 PR
dutype 1 2 3 ou t 2 3
2(2” ou 3M

+
Regle de passage : CG =111 1{-) 3jm de gigne inversé

Exemple

iz
2. Changer_ le signe d'un pdle simple (jl j2 j3)
PR
On multiplic par (-) le résultat

Tvernple

3, Exprimer gqu'un moment j est nul dans un '"3jm!"

On €élimine la ligne j et on exprime la valeur [j-l]du pbdle.

Exemple

i Iy J

2 iz iz
d'apres 1.3 i)

4. Sommer sur un momenl magnélique

On lie les extrémités libres des fléches cinétiques correspor.dantes :covarian-

te (fleche double), contravariante (fl¥che simple) correspondant au méme moment cinétique.
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Exemples,
i) Fermeture
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iii) Couplage Tl +3.=
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iv) BoucchO = [j%] d'apres 1.3) et II.4)

5, Intégrer sur deux lignea dfangle

On lie les fleches correspondantes

e 2] L
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6. Changer le sena d'unc ligne j liée

On multiplie par (-)ZJ le résultat
Exomple

] 2j >‘j‘</
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7. Transposer un diagramme

On change le sens et la nature de toutes les fidches i

Exemple

8. Sommer gur un moment cinétique i

On élimine la ligne j et on lie entre elleo lee extrémités librea correspon-

dantes

Zxemples
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d'apr¥s II.4, iv).
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d'aprés H.2) et 1.4, iv)

9. Séparer un diagramme sur deux lignes cinétiques

3
=Y
N

d'aprts 1.3 et II.3

L

Avant de séparer un diagramme sur un nombre quelconque de lignes il est

nécessaire de grouper toutes les lignes libres existantes dans un bloc B tandis que le bloc a«

ne cortiendra que Jdes lignes lides .

10, Séparer ur diagranime sur troig lignes cinétiques

11. Intégrer gur_trois lignes d'anglee

On relie les trois lignes cinétiques par un pdle affecté d'un cercle marqueur

dont la valeur et donnée par 1.8

Iy
[du a o = -
j2 v

12. Intégrer sur plus de Lroig lignes d'angles

On utilise la relation de fermeture II. 4 i} autant de fois que nfcessaire

pour se ramencr 2 l'intégration de trois lignes d'angle,
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13. Exprimer analytiquerment un diagratmnme donné

Pour éviter toute crreur de phase, on effectue dans l'ordre,les opérations
ci-apris ¢

i) On explicite tous les cercles marqueurs avec [.8.

ii) On gépare en une partic contenant touten les lignes libres,et une partie
compl¥tement lie,avec 1,10, en rajoutant évenluellemnent avec II.8 autant de moments intermé-
diaires qu'il est nécessaire.

#ii) On transforme lcs pdles triangles en pdles aimples avec II.1

iv) On explicite le diagramme ouvert comme soinme de produits de diagram -

mesn gimples définis en I avec II.4.
v} On gépare le diagramme fermé en parties simples du type 1.9 en rajou-
tant éventuellement des moments intermdédiaires avec I1.8 et en se ramenant & I[.10,

vi) On met sous forme standard II.9 les diagrarnmes restants en changeant

si nécensaire le signe de certains pdles avec II.2 et le sens de certaines tleches avec 11,6,
vii) On simplifie au mieux la phase restante en remarquant gue dang un cou-

i
plage (jl jZ j3) on a la relation (-~)2(‘ll J2™30 = | tandis que dans un cercle marqueur
Zi+4 428
- 17%2 =
(Ll !,2!,3) ona (-) 3 1.

Exemple

Soit & expliciter analyliquement le diagrarime G =
I3 L [

[ L i 1] ( 2 L)

DG = <°J]]Tlll“2>—ﬁﬁ_- £, 0 0
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ii} On introduit le moment intermédiaire S = §] +S

sépare sur les lignes (S 1 L) avec II.10

szfszl
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iii) On transforme lea pdles iriangles en pdlcs simples avec II.1
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opération, on redeasine (13

pdles (.S 1) {2 ) j]) duns le "9j" et le seng des lignes S et J

dans le

J+L+Sts

)

1.

iv} On explicite te diagramme ouvert GZ avec I1.4

< 21 e (5”1‘ s 8y 9
1 -
Gp=) - \ e ‘E o 1M>(s o 02) T LMh)ls 9> <8, 9

L 0 MOy
%1%
Pour simplifier cette

v) On sépare G, sur les lign-» jlst avec II.10.

en plagunt tous ses poles sur un cercle,

vi) On change le signe des pdles (i, J S‘) (Sl S SZ) dans le "6j" et des
i

me le "6j" et 8y S et jz

"9j" introduinant ainsi

A S_+14S: +i (4
11+J+sl+5145132+1 15+ 14 51451 N Jl_l £lzz 1

G - )zs+u+2s]+za+a;2{

SSJ

vii) On regroupe les résultats obtenus et on simplifie la phase rcstanle
bé I P ¥
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EXEMPLES COURANTS D'UTILISATION DE LA METHODI

tion des kels
-

f. Décrire un mode de couplage

On peut exprimer le ket \j4 m4> dans lequel j-; = j-; + jZ + j—; en fonc-

h "y > Ijzmz > et \j}n\3> lorsque le mode de couplage est {ixé: par exem-
Il vient immédiatement avec II.4

ple jlz jl+jz‘
j
4
= j j >
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2. Changer de mode de couplage

On passe du mode précédent 3 un autre mode, par exemple j23 = jz + j3

en introduisant le moment jz3 avac II.8 e:en coupant avec II.10 sur les lignee jl j4 jZJ

: i

- ——p +

- Jos|

= 2[34 N is1)iz

§ - -
23 *
I3

R soit analytiquement avec II.13 : .
i 25,45y iy iy (3 dpqd
oy s . _ . 472 73 723 (71723 4} oy s L
[KRARNS A J4m4>—2 Uypipsd Uy b, 1, I(lea) padyiigmy >
J12%23 .
3, Ecrire graphiguement une fonction d'onde B

Quelle est la représentation graphique de la fonction d'onde $J“ (r) sachant
. que J=L3+8S clS:s]i-;Z?

On introduit des variables vy et v, dans l'espace du spin et aves J.1 et

i1.4, ii) il vient facilement

4. Développer wn opérateur en ondes partielles

- -
Pour développer en ondes parliclles 1'élément de matrice <qll T[ 4, >
on utilisera

i) une base complite d'harmoniques sphériques si l'opérateur T ne dépend

pas du spin - - 5 . 1 L aZ
. <4, Tlaq,>= ETL la)up) —me——i— -
L

i) uic base complete d'harmoniques sphériques couplées si I'opérateur T

dipend du spin

<qITHe > =) T, ()
jLs

5. Exprimer le fait gu'un moment cinéiique est nul

5y g s

Ll 12 o} ? On obtient immédiatement avec

Quelle cst la valeur du "6j"
1.3 et 1.3 -
J it
_ 1 -2 T T W
=0 {Jlszzf[ v )

6 , 6
| LRI
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6. Sommer unc expression sur un moment cinétique

Soit & &valuer

jy

J’ J’ i] k2 4

Z ]{L I, !, } 172 7]

k3 k4 2
On vtilise 1.9 puis I1.10 pour avoir le diagramine représentant E

Y i
£=() 'y xfe
X A

On sonune sur X en éliminant la ligne X et en joignant les extrémités

libres correspondantes par application de II.8

+ t; _
1y K L
s ( )zfvl - ! .
K\t ik,
+ k4 g
On sépare avec 1I1.10 sur les lignes l,3kl k4 ce qui laissz, tous calculs
(aite
k L
3 {L Jl LZ} { k }
£ k4 JZ
7. Exprimer en "6j" et "9i" un coefficient 3 nj
Kous allons illustrer dans cet exemple le point II.13.v) en séparant un dia-
gramine D, coefficient 712j" du ler genre, en somme de produit de coefficients "6§". Ou intro-

duit pour ce faire une ligne intermédiaire X avec II.8

- ks
k ke
+ L .ir + 4+ +
p- U >k f‘ “2 [x%] 1, {2
NG b X - -
Jz 14 j‘

i * 52 +igt

On sépare avec 11.10 sur les lignes cinétiques (k2 x jZ) puis (k3 x j3)

yuis(k4 x j4) obtenant
+ k,
p=) x“1g, =
X h jz
+z j i xk
DZ[X]() {k!.)}\_usk i}J:J: 3}{[ }

4
£
avecR Z (Ji'f i+ki)
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