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I. ПОСТАНОВКА ЗАДА ЧИ И ME ТОД 
ЕЕ РЕШЕНИЯ 

В последнее время на практике все чаще возникает 
необходимость решения обратной задачи магнитостатики, 
т.е. определения по заданному полю параметров источ
ников. Будем полагать, что поле задается какой-либо 
из своих компонент, что зависит от конкретного случая, 
поэтому в дальнейшем индекс компоненты поля опуска
ется. 

Сформулируем задачу. Пусть в некоторой области 
z ( c < z < d ) известно поле Н, которое создается маг
нитной системой, расположенной в некоторой области 
s(a_< s_<D )• Известно, что поле в любой точке про
странства в этом случае определяется уравнением типа 

ь 
H(z) = / l < s ) G ( z , s ) d s , c<z <d , / 1 / 

a "~ 

где I(s) - функция распределения плотности тока в сис
теме; G(z , s ) - функция Грина, аналитический вид которой 
обычно известен и зависит от геометрии источников 
и компоненты поля. 

Рассмотрим самый простой случай обратной задачи 
магнитостатики, а именно: определить по заданному полю 
распределение плотностей токов в магнитной системе, 
геометрия которой известна. Нетрудно заметить, что 
математически задача сводится к решению линейного 
интегрального уравнения Фредгольма 1 рода. 

Известно ' , что такие уравнения относятся к не
корректно поставленным задачам, т.к. малым изменениям 
входных данных (H(z)) могут соответствовать сколь 

3 



угодно большие изменения в решении (I(s)). Дяяполучення 
устойчивого решения некорректных задачА.Н.Тихоновым 
разработаны регуляризующие алгоритмы / М / , 

Рассмотрим решение задачи методом регуляризации 
нулевого порядка гладкости'' ' . Строим сглаживающий 
параметрический функционал 

Ma[I(s),H(z)]=<S[I(s),H(z)3+aa[l(s)], /2/ 

где 

Ф[1 (s),H( z)]=/[H(z)-/Hs)G(z,s)ds]2dz _ /3/ 
с а ь 

квадратическое уклонение оператора/I(s)G(z,s)ds 
от заданной функции H(z), а 

n[I(s)]-/ I 2(s)ds- /4/ 
• 

регуляризующий функционал, или стабилизатор, а - чис
ловой параметр регуляризации (а>0). 

А.Н.Тихоновым было показано, что при точном задании 
входных данных решение l ( s ) , доставляющее минимум 
функционалу Ма , является единственным и устойчивым, 
причем при а-> 0 функции l a ( s ) сходятся к точному 
решению уравнения / 1 / . 

При практическом использовании метода регуляриза
ции выбор параметра а является одним из основных 
вопросов. Трудность состоит в том, что не всегда при 
найденном гладком решении выполняется принцип невязки, 
т.е. неравенство 

IIН 8 - Н Ц * 8, / 5 / 

где 8 - точность входных данных Hg, Н - точное 
значение входных данных. 

В действительности при решении некорректных за
дач, так же хак при решении корректных, часто необходи
мо найти решение, которое бы удовлетворяло требуемой 
точности. В связи с этим В.А.Морозовым было предложе
но ' *' в качестве основного критерия выбора параметра 
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регуляризации использовать принцип невязки. Им было 
показано, что выбираемое по этому принципу значение 
параметра регуляризации определяется однозначно. 

Может оказаться, что найденное по принципу невязки 
регуляризованиое решение может и не быть гладким. 

II .ПОДГОТОВКА ЗАДАЧИ К ЧИСЛЕННОМУ СЧЕТУ 

Представим интегралы в выражение / 2 / в виде суммы 

а

 N м 2 М , 
М =2[H.(z.)-2I.(s. )k.. (z ,s.)) Az.+ «21 (s.)As. , / 6 / 

J»l 1 J i= l ' ' Ч 1 ' 1 j = i . ' ' 

где N - число точек в интервале с < z$ & , М - число 
точек в интервале а < s _< Ь , м < N, 

As = Д s = const. 
1 

А г = A z = const, 
i 

k ,.= Г Gfe ,s)ds . 
'» л ' 

As, 

Запишем условие минимума для м"; 

( « 1 

/ 7 / 

Принимая во внимание / 6 / , полу !нм 

-2H.K„.Az+ 2 % l i t . k.. Az + «I„As = 0. / 8 / 

Таким образом, дифференцируя Ма по 1( н приравни
вая j5M к нулю, получим систему М линейных алге-

ai( 

браичесхих уравнений с М неизвестными ь ': 



M N N 
2 1. 2 к - к AzH- a I „As = 2 Н.к Az , Ы1+ М / о / 

1=1 ' J=l Ч lj ' j=I I Ч 

Полагая a As = а ' Д z ( получим 

М N N 
2 1,2 к„ к + о ' 1 л = 2 Н. к. , E = l v M , / 9 a / 
ы ' j=i i\ Ч С i=l J Ч 

Очевидно, что а ' сохраняет смысл произвольного ко
эффициента ы, поэтому систему, по которой находится 
распределение плотностей токов в магнитной системе, 
окончательно можно записать в виде 

М N N 
2 1, 2 к. к + « L . £ - , • - » 
1=1 i=l Ч fJ I j . i i E 

2 1, 2 k„. k. . + «!„= 2 H , k „ , e =1-M. / Ю / 

В случае, если магнитная система представляет собой 
дискретный набор катушек, поле в любой точке про
странства определяется следующим образом: 

м 
H(z)= 2 I ( / G(z,s)ds, / 1 1 / 

'=' &щ 

где М - число катушек, I i - плотность тока в i -ой 
катушке, Дя , - сечение i -ой катушки. 

Очевидно, что в сущности постановка задачи остается 
той же самой. В этом случае ее решение также сведется 
к решению системы / 1 0 / . 

111. ПРИМЕР РАСЧЕТА ЛИНЕЙНОЙ ОБРАТНОЙ 
ЗАДА ЧИ МАГНИТОСТА ТИКИ 

В настоящее время в отделе новых методов ускорения 
создается один нз возможных вариантов коллективного 
ускорителя - кольцетрон, у которого ускоряющая секция 
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представляет собой систему высокочастотных сфаэнро-
ванных резонаторов / 5 Л 

Для обеспечения равномерности ускорения кольца 
электронов и удержания ионов з нем, а также для сохра
нения среднего уровня продольного поля /тогда остаются 
неизменными радиальные размеры кольца/ на длине уско
ряющей секции _̂  необходимо создать так называемое 
"градиентное" радиальное поле, которое имеет следующий 
аналитический вид' 6 ' ' : 

Hr ( z ) = - E p e a f ( z ) + E д о п . / 1 2 / 
Е Т - — доп *z Здесь Е п р,=т< - амплитуда электрического 

^ 4f(z)dz 
0 и 

поля в резонаторе; Ьдоп" внешнее электрическое поле, 
в котором еще не происходит отрыв ионов от электронного 
кольца, Е д о п зависит от параметров кольца^'^ , Т г -
геометрический период системы, f(z) - функция, отобра
жающая конфигурацию z -компоненты электрического 
поля в резонаторе. 

По условиям ускорения частиц магнитная система 
ускоряющей секции является аксиально-симметричной. 
Магнитная система, которая должна обеспечить градиент
ное поле, состоит из 80 одинаковых катушек, сгруппиро
ванных по 16 штук /рис. 1/. Все катушки имеют автоном
ное питание. Градиентное поле необходимо сформировать 
в рабочем интервале -65 CJK<Z < 65 см на радиусе 5 см 
равном радиусу кольца, при Е д о п = 35,5 кв/см, T z

 = 

= 40 см. В качестве функции Иг) была взята эксперимен
тальная кривая распределения продольной составля» .цей 
электрического поля в резонаторе на радиусе 5 см, по
строенная в относительных единицах /рис. 2 / . Интеграл 
/ f(z)dz был вычислен численным методом. Его значение 

о 
равно 7,2 см. 

Подставляя известные значения E p e 3 Д доп иг(г) в 
соотношение / 1 2 / , получим значения радиальной состав-

*Прн слаборелятивистском продольном движении кольца. 
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17a -ч P 
Рис. 1. Магнитная система для создания градиентного 
поля. 



- 2 (см) 

Рис. 2. Функция распределения z -составляющей элект
рического поля в резонаторе. 

ляющей градиентного поля в рабочем интервале. Ее гра
фик представлен на рис. 3. Допустимое отклонение от за
данной радиальной составляющей градиентного поля не 
должно превышать 50 э./5/ 

Требовалось определить плотности токов в катушках, 
которые бы обеспечили рабочее градиентное поле при 
условии, чтобы их значения не превысили допустимой 
величины-2 хЮ*А/см2 /магнитная система градиентных 
катушек предполагается.сверхпроводящей/. 

Расчет плотностей токов проводился методом регуля
ризации на ЭВМ БЭСМ-6. 



Функция Грина для радиальной компоненты поля : 
сиально-симметричной системы имеет следующий вид' 

Cft.r-.M-U Ц ? - 2 '> Г-К + ' Л + Л ( Z - Z ° 2 El. / 1 3 / 
ryft'+rf+fz-E')2 (г'-г)2

 + ( 2 -2-) 2 

где r.r'.z, z' - радиальные и продольные координаты соот
ветственно расчетной и токонесущей точек; К и Е -
соответственно полные эллиптические интегралы 1-го в 

2 '4гг' , . . 
2-го рода от аргумента х = —.; к - коэффн-

( r ' + r ) M z - z ' r 
циент, зависящий от системы координат; если размеры 
взяты в см, поле - в э', плотность тока - в А/см , 
то к-0,2 . 

Принимая во внимание / 1 1 / и / 1 3 / , нетрудно за
метить, что радиальной составляющей поля, которая 
представляет собой четную функцию относительно оси 
симметрии магнитной системы /что имеет место в рас
сматриваемом случае/, соответствует нечетная функция 
распределения токов.в этой системе. Этот факт позволяет 
сократить число неизвестных в два раза, а поле задавать 
только на одной половине рабочей области, что уменьшает 
время счета. 

Учитывая условия симметрии, запишем выражение 
для коэффициентов к ( в с и с т е м е / 1 0 / : 

" 21 % R 2 z 2 
K-f f ' G(r',z',r. ,z. )dr'dz'- / f G(r",z ',rP ,z,)dr'dz,'/14/ 

R i z i . J ' R i Z. ' J J 

где Z\-\Z2i\,Zi~\Zu\ / см . рис. 1/ . 
Эллиптические интегралы К и Е рассчитывались по 

стандартным программам.Интегралы, входящие в выраже -
вне коэффициентов kjj , считались численным методом. 
Система / Ю / решалась с помощью стандартной подпро
граммы решения алгебраических линейных систем. 
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2см 

Рис. 3. H r (z) градиентного поля. 



^катушки 

Рис. 4. Распределение плотностей токов в магнитной 
системе при а » 0 . 
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При а=0, т.е. при отсутствии регуляризации, наблю
далась явная неустойчивость решения, что выражалось 
в огромных значениях плотностей токов и их знако-
переменности по катушкам, рис. 4 /номера катушек 
идут слева направо - см. рис. 1/. 

В результате варьирования коэффициента а при а=0,1 
было найдено кусочно-гладкое решение /рис. 5 / . Однако 
при этом величина невязки составила 350 Э, что значи
тельно превышает допустимое значение. 

При а < О,1 невязка уменьшалась, но решения уже 
были негладкими, что выражалось в увеличении как плот
ностей токов, так и их знакопеременности. Наилучшее 
решение, удовлетворяющее допустимым значениям плот
ностей токов и невязке, было получено при а= 10— . Рас
пределение плотностей токов по катушкам в этом случае 
представлено в табл. 1 и на рис. 6. Отклонение поля от 
требуемого в основном не превысило допустимой вели
чины 50 Э, за исключением нескольких точек /вблизи 
стенок резонаторов/, где максимальное отклонение от 
заданного поля составило 71 Э / с м . табл. 2 / . Для умень
шения погрешности в этих точках вблизи резонаторов мож
но добавить ампер-витки или уточнить допустимые от
клонения градиентного поля в локальных точках. 

Из полученного решения видно, что выбранная магнит
ная система неоптимальна, так как плотности токов, не
обходимые для создания относительно небольшого гра
диентного поля, все же довольно велики. Хотя магнитная 
система кольцетрона допускает такие токи, однако пред
ставляется возможным найти такую геометрию системы, 
в которой бы токи были с меньшими значениями плотнос
тей. Выбор оптимальной геометрии относится к нелиней
ной обратной задаче магнитостатики, которая в данной 
работе не рассматривается. 
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tit катушки 

Рас. 5. Распределение плотностей токов в магнитной 
системе при а-0,1 . 
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^катушки 

Рис. 6. Распределение плотностей токов в магнитной 
системе при «= 10~5 . 
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1968. 
7. Л.Д.Ландау, В.М.Лифшиц. Электродинамика сплошных 

сред, Физматгиз, Москва, 1959. 

Рукопись поступила в издательский отдел 
6 декабря 1973 года. 

НБПЦ1 I 

ТО 
ит 

3,«k* tft 
mm 

9,aA*i от 0, %»« Hi-
ыт 

9, °/ot* 
I «я 21 зззз 41 542 61 4917 

г «я гг -1«34 42 -1007 62 -7933 
3 N1 гз I0C0 43 1513 63 8973 
4 10(0 24 -«35 44 -3204 64 -8442 
5 Ш 5 25 585 45 4671 65 9960 
б 1156 26 -1063 45 -7669 66 - I03I6 
7 1123 27 1552 47 8680 67 1505 

а 975 2В - З И 1 43 -8334 68 4074 

» егш 29 4779 49 8489 69 2762 
10 -3» 30 -7865 50 -8850 70 1163 

и -П63 31 8850 51 7В65 71 38 
12 -27С2 32 -8489 52 -4779 72 -628 
13 - « 7 * зз 8334 53 ЗЯ1 73 -975 
I* -1505 34 - 8 ( 8 0 54 -1552 74 -1123 
15 юзи 35 7СС9 55 1083 75 -1156 
16 -9960 36 -4671 56 -585 76 -1125 
17 •мг 37 3204 57 635 77 -1060 
И -»*73 3S -1513 58 -1060 78 -981 
I» 7933 » 1007 59 1634 79 -898 

го -•917 40 -542 60 -3333 80 -817 

16 



i'AEJJU 2 

*.,« *y* А м е с , J*T4 X,CH fkaMf, fft / « « , Л**-ЛУ, 

-65 13 40,5 27,5 -32 118 i n -7 
-64 -99 -139 -40 ~st 118 130 12 
-63 -302 -320 -18 -30 lie 128 10 
-62 -453 -441 12 -29 И8 94 -24 
-61 -S26 -500 26 •28 №8 И -27 
-60 -536 -517 21 -47 92 112,6 20,6 
-59 -526 -501 25 .26 06 113,5 «7,5 
-58 -453 -446 7 -25 13 9 -4 
-57 -302 -331 -35 -24 -99 -170 -71 
-56 -99 -169 -TO -23 -302 . -336 -34 
-55 13 10 -3 ••22 •453 •442 ГО 
-5» <W П4 '.a «Я -526 -494 52 
-53 02 ' П2 Я.З .-20 

-19 
-538 -509 29 

-52 108 00 -8 
.-20 
-19 -526 493 53 

-51 118 93 -25 -18 -453 -440 13 
-50 П8 128 >0 -17 -302 -333 -51 
-49 118 131 

-II 
о 
3 « 

~I6 , - 9 9 -169 -70 
-48 118 Ш 

-II 
о 
3 « 

H5 - 1 3 81 -48 
-47 m «07 -II 

о 
3 « 

-14 66 112 Ш 
-46 IIB 118 

-II 
о 
3 « 

M3 92 Ш 21 
-4S 118 •21 

-II 
о 
3 « -12 108 02 -26 

-44 118 Ш ••2 ! •SI 118 94 24 
-43 IIB 0 4 -4 ( -10 « 6 128 Ш 
-42 l i e ns -2 i -9 Ш *30 е 
-41 118 (17 "4 ! -8 118 112 -6 
-40 118 П6 "4 ! -7 l ie 108 -10 
-39 118 KI7 4 ! -6 та Ш 0 
-38 tie Ш 4 ! -5 ш 12 3 
-37 lie iI4 -4 ! -4 П8 116 -2 
•36 118 116 -2 -3 118 114 -4 
-35 118 S2I 3 - I Ив П6 -2 
-34 1 118 118 0 0 не П7 -I 
-33 I 118 107 - I 118 И7 -I 

17 



Тематические категории 
публикаций 

Объединенного института 
ядерных исследований 

Индекс Тематика 

1. Экспериментальная физика высоких энергий 
2. Теоретическая физика высоких энергий 
3. Экспериментальная нейтронная физика 
4. Теоретическая физика низких энергий 
5. Математика 
6. Ядерная спектроскопия н радиохимия 
7. Физика тяжелых ионов 
8. Крвогеняка 
9. Ускорителя 

Ю. Автоматизация обработки экспериментальных данные 
11. Вычислительная математика я техника 
12. Химия 
13. Техника физического эксперимента 
14. Исследования твердых тел и жидкостей ядерными 

методами 
15. Экспериментальная физика ядерных реакций 

при низких энергиях 

16. Дозиметрия н фазвка зашиты 



Нет ли пробелов в Вашей библиотеке? 
Вы можете получить по почте перечисленные ниже книги 

13-3700 Материалы симпозиума по нано-
секундной ядерной электронике. 
Дубна, 1967. 

Д-Э893 Сообщена* участников Междуна
родного симпозиума по структуре 
ядра. Дубна, 1968. 

Р1-3971 Нуклоны я пионы. Материалы 
I Международного совещания по 
нуклон-нуклонныы нпиок-нуклон-
ным взаимодействиям. Дубна, 
1968. 

2-4816 Векторные мезоны я электро
магнитные аз с имо действия. Дуб
на, 1969. 

16-4888 Дозиметрия излучений и физика 
защиты ускорителей зараженных 
частиц. Дубна, 1969. 

3-4891 Лекинн по нейтронной фнзнке. 
Летняя школа, Алушта, 1969. 

Д-5805 Международная конференция по 
аппаратуре в физике высоких 
энергий. Дубна, 1971. 2 тома. 

Д1-5969 Труды Международного симпо
зиума по фнзнке высоких энергий. 
Дрезден, 1971. 

Д-6004 Бинарные реакцннадроновлривы-
соких энергиях. Дубна, 1972. 

Д13-6210 • Труды VI Международного симпо
зиума по ядерной электронике. 
Варшава, 1971. 

Д10-6142 Труды Международного симпо
зиума по вопросам автоматизации 
обработки данных с пузырьковых 
в искровых камер. Дубка, 1971. 

Д1-634» Труды IV Международной конфе
ренции по физике высоких энергий 
и структуре ядра, Дубна, 1971. 

Д-6465 Международная школа по структу
ре ядра. Алушта, 1972. 

726 стр. 10 р. 07 к. 

192 стр. 3 р. 76 к. 

294 стр. 3 р. 17 к. 

588 стр. 6 р. 

250 стр. 2 р. 64 к. 

428 стр. 5 р. 49 к. 

882 стр. 14 р. 74 к. 

772 стр. 7 р. 69 к. 

768 стр. 7 р. 60 к. 

372 стр. 3 р. 67 к. 

564 стр. 6 р. 14 к. 

670 стр. 6 р. 95 к. 

525 стр. 5 р. 85 к. 



Д-6840 Материалы И Международного 
симпозиума по фнэнке высоких 
энергий и элементарных частим. 
Штрбске Плесо. ЧССР, 1972. 

Р2-686? Школа молодых ученых по физике 
высоких энергий, Сухуми, 1972. 

Д2-7161 Нелокальные, нелинейные н нере-
нормируемые теории яоя*. Алуш
та, 1973, 

398 стр. 3 р. 96 к. 

506 стр. 5 р. 00 к. 

280 стр. 2 р. 75 х 

Заказы на упомянутые книги могут быть направлены по адресу: 

101000 Москва, Главпочтамт, n/s 79, 

издателей* отвел Объединенного института мерных исследоваю* 



Условия обмена 
Препринты я сообщения ОИЯИрассылаются бесплатно, на основе 

взаимного обмена, университете^, институтам, лабораториям,' 
библиотекам, научным группам и отдельным ученым более 50 стран. 

Мы ожидаем, что получатели издании ОИЯИ будут сами прояв
лять инициативу в бесплатно* посылке публикаций п Дубну. В порядке 
обмена принимаются научные книги, журналы, препринты и иного 
вида публикации по тематике ОИЯИ. 

Единственный вид публикациЕ,хоторый нам' присылать не следу
ет,- это , репринту /оттиски статей, уже опубликованных в научных 
журналах/. 

В ряде случаев мы сами обращаемся к получателям наших изда
ний с просьбой бесплатно прислать нам какие-либо книги или 
выписать для нашей,библиотеки научные журналы, издающиеся в их 
странах. 

Отдельные запросы 
Издательский, отдел ежегодно выполняет около 3 0 0 0 отдельных 

запросов на высылку препринтов и сообщений ОИЯИ. В таких за
просах следует обязательно указывать индекс запрашиваемого 
издания. 

Адреса 
ПИСЬМА ПО всем вопросам обмена публикациями, а также запро

сы на отдельные издания следует направлять по адресу: 
• • , 101000 Москва, 

. Главный почтамт, п/я 79. 
УИЗдателъскив оадел 
Объединенного института 

ч ядерных исследований. 
Адрес для посылки всех публикаций в порядке обмена, а также 

для бесплатной подписки на научные журналы: 
101000 Москве, 
Главный точивши, п/я 79. 
Ятучно-техническая библиотека 
Объединенного института 
ядерных исследование. 
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