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2EJENDANCE VIS A VIS DE LA SURFACE D INTEGRATIUN DES INTEGRALES CARAC-
TERISTIQUES DE LA MECANIQUE DE LA RUPTURE (J, ©;

Scamaire.- Lo but de cette ftude est de définir lcs conditions néces-
———— .

saires et suftisantes pour que les intégrales caractéristiques de la
mécan:que de la rupture so.ent :ndépendantes de la surface (ou du con-
tour Jd'intégration) et ce, sans faire d'hvpothdse sur ls loi de com-
portement du matérisu. Le principe dr la aéthod> est de compsrer la
variation spatiale de la densité d’érevgie reque 3 celle qui résulte-
rait de la seule varistign spatiale de 13 déformsticn. Il s’introduit
ainsi un vecteur défaut W* en chaque point du solide. Les résultantes
de ['ensembie des vecteurs défsuts situbs 3 1'intérieur ¢'une surface
sont les i1ntégrales caractéristiques sur cette surfacCe, pour les
coapcsantes,l pour les couples. La condition d'indépendance dans un
domaine est donc que le vacteur 2Efau? soit nul en tout point. (ette
condition est mise sous différsntes fcrmes qui esxpriment en fait que
1a densité volumique d'énergie regue doit avoir 1a sfme forme de
varidation dans l'espsce que dans le temps.
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PATH DEPENDENCE OF FRACTURE MECHANICS INTEGRAL (3, ) ON THE INTEGRA-
TION AKEA OF CHARACTERISTIC INTEGRALS

Sumasry.- The purpose of this study is to define the necessary and
sulfficient conditions for characteristic integrals of tracture mecha-
nics to be independent of area (or integration path), without making
any assumptions concerning the behavior of the material. The principle
of the method invelves comparing the spatiasl varistion in energy den-
sity received with that which would result frﬂa s spatisl veriation in
strain slone. This introduces a defect vector W at each point of the
solid. The resultants of the total defect vertors sifuated within an
2r¢l are the charscteristic integrals of this area, for comnonents,

for torques. The conditjon governing independence in a region requi-
res that the defect vector be null at any point. This condition is set
under different forms which actuslly state that the energy density per
unit volume received must have the same form of variation in space as
in time.
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AVANT PRCPOS

"Qui a bu, boira"

“Le Prince : Ecris cela, je ne comprends clairement que les écritures moulées en

baotarde” .

Cette note se présente comme une suite, un complément ou plutdt un rec-
tificatif & la Note CEA N-1807. Cela est conforme & la nature de ces notes "qui
consignent essentiellement des résultats fragmentaires” . Par contre une telle suite est
contraire & nos premiéres résolutions qui étaient de ne pas pousser plus loin un travail,
qui du fait de son caractere abstrait, s'€loignoit de la vocation du DEMT, Cependant
lo lecture du texte, une fois mis au net et bien frappé, a montré des imperfections qui

avaient échappées dans le manuscrit,

Le défaut essentiel de la note CEA N-1807 est de restreindre |’étude aux
seuls cas du matériou élastique. Ainsi dans |'expression des intégrales caractéristiques,
W est la densité volumique d'éncrgie élastique et non la densité volumique de travail
regu (strain energy). Comme il est d'usage de s'interesser de préférence aux intégrales
caractéristiques od W a cette derniére définition, il était indispensable de revoir ce
point. Une conséquence importante était que la condition de non dépendance de la
surface d'intégration (W ne dépendant pas explicitement du point considéré) n'avait plus

olors qu'un coractre particulier © c'est une condition sutfisante, mais non necessaire,

Lo présente étude considere le cos général ol W est la densité de travail requ
et n'est pos forcément intégrable. On voit dans cette étude que |'hypothése d'élasticité

est superflue et que la simple comparaison de la variation spaciale réelle de W et de

. e . . . Y Al
celle due aux seules variations de déformation permet d'introduire un vecteur défaut W




qui n'est évidemment pas toujours un gradient, On peut méme remarquer que cette
méthode est plus simple que celle utiliste dans lo note N 1807. Les intégroles
coroctéristiques (J ei-f) se définissent comme les résultantes (forces et couples) des
vecteurs W % situés & |'intérieur du contour d'intégration. Elles sont donc_indépen-
dontes de la surface d'intégration dans les domaines od W*=0.

Cet examen est foit por lo méthode des déplocements, oussi est-i) intéressont

(surtout lorsque le comportement du matériou est quelconque) de considérer lo mé-
thode des forces. Le méme procédé conduit & introduire le méme vecteur défout W*,
mois permet de donner une expression différente des intégrales caractéristiques qui

est en quelque sorte complémentaire de lo premidre, mais qui ne conduit pas d des

valeurs différentes, bien entendu.

Enfin une derniére portie examine les différentes formes de lo condition
d'indépendance des intégrales coroctéristiques vis d vis de lo surface d'intégrotion.
Sons les exprimer ici, on doit constoter qu'elles expriment toutes que lo densité

volumique de travail regu (dons choque cos précis) doit ovoir la méme différentielle

dans I'espace que dans le temps. Sous une autre forme cela revient 3 dire que lo

différentielle de cette densité de travail est égole d oii du i dons |'espoce~temps.



PREMIERE PARTIE

LE VECTEUR "DEFAUT" ET LES INTEGRALES CARACTERISTIQUES

1.1 - RAPPEL SOMMAIRE DE LA DESCRIPTION DE BOUSSINESQ

On se reportera pour toute explication plus détaillée & la note CEA-N-1807.

Les évenements seront décrits dons un retzrentiel fixé a 1'état initial,

c'est & dire ovont tout déplacement ou déformation. Par commodité, on choisi un

systeéme d'axes cortesiens X,

Dons ce systeme le déplacement est u. et on écrit par définition que le

travail recu par unité de volume initial lors d'une faible variation des déplacements

Bu. est:
—

dw=9_8.,. th
' (!

Le tenseur O.i est le tenseur de contrainte de Boussinesq.
I

Le principe des travaux virtuels conduit aux équations :

ara !

n, = T(i (surface) ‘ @)

dl —

+ X, = 0 (volume) ]

ob X; est lo force extérieure appliquée por unité de volume initial (sur le corps
déformé)®,

_ii la force extérieure oppliquée por unité de surface initiale (sur le corps
déforms)®
", lo normale extérieure & la surfoce limitant le volume considéré.

¥ Crlest & dire 5(-; +7; by sor le corps initial
’



1.2 - VARIATION LOCALE DU TRAVAIL RECU PAR UNITE DE VOLUME

H convient de bien remarquer que le travoil par unité de volume initiol
§ W (cppelé souvent énergie de déformation) n'est pas une différentielle torale,
c'est & dire que W ne dépend pas que de I'état final, mais également du chemin

parcouru pour y porvenir,

En ctiuque point, il existe un chemin et on peut donc intégrer, depuis
I'étot initiol (déplacement nul) pour déterminer le trovail total recu par unidé de

volume au point M,

final

WM) = / 3w
initial @

intégré suivant le chemin en M

Il est intéressant de comparer le résultat ainsi obterms ovec celui qui corres-

pondrait & la seule variation de lo déformation repérée por u, , j.

Les différentielles n’étant pas intégrables, lo comporaison ne peut étre que

locale. On va donc comparer entre elles :

\ - la variation réelle de W

<

/ - celle uniquement due a la variotion de déformotion

M (XL) M+ dM (xk 4 dxk)
§V°"°'ion réelle de W
[ Or/'or. _'_ ;
Vi Tnduedui~ AR
4y, .
i Y ik ™
W W+ w,k dxk

|
Lo variation réelle de W est :

dW réelle =‘W,k dxk

Lo variation de déformation est :
I

dui,i = ui“, ik dxk

elle entraine une variotion de W égole & dW du, . =0,. dx

deformation ~ i1 9V, i = O v, ik 9



Ces deux varictions ne sont pas forcément égales, leur différence est :

- = - /
dwféelle dwdtformoﬁon 'w’k oij ik

Ce qui conduit A introduire le vecteur W: coractérisont un défaut.

AW (réel) - dW (déform.) = w: d, (4)
Wi T W -0 @)

Ce vecteur de défout est destiné & rattraper lo différence locale entre
I'évolution réelle de W et celle qui résulterait de I'évolution des déformations,
Nos grondeurs n'étont pos des différentielles totales, ce vecteur n'est pas néces-
sairement le grodient d'une singularité d'énergie,

1.3 - INTRODUCTION DU TENSEWRR O©

On peut tronsformer 1'expression précédente de la fagon suivonte :

vk " (oii"i,k),i " % Vi

or Q... = <X
UTa] 1

Py -9 _ -

d'od Wi = Wi -0 0 ) Xy
W Xt W ) R
! W+ Xou = W -Gy ) :

——— - - . —— —— —— ——— L — ——— — ——— g —

or w = 8 . W,. = (sk'W);

k

| S



Ce qui introduit, sons hypothdse de comportement élostique (intégrabilité
de W) le tenseur &

Oy T WEL -y, O )

Ce tenseur sotisfoit aux équations suivontes , onalogues aux équations

d'équilibre concernont le tenseur de contraintes de BOUSSINESQ.

O...+Y, =0
e ' 6)
S..n =Y,
i i
ov
Y. = -W¥- X, v, .
i i i i
Y; = Wn; - Tkuk,i

avec la notation fk = eki ni qui est la force extérieure sur la surface considérée
et qui devient égale & )_(k lorsque cette surface est la méme que celle qui limite le

corps,

1.4 - INTRODUCTION DES INTEGRALES CARACTERISTIQUES

Comme dans la note CEA 1807, cette analogie formelle avec les équations
d'équilibre permet d'introduire aisément les intégrales caroctéristiques usuelles,
c'est & dire les intégrales J et L. Pour cetu il suffit de calculer les résultantes des

Yi dans un volume V de surfoce S.

-~ Volawme V

~~<Surfece S



Pour les résultantes de forces on a:
.
J.=-/v.dv‘=/'(w.+x.u. ) dv ®
] ] ) } T4
v v

c'est & dire : J. /@ .. . dv =/G),.n. ds
] He [ I |
v ]
J. /7 ds
1 ]
S

ce qui n'est pas surprenant cor les forces extérieures de surface doivent équilibrer les

forces extérieures de volume :

J; =‘/:(Wni - Ti ui';) ds )

Pour les résultantes en moment & I'origine, on a:

= &
Li / ik xi Yk dv (10)
v
ou &iik est le vecteur complatement ontisymétrique, c'est & dire que :

Li = -/;xixk - X Xi) dv

itk étant dans l'ordre des permutations paoires de 1,2,3.

Le calcul g été fait dans lo note CEA-N-1807 et on trouve :

L = /s"'iik XV, ds '/v'ciik D

comme la seconde intégrale peut se tronsformer en

-/‘e”k o T, @5 + [ciik . X, dv

si X" = 0, on est conduit & :

L, = ./: ‘iikzxi (Wnk-T|u|’ A . TK' ds ()

|




i1 est opportun de remarquer que Li n'est pas lo résultonte des "forces”™
extérieures de surfoce Yi' Ceci est du ou fait que dons les forces extérieures de
volume nous avons négligé les couples de volume (type moment magnétique) dus
3 la non symétrie du tenseur (& TR

1.5 - INFLUENCE DE LA SURFACE D'INTEGRATION SUR LA VALEWR DES
INTEGRALES CARACTERISTIQUES

L'intérét de ces intégrales caractéristiques tient & ce qu'elles sont des
intégroles de surface et non des intégrales de volume. Ceci se trampose dans le
cos plan, en ce qu'elles sont olors des intégrales curvilignes et non des intégrales

de surface.

L'origine du présente de travail et ce qui demeure son but essentiel, est
d‘étudier les conditions dans lesquelles ces intégrales sont indépendantes du
contour d'intégrotion (dans le plan) et plus généralement (dons I'espace) de la

surface d'intégration.

Si I'on considére deux surfaces d'intégrations Sl et S, imbriquées |'une

2

dans I'autre et entourant ainsi un volume V, on peut considérer leur ensemble comme

lo surface extérieure S de V en les mesurant d'une normale extérieure 3 V., Ona

J, - ‘/S.(Wni-iiui’;) ds = -‘/V'Y; dv
or
[0

olors :



si I'on muni les 2 surfaces de normales extérieurss 3L volume qu'eiles dilniseant -

d'od

J. (S‘) -J. (52) = - d{\"i dv

\ - 3 = o
L -GG T e T

-
2N
ph)

C'est & dire que |'on peut evoluer la différence emtre les intbgroies pries
sur 2 surfoces concentriques & l'aide d'une intégrale portant s le volume compris

entre les 2 surfoces.

Pour que dans un domaine D, les valeurs ne dépendent pas de la srfoce
d'intégration, il faut oue lo quantité sons le signe somme de l'intégrale Az volume

soit nulle,

Pour que, dans un domaine D, les intégrales comc'érisﬁques.f
et L ne dépendent pas de la surface d’intégrotion, il faut et ii
swffit que dans ce domaine :

c'est & dire :

WYX+ X.ou., =0
i 1 1
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SECONDE PARTIE
U1 ILISATION DE LA METHODE DES FORCES

2.1 - DUALITE = LA METHODE DES FORCES

Précédemment nous ovons défini un chomps ce déformation admissible poar
les dérivées v des composantes du déplacement Ves c’est & dire que les 9 rermes
v n'étaient pas indépendant s. En considérant une détorration virtuelle qui
étjﬁt cinématiquement admissible, c'est & dire oui respectait ~es conditions, il a été
possible d’écrire 1'expression du travail requ par unité de volume initic’ :

aw = G‘i 3"-; .

]

ce qui définissoit le tenseur de contrainte de Baussinesq eii' Le principe des travoux
v.rbel o permis de me. trer que ce tenseur de .ait sutisfaire oux équations d'équilibre
wni ae lo tatique, .

\ eii, S+, =0

Vi T
'e. =X

ijr i
Cetie formulation est trer utile lorkue les forces extérieures appliquées sont

connues, elle est moi..s adao!/ * lorsque le cho-yemert est défini par des déplocements

imposés,

Comme Janus, lo mécanique des milieux continus a deux faces, & la méthode
précédente Jite dus dérlacements correspurd une méthode duale dite des forces qu'il
est intére-sent de considérer mo ntenant car elle fournit ure variante de la forme des

intégrales coracteristiques,

Au heu de définir la déformation, novs définissons un champ de contraintes

_G_;i devant satisfoire aux équations d'équilibre’ Pour équations d'équilibre nous

Frend ons les précédentes, c'est & dire que notre tenseur oii sera celui de BOUSSINESQ.

.
Ces équations sont quelque peu arbitroires
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On considdre alors une variation de contrainte rtuelle 5_0” statiquement admissible,

c'est & dire satisfaisant aux équations de la statique que nous venons de choisir :
(89,.. +8§X. =0
TP i
( §0.n = 8§ X
\ o i

et nous écrirons |'expression du travail complémentaire recu par unité de volume initial.

b3 we = uii Seii

ce qui définit la déformation Ui associée d oii .

App liquons maintenant le principe des travaux virtuels (sur ce travail complé-

mentaire), || s'écrit :

-/‘6w°dv +/‘u,5x,dv+/’u,5'>'<, ds = 0
v v i g ! i

commeg )(i = -69“ i lo seconde intégrale s'écrit :
/U.SX. dv '—'/-U.SO.. .dv = -/(U.JO..),. dv -/u. .80, dv
i RS TP e T Rt
v v v v

comme Sii = 89” n. lotroisieme s'écrit :

{
fu,ﬁ. ds =/'u. §0..n ds =/(n. 36.),. dv
s i i i i i T
s v
lo somme des 3 intégrales se réduit donc & I'intégrale de volume suivante :

/(U..-u. ) 60,.dv =0
v H (¥3) (]

comme & eii est quelconque ceci impose :
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nous retrouvons bien la définition gdoptée précédemment, ce qui permet d'écrire :

':i ii (‘3)

2.2 - VARIATION LOCALE DU TRAVAIL COMPLEMENTAIRE RECU

Nous allons reprendre la méme étude que pour le travail regu :

§ WE n'est pas plus intégrable que § W dons I°état octuel de nos hypothéses,
c'est a dire que w" n'est pas connu & partir de 1'étot final, cor il dépend du chemin
parcouru pour y orriver. Pour un point donné, ce chemin est défini, on peut donc
définir la valenr de W en choque point,

final

wE M) = w

initicl

c

(14)

suivant le chemin en M

d'ot WIM) + WE(M) = v, 8;. (indépendante du chemin).

Il convient maintenant de comparer autour d'un point M, c'est & dire Incalemnt,
.y < . . . . . . . e
la variation de W ainsi défini avec celle qui résulterait de lo variation de lo

cont-ainte,

Lo variation réelle est :

c o we
dW  (réel) W,kdxk

Lo voriation due aux variotions de contrainte serait :

c ; _
d W (contrainte) = u;’.' eii,kdxk

Ces deux variations ne sont pas forcément égoles, ce qui confraint & intro-

] ce
duire un vecteur Wk tel que :

d Wc (réel) - daw* (contrainte) = - W:. dxl‘

I b W o -w,S
so valeur es . Ui,i eii,k W;k
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si I"on tient compte que :

wcvk = @ - W,

i Ui,i)'k k

cna:

[ ]
W W * v Bk T G5

T W YLk

c'est & dire w:' = Wk'

d W iréel) - dWS (contrainte) = - W dx (15)

ce calcul n'introduit pas un outre vecteur défout, mais nous donne une nouvelle

expression de ce demier :

s _ -
Wi S Wt 8y |
*- _w 19
W= W

Remorque : Nous avons fait tout le porcours nécessoire en ne considérant
que la méthode des forces. Cependont le résultot obtenu est une simple transposition
des résultots précédents puisque :

d W (réel) - dWS (contrainte) = a«;;i uii) - dW (réel) ...
...-d (oii"ii) + dW (déform.) = -W:dxk

2.3 - INTRODUCTION DE O € COMPLEMENTAIRE DE
La seconde expression de w: esi du rype force, elle peut étre transposée :
L TR AL T TR

or 0... = - X,
Il,l [}
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d'od

« _ C
i Wi+ 8 e %

c'est & dire :

comme

o s i e . st st

Ce qui introduit, sans hypothése de comportement un tenseur compiémen-

taire du tenseur (&)

-
O, = W -y 6., (17)

qui sotisfait aux équations suivantes :

¢ ¢
... +Y, =0
Ve ! (18)
c -c
OD..n =Y,
i i
aves
vE = awho X,
i i RN (19
?.c=+ch,Lu, 6, ..
i ik kil
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=)
]

AT TN

de lo méthode des déplacements

On remorquera que :

S +@c=(w+w°)$ - .0 .+u 0
i i i 1% %k O,

.+

| C"-
| i i e

|) x (U ok)l.

Y. + Y.c = (u.X),.
i 11

2.4 - INTRODUCTION DES INTEGRALES CARACTERISTIQUES

L'analogie formelle avec les &équations d'équilibre va nous permetire

d'introduire les intégrales caractéristiques complémentaires el

. Pour cela
il suffit de calculer les résultantes des Yic dans un volume V limité par une

swrface S,

Résuitonte des forces

c R - c =2 = . -
J. /\:Y‘ dv (/v'(wi "ixi.i) dv (20)

c’est & dire :
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Simple résultat de I'équilibre :

c _ c
3= /s(+w n oY 8, n)ds @n
Notons que :
C
L+ ) = /(X.u.),_ dv
i i P
v
3.+ 15 = /X.u. n, ds 22)
i i g P

ce que l'on peut vérifier directement d'ailleurs.

ki, i

——

c _ c _
Ji+Ji —'/:(W+W)nids (Gk.'uk'i-"ﬂ..uk)nidv

o~

h
(Ul: Gki' n. ds (elti uk\,. ni ds

/i !

le second terme peut s'écrire :

Il /

/s (eki uk),; ni ds = f (gki uk),i n. ds
\ i )
/:,”k,'.ek'. R " ds
/- Y gl‘i:i n. ds
s

= [ Yl Xk ni ds

On remarque oinsi le faible apport de cette intégrale complémentaire, nul

i

d'ov J.+J.°
) ]

"

si les forces de volume sont négligeables sur la surface d'intégration.

Résultante des moments (por ropport & I'origine)

c _ c
L = /v'cm‘ AL (23)
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[+

C
= r A
L=+ /: ik 5 k1%

don* {'intégration par parties donne :
c _ c _ c
L, = /v"";ik";e W & ./v"'iik SO, W
[ 4 - C [
= & -
L. /' AR f"iik@ i v
s v
c 4 -
=- f";;k v Oy o +f Coc Vi O 9
$ v

comme u, | O'i = Y, 1 9il la seconde intégrale devient :

/ TR R I Rl T T / Lok Q9
v 3 v
/:‘iik y T ds + /é;ik u Xy v

[ £, :i dv = + /,"'iik 3ukoi|n| - o0y m %ds

+ /v’t.iik Yl Xi dv

si Xi = 0 on est conduit d:

"

wit :

L /:Eiik g“i(wc"u =9 8 i k"

+ (“k oil "=y 0“ "k) ds

(24)




Notons que :
c \
- ¢ - -8
L; + !_i ‘/\: ik xi '+W: + Xl ul,k Wk + u'xl;k z ds

- -
c )(i (Xlnl),kdv

|/v ik

/Ciik xi (xiX!n'),k dv-f"iik X'n| ‘ik dv

‘/S-C;ik xixlnlnkds

i

c —
L+L, —[c;ikxiX”\lv\kds @5)

ce qui permet de renouveler lo remorque déjd faite & propos de J : L utilisation des

formes duales ]; et | _L:: des intégrales coractéristiques Tet rn'quor'e que peu de chose =

les valeurs numériques de ces intégrales étant les mémes (ou signe prés) pour autont

que les forces extérieures de volume soient nulles au voisinage de la surfoce d'intégra-

tion,

2.5 - INFLUENCE DE LA SURFACE D'INTEGRATION SUR LA VALEUR DES INTEGRALES
CARACTERISTIQUES

- -
Elle est strictement identique & celle sur les intégrales J ev '.. Par exemple,

— -y
pour que dans un domaine D, les intégrales Jc et L ne dépendent pas de lo surfoce

d’intégration il faut et il suffit que Y;c =0,
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TROISIEME PARTIE
CONDITIONS D'INDEPENDANCE DE LA SURFACE D'INTEGRATION
(sans forces extérieures de volume)

3.1 - CONSIDERATIONS GENERALES

11 suffit de reprendre les résultats déjd obtenus quont oux intégrales
coracMristiques :

Ji=-/Y;dv Liz-/ciikxivkdv
v v

Lorsqu’on se limite ou cas o les forces extérieures de volume sont nulles,
ces équotions (8) et (10) s'écrivent :

), = f w dv
[ ] ]
v
- »
|.i 5 eiik xi wk dv
v
ce qui signifie, comme il o déja &1€ dit,que les intégoles T et T sont les résul-

tontes (vecteur, et couple) du systeme de vecteurs défauts W situés dans le volume
V situé 3 I'intérieur de lo surfoce d'intégration S.

o-lPp
w.
"\;'
"ﬁv
WQ
T
o

4



Donc, pour que sur deux surfaces d'intégration S‘ et 52, les valeurs des
intégrales caractéristiques soient les mémes, il fout et il suffit que la résultonte
des vecteurs-défaut W* compris dans le volume compris entre les 2 surfaces soit
nulle. Ainsi les intégrales ne dépendront pas de lo surface d'intégration dans un

domaine D ob il n'y o pas de vecteur défout. Cette condition suffisonte est égale-

ment nécessaire si |'on désire cette propri€té pour toutes les surfaces comprises
dans D.

Remarquons que |'on peut quelquefois étre moins exigent et se contenter
de n'avoir qu'une composante constonte des intégrales coracMristiques, por exemple

la composante J. . Pour cela il faut et il suffit que lo composonte W,] soit nulle

1
dans le domaine considéré

Enfin il faut souligner que I'on n'est pas toujours aussi exigent au sujet dn
domaine dans lequel les intégrales sont indépendontes de lo surfoce d*intégration :
on peut trés bien ne considérer que les surfaces englobont un noyou donné, ce qui

est le cas clossique du front de fissure,

Quoiqu'il en soit, on ne considérera par lo suite que le cas ob il faut que

le vecteur défaut soit nul dans le domaine considéré,

3.2 - CONDITIONS DANS UN ETAT DE CHARGEMENT DONNE

Lo condition®

W =0 (1)

peut s'écrire :

W, =86..u

k i i,k (€2)

ou en utilisant dF pour désigner la différentielle de F dans I'espace dF = F'k dxk

dv' = 0,. du, . (C3)

1] i,

® Les conditions d'indépendance por ropport & la surface d'intégration seront repérées por
(C1) pour les distinguer
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R lons "expression de la densité de travail regu, en notant t le temps
appe P p

et §F la variation d'une fonction F durant I'intervalle de temps dt :

- ,
/o..su..= / 0. u . dt l
§ Yol ° 1y o1t

|

W= (26)

en M en M

expression dans laquelle le “temps” a le coractere d'un porametre de chorgement et
od le “chemin d'intégration™, c'est & dire les valeurs prises por Y et 9:;’ au cours
de ce chargement dépendent du point considéré JA.

Origine de la condition

Ainsi qu'on peut le voir & la lecture du texte précédent, la condition

signifie que I'on peut déterminer 3 I'instant T la voleur de W en fout point M par

une intégrale curviligne dans |'espace depuis un point d'origine 0.

M
w (T +/ 0.. du,,
° o ip i
M

w, M */o 8. vk 9%,

ce qui est simplement |'intégration de la condition (C2).

W(M,T)

it

\]

WM, T)

Compte tenu de (26) ceci conduit & écrire :

M T
/ @..du,, - / 9..su.. = cte (C4)
oo i
o o
ou temps T ou point M
M T
f eii Vi k dx - / e;i u”"dt = cte (C4")
o [
au temps T ou point M

la constante est égale & W au point 0,




il est d'ailleurs possible de donner une gutre forme a cette condition, en

lo dérivant par rapport & une coordonnée X -

-
If i ||, k | e"u|,|,k
/ (9 v, k)' dt

3 s \
: s, dt
3xk' ° i; ||, / ©, ,|t k

"y
/ (e.. J, . ), - ( . )l ( = 0 (CS)
‘/c: ( TR i | ik

Remarquons que le premier terme correspond & W

" et le second 3 0.. v,
I

i,k

ce qui nous reconduit & (C2).

3.3 - CONDITIONS DURANT TOUTE LA MISE EN CHARGE

Jusqu'ici il n'o été considéré que les conditions d'indépendance pour un
étot de chargement donné, mais on peu rechercher les conditions pour que les inté-
groles caractéristiques ne dépendent pas de la surface d'intégration durant toute lo
mise en chorge. Autrement dit, on peut écrire les conditions pour que cette propriété
soit, non seulement varie au temps T, mais & tout instant t compris entre I'étot non

chorgé (temps 0) et le chargement final (temps T),

Pour cela il faut que la condition (C5) soit vérifiée quelque soit T, donc

que l'expression sous le signe somme soit toujours nul :

© (C6)

v

;;“;,ic)'k - (G:i i,jk)’f

ce qui peut étre également

s —— e . i T o s A ot 2t o ot s
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Comme eii ui,itk = 9...| U‘;Jkt

On obtient :

Ok it - i Yk ©@

de. Ju, . = sﬂiiduii (€7

| bel

dF é&tont lo différentielle spociale de F (dF = F'k dx) et § F la différentielle
temporelle (8 F = %—; St)

Cette dernidre condition est extrémement intéressante, car elle indique la
condition de variation de lo contrainte et de lo déformation lors d'un occroissement

de chorgement pour que les intégrales restent indépendantes de la surfoce d'intégration,

Remargue sur une symétrie

Remarquons que W est nécessairement intégrable doans I'espace (valeur
unique de W en choque point) c'est & dire que w’kl = W, Ik S¢ qui compte tenu
de la condition (C2) entraine :

@0, w1 = Gy sy €2)

ou

o.. kY (c2™)
1, 1,11

eii,l i ik

Expressions spaciales tout & fait identiques aux expressions spacio-temporelles
(C4) et (C7). I est alors possible de donner une autre forme aux conditions (Cé) et

(C7) en adopiant un espace temps défini por les 4 coordonnées yq
x, X,
t - - t

Yo xl x2 x3 t
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Ona:
aw + 8w = W, dx + W,'dxt
= gii U;i:k dxk + Oii Uiir' dt
que |'on peut écrire :
dw - 931U;i,u dyq (C8)

ou dW est lg différenti~llc dans I'espace Yeq

etat ‘“it‘.a\ -\\/‘ﬂl,,""j Y&-

3.4 - AUTRES FORMES CZS CONDITIONS

Choix de lo déformoation et de la controinte

Si 1'on revient & l'origine de la conditior, & savoir que W peut étre déter-
miné en tout point par i'ne intégrale curviligne dans I'espace, on est omené & cons-

tater que l'on peut exprimer les conditions & I'aide de déformations et de contraintes

généralisées telles que le travail regu par unité de volume s'exprime par :
§W = o Bt
a o
{o étant un indice muet correspondant & une mise en forme vectorielle des compo-

sontes de o et £, por exemnle por simple correspondance entre ij et o), Ceci per-

met d'écrire les conditions sous les formes suivantes :

Wik =% &4, k (C'2)

a

dw = o d& (€'3)
a a
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M T
o, ‘o,k ‘:btk “Jo %o “o,t d =0 (C*4")
(temps T) (point M)
( o, éa"),k = | o, ca,k)'f (€'6")
do %¢ = de 6o (c'7Y
a a a a

qui sont plus fomilitres

Utilisation du travail complémentaire

Si I'on note que :

< _
SW +8W = 3(c _€)
ou 6'0 €, et intégrable et ne dépend pas de
I’histoire locale du chargement, il est convenable d'utiliser WS dans I'expression

des conditions précédentes :

[

w "k - o-;,k 6n:v (€2)
dW =€ de
a a
M T
/' Co Tok =f €, o, & (C"4"
o o
en T enM
(U-o,f ‘o),k = (a'o,k &o),' (C"s')
de %o =do 9t (méme)
o a o o

3.5 - CAS DU COMPORTEMENT ELASTIQUE

Par comportement élastique, il ne fout pas entendre un comportement
linéaire ( o, fonction linéaire de La), mais I'existence en chaque point d'un

potentiel &lastique, c'est & dire de |'intégrabilité de § W qui est une fonction :

- de la déformation,

- d'autres quantités z telles que les coordonnées,
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On a alors ¢
;W (€ , 1)
A a
a 360

et la candition (C'2) s'écrit :

W (Ca,z)
Wi © 3 o,k
a
comme
AW (& ,z)
W, = —32 €& 4+ v z, k
K D6, a,k 0z

. W _ . . . . . N
il fout que >z Z; . = 0, c’est a dire que lo densitédd’énergie élastiqu~ ne

dépende pas du point considére autrement que par 1'interwmédiaire

de lo déformation (qui peut dépendre du point).

3.6 - A PROPOS DU CAS ELASTO-PLASTIQUE PARFAIT
Nous caractériserons le corps élasto plostique parfait por -

- une élasticité régie par un potentiel &élastique \NE ne dépendant pas du
point considéré :
awt
T E e
o YAl
a
. . T I E
c'est a dire que lo déformation élastique Co est donnée por :
EC
c E_ ow

o aa-a

- une surface d'écoulement F(O‘O) = O.Y ob c‘y (limite d'élasticité) est
constante (pas de consolidation por écrovissage) et o0 F est homogéne du Ter degrés
por ropport & d'o.

- le respect du principe de Hill, c'est & dire que I'incrément de déformation

plastique est donné por :

EC P - BF sci
o Bg-o

c'est & dire ['énergie plastique por W P U'yt'



La condition (C'2) s'écrit ici :

w,: + W, = %o ‘:,k t 9% ‘:'k
comme w'Ek = % "ofu
ona w, Pk = cro L‘:k
P P
it E "y"'k o "o,lr E
ou
o dc*

o de®
y a L]

expression spociale identique & I'expression femporelle :
» - P
o, be L AL
comme déjd précédemment constaté.

Cos particulier
Si lo plostification, aprds avoir débuté se poursit en chogque point, on g :

. d(8e%)
o = ——————
° 3(5;:)

de plus, dons le cas ob lo déformation est rodiale, c'est  dire ob 3 Lup reste propor-
tionnelle (en chaque point plastifi€) & 3¢” on peut écrire :

L
. - 2
‘0

qui entraine la réalisotion de lo condition, pour autant que le corps soit homogine
( ty constont).,

Merscrit regy le 17 septembre 1975
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