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CEA-R-4714 - DURIVAULT Jean, LQUVET P ie r re 

ËTUDE THEORIQUE DE L'ECOULEMENT DANS UNE CENTRIFUGEUSE A CONTRE COURANT 
THERMIQUE 
S c a l a i r e . - Dans c e t t e e tude , nous ca lculons l 'écoulement dans une cen­
t r i fugeuse il con t re -couran t thermique pur e t 1 r e j e t nu l . La méthode 
appliquée e s t c e l l e des développements asyoptot iques raccordé», l e s 
Equations de Navier-Stokes é t a n t supposées va lab les dans l 'ensemble 
de r ' é c o u l e n e n t . Si l a convection e t l a d i s s i p a t i o n visqueuse d i spa ­
r a i s s e n t dans la l i n é a r i s a t i o n des équa t ions , p a r cont re l ; s e f f e t s de 
ccmpress ib i l i t é sont p r i s en compte. Désignant par c le sombra d'Elcaan, 
nous avons ca lcu lé l e? grandeurs c a r a c t é r i s t i q u e s de l 'écoulement dans 
le cceur, dans l a couche d'Ekman d ' épa i s seu r e ' ' a s u r 1e r p ln teaux de 
la centr i fugeusp at dans la couche de Sievar tson d ' épa i s seu r c 1 ' 1 l e 
long des p a r o i s . En l ' absence de convection le couche p a r i é t a l e d 'épa is ­
seur e 1 /* d i s p a r a î t . Les r é s u l t a t s obtenus «ou t ren t l ' impor tance du 
flux de r e c i r c u l a t i o n d 'o rd re c 1 / ' par rapper t au flux de cont re-cou­
rant d ' o r d r e c1'* créé par l e s couches d'Ekaan dans la couche p a r i é t a l e . 
Le p r o f i l ax i a l de température a g i t quant i ta t ivement e t quali tat ivement 
sur l a r e c i r c u l a t i o n p a r i é t a l e . 

1976 - Cornaissariat ft l 'Ene rg ie Atomique- France 40 p . 

CEA-R-4714 - DURIVAULT Jean , LOUVET Pie r ra ' 

THEORETICAL STUDY OF FLOW IN A THERMAL COUNTERCURRENT CENTRIFUGE 

Summary. - This paper dea l s with' the flow .ca lcu la t ion in a the rma l , 
countercur ren t cen t r i fuge a t t o t a l ' r e f l u x . Matched asymptotic.expan­
s ions a re used t o f ind approximate so lu t ions of Navier-Stokes equations 
which a re assumed t o be v a l i d in the whole domain. Convection and 
v iscous d i s s i p a t i o n d i ssapear because of l i n e a r i z a t i o n , . b u t compressi­
b i l i t y i s taken i n to account . Let c be the Eknan number; we solve the 
equat ions in the i n v i s c i d co re , in the ho r i zon ta l Ekman l a y e r s of 
th ickness 0 . [ c 1 ' * ) a n d ' i n the Stewartson l aye r of t h i c k n e s s 0 ( e Y 1 ) , 
p a r a l l e l t o the a x i s . As we neglect thermal convect ion, the Stewartson 
l aye r o f . t h i c k n e s s 0(cV*) does not occur . The r e s u l t s show the imporr -
tance of t h e r e c i r c u ! i t i n g mass-flow r a t e of order O f t 1 ' 1 ) in f r o n t ' o f 
the countercur ren t mass-flow r a t e of order 0[eV*) .-•The-, température 
p r o f i l e r u l e s the p a t t e r n and the i n t e n s i t y of the rec i rcu la t ing ' - f low. 
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ETUDE THEORIQUE DE L'ECOULEMENT DANS UNE CENTRIFUGEUSE 

A CONTRE COURANT THERMIQUE 
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"£<:. ? - Schéma ùe l'écculemnî 

Couche à 'Ekran 

Couche de Stewartaon j/£ 

Couche de Sterxtrtaon ]/4 

Extensions d'Ehror, 

Nous ferons i c i comme HUNTER / 4 / deux remarques t r è s importantes . 
1° Seule la couche 1/3 permet le passage d'un débit mjsse d 'o rdre c ' / 2 

2° Lorsque le probKme es t d i t symétrique (*(z) » tyl'Z) , * désignant la 
fond ion de courant et ; l ' a x e ver t i c a l ) , la couche 1/3 n ' e x i s t e p a s . 

Cet i est notre cas en négligeant la convection thermique, 
iîans le cas où i l y a convection, i l ex i s t e un débi t de r e c i r c u l a t i o n de 

la couche 1/3 dans la couche l /> . 

Les travaux de HUNTER / 4 / ( dans l 'hypothèse d'un écoulement tournant in ­
compressible l i néa r i sé ont é té complétés par les travaux de HOMSY et HUDSON / 5 , 6 / , 
qui se sont par t icul ièrement in t é res sés à la convection et à c e r t a i n s problèmes de 
s t a b i l i t é de v ourhe l i m i t e . 

Dans ce t r a v a i l , nous supposons les équat ions l i n é a r i s é e s , nous n é g l i -



'1 
•'; - 5 -

g eon s les termes de convection thermique mai s ne UP tenons compte do ja va riat inn -Je 

masse vo 1 unique . Notre ca Icul s ' appl ique donc au en s des cen t ri fugeuses à (.ont re­

courant thermique a rejet nul. 

Les deux étapes ultérieures consisteront d'une part à calculer l'infinonce 

des iij cet ions et des sout il ages, d ' autre part à étudier 1 ' i » f lu en ce des terne- de 

convection. 

Remarque - Toutes les études précédentes ont été faites dans le cadre des 

équat ions de Navier-Stokes. Nous avons ncj;l igé les effets de rare fact ion qu i a p pa­

ra is sent dans la région centrale pour les v i t esses tic rota t ion é levées . tics ei ' f L • t s 

ne peuvent être décrits correctement que dans le cadre île la théorie c inét iqiu, ̂ e 

qui serait trop compliqué. 



Nous nous plaçons iti J.ins 11:1 système de coordonnées cylindriques z, r f 0 

s .i\c>'- .<v»:: '"ir̂ s iHg. -1 , v' • \'n. \' désignent les différentes vitesses. 

' - Loovaonr.ées iyli.ncm-qu&B. 

Nous supposons également la symétrie cyl i^drique (-̂  = il) . 

l'un-; l'hypothèse où le libre parcours moyen du gaz est très inférieur 3 1 

rot;t:jté de l'enceinte, les équations ôe Navier-Stohes sont applicables : 

L o n s e r 

< • • • > ' ) 

a t i o n de l a n a s ^ e 

S l r o V r ) 

- e q u a t i o n J e In q u a n t i t é J e moiiy e m c n t . a x i a j e » 

* Axe 0 : d i r i g é e e r s l e h a u t . 3 a _ 7 * ~ 

(3) 



l i q u a t i o n de la q u a n t i t é -Je mouvement r a d i a l e 
.- i»v_r ^ J ; i ^ _ i_£ + ( i iA l l + * ' v » + I 5_Lr - y_i:' 

U ,9 3'y^ 3 3_V r + ' 3i_r ^ ri 

Conservation de la quair . .c de mouvement azimutaie 

pt:n(V, î^Vr^rî • 

la i.1 i H s i pat ion v î s que use 

0j • (SV ^' I r ' 
; . W i 3Vr . v,.= 
S Sz ) r ' r '• 

5lip|IC 

•U 
M 

N • H • - Nous nous limitons ici à 1 ' aérodynamique d'un ca~ siripie en 

tion. Nous ne traitons pas ici les equations de la diffusion et de la cc.,..eiv 

de l'éjénient léger, qui, dan* le cas d'à. mélange jisUf-t - ijeUTs. peinent s' 

grer séparément connaissant l'écoulement moyen, 

iv) Mise sous forne ajimensionnelle. 

On pose, en supposant tous l s coefficients tliermodynan iqucs 01, .1; 

ports constants : 

I! 

T - A où T n 

V , - . 1 • 1 
u. R • 6 

,<h) * T(-h) . 

H A 

•̂ ¥ po désigne la masse volumiqus a l'abscisse r. 

On obtient alors les équations suivantes 

- conservation de la masse. 

^ J ^ 1 • i fr (3 Vr r) • 2s> v7 f 5 = 

p (v 2 g. • Vrffz, 
conservation de la quantité de mouvement axiale 

r 3r 3 31-32 3z' 



.it ion ilt" la qii.'uirittj \}c mouvement r ad i a l e 

, 4 , a -v , - i 3 V r \ ' r , ^ i a - v - ^ a J v . 

I'onsorva t ion Jo la quantité de mouvement tangent ici le 

t"onsi'M';it ion de l ' cnerj; ie 

IV <-î JS' 5T or 

' <fK * fr * <£*>" 

- Equat ion d ' état 

P = c ï (IS) 

Dans la suite, nous retirons les - qui alourdiraient inutilement l'écri-

La vitesse de rotation étant très grande, nous retirons la solution en 

uilibre correspondant à la ro.ation en bloc. Ceci revient à se placer dans le ré-

rentiel tournant. Posuns : 

v. 

r + ve 

p - I + p' 
T = i + T* 

Les équations [9) à (15) deviennent 

r • H £ ^ U 

* j . ~ l o 'V r r ) - 2S 2 p ' v ; 

ih I f " * 
,i 0 1 . 0 ^ | M . 1 1 ^ , 1 ^ , ( 1 8 ) 

ït . v ; »£ . a i . p. ( ï i | ï i . v j »ïi . 2 v ; , 
i . ,„._ :_•;, ^ , » i 
7' T» = ^ ( ï ( ï *AfSi*i^> C 1 9 ) 



• Y ' . Il • D'J I v, «VA , vi 

7̂  HI-^ r )r V*1 

d?-' - i ? IT-

cJ Conditions limites. 

Aux parois, nous négligeons les couches de KMJI)SI:\. N'eus ne tennu 

pas conpte des glissements de vitesse et de température. 

- Conditions sur les plateaux 

VJ - o : = •- S Vr 
vâ " ° 

T (8) = £1 frj ; T' (- B) = f, (r) iJ5 

- Conditions sur la paroi cylindrique 

r =• 1 V z 

Vf - o 

v é " ° ,'J 
T' = 2(z) 

v: = o 
Nous devons assurer la continuité de la condition limite pour la tem 

£i(D ' U S ) 

fi(l) = «(-S) (251 

Sur l'axe, en l'absence de tout organe de prélèvement, nous faisuns le 

hypothèses suivantes : 

r » o ; Vz 

3r Cti) 

Nous supposons également les dérivées finies sur l'axe, 

d) Equations linéarisées. 

Pour les écrire, nous supposons que les vitesses sont très faibles c'est 

à-dire que la solution dans le bol est proche de la solution a l'équilibre. Nous 

retirons désormais les ' . 

sVz . 1 3frVr 
32 3r 

2S 2 r V r 127) 



\ . . ' ' • : , ] .';.Vi- . '_ « , ' , 

u- - ' ;\' - v j i * ; r .^ 

\ , . < - l e i o t i s KM ilcux I'cn.i rqiK . impor t .in t e s : 

- I .> pi i"'T;M e 1 i :iê;tr 1 s a t ier. e s t C-a 11 iva i e n t e à un dtH'cl o p p o n e n t ; / l / ! 

.;.; •:.•••.'. : e vie MV*?I-V , p : -p ;vM i o m u | à il_ i qu i v ;i r.ic T 0 r i s e 1 ' i n t e n s i t é du 

T 

,,! .un i hern; i q n c . Ce i le\ e î o p p o n e n t e s t r é ^ u l 1er ma i s stippT ime l a c o n v e r t i on 

• ; ï :".,..: i i;; r o J i i ï r e p.u Ut m é t h o d e J e HUMThK / • ! / . 

- I l r. ' e s t p a s Oqn i v:i l e n t J e ] i n é a r i s c r 1 e s é q u a t ion*; d a n s l e r é f è r e n t i e 1 

.•i: ai- s u p p o s e r 1 *•'* é q u a t i o n s im.-i.ini p r e S S i h l e s M a n s l e r é f è r e n t i c i t o u r n a n t 

es e p é i :>; i on s J e p a s s a d e d a n s î e r é f è r e n t i e 1 t o u r n a n t e t de 1 i n c a r i s a t ion 

p e r c . i t a h l c s . 

:uis ce q u i s u i t , nous ne*;! i l é o n s l a p e s a r . t e u r . 

http://im.-i.ini


1 

! I I - COUCIILS ll'Lk'MAN. 

a j Nous sommes en p r e s e n c e d ' u n p ro l i l èmc s i n g u l i e r c a r l e s t c 

o r d r e s o n t en f a c t e u r J ' un p e t i t p a r a m è t r e r.. Nous c h e r c h e r o n s J o n c 

un] I o r m e n e n t c c r . t j n u e s o u s la i o r n e d ' u n d é v e l o p p e m e n t e x t e r n e : 

ut ion 

1 , < r , z ) , t o i ( r . z ) 

I ' , I r . z ) - 1 <°> ( r . z ) 

p ( r , z ) • p < D ) ( r . z ) 

un d é v e l o. ipcner . t i n t e r n e c o r ] 

\ . I r . z ) • \ U ) U.O 

V f ( r . z ) - \ l " > ( r . . . ) 

V ( r . z ) . E ' / ! i l o ) ( r 

' " C < ' > 

. /> , ( ' ) 
r 

'I' v<l> 

•.:* c o u c h e 
. , ! - ( i , 

ou 

T < r , z ) 

p ( r . z ) 

> 3 e t où 

,-<"> 
;<'-> 

( r , ) 

( r , - ) 

d é p e n d de r pa 1 ' i n t e r m é d de Po r i . 

In r e p o r t a n t c e s d é v e l o p p e m e n t s d a n s l e s y s t è m e d ' é q u a t i o n 

nous o h t e n o n s c >!!inie s o l u t i o n i n t é r i e u r e d ' o r d r e u n i t é d e s c o u c h e s d ' 

donne LOT: / ! / . 

Le s y s t è m e a r é s o u d r e s ' é c r i t : 

o ' u , i » ) , . (o l 

3p(°> 
° 

- 2 « (o ) + T 

v ^ . 1^ 
1^-^11^ 

ç(o) 
¥-1 Pr 'ïï1 

avec les conditions limites pour z = z B, V r 



V j < ° > . 

f ' • • > . 

i " ' ' ( . - 1 - T ( r ) 

T l " ' r 3 • - T, I D (39 

. - : : J : : U ' : I S J e r a c v o r q a v e c i ' à o u i cmcnt c e n t r a l Jo in . ous o u r l e r o n s p l u s 

i - l e i u t i o n s q u e nous c h e r c h o n s d o i v e n t ê t r e é g a l e m e n t b o r n é e s quand 

i l s y s t è m e l 'eut ê t r e r é s o l u û r c o n s t a n t ( l e 3 p / d r s ' é l i n i n a n t p a r d é r i -

t : o i s é c l . Nous o b t e n o n s a i n s i 

(40) 

ï - l 
21 

111) 

142) 

p r è s q u e l q u e s c a l c u l s a l g é b r i q u e s , nous o b t e n o n s p o u r l e fond 2 = 8 

. ' Ct e ' '" s i n ( a t ) (43 ) e r < o ) 

j ( O ) 

- l o ) 

e u s ( a i , ] 

a* - 1) Cl ( 1 - e a Ç c o s (aÇ> ) 

(44) 

(45) 

? ~ o l o r s q u e s -* - ™ 

l 'our l e fond ; = - e l e s y s t è m e s ' é c r i t : 

V ( o ) - 2 a ' Cl e _ a ' s i n ( a ; ) 

v \ ( o ) " cl (1 - c o s (a c) j e - 3 ' ' 

: ' ' • f. [-,-' - C, 14a- - 1) i l - e " a s c o s (aç . ) ) ] 

(46) 

(47) 

(48) 

Je la ma 

d 'l.kmanj 

La r e l a t i o n e n t r e Cs~(r) e t C t

+ ( r ) s ' é t a b l i t en é c r i v a n t l a c o n s e r v a t i o n 

s e à l ' i n t é r i e u r du c y l i n d r e de r a y o n r (V = 0 à l ' e x t é r i e u r d e s c o u c h e s 

S o i t £* ; i r v r

( o ) p de * / " ^ 2ïï r Ç r ( ° > p dç • o (49 ) 

l l ' où 1 ' on t i r e en r e p a r t a n t l e s e x p r e s s i o n s de v * 0 ' 

C s " ( r ) . - e t ( r ) (SO) 

Comme d e p l u s : 

i agio) j f ( ° > 
JS! î £ - 4 a" Cl ( r ) ( 51 ) 



:(o) 
est indépendant do ç nous avons toujours automat iqucment 

I.a press ion est donc constante dans les couches d ' l-kman. 

Remarque - > * v 1 y ava s t pre U-vement sur 1 ' ut des fonds 

Cl f - C.t et 3p/3r ne serait plus rul. 

• T ^ / a * 

l.e ca le u 1 de \ est labor î eux ma i s fac i l e . Ni. M s récapi tu! 

les r é s u l t a t s , T.- étant ici la température du fond : ^ B 

Pou r 1e fond : = - f 

, < . , 

, ( » > 

s i r ( a ^ l 

- j i j ( I - cos ( a ; ) e " a c ) 

Tf I 1 » ( J . i - - I ) •.•'"• cos ( a c l l 

I s i n ( a i ) • cas d u ) ) ] * JS'r* • ! * 
aa ¥ ['.' dr 

9 Sïï* (1 

U O 0 • l i a " - 1)1 15" ; 

ù j o , . . J ^ , „ « [ i ^ l a , s i n < « , - , ; s ' r ' • 4 •• j - ^ - ^ j { f , 

Icos laU - s i n l a q , ] » 2 S ! r ! * > ' 5 - ^ * ff j'/1 

Il est poss ib le d ' i n t r o d u i r e une fonction de courant d 'o rdre c 1 / ? t e l l e 

KW-^HF'\1' ^"iP 
ï (o) a comme expression 

Fond z = - S 

&t°) ( r , 0 = + r ' ^ ? p ( r ) Cl " ^ ^ i c o s o o * sin (aOl] 

Fond z = fi 

î " " ( r . t ) - r ' W r > D " ^ (cos ( a ï ) - s i n ( a t , , , 



• \ c u s c h e r c h o n s d e s s . - l u t i o n s i n t e r n e 

: . n - t ' / > C l - ' - r ' . " V i " • 

V! (c l r ' / . f i n Y i : l • . . . . 

1 :•,. :. •: . - I I " ) * s ; / b T ' » i " 1 T ' " ' • . . . . 

; • . : . • - [ ' / ' p i o l , c i . " p i 11 • c ' / > p i - ) • ( ( • : ) 

p j : = ' - i r - i - ' e s t ];i v a r i a b l e i n t é r i e u r e au v o i s i n a g e de l a p a r o i . 

Le nombre d ' e k m a n e s t p r i s i c i a l a p a r o i : E = TT—nrr—trr 

b ; I c o u l e m e n t de r e c ; r c u l a t i o n 

Le s>s iè rae c o r r e s p o n d a n t à c e t t e r e c i r c u l a t i o n e s t c e l u i o b t e n u en i d e n ­

t i f i a n t l e ? t e r m e s d ' o r d r e u n i t e : 

-.{•toi j { t o l 

• - - i - » j ? ^ - ' o (63 ) 

- : V ! 0 ' • T i o l . - 4 , , ?!' ( 6 4 ) 

rl>!^ 1 T ~ 

v i 0 ' 

s> p v j . j t o ) 
r TT r 

(65) 

(66) 

(67) 

in in t roduisan t la fonction de courant 1(1(0) t e l l e que V^°l = r f 1 

V:'°) = - Y? ' n o u s obtenons l ' équa t ion d i f f é r e n t i e l l e suivante : 

5 ^ 

4 a ' ( i ) = 1 Y-1 

Les conditions limites sont les suivantes 

ï = ", £ 
;(0) 

• o 
9T(0) B , 8'j.lo) 

(68) 

(69) 

(70) 

La toute dernière condition s'écrit à partir des équations de conservation de la 

quantité de mouvement axiale et azimutale. Elle est nécessaire car la déTivation 

croisée des termes de pression a élevé l'ordre des équations à résoudre. 



b o r n é e l o r s q u e ' - * - » • 

s o l u t ion de f <>8) s e f a i t p a r s é p a r â t i on de v a r i . ï b l e : ; , no DP 

. <? «., „ < ° > , . , ' f < ° > ,: 

où S " ( = ) • s i » ^ I : • S) 

" f 1 ' b •' ) r-
f l ' ( •'.) = e x p — " — s i n ( ' - ^ 

A" " Ù'I , { / ' (nil) '" I " T" ̂  [-T <5 " "1 ll î 

l.;i v i te s se ;\z imuta 1 c -Vf se calcule p.ir 

3»'°' 8'V°> 

avec Vfl borne quand ç - - » 

Vg ' (0,z] = 0 -

La solution s'écrit 

(2, C, - ^ A„ „•„(,) f n v U ) 

u) • u:i u. * £ 

î i : i<«-ir^"vi. '« f

( -v i . '«^ b . ; -5' 
- 4 e xP ( bn f'" 

La température T^ 0' se calcule à partir de l'équation 

3'T ( 

Ç < o ) 

'*M . . 2 ( 4 .. . „ âlîl 
32 

( 8 3 ) 

( 8 4 ) 

OÙ î™ (o . î«;> (c) - & ( 8 S J 

a v e c C = 4 a ï - 1 



'"•'J s.:_iil_ ll_:' ' ! l i ! l_ ' i d ' o r d r e f '^ r impose p a r l e s c o u c h e s d ' l . kman . S o l u t i o n 

l e s y s t è m e à r é s o u d r e s ' o b t i e n t on i d e n t i f i a n t l e s t e r m e s d ' o r d r e c ' ' î 

i v > y-, terne a i n s i o b t e n u e s t i d e n t i q u e au s y s t è m e (t>3) à (.67) en y rem-

r : : u i i c e ' l l 1 p a r l ' i n d i c e ' ' ' • L ' é q u a t i o n aux d é r i v é e s p a r t i e l l e s 3 r é sou 

« r i t : 

-' I I 1 ' . . > O L ) /o-'. 

M U , „. tiiiii. J |iiLi = „ 

( 8 o . 

(891 

IV ;M -.S S i cn J e i ; • i s ' c c r i t 

• - a, ï A ( ^ 4 . ? < o ) i : ! (90) 
n - l " - 3 » » • • 

l e s c i a j u s t i f i é e .m p a r a g r a p h e V. Comme p r é c é d e m m e n t ^ ' d o i ! r e s t e r 

i a s e d i t i o n J e ( S " i e s t r e c h e r c h é e s o u s l a forme 

• < • ) - - I : ! - ? i î t ' > : " • s i n ,k ; « h ) ) 

l.a v é r i f i c i : ion de l a c o n d i t i on (88 ) impose 

s i n ik S • h J = s i n ( -k fi + h ) = 0 

De plus, la fonction Jt 1) doit être symétrique : 

(93) 

Ln reportant c e t t e expression dans l i q u a t i o n 3ux dér ivées p a r t i e l l e s 

;>S~i, en mul t ip l i an t par s:'i ["-P,*— 1 ( z - g)] e t e n in tégran t de - 8 à + 0, nous 

obtenons le terme de rang m : 

- "Or - l l 2ra+l ]m (^1 ~ d^TÏÏ d £ r 

d^ë dT 

(95) 

L'équation se résoud en cherchant une so lu t ion p a r t i c u l i è r e de l ' équa t ion 

vet second membre de la forme 

<'> ( ( I - t m i a, f $J , B ^ f t O U ) (96) 



I 105 i 

(!) s W r i t 

lid?) 

..lent1 1 'orjrc 2 • ~> i Ken.iri)m.*s I 

et v'TUri1, :i est p o s s i b l e Je tenir c o m p t e d'un nouveau terne de com-

CS' r \ duns 1 'équat ion do c o n î i n u i t é . II faudrait alors également 

nir Cti.'j'îc Je et? terme dans les extensions d'iikman, zone où ni la solution de la 

,ivhc J'ikman, ni la solution de la couche de S t e w a r t s o n ne sont v a l a b l e s . 

Il faut noter que la d e n s i t é c 0 ( r ) variant rapidement avec r, cette c o r -

(.IUT-, tissue de ne pas être n é g l i g e a b l e m a l p r é la faible épaisseur de la c o u c h e 

l'ettc- solution de l'écoulement n'a pas encore été d é t e r m i n é e . 



Viil 1 Ml NT DANS Li; C0H1R 

Cet Ocou lemen t e s t u s s c : s i m p l e : 

l.!: s v s t è m e d ' é q u a t i o n s s ' é c r i t a p r è s a v o i r r e p o r t é l e s de ' l o p p e m e n t s (32 ) 

A 1 ' o r d r e ,.m i t é , no'..s a v o n s : 

r « ° ( 1 1 9 1 

( 1 2 0 ) 

B

(°' = ^ r ' 
( o ) 

(121) 

(122) 

Mans ce système, l'équation de conduction disparait. 11 n'est pas possible 

a 1 eu 1er la température à cet ordre. 

A 1'ordre E 1 

nous avons 

i 9r ..(') 

* i£ -

V (') 

*?p 
(124) 

(12S) 

(126) 

A 1'ordre E 

|ii" , I lilïtL'- • 2 S» rv' ;> (127) 

^ H^ 

v^J 

,•(') - T(
!) 1 3pC) 

*0 - " T r " 2 ^ 5Î 

,,„(^1 , (o) lo 

" TST* ~ 5 T * — * ï -«-

-1 V r3'Tl"J 3'Ti°) , ! 8T("' I „ .» , „(î 

(128) 

(129) 

(130) 

(131) 



Co) 
' é l i m i n a t i o n de Vy' c n t i c [ l . î " J c l (131) p e r m e t l e c a l e . - ' 1 de '• ^ 

Ce s y s t è m e p o s s è d e J c ^ s o l u t i o n s q u i d o i v e n t s e r a c c o r d e r d ' u n e p a r t JVC 

le c en ic lies d ' likman e t d ' a u t r e p a r c a v e c l e s c o u c h e s de i t e . a r t s o n . 

D ' a p r è s la c o n s e r v a t i o n de l a q u a n t i t é de mouvement a x i a l e c o u s a- Fon> 

La cond i t ion de r a c c o r d e m e n t a v e c l e s c o u c h e s d 'Lkman e s t i d e n t i q u t ' e n t 

v é r i f i é e . I l en e s t de même de l a c o n d i t i o n l i n i t e V ( l , i j = o 

l.n r e p a r t a n t d a n s I ' é u u a t ion de c o n t i n u i t é , nous o b t e n o n s : 

~f - o ( IvM 

S o i t 

V z <°> ( r , E ) = f ( r ) i 154) 

O r , l a c o n d i t i o n l i m i t e de f l u i d e p a r f a i t V ( ° ) ( r , ± 8) = o e n t r a î n e 

V ^ t o > ( r . z ) = o (15=) 

Le premier terme non nul de V z est V z<'> ; il vérifie également 

V<"> (r,z) = f(r) (137) 

! Comme V doit se raccorder avec la solution v ̂  dans les deux couches 
\ z 2 

| d'Ekmaj , nous pouvons écrire : 

l V ( D ( r , ± g) = l i m V <°J => 1 iir V t o i ( l 5 3 ) 

1 z I- — 
:Ï fond froid fond chaud 

Dans le coeur, il peut donc passer un flux de nasse d'ordre e ]' ;- D'autr 

part, nous avons 

Soit 

p'°) = f(r) 

La pression dans le coeur doit se raccorder avec la pression dans les 

deux couches d'Ekman. Ceci implique : 

p(o) (r,E) = o (140j 



I 1.in* It* l O f i i r , nous . ivons la r e l a t i o n s u i v a n t e 

: v (°> = n ° ) r ( H i ) 

en t r e - :.i v i t e s s e a z i m s t a l e e t l a t e m p e r a t u r e ( c e t e f f e t e s t connu s o u s l e nom de 

•. cv.i t h t - m i i i u v '' - Nous sommes don t s n e n c s à r é s o u d r e 1 ' é q u a t i on aux d é r i v é e s p a r t i e 1 . 

l e s o h i i i u i e er. c l m i n a n t v f-2' e n t r e (.130) e t ; 1 3 1 ) . L ' é ç - a t i o r a i n s i o b t e n u e s ' é -

:,;v?<-J 3-VJÏO) , avetfj _ y;- < ° ), . i Y ,^ ; I °> „ a2T<°> i 3T<°>. 1 
r 3 

(142) 

l.rc iit i 1 :sant la rclat ion ( I -1 î ' , 1 ' équat ion (142) dev ient 

(143) 

Les c o n d i t i o n s l i m i t e s s o n t o b t e n u e s en é c r i v a n t l a v a l e u r de l a t e m p é ­

r a t u r e à i a s o r t i e d e s c o u c h e s d 'Lkman e t de S t c w a r t s o n : 

T < ° ) < : = Î E l = : T 0 / 4 a * ( 1 4 4 ) 

T<°> ( r = 1 ,z) -- T.- / 4 a ï ( 1 4 5 ) 

C e t t e d e r n i è r e c o n d i t i o n s e r é d u i t à 

T<°> ( r = 1) = T D Ï / J a ï 6 

d a n s i c c a s d ' u n p r o f i l de t e m p é r a t u r e i i n é a i r e . 

Dans c e d e r n i e r c a s , i l e s t p o s s i b l e de t r o u v e r une s o l u t i o n comme l ' o n t 

n o n t i i SAKLiRAI e t MATSLiDA / " / • Ln e f f e t , on p e u t c h e r c h e r l a s o l u t i o n s o u s l a f o r ­

me 
T < D > • * V r1.-» \it *. ' o §È—HcStî ( , 4 7 ) 

où les fonctions Tn (r) vérifient l'équation différentielle 

avec les conditions limites : 

T„ (1) - o (149) 

Nous sommes en présence d'un problème classique ou les fonctions Tn(r) 

forment une base orthogonale. Comme la solution de (148) n'est pas calculable ana-

lytiquement, nous chercherons une solution approchée sous forme de développement 

en puissances de (4 aï - 1) = k. En efiet, avec nos valeurs, k est de l'ordre de 

0,2. Nous développons donc Tn et X 

T„ (D - T n o (r) • kT n,(r) • » T n 2 (r) • . . . . (151) 

X n = J n * k X n , * k ' '., * •••• (152) 



- KfSULTATS. 

-x hjw implements des développements. 

Nous avons obtenu des solutions dans les différentes couches â des ordre 

andours u,u i ont i"tc portés sur la f igure >. Les d i f f icu 1 tes mathémat iques, 

. que le temps calcul nous ont fait arrêter les développements au premier or-

le chaque grandeur. 

l'an s ces condit ions, nous donnons les so lut ions raccordées pour les vi-

•* axiales et radiales. Cependant des résultats partiels peuvent être établis 

les cas intéressants pour chaque grandeur V , V , V , T. 

h) Ré su!tat s. 

Nous avons fait le calcul à rejet n n pour toutes ces grandeurs dans le 

'une centrifugeuse a contrecourant thermique pur dans les condit ions de fonc-

ement su ivantes : 

Couch es d'i: man 

0 (E 1 : t 

vr = 0 ( 
V 2 = 0 le' 

Vê 
0 ( 
0 ( 
a ( } 

Extensions d'Ekraan 

O""-

= 0 (c'") 

- o U ) 

= 0 W") 
= 0 U'"> 
-0 1 ) 

- 0 ( 1 ) 

* • 0 CE'") 

v r = 0 C 1 ) 

»z • 0 (c"«) 

v e - 0 ( ' ) 
p = 0 CE'") 
T = 0 ( ' ) 

Couches de Stewartson 

recirculation passage de 
débit 

- 0 ( E ' " ) * - 0 (E 1' 2) 

- 0 [ E " ' ) v r = 0 (e'") 

- 0 ( 1 ) vz - 0 (e' / 6) 

- 0 ( 1 ) v 6 -= 0 (E'/') 

• 0 C E ' " ) P • 0 ( E , / ! ) 

= 0 ( 1 ) I - 0 C E ' " ) 

Fia. s ~ Schéma dee raccordemente. 
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Grandeurs .itilisées dans les app]icat ions nunériques : 

Hauteur = 60b mm 

Ra/on = 71.5 mm 

Pression par i phér ique 100 Torr 

Vitesse périphérique : 400 m/s 

Vitesse de rotation ; S25Q0 trs/mn 

Température du fond froid 25°C 

Température du fond chaud : 45 aC 

Ce qui nous donne comme paramètres : 

p paroi = 1 ,807 kg/m 1 

S J =11,21 

E = 1 ,72.10"' 

c 1/ 2 = 4.25. 10-" 

e 1/' = 5.56.10"' 

L 1 / 6 = 7.45.10"2 

l.c calcul traité et commenté dans ce qui suit a été effectué a T |r) = 

Sur le tableau I la distribution de pression à l'équilibre (i.e en ro­

tation en bloc} montre a quel point l'utilisation des équations de Nav ier-Stokes 

peut être mise en doute dans le cen're de la centrifugeuse. 

La planche 1 nous montre l'évolution de la vitesse radiale d;ins les tou­

ches d'LJtman et à leur sortie vers le coeur [les z sont comptés à partir du fond 

supérieur). On remarquera 1'importance du maximum (1,6 m/s) ce qui implique un 

débit de l'ordre de 120 g/heure. Ce maximum est directement proportionnel au rayon. 

La planche 2 représente la vitesse axiale à l'extérieur de la ;one de 

couche limite des fonds ; nous y distinguons deux zones distinctes : le coeur, où 

la vitesse est toujours positive et où passe le débit de contre-courant dans le 

sens ascendant ; la couche de paroi où le changement de signe de Vz met en évidence 

la recirculation. Son débit est de 1500 g/h. La partie gauche de la courbe 

(R < !7,5 mm) n'a pas été tracée pour les raisons indiquées ci-dessus. Son absence 

ne gêne en rien les conclusion de l'étude puisque le débit qui passe dans cette 10-

ne est infime. Ce problème ne se posera que si une introHnction de gaz près de l'axe 

est envisagée. 

La planche 3 montre l'éc ulement dans le quart supérieur de la centrifu­

geuse. Elle net en évidence 1'impe -ance du débit de contrecourant (lignes de cou­

rant tr&s rapprochées les unes des lutres à la paroi). 

La planche 4 est un agrandissement du coin supérieur de la centrifugeuse, 

où les extensions d'Ekman raccordent la couche d'Ekman à la couche dt Stewartson. 

Sur la planche 5 est représenté le profil de la vitesse partielle du flux 

de contre-courant dans la couche de la paroi verticale. C'est le profil qui subsis­

terait en l'absence de gradient de température pariétale. 

Planches 6 et 7 : profil' de température et de vitesse azimutale dans les 

deux couches. 



\oi;s distinguerons deux manières de modifier la température : 

- Soit faire varier l'écart entre les températures des deux fonds. 

- So ! t modifier la forme du gradient iherraique de paroi. 

: î r:or 1ère 3Ct ion envisagée n'a qu'un rôle quantitatif : toutes les 

ç: .1: ••-•...: s . v omiTn- il est facile de la vérifier, sont proportionnelles a AT/T moyen, 

:.''.J;C* choses restant égales par ailleurs. Toute modification de AT a donc dos con-

-o.|..i :K os a 1 sèment préi îsiblcs • 

la deuxième action qui consiste â modifier le profil de température parié 

t jli .han^e 1'expression des coefficient s An. La ;one pariétale doit donc être en-

: :•. rvToiit recalculée, ma is comme les couches d ' Lkman sont inchangées, seules des 

n-riMjériîions de séparât ion i so topique peuvent dicter le chuix du profil opt imum. 

Influence du remplissage de la centrifugeuse. 

II intervient par l'intermédiaire de la masse volumique introduite dans 

lo nofiihre d'ikman et n'a qu'un rôle quantitatif. 11 est facile de constater que les 

t:i ' 11 F vont et ri- modi f iôs pui squ' i ls sont proportionnels l'un a c l ' 2 c'est-â-dire 

•7— et l'autre à E " 1 ' c'est-à-dire 1 / p1 ' '. 

Une multiplication par k de la masse contenue dans la centrifugeuse va 

.:i-r;nuer le débit de contre courant dans le rapport /k et le débit de recirculation 

ru: r./pert à k1/'. Si on veut diminuer l'importance du débit de recirculation en 

regard du débit de contre-courant, il faut donc diminuer le remplissage. 

Influence de la vitesse de rotation : 

Les vitesses du gar sont proportionnelles 3 la vitesse linéaire périphé­

rique _R quant aux épaisseurs de couche limite. Elles varient dans le rapport 

\«>R)-l/2 OU iioR)- 1' 1. 

Une augmentation de u fait donc croître plus rapidement le débit de recirculation 

de la couche de Stewartson que le débit de contre-courant. 

Influence du rayon R et de la hauteur h 

El les sont beaucoup plus complexes a analyser puisqu'elles apparaissent 

sous forme de leur rapport B, dans les expressions Je toutes les grandeurs hydro­

dynamiques calculées. On peut remarquer néanmoins que 0 restant constant, toute 

variation de R a le même effet qu'une variation de <u sur les vitesses de circula­

tion, mais un effet plus important sur les épaisseurs de couches de paroi. Il en 

résulte que les débits seront moins affectés (débit de recirculation^ ou même in­

changés (débit de contre-courant). 



VI II CONCLUSION. 

Au terme de c^tte étude, peuvent être dégagés quelques résultats tant du 

po int de vue qualitatif que quantitatif. 

On notera tout d'anord 1'importance des vitesses qui atteignent en part 1-

culicr plus d'un mètre par seconde dans les couches d'Ekman et dans le coeur et 

jusqu'il 5 m/s en ce qui concerne la vitesse azimutale. Néanmoins la pression est 

très peu différente de la pression d'équilibre. 

Il en résulte que dans certaines zone, à fort gradient de vitesse, les 

termes de dissipation visqueuses atteignent 10 i des termes de conduction. Par con­

tre, c'est dans le coeur que la convect ion semble devoi r être introduite. 

L'étude de :u> deux points et de l'équation de la diffusion, ainsi que 

l'étude de l'influence des introductions et des prélèvements du gaz seront les pro­

longements de ce travail. 



tel q::c 4a h = I * PrS*r! -i^— 

- a ( 1 ) 
= chaleur spécifique à pression constante 

, .,:/* '" ")1/3 

= f o n d ion d é f i n i e en f 911 ) 

C i , f ( ° * U ) , f ( ? J i O , f ( ° ' ' £ ) e t f ( ° ^ (Ç) f o i . c t i o n s d é f i n i e s r e s p e c t i v e m e n t 

:-',. I 8UJ , f 8 5 J , (99) e t ( S 1 ) . 

= i n t e n s i t é de l a p e s a n t e u r 

• sin Rf ( z . 6 ) ] 

= hauteur de la centrifugeuse 

= masse molaire du mélange 

= pression 

= ̂ £ N'ombre de Prandtl 

= rayon vecteur 

= rayon de la centrifugeuse 

= constante des ga: parfaits 

= rapport des vitesses : S = •" •• • 

M 

= température 

= température du fond z = B 

= composante radiale de la vitesse 

= composante axiale de la vitesse 

- composante azimutale de la vitesse 

= hauteur. 

« h/R 

= rapport des chaleurs spécifiques â pression constante et à volume constant 
= nombre d'Ekman i . H -,, = el 

2 P 0

t o R 

- - î/j coordonnée réduite dans la couche d'Ekman 

- angle polaire 
= conductibilité thermique 



zéros de la fonction de Bessel J (r) 

v iscosi té 

-"- * ' [ / , coordonnée réduite dans le couche de Stewartson 

masse volumique 

d iss ipat ion visqueuse 

fonction de courant 

vitesse angu I a i re 

1* désigne la paroi 

o désigne la solution a l'équilibre (sans contre-courant) 

•v désigne une fonction dans la couche d'Ekman. 

désigne une fonction dans la couche de Stewartson. 

li) désigne le iène tene d'un développement en c n. 
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Blanche Z - Lianes de courant. 
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Plancha 4 - LignsB de courant dans un coin du le centi-ifugeuce. 
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Planche s - Vs c1'2 fonction de r et z j passage du débit. 
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planche G - ViteBee azimutale et température dans la couche de Steuarteon. 
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Planahe ? - Vitesse azvmtale et température dans la aouahe d'Ehran. 
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