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§ 1 . В В Е Д Е Н И Ь

В ряде работ [з,4,Ь,6,?] , посвященных решению краевых
задач для одноокороотного кинетического уравнения, алгоритма
численяого счёта отроятся не основе использования предваритель
во найденных простых аналитических решений этого уравнения
Кивются поиыткв [ 2,9,9,10,Ч ] такого подхода а к решение
краевых вадач для системы одяосксроетннх уравнений .
например, ввда

Но при этой возникает специфическая, присущая только многогру-'
повой вадаче, трудность, яакшсчавдаяся s тон, что аналитичес-
ки рвоеевя для системы (1.1) аосят неоколько формальный ^в-
рвхтер; о м оодвржвт в веде ряд параметров, которые трудно
ояредлить ва арвктдкв. Речь идет о хореях ив комплексно?,
вяоскосгв Ш адедуадего трансцендентного уравнение

»оаню(ввдвго при решвни систеш ( I . I ) .
Здесь ^" - вдинячяая иатраца, /) - матрице с элементен-
£2" ' / \ / W ~ диагональная матрица с элементами

Задача об исследовйяии числа, кратности к локализации '
комалексной плоокоста j ? корней уравнения (1.2), поставл1-
на ещё в 1955 году Б.Девисоноы £ 2 J , однако дс сих пор в оо-
шем не решена. И это является одним из основных препятствий
на пути перенесения методов, развитых и односкоростньх зада-
чах, на шогоекороотные. Ь сомом деле, численный поиск корне;.
уравнения (1.2) без ацриорной информации об их количестве
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1фиСлизи-гс-.>:н|0;«| расположении означает, в сущности, исследова-
ние каядой течки комплексной плоскости, что, безусловно, ли-
шено практического смысле. Кроте того, а зависимости от кра-
нооти корней ч!Р\№.тсн оаме структуре решений уравнения (1,1).

В а том пляие поч.ггеч, по-видимому, интерес, проявляемый
радом автором к ращению двухгругшовых задеч - в случае двух
групп вопрос с корнями в основном исследован (см..например
[г,.п] ), как, впрочем, и в случае, когда Д - треуголъ-
иал метрит;.

Ь данной работе рассматриваются Еоаро~у о числе ворней,
их кратности, тзозмохчнм располонеяии Е кошиексь'сй алоокоств.
а также некоторые другие.

§ 2, ИССЯКДОБАНЙВ КОШЕЙ ХАРАКТЕШСТЙЧЬ'СКОГО
0ИРЕДЕЛИТЕЙ.4

I, Конкретизируем вид матрицы /V в соответствии с
фивийским содержанием задачи [ 1 , 2 ] :

г д а

У "''s /l>Z/\ /•у*Ц..'.,Л.1&сгь также Z
Ьсе лятрицн ^,2а/УУ - геществешше, с неотрицательными
элйментами, причем - ^ ^ } - навырозденные матрицы, a J f ^ ' -
ненулевая матрица. Часто м» будем такае рассматривагь Y
как матрицу - строку, a JC - как матрицу - столбец, так что

-^квадратная матрица раита единица, а
YX s ZY^X*0 - скаляр (часую).

>2. Рассвютрим некоторые свойства функций л fe). K*(J;~y

Пуоть С - плоскость комилексних чисел £=Х*-/у с - её
m-оолярние точкой g» сю , £V ~ плоскость ' С с
вырезанным отрезсти действительной оси [ - ^ У J
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- плоскость ч< , подолнешгая точками виде Xt/D *

так, что точка л>/<9 2 Х-'О считаются раагачными, а так-
ге точками •?=:£•

Е) A\'&J

г) Э&г^-^С-г), Х^С-ХНУ)**А1*Сх*&) • где
кадч53р:шзание - знак камплексного

одеть JOX - область на Слоскостг колшлекок^х чисел
6-= Ы+г/? , ограниченная контуром { ^

(* j и А5# ~ е ё за;аканле (с '.-читом точки
). Из работа /12/ следует ,_ч?о ^

ег_отобраление за.мюгутой области £< Б замкнутую область
^ ^ . -лю oToCjwJBtfsHEe згаилоод)юзначяо (>однс.-1истяо) на лю-

бом подмножестве С?*: , не содержащем одковрбменно с точ-
K O i i ^ T 0 ' J K7 ~ J? • 5 обще?л случае для каждого "̂,

^'с<5< ^/^д^эйдутся две г только две точки г ^ ^ ^
такие, что X*fe,J» A'fibJ* J .
>1з (Г) тогда следует, что -Zx

 Л"^г • Точке
соответствует точка £( = со ; _ , t i
д) из ( l2J Taiae следует, что если i/« A' ( 2 J * О f т о

=0 (при этом )('о('2-)=2<уак£? tyZ***), либо
Г ^ / о о ^ ^ » о fпри э т о м / ^ ^ i V ^

я) при



J. . cp>.: s.'.-ua к ^чззнбнш: ( I . * . ) . а я и д е м В рьссмотренае
KOL?^ Cc . а: :;;стаа;:я;очук) и:: счСя плоскость С с зное-

.; твк^е ш.оок.'.:•• ^ ;'-, - пополнение п-юскости С^ точка-
ми / я + '•£'.*•) .t.'С . ~ . ,f:*-S £ /^ , л 'в^^-.у»* .

з) (?7ккпля ?,4,.'з ,JX.' S~/}A(£J; голоморфна, о Со)
С) г точке Г£ -0 jpfci-.i-.c;;:», чй.1) ке имеет решеккя (ибо

г.) еслл cfei(2 ~ с'41 ~ О . т о ^ » О ^ - к о р е н ь ;
:.''> г.уоть элементы дкогонально;! матрицы Z попарно-различны.

гаскрквая опредыг-чтехъ 8(•£) по элементам к-го отодбца,
получим

где /̂ />г - алгебраическое дополнение элемента ( ^ ^ ) опре-
делителя S(tF). Если ш требуем уловлетворейия уравяв{шя
(1.2) в точке ' £ « к/1Ск>, то, вследотвии ( ^ ) п. 3, не-
обходшло,. чтобы в этой точке выполнялось условие

t

(В/

-, следовательно, тк легко покаэать^и усм

•Геким образом, корень определителя в тйчк* а%$влешя явднетоя
корнем голоморфных в этой точке функций (в С* ) . Анвлошч-
iioe заключение справедливо и Е случае совпадения нескольких
элементов [латрицы гГ I
я) если Z^€Co - корень, то матрица к(&к) невырояедсна
(это следует из невырожденности 2" и из подпункта (б) дшно-
го пункта); ~»
J пусть тёк/Ц? € Со - корни . Тогда из условия О =»
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Б саком деле: abt(;&*)-)<%j)>° A(**&•) ~ * " Т ^ Л
откуда по (е) пункте 2 яолучеем утзерлдел^
к) пусть лА €(-:%м, i'k^j,)- корень уравнения ^.^,, .
Это означает, что 4»<fW-" 3-('хл.,'" 01 где te{xj~ XJrrr '"*
~&$6)*''Л'?{к; . т . е . wo йгккшк 5.^-.; ^ Ч - /

кепрерывнэ на ::зСой линии, дроходщеа череь точку >' = л Л '
ь окресткоати згоЛ точки, и не осзпе^аице»; с ось;:; _2V ? ~ "
(где она яеоираделека в С ) • 2слг при этом корень уpasKe.u..-.
(1.2) краткий, то £ (£) непрерывно кхф-ерзтхруех: ле г-с.=
кой такой ЛИНИЙ Uo не'акалзткчлз в точке лх з с:-ьгс;.
екалктичностл в С ). Очев^лно, что есла /< - коре»а >«: -;
кратности, то в некоторой окресскоста то*-аж Ал; -Uvx-t;.

с*;.
4. Иногда эаспределедае корней уравнения (2.1) монет

быть установлено элементарным образом:
а) пусть d^J^s yv*^ £i, ' треугольная матрица.

Тогда ^&tf£-4A)"^(^-£^r%)) • Т е к ; 1 М образок,
задача ета, в сущности, сводится к совокупности одногрупповкх
задач. Из результатов п. 2 сразу следуег, что имеется ровно
2R. корней, каадый из которых веществен (иСо ь реакторно-фиэи-
ческих задачах 2 " ^ ^ £ ^ ^̂ * ЧИСТЬ ИЗ"ЭТИХ корней
располагаться на разрезе, возможны крата.;•; коряч ~г ко

о; лусть Z•*> £с , гл.ъ d - чье.;;.. Лг-
этом получаем

Сопоставим уравнению (2.*) алгебраическое уравнение

Ясно, что кездог̂ у корню ^ j к*/,?,-• , '*-
(2.3) будут соответствовать два кота: ..^
(2.2), если реличиаа '/''< попадает в с
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функаил V'< , и уравнение (2.2) не имеет рзиекеь ъ против-

ном случае. Лтак, в зто,1 задаче возможно наличие но Солее чем

2п г.срнп,*: (мо;;;?.т Йитъ м е т л е ) , ооаножны компл^кскнэ, крат;ше

корнл, л к5р:-:и. .':е.?.эцхо :-:t разрезе,

о. 1:ач..шм является вопрос о числе корней урозиения ( 1 . 2 ) !

Легко установить, что члена их конечно.

Тс-оре:."2 ^ . 1 . Число корней уравнения (1.2)'. (с учетом

их кратноетей) конечно в С

Лл-^затольсгво. Число нулей екалит;:чеокой функции не

Солее-, чем счетно, причем, :с.хл оно счётно, го не границе

оО:.о: -*••: ;.;..-• :—,:ч:!ОСт;' ^о.'шн;..' сухасмолахъ тощ-;.". г:г.;::,лЛ£Н;1Я

этих :!_;.•;i.li. ":• :г^е.\: случая TSK/'MII точкам;; могут йьгг» л ю ъ

точ:ш Еетв.:е:1зд i '/£<*)'^ *=&•.•; *- . Но, согласно (г)

п. 3, эти точки долянк тогда явиться точками накоплеиия'нулзй

аналатичссых ь uzx функ^п, что йейсзможно, если -.только srii

Он:--цл11 i-e pai'iiu т^эдественко кули в <?е • Тоореме доказана.

Копиретко число кор-.ой можно EUЧИСЛИТЬ, аопользуя, наирлуер,

пайщиц аргумента, как это и было сделано душ случая одной и

дпух груян. Следует отметать, что с увеличением числа гх^хя:
4 процедур существенно услогиметса д коступяв, по-видимо-

М5'. .'?лшь мз1;шшому расчёту. При этом различным матрицам А

v 7" л«зж-?т соотввтсгвоБать различное эдс.го корней,

С. Оч'--ЬЙ;У;.Ч!,: .шляется с

/<е ь ^ Уравнения

4 ^ Ь (*) (2.4)

Лемма 'сЛ. Волг два нетривиальных решения /к и Д-

? равнения (2,4) линейно зависимы, то Ц* ' ~~

джазательство. Если ji/^ я *£.- линейно завасиш,

то их мокно нормировать так, что А ~Д ^ ^ . Дуста при

чтом \ к ^ \> . Тогда из (2,4) мо&но получить О ~

Afi^ --Xj'jf- • 07Kf~a, в силу (е! п.З ц неЕырояще;шост« Л



,' , ТО Х< И ^ с / .•:HHat-

но" несзлисдаы.
Поскольку Е 'Я -ыьрном комплексном ЭЗКЛИДОБОМ прост-

рааствв Л # яе существует Солее /? линэкио неааЕис;1'Л»"г
векторов, то справедаава следущея.

Теорема £.%. Г;усть все ps^ajr.w уравнения (2\-4) линейно
неаависимы. Тогда уравнение [1,2) тлеет не более' Л кар
различных корней -^zr^. лс*/,^..-,*. Еглн se имеется Соле?! /г
пар корне.3, то ореда решений уравнения (2.4) еста линейнс
зависише.

Приведенная тесремз мског пэсл^аать кригарием числа кор-
н-эй, если удастся показать r-:/.\.-:-iyja яезавгоимость Есех реае-
НЕЙ зравнения (2,4). 3 oOii.es: глучае эго нсочезидко. Одна;'.;,
справедливо.

Q2SM2S&1&S-U. в эадапе (а) п. 4 имеется не более П
tap различ!шк корнай. Это - сНдоттшс линейной ньзависимоегг:
векторов треугольной мвттада, которые асчергивается все реше-
ния урввнешм (2,4);

' в зЕДочв (б) и. 4 имеется не Солее л
пар различных корней. -Зто - слздетлмб ;auiSSHCfi кезавис-ЕМОСГ.:
ообсгвв1шых лекторов матрицы 4̂ ^ того, что вес рваения
уравнения (2.4? яв-'и^этел зт^гл гсктсрага.
Отметив, чте из уравнения С .̂-:;) а \>" окродлте"ест! (2Л 1 ел:
дует

/л- *£(£-2% (2.э)

И, эсж8 выбрать следующее условие нормировка

/ (2.6)

то

/ г • . . -L. ^2.5

А - / ^



II

Ьслц яе вектор Л*/< ортогонален вектору /
решение уравнения

, то

7. Рассмотрим зсдоьыгательяое уравнений

Уровке.нне i2. о) при «* =0 совпадает с уравнением

охаке..% •что i:tw ^ =1 он-:> СОЕ аз до «х

рлемеаты мат риал JF- j ^ )
телей, приходам к вырагешш

и используя свойства определи-



- 11 -

Бое п.топнб, не вглисаннне, здесь, слагаемые равны нулю, ибо
кву.дое из них содеоли? яо крайней мере пару столбцов ~Ji
Халькайгее урлваельно. Леша доказана.

.оободе же уравнение (2. 3) определяет g как неявную
функцию параметра / .действительно, если в некоторой точ-
se f-Zcj&t,} уравнение (2.6) удовлетворено, а функция We,£)
голоморфна по совокупности переменных Й 'И>/Ы fio Б ЭТОЙ

точке, то в некоторой окрест, ости точка /г=0 <ffl/ мо:кет быть
определена функция 2 =*£(£,) , такая, что f^J^H
2 ( )
Кроме того, в этой окрестности определена производная

а, следовательно, ^ ^ ^ является голоморфной ^уи
з некоторой окрестности точка do . Рзссмпгриааелшя
функция ^ ( £) является одной нз ветвей многозначной анали-
тической функции Z {£•) 1т.е. функции, которая каадому зна-
чению £ сопоставляет несколько рвзллчных (возмоано-оовиадаяь
я[их) точек ^ ) .

Интересным свойством уравнения (2.В) является то, что
число его ворней монет меняться при изменении 6 . Рас-
смотрим простейший пример, иллюстрирующий подобную ситуацию:
уравнение <£=£&$г-#У(2-*)) имеет два корня при £6$
(см. (д) п. 2) и совсем не имеет их в противном случае ( т . е .
корки 'ушлн на другие листы римаяовой поверхности многозначно»*
фгющаа &• ) . /Явления ровдения в исчезновений корней могу?
рвзыгцюаться только на линии /-.%*,„ , У^^*,/ т . е . там,
где 53?ящил 2Г ( - г , £ ) неаналитвчна (по -Z в смысле С

Ясно, что если при £ i*-0 уравнения (2,8), (2.9)
совпадащие корни, то все онв - корни уравнения



„ что see кории уравнения (2.11) не зависят от о
судем называть коря* уравн&ю&д (2.S), нвоовкадеизде с

Kopi:;;r.M уравнения Ci.Ij.y, зазиой;к.мц"от £ корнями. Для таких

:vj;,nei; уравнение (£.8) .\:о.--шо леэедасать в виде

15.12)
S. *>

- нехествваяое число, гс

j О. (2.14)

Отсюда можно видеть, что яри леремещенгк £ по эеществен-
•'ОЛ осл коран уравнения (2.6) движутся по линиям нулевого
v розня гермокяческой функций ^ - ( i f ) .

Такхм образом, корни .жгут возникать ВЯЕ исчезать при
изменении £ ллшь в точках пересечения таких ЛИРИЙ С отрез-
ком [- '/j?M;n '/frrU*]1*' TQK л а к число таких точек пересечения
конечно, то возникающее корни - обязательно комплексные числа
'анэче говоря, корка не могут двигаться ш линии разреза).
•30ЛИШ1Я корней необратима:

-•;.vt.via 2 . 3 . Д)'сть г ( с ) - некоторый корень уравнения
12.12). Тогда из 2fe,) =£(€*} следует J, «» £z

"тиерэдеяие леммы следует иэ линейности по £ урвв-
неняя (2.12).

.-iSMiia.̂ .'̂ * фсть ары некотором £=£о уравнение
'2. IS.) имеет на отрезке .•'-^^у '/jr.*<;»Простой корень. Тогда
при всех «f ^с?о уравнеше (2.12) этого корня не имеет
;.т,е. он исчвзоет).

итзо. Дусгь /„ €:
('-

;: J v > ^ '•^аЛ/и в точке
уравнение (2,12) удовлетворяется. В
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зтсй точки тогда ил:ее.ч из (^.12):

Ъ силу того, что .ча линиях иуляаого усовнд фуичняг ^ ( ? )
/t С *?) всдку ОДНОЗКЙ'Ц'Л ^ЗЙЛЕЧЗЛ TO-IKS ОТ рез К;;

; £ J '/J'rt'/i j ' - т 0 пос.-..?;й;се ураьиекле одасзкечно pnj--
рещшо н каждому ^ аз HEKOIOOOI. окрестное1:".; гочк.к .-г о о;:',
сопоставляет одну точ:̂ / ^ из аехотооой окресгаост^ •х-сис;:

А'в • Ко корни уоавиеная (2.ь';, ес--л шш ко.адиеконь, flwixmi
группироваться в комопексно-соьрлгеякие пару, а, следоватегино
при всяком 6.Ф&О рассматризаьмы;": нама корень ке .«огсет
существовать, Лемме доказана.

Приведенные выше сооСраке.тая ;/огут оказаться лалезкша
при численном поиске корней уравнеаля (1.2). Стаетим также
следующие положения:

Теорема 2.3. Г '̂сть A/ic) - число корней из С урав-
нения (2.6). Тогда

а) если уравнение (2.9) имеет ка С" '
аростые корни, ке являвшиеся корнями уравнения C2.II), то урав-
нение (1.2) этих корней ке имеет (они исчезают в разрезе);

б) если при f e [ 0 , l ] корни ураввеи^я (2,6) локализова-
на иа осях координат плоскости С (будек говорить - не
комплекски), то У(1) }/)Ай);

в) е е т при зсех' ^ б [ 0 , ' 1 ] кс-ряи урекиения ik,8) ;>s
L-VlmiH., ' / / ^ п р о с т а , то /VU) ^ /V'Q); ^

г) если корни уравнешш (2.8) из С^уо"} проста при
всех Ц lO,l\ , то /V ( i ) ^ ' ' / ( 0 ) , и, села при этом
среди корней уравнения (2.9)"не было комплексных, то коран
уравнения (1.2) также некомалексны.

8. Рассмотрим вопрос о числе и кретнестя корней уравне-
ния (1.2), расположенных на мнимой оси. Будем считать, что
справедливо л • •

Предполодеше 2.1. 2* J^>2/ Z ' =/,2,->/г .
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При этом матрица Z-Zs обделает днагональннм преобладанием
по столбцам (т .е . Z^^> J1/? У, я, следовательно, не-
в»рождена. Кроне того '& (У-*0*° • Справедлива

Теорема 2.4. Уравнение (1.2) имеет корни на мяшюй оси •
лишь при выполнении условия

Пра этом имеется всего два корня: ± fa , эта корни простые
я им соответствует неотрицательное решение Х« уравнения
(2.4).

Доказательство. Рвсоматривая формулу (2.8) при <* «I ,
ж вицдм. что не мнимой оси c/et{£-jJ^Jl) & О • а вврахвнле
KV^-i^^i ] л является сумкой неотрицательных слагаема,

величина которой монотонно возрастает от дуля при J/ «О
яо 2YCZ-2JX. usatj-* o e (ом ( е ) , (ж) п. 2 ) . Отсада
следует единотвеннооть упомянутой пары'корней. Простота - «з
соотношения £у#УяЪ- №&)*(&№&$'> °> *&<о

Неотраштельностъ собственного вектора - m формул» (2.S).
Теорема доказана.

Если О^Уф-^УХ*! . то не веществен-
ной с и ямретоя оара простых корней, причем модуль ах больше
модулей всех других вещественных корней я ям соответствует ие~
отрицательный вектор - решение уравнения (2.4) .

й £ . _ Условие (2.15) эювивалеятно условия
c/e/fj-^ -,ХУ}< О • Яри выполнении уоловня (в) п. 3 (или

S R y/Z-Zj)YX -J ) имеем корень ^ ж со' . Покажем, «по
его кратность равна двум. В секок деле, из (я) п, 2 при 2-^ С д а

инеем \f$/~//X-/jrt*+rJ , $- '/2 , j ~* О,
откуда < ф Г'А
в «•«. 'имеется корень второй кратности. ЧтоОн его кратность
Оыла равиа трем, должно ещё выполняться условие У?2"-<% j ^ " ^ '
('Z~-2j)~'X =0 > что невозможно, ибо все члены в этой сумме

Итак, ярвтностъ корня в о » равна двум.
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§ 3 . З А К Л Ю Ч Е Н И Е

Как уже указывалось во введении, проблема исследования
корней уравнения (1.2), поставленная ещё в 1955 году [2] ,
до сих пор полностью не решена. И, вообще говоря, не совсем
ясно, на каком пути можно получить её решение. В этом плане
данная работа может рассматриваться как отправная точка для
дальнейших исследований.

С другой стороны, в работе содержатся некоторые оконча-
тельные результаты и различные критерии, которые могут ока-
заться полезными при численном поиске корней.

Автор выракает благодарность С.Б.Шихову, Г.Я.Румянцеву,
Ю.И.Ершову за интерес к этой работе.
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