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EQ U A T I O N S  DE H A R T R E E - F O C K  D E P E N D A N T  DU TEMPS

D. V A U T H E R I N



Les équations de H a r t r e e - F o c k  d é p e n d a n t  du 
temps ont été d é r i v é e s  dès 1930 par D i r a c  [1]. T o u t e f o i s  ce 
n ’est que r é c e m m e n t  q u ' e l l e s  ont pu être intégrées n u m é r i q u e ­
m e n t  [ 2] , p o s s i b i l i t é  qui p r é s e n t e  un très g r a n d  i n t érêt p o u r  
la p h y s i q u e  des ions lourds. Ces é q u a t i o n s  sont u n e  forme 
a p p r o c h é e  des é q u a t i o n s  du m o u v e m e n t  dans l aquelle on  suppose 
q u ’à c h a q u e  i n s t a n t  t le s y s tème est d é c r i t  par u n  d é t e r m i n a n t  
de Sl a t e r

$ ( r i , r z ,...,ra ;t) = d e t  {<p. (r .) } (1)
A /Kl 1 3

A  étant le n o m b r e  d e  n u cléons et . les o r b i t e s  à u n e  p a r t i ­
cule. Une f açon très c o m m o d e  d ' o b t e n i r  ces équations c o n s i s t e  
à o b s e r v e r  que l ' é q u a t i o n  de S c h r ö d i n g e r  p e u t  être d é d u i t e  
d u  p r i n c i p e  v a r i a t i o n n e l  ôl/ô$*=0, l ' i n t é g r a l e  d ' a c t i o n  I 
étant [3,4,5]

■ ■ /'■
dt <î>(t) | i ïi -----H|4(t)>

3t
(2)

P o u r  une f o n c t i o n  d ' o n d e  d u  type (1) c ette i n t é g r a l e  d ' a c t i o n  
se r é d u i t  à

v??(r,t) <p±(r , t ) d 3r -E (3)

où E est l ' é n e r g i e  H a r t r e e - F o c k  <$|H|$>. En écr i v a n t  que 
>*=6E/ô<p*=0 il v i e n t

l ' o p é r a t e u r  W  étant, par d é f i n i t i o n ,  1'h a m i l t o n i e n  de H a r t r e e -  
Fock. Ces é q u a t i o n s  p e u v e n t  être écrites de façon pl u s  c o m p a c ­
te en i n t r o d u i s a n t  la m a t r i c e  d e n s i t é  p

A

p = X /  ^ i > <<̂ i I 
i=l



satisfaisant p 2 = p ,  T race ( p ) = A ,  et dont la donnée est équiva­
lente à celle du déterminant 4>. En utilisant le fait que 
l'opérateur W  est hermitique on obtient l'équation du m o u v e ­
ment suivante

i h p =  [ W , p ]  ( 6 )

qui est appelée équation de Hartree-Fock dépendant du temps.

A  titre d'exemple écrivons ces équations pour 
un noyau N=Z saturé en spin i.e. tel que chaque orbitale

(r) soit occupée par deux neutrons et deux protons de spins 
opposés. Supposons de plus que l'interaction à deux corps soit 
une force de Wigner V = v ( r i 2) • L'énergie Hartree-Fock est alors 
donnée par E=T+V où

V  = -  I d n d r 2 v ( | r i - r 2 | ) { 4 < n | p | r i >  < r 2 |p|r2> - ! <r-i | p | r 2> |2 }
8 J

(7)

Par ailleurs la définition (4) entraîne que le champ de 
Hartree-Fock W  est la dérivée fonctionnelle de E par rapport 
à p i.e.

6E = Trace (Wôp) (8)

L'expression (7) conduit ainsi au champ moyen suivant

h 2
W  = -----V 2 + u (9)

2m

avec

< r | u | r’> = un (r)ô(r-r') + —  <r|p|r'> v(|r-r'|) (10)
U 4

le champ local uD étant donné par

(r) = j  <r'uD (r) = / < r , | p | r ' >  v(|r'-r|) dr' (11)



% 1) C o n s i d é r o n s  une t r a n s f o r m a t i o n  de jauge
du  d é t e r m i n a n t  (1 ) d é f i n i e  p a r  la t r a n s f o r m a t i o n  des états

à une p a r t i c u l e

■* *i = elX(r) {12)

Par c e t t e  t r a n s f o r m a t i o n  la d e n s i t é  p(r), la d e n s i t é  d ' é n e r g i e  
c i n é t i q u e  t (r) et le c o u rant j(r) d é f i n i s  par

A  A

p (r) = | i (r ) | 2 t (r) = | V ^ i (r) | 2
i=l i=l

A

j (r) = —  {^?(r)W>. (r) - <p. (r)W>?(r)} (13)
•y • Xm̂ ài 1 1  1 1

i=l

% 'v
d e v i e n n e n t  r e s p e c t i v e m e n t  les q u a n t i t é s  p , i et ]

p ( r ) = p(r) , x = t(r) + 2Vx.j + p(r)(^x)

j (r) = 3  (r) + p (r) (VX ) (14)

Si < $ |V|$> = <*|V|*> q u e l q u e  soit x ( r ) nous di r o n s  que <V> 
est i n v a r i a n t e  de jauge. C e t t e  p r o p r i é t é  c o n t i e n t  c o m m e  cas 
p a r t i c u l i e r  l ' i n v a r i a n c e  d e  G a l i l é e  qui c o r r e s p o n d  à x = k -r * 
Elle est v é r i f i é e  po u r  une force locale centrale, c o mme on 
pe u t  le v o i r  i m m é d i a t e m e n t  sur l ' é q u a t i o n  (7), pour une force 
t e n s e u r  et p o u r  une f o rce spin-orbite.

L ' i n v a r i a n c e  de jauge c o n d u i t  p o u r  les é q u a ­
ti ons de H a r t r e e - F o c k  d é p e n d a n t  du temps à une é q u a t i o n  de 
conti n u i t é .  En e f f e t  e f f e c t u o n s  une pe t i t e  v a r i a t i o n  des 
o r b i t e s  v?. c o r r e s p o n d a n t  à une t r a n s f o r m a t i o n  du t y p e  (1 2 ). 
D ' a p r è s  1 ̂ "hypothèse d ' i n v a r i a n c e  de jauge et 13,14 on a pour 
X s u f f i s a m m e n t  p e t i t

ô <<ï> | T + V  | $ > = 6<T> = —  ô / t  ( r)dr = —  /  V X -3 dr (15)
2m  J m  J



m

et comme I doit être stationnaire il en résulte que

p(r,t) + —  div ^](r,t) = 0 (17)
m

2) Comme W  est hermitique les équations du 
mouvement entraînent que

3) L'énergie E = <$|H|$> est conservée car 
pour 5p=p 6t on a

(6) est telle que quelque soit t, l'opérateur p(t) est pair 
par renversement du temps, alors p(t) est indépendant du temps 
et est égal à la matrice densité p h f  solution de l'équation 
de Hartree-Fock statique [ W , p h f 1= 0. En effet l'hypothèse p r é c é ­
dente implique que les deux membres de (6) ont une parité 
différente par rapport au renversement du temps.

—  «P* ,<Pj,> = 0
dt 1 3

(18)

6E = Trace (Wôp) = — - ôt Trace (W[W,p]) = 0
ih

(19)

4) Si une solution de l'équation du mouvement

5) Soit

A

(20)

i=l

la solution de l'équatioç de; Hartree-Fock statique. Alors 
quelque soit le vecteur v le|5 fonctions d'onde

(r , t) = e
ik.(r-vt)

(r-vt) (21)

avec k=mv/ft sont solutions de l'équation de Hartree-Fock d é p e n ­
dant du terrps, propriété qui découle de l'invariance galiléenne



de la théorie [ 6]. Les solutions (21) sont telles que l ' é n e r ­
g ie est localisée q u e l q u e  soit t. Elles sont donc des solutions 
de type "soliton" a n a l o g u e s  à celles qui a p p a r a i s s e n t  g é n é r a ­
lement dans les équat i o n s  aux d érivées p a r t i e l l e s  n o n - l i n é a i r e s  
e.g. Sine-Gordon, K o r t e w e g - d e  V r ies ou S c h r ö d i n g e r  non linéaire 
[ 7] .

III. CAS DE LA  F O R C E  DE SKYRME

E t a n t  d o nné que l ' i n t e r a c t i o n  d e  S k y r m e  donne 
d ' e x c e l l e n t s  r é s u l t a t s  d a n s  des c a l c u l s  de  H a r t r e e - F o c k  sta­
tiques, elle est p r o b a b l e m e n t  b i e n  a d a ptée dans le cas des 
é q u a t i o n s  de H a r t r e e - F o c k  d é p e n d a n t  du temps qui est également 
une a p p r o x i m a t i o n  de type c h a m p  m o y e n  [ 8] . C e t t e  i n t e r a c t i o n  
s ' é c r i t  V = v i 2+ v i 2 3 [ 9 , 1 0 J le t e rme à d e u x  corps étant un  p o l y ­
nô m e  d u  second degré dans l'espace des imp u l s i o n s

< k | v i 2 |k'>= t 0(l+x0P ) + -  tj ( k * + k 12) + t 2 k.k' (22)
a 2

et V i 2 3 étant une force de c o n tact à trois corps

v i 2 3 = t 3 6 (r1- r 2) 6 (r2- r 3) (23)

Da n s  l ' é q u a t i o n  (22) P est l'opé r a t e u r  d ' é c h a n g e  de  spin
(l+0 i . a * ) / 2 . Pour s i m p ï i f i e r  nous allons c o n s i d é r e r  un noyau 
N=Z sa t u r é  en spin. Da n s  ce cas la v a l e u r  m o y e n n e  de l'énergie 
p o u r  u n  d é t e r m i n a n t  de Slater s'écrit

E = J  H (r) dr (24)

la d e n s i t é  H a m i l t o n i e n n e  H(r) étant d o n n é e  par l'e x p r e s s i o n

H (r) = —  t + -  t 0p2 + —  t 3p 3 + —  ( 3 t i+5t2) (px-j2 )
2m  8 16 16

- —  (9ti-5t2) PV 2p (25)
64

avec p(r), t(r) et j(r) d é f i n i s  par l'é q u a t i o n  13. Dans ^ 
l ' e x p r e s s i o n  p r é c é d e n t e  o n  peut r e m a r q u e r  que le courant j 
n ' a p p a r a i t  q u ’à travers la c o m b i n a i s o n  p x - j 2 . C e c i  suffit 
pour a s s u r e r  l ' i n v a r i a n c e  de jauge c omme on peut le vér i f i e r  
à pa r t i r  de l ' é q u a t i o n  14, et par suite l ' i n v a r i a n c e  de G a l i l é e  
de l'éne r g i e  d ' i n t e r a c t i o n  [il].



Po u r  c a lculer le c h a m p  de H a r t r e e - F o c k  e f f e c ­
tuons une v a r i a t i o n  6^* des fonct i o n s  indivi d u e l l e s  ce qui 
e n t r a î n e  une v a r i a t i o n  ôp, ô t , 6] des d e nsités (13) et une 
v a r i a t i o n  ôE d e  l'énergie

SE = / d 3r { — —  <5t (r) + u(r)6p(r) + î(r). ô ] ( r ) >  (26)

avec = —  + —  ( 31 x + 5 t 2 )p
2m 2m 16

u(r) = - t 0p+ — t 3p 2+ — (3ti+5t2) + — (9ti-5t2 ) (Vp)2 
4 16 16 16

î = - -  (3t!+5t2 )î(r) (27)
8

En e x p l i c i t a n t  les v a r i a t i o n s  des d e n s i t é s  et en i n t é g r a n t  par 
part i e s  il v i e n t

= J  dr <5v>*(r) W  ^ ±(r)ôE = J  dr 6$. (r) W  , (r) (28)

où W  est l ' o p é r a t e u r

W  = - $ — ÿ .—  + U (r ) + L -  {î.^ + ^.î} (29)

2m (r) 2i

P r é c i s o n s  que dans c e tte e x p r e s s i o n  les o p é r a t e u r s  g r a d i e n t s  
d ç i ^ e n t  a g’r sur tout ce qui ce tr^uv§  à leur d r o i t e  e.g. 
(V.I)ip d o i t  être int e r p r é t é  c omme I.grad^ + ^ d i v l .

IV. R E S O L U T I O N  N U M E R I Q U E

Pour sim p l i f i e r  l ' exposé de la m é t h o d e  nous 
allons c o n s i d é r e r  une force de S k y r m e  telle que ti=t2=0. De 
plus nous nous limiterons au cas de  l'h é l i u m  4 pour lequel il 
existe une seule or b i t e  </>(r,t) et nous é t u dierons les v i b r a ­
tions m o n o p o l a i r e s  dans ce noyau i.e. les solutions du type

*p(r,t) = -  R(r,t)Yo u (0^) 
r



i h = j  - ----- —  + u(r,t) 1 R(r,t) (31)
3t ( 2m 3 r2 )

avec u = —  t 0p + —  t 3p2 et p(r,t) = | R ( r ft ) | 2/Trr2 .
4 16

3
Nous p r e n d r o n s  dans cet exem p l e  to=-1000 M e V  x fm et 
t 3= 1 5000 M e V  x fm^ ce qui d o n n e  une d e s c r i p t i o n  raisonnable 
du rayon carré m o y e n  et de  l'énergie de l'h é l i u m  dans un ca l c u l  
d e  H a r t r e e - F o c k  statique.

La m é t h o d e  d e  r é s o l u t i o n  u s u e l l e  pour une é q u a ­
tion d u  type 31 c o n s i s t e  à l ' a p p r o x i m e r  par une équation aux 
différ e n c e s  finies. Po u r  ce faire o n  r e m p l a c e  les d e u x  v a r i a ­
bles continues r et t par des v a r i a b l e s  d i s c r è t e s

t, = i x At r. = j x Ar (32)

les pas Ar et At étant choisis s u f f i s a m m e n t  petits pour que 
R(r,t) varie peu d ' u n  p o i n t  d u ^ r é s e a u  (32) à l'un q u e l c o n q u e  
de ses voisins. D é s i g n o n s  par R  le v e c t e u r  colonne

(33)

R <r N>

La m é t h o d e  la plus sim p l e  à laquelle on puisse pen s e r  est 
d 'approximer (31) par l ' é q u a t i o n  aux d i f f é r e n c e s  finies 
suivantes

i h R(t+At) ~ = w R (t) (34)

At

W  étant la m a t r i c e

= "  ' ^ ' k+1 + + U(V t , S 3* (35’



c o n n a i s s a n t  R au temps t o n  o b t ient ainsi R(t+At) par la 
r e l a t i o n  de r é c u r r e n c e

(  » + -
V At

R ( t+At) = I 1 + —  W(t) R  ( t) (36)

M a l h e u r e u s e m e n t  cette m é t h o d e  n ' est pas a p p l i c a b l e  car W  é t a n t
hermit i q u e ,  l ' o p é r a t e u r  1+ih W/'At a toutes ses v a l e u r s  p r o p r e s
pl u s  g r a n d e s ^ q u e  1 en module. En p r a t i q u e  ce c i  e n t r a î n e  que 
la n o r m e  de R d i v e r g e  e x p o n e n t i e l l e m e n t  avec t, alors q u ' e l l e  
d e v r a i t  r e s t e r  égale à un, comme nous l ' a vons vu  au p a r a g r a p h e
2. U n  m o y e n  d ' é c h a p p e r  à cette d i f f i c u l t é  c o n s i s t e  à u t i l i s e r  
la m é t h o d e  de C r a n k - N i c h o l s o n  [2,12] qui au lieu de  l ' é q u a t i o n
3 6 fait i n t e r v e n i r  la r e l a t i o n  d e  r é c u r r e n c e

1 + 2ÏÏ W(t) -
R (t+At) = -— ----  R ( t) , (37)

1 - W  (t)
2At

Dans ce cas l ' o p é r a t e u r  a p p a r a i s s a i t  au s e c o n d  m e m b r e  est m a n i ­
f e s t e m e n t  u n i t a i r e  e t  la norme d e  R est b i e n  c o n s e r v é e  au cours 
d u  temps. L a  m é t h o d e  p r é c é d e n t e  n é c e s s i t e  u n e  i n v e r s i o n  de 
ma t r i c e .  T o u t e f o i s  c o m m e  la m a t r i c e  du d é n o m i n a t e u r  est tri- 
dia g o n a l e ,  son i n v e r s i o n  p e u t  êt r e  e f f e c t u é e  très s i m p l e m e n t  
et avec une g r a n d e  p r é c i s i o n  par la m é t h o d e  d ' é l i m i n a t i o n  de 
Gauss [12]. E n  p r a t i q u e  on  o b s e r v e  que la p r é c i s o n  de  l ' a l g o ­
r i t h m e  37 p e u t  ê t r e  a m é l i o r é e  s e n s i b l e m e n t  e n  u t i l i s a n t  W(t+At/2) 
au lieu de W(t) au s e c o n d  membre. U n e  e x c e l l e n t e  a p p r o x i m a t i o n  
de W(t+At/2) s ' o b t i e n t  e n  le c o n s t r u i s a n t  à p a r t i r  des f o n c ­
tions a p p r o c h é e s  R(t+At/2) d é d u i t e s  de 37.

V. R E S U L T A T S

1) La m é t h o d e  p r é c é d e n t e  a été a p p l i q u é e  en 
p l a ç a n t  à t=0 le n o y a u  d ' h é l i u m - 4  da n s  son f o n d a m e n t a l  H a r t r e e -  
F o c k  R 0 (r) et en lui d o n n a n t  u n e  i m p u l s i o n  à sy m é t r i e  s p h é r i ­
q u e  de type

R ( r ,t = 0 ) = e ix(r) R 0 (r) (38)

avec x ( r ) = a 2 z 2/ 2 . C e t t e  c o n d i t i o n  i n i t i a l e  c o r r e s p o n d  à une 
d i s t r i b u t i o n  i n i t i a l e  d e  m o m e n t

hj (r) = îip(r) Vx = h a 2 p(r)r (39)



L 'énerg ie c inétique 
égale à

T = E(R)-E(R0) =

t  O o - ^ s e c )

F i g u r e  1 : V a r i a t i o n  en f o nction du temps du r a y o n  de l'hélium-4 
pour la c o n d i t i o n  in i t i a l e  38 avec ct=0.25 f m - 1 . L ' i n t e r a c t i o n  
est une force de Sky r m e  p o u r  laquelle t i = t 2=0, t 0=-1000 M e V x f m  , 
1 3 = l 5 0 0 0 x M e V  f m 5 .

Sur la figure 1 nous a v ons tracé la v a r i a t i o n  du r a yon carré 
m o y e n  de m a s s e  rM  dé f i n i  par

A r ^  = J  p ( r ) r 2 dr (41)

en f o n c t i o n  du temps p o u r  une c o n d i t i o n  initiale de type (38) 
avec a=0.25 f m - ’ soit T=1 MeV. L ' i n t é g r a t i o n  n u m é r i q u e  a été 
e f f e c t u é e  en p r e nant

Ar = 0.2 f m  At = 0.5 x 1 0 ~ 23 sec (42)

ce qui suffit po u r  c o n s e r v e r  l ' é n e r g i e  à 0.04 M e V  près tout 
au long d e  ce calcul. Sur la figure 1 on pe u t  v o i r  que le 
r a y o n  o s c ille de f açon p r a t i q u e m e n t  p é r i o d i q u e  avec une p é r i o d e  
0=14.5 x io“23 sec ce qui c o r r e s p o n d  po u r  la r é s o n a n c e  m o n o ­
p o l a i r e  à une énergie

/  Po (r) (Vx) 2dr = —  A < r 2 > a 4 (40)
2m J  2m

ftio » h 2 tt/ 9 = 28.5 M e V



V I .  P E R S P E C T IV E S

Une d e s  a p p l i c a t i o n s  l e s  p l u s  i n t é r e s s a n t e s  
de la  m éthode de H a r tr e e -F o c k  d é p e n d a n t  du tem ps c o n c e r n e  l e s  
c o l l i s i o n s  de deux  i o n s  l o u r d s .  De t e l s  c a l c u l s  o n t  é t é  e f f e c ­
t u é e  dan s l a  r é f é r e n c e  [ 2] pour d e s  i o n s  à une d im e n s io n .  I l  a 
é t é  m ontré a i n s i  que 1 'on p e u t  d é c r i r e  une t r è s  g ra n d e  v a r i é t é  
de phénom ènes d y n a m iq u es ,  a l l a n t  d e  l a  f u s i o n  d e  deux io n s  
ou l a  f o r m a t io n  d 'u n  noyau com posé à l a  p r o p a g a t io n  d 'o n d e s  
de ch o c  e t  l a  f r a g m e n t a t io n  d e s  i o n s .  L ' e x t e n s i o n  au c a l c u l  
de l a  c o l l i s i o n  d e  d eu x  noyaux d 'o x y g è n e - 1 6  a é t é  o b te n u e  
récemment p a r  Koonin [ 13] . Nous m e n t io n n e r o n s  é g a le m e n t  que  
l a  m éthode de  H a r tr e e -F o c k  d é p e n d a n t  du tem ps a é t é  a p p l iq u é e  
à l ' é t u d e  d e s  r é s o n a n c e s  g é a n t e s  m o n o p o la ir e s  e t  q u a d r u p o l a ir e s  
c o u p l é e s  p a r  F lo c a r d  f 1 4 ] .
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