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/
Решается задача о движении частицы со спином в сфери -

ческом потенциале конечной глубины о учетом спинорбиталъно-
го взаимодействия. Выписан явный вид волновых функций не -
прерывного и дискретного спектров. Произведено сравнение
волновых функций дискретного спектра с соответствующими функ-
циями в потенциале Зудса-Саксона. Найден аналитический вид
амплитуды рассеяния вне энергетической поверхности. Оценен
борновский матричный элемент для рассеяния двух частиц, на-
ходящихся в сферическом потенциале.

Физико-энергетический институт, 1974 г.



Задача о движении чаотици в сферически
прямоугольной яме конечной глубины является простейшей и а -у.о
не время практически единственной задачей данного ачша допус-
кающей точное аналитическое решение. Хотя первые исследования
этой задачи проведены уже давно СIJ , авторам шиэвеслш ра-
боты, в которых была бы дана детальная и полная сводка резуль-
татов, как для состояний дискретного так и непрерывного спект-
ра часто использующихся в различных микроскопических подал ял.
С этой точки зрения данная рио'ота можех оказаться полезной.

Решение уравнения Шредиагера для сферически, симиехричного
прямоугольного потенциала конечной глубины с учеа-оы саинорои-
тального взаимодействия для состоянии нуклона с определенными
значениями орбитального щоиента С •, полного момента J и его
проекции пу . имеет вид:

где Yewif) - сферическая, X t m - спиновая, а
Rej(r) - радиальная волновые функции. Последняя удовлетво

ряет радиальному уравнению Ыредиыгера:

где потенциал взашодействиядчитывающий спинорби-гальку»
связь Ш1вет вид:
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Здесь Vfr") - сдорически симметричный прямоугольный
потенциал

- J " °̂ для f 4 Я
- 1 Л (0.4)

V. О для Г > R

$ - радиус, a Ч, - глубина потенциала.
Решение уравнения (0.2) получается путем сшивания реше-

нии и их производных для внутренней ( Г< R ) и внешней
( Г>К ) областей приГ=/? .

Отметим однако, ч?о спинорбитальный член входящий в по-
тенциал взаимодействия обращается в бесконечность при Г= R ,
чтобы кзоедать эту трудности делают предельный переход в ре-
шении для потенциала с "косой стенкой" [ *~] (рис. I ) .

I « к*д* йьодя обозначения:

(0.5)
I Ш

получаем для трех областей уравнении

,2

+ {К*„ Щ*)Х<,^0 (0.7)

Л(Ф С/»ЧГГ/ у - _ Г) , n f l .

Последнее уравнение справедливо при &R-*O , так как в
этом случае дУ/дг велико и остальными членами UO.SHO пре-
небречь. Волновая функция должна быть непрерывна при Г - R .
Таким образом при лЙ-»О Х>'%с*) = X(

tj
}(V)= xfj (d) % Отме-

тим, что поскольку спинорбитагышй член обраадется при г*. R
в бесконечность, то производная волновой функции,вообще говоря,



ех ь аоюй точке разрыв, Уриьаеаий (.u>tij ай
интегрируема.

Таким образом>радиальные комовые пункции ь примоугилышм аи-
тенци&ле со опинороитой а точка t~ = R удовлетвориют соотно-
шению:

§ I« Волновые функции овяааннил. оиотоялиИ

При отрицательных энергиях уравнение (0*2) ишеех решение
на некоторой дискретном наборе энергий соотвехохвующих связнн-
нш состояниям частицы в прямоугольной яме. Определим эти
энергии и соответствующие им волновые функции.

Уравнение (0.2) как уравнение второго порядка имеет два
линейно не зависших решения, причем общее решение является их
линейной комбинацией:

= 4/
, »

где К равно ^© при r < R и Н при
Из требования конечности волновой функции в пуле следует,

что в облаоти (I) (при r<R ) в

и д
(III).



- 6 -
и решение имеет вид:

U.3)

При отрицательных энергиях К - мнимое. Поэтому из условия
конечности волновой функции на бесконечности следует, что в
области (П) ( r>R )

°ti -
и
 (1.4)

и

Из требования непрерывности волновой функции при Г= R
следует:

функции на границе ядра должны удовлетворять соот-
ношешш (0,10). Используя рекурентные соотношения для сфери-
чесхшх функций Бесселя (см. Ш ) легко записать два эквива-
лентных выражения.

Ж„.;Ю (1.7)

которые являютоя трансцендентными уравнениями для определе-
ния собственных энергий связанных состояний:

Cn
if 2m «-"'j (1.9)



-. 7 —

Здесь ti номер состояния с данными 2 и J . Волновая
Функция дискретного спектра должна быть нормирована на едини
цу. Из требования:

с;
о

получаем: (
 J

Ц Л 1 )

где "̂«i - фаза волновой функции, которая выбирается либо
как ?„«,- .= 1 , либо 1сак f

n
gj "(-')

e
 . Совершенно ясно,

что выбор фазы не должен повлиять на значения наблюдаемых ве-
личин. Коэффициент СЦу сиязанС С%у соотношением (1.6).
Иногда бывает интересно знать,какая часть квадрата волновой
функции бывает сосредоточена вне потенциальной "ямы". Эту ве
личину легко вычислить и она оказывается равной:

f < с L«яС<™» ' / }
 С1Лг)

Если спинорбитальное взаимодействие не учитывается, то
выражишя для Cmj iij4^ упрощаются:

( 1 Л З

г у
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На рисунке 2 приведены значения Х-т в зависимости от '
параметра ямы 7Т„(1

г
 . На рисунке 3 приведены значения jv

ne

для соответствующих уровней. Интересно отметить, что для со-
стояний, которые являются "верхними" заполненными состояния-
ми по нейтронам для соответствующих атомных номеров величина
Р*- О Д Ь - 0,3.

Известно, что прямоугольная яма дает собственных энергий
и последовательность уровней ("выше"*/ оболочки) несколько
ш ш е чем в обычно используемом потенциале Вудса-Саксона. Из
уравнений (1.7) и (1.8) видно, что в прямоугольной яме можно
яолучить любой набор собственных энергий, в том числе и набор
потенциала Вудса-Саксона,внбирая для кяддого уровня свою
константу сшшорбитального взаимодействия.

Величина dlB.j) обычно выбирается в виде:

при

Величина (X„ согласно£ 2 J ^ О .
В таблице I приведены значения Q.a y которые необходдшо

принять для соответствующих уровней чтобы при А - 60 и
# = %>Л*Ь (где ^ о = 1,28) получить спектр собственных энер-

гий в потенциале Вудса-Саксона, приведенный в работе^37 .
На рисунке 4 приведены волновые функции прямоугольной

"шли" при таком выборе <Хв и соответствующие функции работы
СrS]. Ш рисунка видно, что эти функции достаточно хорошо сов-
над&аП1. TziQQA образом,волновые цункции прямоугольной яглы, взя-
тые шз! ообствешшх энергиях потенциала Вудса-Саксона и пра-
ЬИ.ЙЬНС> iiopta!ix>BaHiaie (см. 112),могут быть с успехом использова-
ны в различных расчетам, «спользуЩЙХ модель независшлых час-
т и . ii}.fciii.5yt!4«CTBo испсльзования этях дующий состоит в том,
чхч, ПХ aiiuJjimweciaiii лзд известен,» то время как во.тновые функ-
1кш\ ь ист&шшаае Вудса-Саксока ко^*аайгся лутоы численного ик-

я уросне>шй кредангера. На ^лоунке 5 лрюедены спект-
х«л Л=-6й.в потенциале Вудса-Саксона [ 3 ]
средклг. по гаслице I гначеш:ш Q0 =C,4.
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§ 2. Волновые функции непрерывного спектра

Рассмотрим теперь случай положительных энергий. При £ > О
решение уравнения (0.2), ограниченное в нуле,также как и в слу-
чае отрицательных энергШ; имеет вид:

R<!K
(
V ~ jQ J

e
(Kt) (2.1)

Однако при r>R положение иеияется. При положительных энер-
гиях Н действительно, и оба решения уравнения Шредингера удов-
летворяют условию конечности на бесконечности. Общее решение
уравнения (0.2) принято записывать как:

Обычно величина Ое/ выбирается в виде с где Ое/ - фаза
рассеяния. Учитывая соотношения (/?/./ ), легко переписать (2.2)
в виде

K^KCf) = JieJ £ COSS,jLde(Kn - ^Sejtle(Kr)J (2.3)

Поскольку при Г- R волновые Функции доланы удовлетворять
соотношению (0.10), то получаеи следующее уравнение на фазу
рассеяния:

откуда

J ( f i E > J ( R ) (2.5)/С

где

( 2 - б )
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Из требования непрерывности волновой функции при r=
получаем:

JieJ - e 'Cosby д ( М т Л ) Jiej . %2%

Совершенно ясно, что 1У
О
 -~О решение должно переходить в

плоские волны. Отсюда находим

Жу (2.8)

Легко проверить, ч ю определенные таким образом волновые функ-
ции нормированы также,как и плоские волны, а именно f 5J:

«•}.
 ( 2

.
9 )

Иногда удобно использовать волновые функции нормированные на
дельта-функцию по энергии. В этом случае

Jtj - < ijr"*S*ri . . (2.Ю)

Определенные таким образом волновые функции нормированы как

lKjB
(
^R^

i(nr4r
 "

 5
^̂ '

;
-

 (2Л1)

о '

Перейдем теперь к рассмотрению полных волновых функций непре-
рывного спектра,соответствующих движению частицы со_спином 1/2
с определенным волновым вектором £* и проекцией спина rn

s

(2.12)
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Скысл этой волновой функции легки выяснить j, если рассмотреть
ее поведение при больших Г .Воспользовавшись асимптотикой
сферических функций Бесселя (III),запишем:

Учитывая, что

7 н/v ti

em
находим асимптотику волновой функции (2.12)

]
(2 T5)

где
-, (2.16)

w' t-ejl к

Смысл (2.15) очевиден: сходящийся поюк частиц имеет акплиту-
ду отличную от нуля лишь при Я/% = - F7/-

 t
 что соответствует?

частицам,движущимся по направлению вектора t? к началу коор-
динат.

Амплитуда расходящихся частиц делится иа дне части?
сеянные частицы, движущиеся от центра & надразлгзии кектсро
и рассеяиные во всех направление:» оиисываешв членои г
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Введем функции:

_ г „ , /
г
> 1 (2.19)

которые согласно (2.9) нормированы на дельта функцию
SC&'K') • Легко видеть, что функции ^/^

т
 соответствуют

ситуации,когда падающие ^а силовой центр частицы движутся со
всех направлении, однако фазовые соотношения между амплиаудами
падающих волн таковы, что расходящиеся рассеянные частицы выле-
тают лишь в направлении вектора X

§ 3. Импульсное представление

При рассмотрении волновых функций непрерывного спектра
кажется более удобным использовать не координатное,а иыпульс-
аое представление. О причинах такого предпочтения будет гово-
риться низе.

Переход к иыпульсноцу представлению осуществляется введе-
нием вместо волновых функций Ч Ч г / , ее Фурье образа

(5.1а)

(5.И)

Используя разложение плоской волны:

£rf

получаем

(5.3)
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где

0 .„ ад. ^Г" finriR^Wdr ( 5 Л ,

Интегралы (ЗЛ) вычислены в приложении (П2)
Используя (П2.7) -можем записать:

Легко показать, что функция 1Д.^<?)имеет вид:
'Si

(3.5)

где

"~ " ' ' ' (3.6)

где

При ^ = к

L
 е J

8 Г ' (3.8)

Воспользовавшись выражением (2.5) легко преобразовать (3.8)
к виду:

(зло)
«г ^ С/^

Знаменатель последней дроби совпадает, с выражением (1.7) в

том случае, когда i<= 1<C . Таким образом функция t
f
;,

имеет полюса в нкнней комплексной полуплоскости при U



соответс'А'ьушщих связанный состояниям частицы в яме •

§ 4.Вычисление матричных элементов

Рассмотрим матричные элементы вида:

где

IF) U.2)

Согласно (3.1) матричный элемент (4.1) можно записать как:

где

Используя выражения (3.5) и (3.9) жжем переписать (4.3) в

виде:

Лроводя суммирование по магнитным квантовым числам матричные
элементы <£ ̂ ej #»»у \'лГ°\
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можно записать как
'jUi, ijf) I

L
 U),

где 4=»^-^* , С
о

 и
 ^</ определяются выражениями

(1.6) и (I.II), а интегралы

вычислены в приложении'3 j

Вычислим теперь интегралы,входящие в (4.5). В целях сокращения

записей введем обозначения:

Шщ</>, t'jS)
S

Отметим, что основной вклад Е интегралы, входящг^е в (4.5), дает
область где l T t ~ /**/ • Если рассмотреть слу̂ 1ай небольших к,
то выкладки сильно упрощаются, поскольку'теперь в области, даю-
щей основной вклад в интеграл

f
можем разложить I*

1
 и Х

т
 в ряд

Тейлора и удержать лишь члены с низшими степенями (
 й
 * ). Соглас~

аащшш,:
 f

Воспользовавшись выражением (Ш.II)^
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>i.ienaif что интеграл (4.10) отличен от нуля лишь при £<l ,
•. •л.̂ ршенко лечо, чтг.:

по </ ж ?' проведем пепо^хьзуя выракеш!е
(!12.ь). Ирьнеорего»! «нтегра ки̂ ш в смысле главного значения,
получим матричные элементы (4.1) в ввде:

L

f t i i f t l $ $ f , e (П.Ш

••/

и аислючешхе, что учет в (4.8) и (4.9) отброшенных
"f-'iaaoa на создает пршщшшгчльных трудаостей в вычислешш 1штег-
^ило-в, а Л1шхь несколько услоаагяеа1 вод коэсхи-ИВДентов о< .

}ia рисунке 6 ирхшодена угловая зшмюнмость гшадрата модуля
ыатр*г-шого -элемента 4.1 и проведено сравнение угловой зависимос-
ти матричных элементов с плосккг.ш волнами^ которых вклад внут-
ренней области потенциала не учитывался. .ч
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Заключение

В настоящее время существует целый ряд микроскопических
теошй ядерных реакций, использующих в качестве Оазиса волно-
.ме функции частицы в потенциале конечной глубины. Среди обыч-
но используемых потенциалов - сферический потенциал занимает
выделенное место,поскольку известен аналитический вид его
собственных функций. В то же самое время,как показано в § 2,
они близки к наиболее часто используемым собственным функциям
потенциала Вудса-Саксона, которые получаются путем численного
интегрирования уравнения Шредингера и могут заменить послед-
ние в различных оценочных расчетах. Что касается волновых
функций непрерывного спектра>то они, по-видимому, мало чувстви-
тельны к детальной форме потенциала, по поскольку они не лока-
лизованы внутри ядра,как волновые функции связанных состояний,
юс численный расчет в более сложных потенциалах требует значи-
тельного машинного времени.

Кроме того, волновые уункщш сферического потенциала из-
вестны, в аналитическом виде легко вычислить (§ 3} их фурье -
образ и таким образом получить амплитуду рассеяния вне энерге-
тической поверхности. Зяшше точного выражения для амплитуды
необходимо при проверке различных приближенных методов ее рас-
чета. Задача рассеяния двух частиц, находящихся в сферическом
потенциале (подробно раооиохренная в §4--.), также играет важную
роль в различных микроскопических подходах в ядерных реакциях

с нуклонами.
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Приложение I. Сшешческие ФУНКЦИИ Бесселя

Сферические функции Бесселя определяются как:

Они могут бить выражены через производные от элементарных
функций

4, ю-&*'*
e^t/ei.^Y £- . Ш.2)

6°'
Сферические функции 4г

(
*), **

 и
 e

t3C
> удовлетво

ряют рекуррентным соотношениям:

( Ш З )

а функции Rt (f.) соотношениям J

ш < 4 )

При больших X сферические функции тлеют вид:

• /̂- rXj —»• ~ : (ЗП.6)
' и г •
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при малых X (Х« 4S+& ) — вид:

Сферические функции Бесселя удовлетворяют соотношению:

Разложение функции ^(*) в № & Тейлора имеет вид:

Сферические функции Бесселя представлены в виде ко
сумм: ,,

Получим теперь одно очень полезное соотношише. Используя
разложение плоской волны по парциальным волнам перетянем
тождество

2ае

/ z:
Умножая обе части Sem^t) и интегрируя по углам,получаем
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11одстапляя Б ( Ш Л О ) вместо функции. Ус<^) их разложения
в цац Тейлора (И1.8) и собирая члены при X * , получаем
после несложных преобразований:

Ытшлоаеиие 2

Вычислим интегралы (3.4) :

j
 hЛ ( о /

.< «л- •
 (Л2
-
2)

Ч - *V\ (П2.3)

г.
P.

Рассмотрим предел, входящий в выражение (П2.4). Используя
асимптотические выражения для сферических функций Бесселя

Г- ~ р < ^
 ьг

?^с J^«5r (П2.5)

Пределы &»*j»i(t**)*/(t**) ъ£*ц, sivft+44/c?**) элективно.равны нулю
в том смысле, что ввиду стремящейся к бесконечности частоте
осциляций этих функций (как функций f и К*) всякий интеграл
от произведения этих функций на любую гладкую функцию равен
нулю. При этом,конечно, считается что 9 и К положительны,
т.е.
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Используя известные соотношения:

после несложных преобразований можем записать:

9
*.к

где

X Г_£- 1 . fell ^

а Р ^ определены в (2.6) :
при q « к-

При <j -* —

, c

При ^-* о



Приложение 3. Вычисление радиальных интегралов

Здесь будут рассмотрены интеграл вида:

( п з л )

{ п з
.

2 )

Рассмотрим интегралы (П3.1). Поскольку для средних
то произведение функций Бесселя £/**") ̂ сь*) целесообразно
представить в виде быстросходящегося ряда [6] . Пусть К^41
тогда:

где ^ - гипергеометрическая функция.

Подставляя (ПЗ.З) в (П3.1) и последовательно используя

формулу С 63:

получим:

где А - ~^g^ - целое положительное число, а

(пз.б)
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В том случае,когда К^^г , выражение (IB.5) модно несколько
упростить, заменяя функцию

 г
Р, ее значением при "tie, =£ ;

м
 ^

Г

Рассмотрщл интегралы (П3.2). Сферические функции /^^ соглас-
но (IE.9) имеют вид:

* е /х

Характерное значение XR*-b
t
a. 4 и <f обычно й 4 . Тогда

во всей области интегрирования можно считать ?~*/х убхшает
гораздо быстрее чем Zl(**

p
)'

f
/
f
№*№*f) и в области, дакацей основ-

ной вклад в интеграл, принять:

4 £"££

Интеграл, ВХОДЯЩИЙ В (Л3.9) вычислен в работе f7J :

(ШЛО)

к
 хгде функции Q

p
 определяются через функции Лекавдра вто^юго

от мнимого аргумента Q
p

Q.ci) *.(-i)*'Q,c-iг) .
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Таким образом:

При малых ? С' у" ̂ л ^ функции **р * f / быстро убывают с
ростом /*

 t
 и можно зашсать:

X(х,ч) * tcf*)*-»?** • (пзлз)

*4, , -^ - ^ C f ^ ^
J
 (П3.14)
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Зависимость собственных значений X-
n
g от параметра

прямоугольного потенциале
 9

^
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Рио.Э.Эввясииость части квадрата модуля волновой функций
связанного состояния сосредоточенной вне потенциально» "ямы"

от патамвтра прямоугольного потенциала (&. ff)\
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Рис, 4а.
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Рис» <1б« Волновые функции связанных состояний в прямоуголь-
ной "яме" (сплошная кривая ) для Vo =47 #5 Мэв. , ,/? = 1 # 2 8 ^ ^

и ^ =63 с 01о приведёнными в табл.1 "и соответствующие волновые
функции в потенциале Вудеа-Саксояа
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PKO, 5 Спектр уровней в потекциале Вудоа-Сакоона
и в пряиоугольво:* потенциале с GLo*0»t ( б ) .

( V ^ , ^ =60 )

(а)
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Рио. § . Угловая зависимость квадрата модуля матричного элемента
(4*1) (сплошная кривая ) и угловая зависимость квадрата мояудя
матричного элемента с плоскими волнами (пунктирная кривая)» в
которых вклад от внутренней области не учитывался,

( V
o
 «47

#
5Мэз. , R -1.28А* , А «56 ) .
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