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Методом Лапласа исследована диффузия переменных во вреие-
он магнитных полей, распределенных по поверхности цилиндра то-
ков» Способ задания товов позволяет перейти от винтового поля
Е гофрированному и азимутальному*
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Переменные во времени и пространстве магнитные поля нахо-
дят широкое применение в различных исследованиях„ С помощью
переменного во времени и однородного магнитного поля определяют
проводимость металлов f l j , стабилизируют орбиты частиц в ускори-
телях f2]o Магнитные поля мегаэрстедного диапазона проще созда-
вать переменными [з]« Исследование диффузии переменных магнит-
ных полей в области, ограниченные проводниками, представляет-
ся интересным при выборе рациональных конструкций магнитных ло-
вушек, применяемых для удержания плазмы. Используемые в ловуш-
ках магнитные поля представляет суперпозицию различных простра-
нственных гармоник, амплитуды и фазы которых существенно влияют
на конфигурации удеркиващего поля и, в частности, на структу-
ру магнитных поверхностей, особенно чувствительную к соотноше-
ниям ыеззду ними. Поэтому при использовании переменных полей
необходимо знать зависимость длительности переходного процесса
и сдвига фазы поля от типа гармоники» Знание этой зависимости
позволяет осуществить программирование магнитного поля во вре-
мени для создания магнитных поверхностей необходимой структуры.

Величина г поведение переменных полей зависят от электри-
ческих (проводящих) и магнитных свойств применяемых материа-
лов, епосоСа возбуядения поля и геометрии полости, куда диф-
фундирует поле о Б связи с этим возникает задача о нахоадении
переменных полей от заданных источников при известной форме про-
водников, В качестве модели выбирается прямой круговой цилиндр,
по внешней и внутренней сторонам которого текут линейные поверх-
нострые токи, пенящиеся во временив



Bpeua проникновения поля определяется проводящим и маг-
нитными свойственен материала камеры, частотой внешнего поля н
пространственными периодами токов»

Б общем случае времена проникновения продольного и попе»
речпого полей различны» Для высоких номеров гармоник кошонеп-
кы шшнового поля имеют одинаковые вреаена проникновения*

I * ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД РЕШЕНИЯ

Рассматриваются квазмстациоварние электромагнитные поля9

длина волны которых в вакуу ie значительно больше характерных
размеров каперы. Проводящие и магштнне свойства материала ка-
перы предполагаются однородными и жзотрапннш.

Такие иода в проводящей среде без дисперсии описываются
уравнениями Максведдйл в которых пренебрегаепся токоа смещений

^Ey rot E =- J щ (

шшр искдвчнв Е 8

rOt(r-otH)~ -&— -g£- J \i.»dj

где 6" ж и ~ проводимость и магнитная проницаемости материа-
sa камерас

Б вакууме электромагнитные поля определявтся теш se уралне»
вжши с <о'= О и и: i.

Условие кваааетацконарностш ограничивает частоту электрошг-
штзого поля сверху,

Поскодьку дасперсия отсутствует, то вроводшость и нагнит-
saa проницаемость неферромагнитных материалов относятся к пос-
тоянному наиштнойу полю»

Дая ферромагнетиков, у тоторнз: магажтная проницаемость з а -
шсшт от пояя, аржведвнше результаты носят качественный харак-



Счнгаегся также, что отношение глубины затухания поля к
толщрне термического скин-слоя много меньше единицы. Это озна
чает, что в рассмотренных задачах диффузии поля теплопровод-
ность играет ограниченную роль [3] и поэтому проводимость ма-
териала не зависит от температуры,

В качестве граничных условий считаем, что нормальные ком-
поненты векторов индукции магнитного поля непрерывны

(

на внутренней ( О и внешней (<? ) поверхностях цилиндрической
оболочки, а касательные компоненты магнитного поля удовлетво-
рят: условий Ij

учитывающему скачок магнитного поля за счет поверхностного тока
J . Величины без верхнего индекса относятся к значениям

компонентов в проводящей среде.
Мы рассмотрим случай, когда в момент времени £ =° проис-

ходит включение поверхностных токов, которые с течением времени
меняются по определенному закону.

Для решения уравнения (1.2) с такими начальными условиями
удобно воспользоваться преобразованием Лапласа

оо

% /a) -Jep U(r,t)dt , (1.5)

, ° ' * * ' « _ ^ Pt

(Г-'00 - -^.

где Р" - радиус-вектор "точки наблюдения", U(r~ ,/э) - транс-
формация Лапласа функции ^ Г ^ , £) . Применив преобразование
Лапласа к уравнениям ( I . I - I . 3 ) и граничным условиям (1.3) и
( 1 Л ) находим г *



( i . IO)

Г д а п'.Р v 2 - <L2

Г--й- •*'> hKj*Q

В рассматриваемых наши случаях решение уравнений максвелла
для какого-либо из компонентов магнитного поля может быть сведе-
но к виду

где V f r , p ) - трансформация Лапласа, которая находится из
ревения уравнения ( 1 . 9 ) с соответствующими граничными условия-
ми» f С/э) - трансформация Лапласа функции f ft) , описываю-
щей изменение со временем внешних токов, £>(/э) - детерминант
системы CI.IO) и С1.П).

Используя выражение ( I . I 2 ) , решение для компонентов магнит
ного поля в общем случае можно представить в виде

Здесь первая сумма по р й учитывает полосы функции /
и описывает "установившийся" процесс, вторая сумма по корням
детерминанта Ъ(рт) - о . переходной процесс, устанавливаю-
щийся за время ^т -- ^ .

Как правило, вторая сумма в выражении (.1.13) содержит бес-
конечное число слагаемых. В случае, когда скиновая глубина зату-
хания поля значительно больше толщины оболочки, во второй сумме
достаточно сохранить одно слагаемое для удовлетворения началь-
ного условия. Тогда промежуток времени Т , по истечении кото-
рого переходной процесс закончится, назовем временем проникно-
вения поля в полость§ это время определяется наименьшим корней
уравнения Ъ(рт)=О.



В случае, когда скиновая глубина значительно иеньше т,..-
щнн оболочки, дают вклад все слагаемые. наименьший корень урав-
нения 90(/а т ) = 0 будет в основном определять время проник-
новения поля,

2, РНШИЯ ДЛЯ БИНТОВЫХ ТОКОВ

Исследуем диффузию магнитного поля, создаваемого прострап-
ственно-периодическими квазистациоларянми токами, текущими по
внешней (г = &) и внутренней ( г = 6) поверхностями проводя-
щего полого цилиндра. В цилиндрической системе координат ( г' ,
'р 1 * ) с осью л , направленной по оси цилиндра, компонен-

ты напряженностью магнитного поля токов, с периодами -~"^г-
по (f и L. вдоль л , можно представить двухкратным рядом
Фурье. Мы ограничимся случаем винтовой симметрии, когда компо-
ненты токов являются периодическими функциями̂  <--л относитель-
но комбинации 'с- - С у' - /' '.-' , где h. - •'£• .

Несмотря на эти ограничения, рассматриваемый случай пред-
ставляет возможность рассмотреть практически интересные случаи
гофрированного магнитного поля (, ̂  = о ) и поля периодически
распределенных продольных токов (. h. - О ) .

Представим компоненты винтовых поверхностных токов рядом
Фурье в комплексной форме

Из условия непрерывности плотности тока ( divj ~ О )
следует, что

т . е . ВИНТЭБЕЭ токи можно задавать одной компонентой, отношение
-~ представляет тангенс угла между направлением тока в об-

разующее цилиндра С tgv - —О- ) .
Компоненты напряженности магнитного поля, имеющие винтовую

симметрию, могут быть также представлены рядом Фурье



(2.3)

Трансформации Лапласа относитежьто времени t для кьэффицжен-
ю в Фурье компонентов магнмтного поле Гп(

г), %.(г), %. ( r J
находим из решение уравненжй Максвелла (.1.7-1.9), удовлетвори-
идее граничным условиям (I.IO) ж ( I . I I ) .

Рассматриваем для определенности случав положительных зна-
чений п(гь > О) . вследствне вещественности компонентов ма-
гнитного поля коэффициенты Фурье с отрицательными значениями ^
долхны бнть комплексно сопряженными ооответствущим воэффициен-
таы с положительншш п. .

реиения уравненжй Максвелла для коэффициентов Фурье во
внутренней полости цилиндра, конечные на оси, и снаружи цилин-
дра, конечные на бесконечности, представим в виде

где штрихом обозначены производнае функции Бесосла Гаего:), и^/з
по аргументу. Ноэффицшенты С %е}(р) представляютса выреженжя-

8



где
(<•)

-ип!-! -MaC*i. nC-i

n*e3 .2 \jKneUll

+ MnCи. rttч -

(2.8)

(2.9)

If
^ ^



Ч

2

4

C2..:i)

При a - & , или ©"- О f l a - /r/ij произведения
ций О^\)Ъ~'п (/а) и G^\p) Ф~п (р) обращаются в еданицу. и
значения коэффициентов cCL

n

} и Cr*' t как и следовало оаоиать,
равны их значениям в отсутствие проводящей среды / 5 / .

3 . КОЭФФИЦИЕНТЫ ДИФФУЗИИ ПОЛЯ.

Детерминант (2.10) составлен из коэффициентов при неизвест-
ных полях в вакууме и в проводящей среде левых частей уравнений
системы ( 1 . 1 0 ) , C l . I l ) , Поэтому в выражение для детерминанта не
входят функции, в соответствие с которыми меняются со временем
внешние токи, возбуждающие поля. Следовательно, коэффициент
диффузия поля одним и тем хе при любом конкретном виде функции

J ( t ) . Без предположения о малости каких-либо параметров
коэффициент диффузии зависит от распределения поверхностных о-
ков«, Например, вид детерминанта для поперечного однородного i
ля отличается от детерминанта при индуцировании поля вдоль ш
яивдра [6] о



Не зависит коэффициент диффузии поля и от хого диффундиру
ет; оно снаружи внутрь или наоборот»

В общем случае произвольных d И А = - - & - 6 корни детерми
нанта могут быть найдены численными методами„

Для тонких стенок, когда выполняются условия я Л л <с; / ?

ннгашальвъШ корень детерминанта,удовлетворяющий условию а

находится из разлоиения детерминанта по сипеняы л-Л.л и хгьл
Боспользовавшись разложением функций Бесселя, для детерми

нанта получим выражение

Единственный корень детерминапта в этом приближении равен [ч 1

1 4 и?*Т'п)К' '
Как видно из пыраяения (3.2), коэффициент диффузии поля не за-
висит от магнитных свойств проводящей среды*

Из условия применимости разложения по степеням DcriA«f
находим ограничение на отношение —— вида

,2 $ °-

При нарушении условия (ЗеЗ) поавляются другие корни уравнения
^п.Г/э) ~ ° % однако иинимальный корень (3 .2) , определяющий
длительность переходного процесса, остается неизменным,,

В дальнейшем удобно ввести формфактор

Физический смысл форыфактора {ЗоЦ) очевиден» Умноженный на раз
мерный коэффициент он дает время проникновения поля

п. с2- th

II



Формула (ЗЛ) справедлива при произвольных ^ .Если о £ ^ /
то

(3.6)

Поэтому гармоники с большим номером проникают быстрее.
В области больших значений rtt и произвольных углов

формфактор (3.4) равен

р ~ fra . (3.7)

Поскодько величина формфактора меньше единицы, то наличие рас-
пределенных поверхностных токов приводит к увеличению диффузии
пс сравнению с однородным полей.

4. НОЭФФЩШНТЫ ЗАТУХАНИЯ ШЛЯ

В качестве примера рассмотрим случай, когда внешний ток
меняется со временен как

где со - частота, J по - амплитуда тока.
Если толщина оболочки цилиндра мала по сравнению со скино-

вой глубиной ( л*** 5" = (zysJiGtoys ) и периодом поля ( я Л л « / )
то компоненты $урье магнитного поля с учетом переходного проце-
сса запнутся в виде

где

12



универсальная функция, у которой длительность переходного про-
цесса определяется внраженжем ( 3 . 5 ) , фаза находится из уравне-
ния

Коэффициенты затухания внутреннего и внешнего поля, вносимого
проводяцев средой, равны сол <РГЬ.

рассмотрим установквоВся процесс для случая тока, меняю-
щегося в соответствие (^выражением (.H.I).

Компоненты Фурье f ^ ( r t t ) t g^lf^^q'Jri) , описывающие
установивжийся процесс, согласно^общему выражению CI.I3), можно
представить в виде

где величины

показывают во сколько раз изменяется амплитуда поля и на какую
веяпшиу смещается фаза по отношению к амплитуде и фазе поля
без проводящем средн. Еря А = о или <5~-о ^ а > е ) = / , Ф^ = 0 .
Форяулы (4*8) позволяют численно находить коэффициенты и фазы
пожя.

В случае малой скиновой глубины, когда §-= ?

13



5. ДИФФУЗИЯ ГОФРИРОВШОГО ПОЛЯ

рассмотрим диффузию поля, создаваемого кольцевым азимуталь-
ный током. По-видиусшу, отох случай в литературе не рассматри-
вался. Результаты решения граничной задачи (1,10), ( I . I I ) сле-
дующее;

(9.2)

где

Выражение для дстэрыкнаьха может быть получено из формулы (2.10),
если положить t- о

 ?
 ^

В условиях, когда -Т аЛ « / и Д/^А « / f форыфактор находит-
ся из выражения ( 3 . 4 )

)

При ос « / время проникновения гофрированного поля совпа-
дает со временем проникновения однородного продольного поля [&]

При *.'$? t время диффузии поля

не зависит от геометрии полости, в которую оно проникает.



В другой предельном случае калов спиновой глубины коэффи-
циенты затухания и фазы поля равны

*1*

6 . ПРОНИКНОВЕНИЕ АЗИМУТАЛЬНОГО ШЛЯ

Диффузия однородного поперечного поля в полый цилиндр
рассмотрена в работе [ б ] . Здесь мы рассмотрим проникновение
поля продольных поверхностных товов. Решения для поля можно
найтм. положив К = О в выражениях (2 .4-2.10) для винтового по-
ля

где

( б - 5 )

15



Б области Cj Л « / и ~£« / для тока гармонически изме-
няющегося во времени компоненты поля можно представить в виде

(б.б)

: ( 6 < 7 )

Легко заметить, что радиальная и азимутальная компоненты прони*-
каст за оболочку одновременно, а внешнее и внутреннее поля из-
меняются во времени синфазно. о

При малых (с/в)'^ I и ~ << / поля описываются вы-
ражениями

а коэффициенты затухания и фазы полей есть

(6.II)

Г о"' С

Се)

п. ~ Р | . 5 a )
Без внутрешего поверхностного тока амплитуда JI a яв

ляется экспоненциально надой величиной. В случае, когда J£г-
надой величиной будет коэффициент затухания внешнего поля.

16
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