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RESUMEN

Se ha implementado el c6digo DELFIN para resolver las -

ecuaciones de difusifn de neutrones en dos dimensiones, obte

nidas al aplicar la aproximacién de varios grupos de energia.

El c6digo trabaja con cualquier nGmero de grupos y de regio-

nes, siendo aplicable a reactores térmicos y a reactores ré-

pidos. Suministr&ndole los coeficientes de difusién, las sec

ciones eficaces y el espectro de fisibn produce como resulta

dos la constante de multiplicacifn del sistema y los flujos —

de cada grupo.

El cédigo se desarrollé empleando el m&todo de elementos . ‘

finitos, que es una forma de resolver la formulacibn variacio

nal de las ecuaciones aplicando el método de Ritz-Galerkin -

con funciones polinomiales continuas por partes, en nuestro -

caso del tipo Lagrange con geometria rectangular y hasta de -
tercer grado.

Los resultados obtenidos y la comparacién con los resﬁl
tados en la literatura, permiten concluir la conveniencia del
uso de elementos rectangulares en todos los casos donde la -
geometria lo permita, y demuestran ademis la mayor calidad -
del método de elementos finitos sobre el método de diferen -

cias finitas.
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CAPITULO I.- Introduccidn.
1.1.~ Prop6sito de la tesis.

El propbsito de esta tesis es desarrxollar un cbdigo gque
resuelva la ecuacidn de difusidn de neutrones, én particular
para el caso de reactores con geometria rectangular, conside
rando varios grupos de energfa y usando como herramienta de
solucién el métcdo de elementos finitos. Este c6digo podrd -
ser usado como una herramienta muy fitil para toda una serie o
de investigaciones en el disefio de nfcleos Ge reactores nu_-
cleares, tales como: quemado de combustible, cambios de reag
tividad, y otros.

El c6digo proporciona los flujos para cada grupo de neu
trones en funcién de la posicifn y el valor de la constante

de multiplicacién del reactor.
1.2,.- Antecedentes y Descripcitn del Mé&todo.

Dentro del campo de la ingenierfa nuclear, siempre ha - T

sido un problema de gran importancia el c8lculo de la funcién

de distribucifn de neutrones denéro de los reactores nuclea-

res. Con este fin han sidg desarrollados una gran variedad =

de procedimientos numéricos, tanto para los problemas esta_-

cibnarios, como para los din&micos, usando ya sea la teorfa

de transporte o la teorfa de difusibn. La mayorfa de estos =
procedimientos se han bacado en el uso de diferencias fini_-

tas(ls'“). Ademds, debido a la complejidad de los problemas




el uso de computadoras digitales se ha hecho casi indispensa
ble; conforme la magnitud y velocidad de las computadcras ha
crecido, la complejidad de los problemas resueltos también -
ha aumentado, pero a pesar Gel adelanto logrado, existen afin
problemas muy diffciles de resolver debido a su magnitud y a
la precisidn requerida en la solucibn. Dada esta situacidn,
se han buscado métodos alternativos al de diferencias fini_-
tas; siendo la principal finalidad de estos m&todos, la de -
reducir el nfimero de incbgnitas sin detrimento de la preci -~
sibn.

El m&todo de elementos finitos se empezf a usar en los
afios cincuenta dentro del campo de la mec&nica estructural -
en donde alcanz® su m&s alto desarrollo. Durante los pasados
15 afios ha sido aplicado con &xito a la solucifn de una gran
variedad de problemas cuya conducta puede ser descrita por -
ecuaciones diferenciales parciales, tales como: conduccidn'-
de calor, hidrodin&mica, ingenierfa hidr&ulica, ingenierié -
aeroespacial, ingenierfa mecé&nica, ingenierfa estructural, -

etc.(s).

Aunque se habfan aplicado m&todos variacionales y de

sintesis a los problemas de reactores nucleares(zz'zz), es -
s6lo recientemente, en 1971, que el método de elementos fini
tos ha sido usado en aplicaciones dentro del campo de reacto
(23,2%)

res nucleares » debido a la necesidad de c&lculos con

mis variables independientes para los disefios reales de reac

tores de potencia.




La razén del amplio uso del método de elementos finitos
en mecdnica de s6lidos, es el gran nimero de ventajas inhe_-
rentes a €1 y que también son de gran importancia en el c&l-
culo de reactores nucleares; puede tratar geometrfas regula-
res o irregulares, materiales homogéneos o heterogéneos y -
cualquier combinacién de condiciones a la frontera, todo ellc
con la misma facilidad y exactitud.

Brevemente, el método es un proceso por el cual el domi
nio dentro del cual se define la ecuacidn diferencial se dis
cretiza dividié&ndolo en un nfimero suficiente de subdominios
llamados elementos. Dentro de cada elemento se formulan fun-
ciones de interpolacién, usualmente polinomios por partes, -
en términos de pardmetros asociados con puntos discretos o - .
nodos sobre las fronteras de los elementos. Las funciones de
interpolacifn de elementos adjuntos est&n relacionadas a tra
vés de los pardmetros nodales; lo cual establece las condi_-
ciones de continuidad a través de las fronteras entre elemen
tos. Los polinomios por partes son incorporados en la funcio.
nal variacional caracteristica del problema. El requisito de
gue la funcional sea estacionaria produce un conjunto de -
ecuaciones algebraicas simulté&neas para los pardmetros noda-
les.

Desde el punto de vista matemdtico, el m&todo de elemen
tos finitos no es mds que una aplicacifn del procedimiento -
de Ritz—Galerkin(zoa para obtener un extremo de la funcional

variacional usando polinomios por partes como funciones de -




base particulares.
1.3.- Polinomios por Partes.

Un gran nimero de experiencias usando polinomios por
partes ha permitido obtener las siguientes caracterfsticas
para este tipo de aproximacién(la):

1) Proporcionan aproximaciones locales y por lo tanto son -
muy adecuadas para aproximar cantidades fisicas con fuer-
tes variaciones locales, requiriendo tales casos pocos po
linomios por partes, lo cual no acontecerfa si se usaran
polinomios definidos sobre todo el dominio.

Permiten flexibilidad en la imposici6n de condiciones de
continuidad o saltos en las uniones entre elementos.

Las funciones base polinomiales convenientes son encontra
das f4cilmente asi que los coeficientes de la expansi6n -
son relacionados directamente a los valores de las funcio
nes y sus derivadas en los puntos de la malla.

Usados con el método de Ritz-Galerkin, el sistema de ecua
ciones lineales gue resulta puede ser resuelto en la com-
putadora por procesos directos simples y bien conocidos.
En algunos casos es posible obtener cotas rigurosas en el

error de la aproximacién.

1.4.~ Fstado Actual de las Aplicaciones en Ingenierfa Nuclear.

Recientemente las personas que trabajan con problemas -




matem&ticos han puesto bastante atencién en el método de ele
mentos finitos como una herramienta para obtener procedimien
tos de aproximacién de alto orden con hasta quince digitos,
y en muchos casos han sido obtenidas estimaciones teb6ricas -

del error(s)

. En el caso de la aplicacién del mé&todo a las =
ecuaciones de difusién de varios grupos, algunos autores se
han limitado a usar elementos lineales y bilinealesils'ls),

mientras que otros han trabajado con elementos de més alto -
grado, demostrando la gran capacidad del m&todo para generar
(s)

aproximaciones de alto orden . Desafortunadamente el uso -

de elementos finitos de alto.orden para la solucién de proble

mas heterogéneos es muy improbable, por lo cual existen auto
res trabajando en el desarrollo de posibles m&todos alternati
vos basados en extrapolacién de aproximaciones con elementos
(7)

finitos de bajo orden con pocos dfgitos de aproximacién.

1.5.- Contenido.

En particular dentro de este trabajo, se usan elementos
finitos de bajo orden con geometrfia rectangular, trabajando
con los datos proporcionados éﬁr Kaper, Leaf y Lindeman(S{ -
llevando a cabo comparaciones con los resultados que ellos -
.obtienen usando elementos triangulares de alto orden.

En el Capitulo II se hace una descripcibn general de la
ecuacibén de difusibn de neutrones y se aplica la aproximacién

de varios grupos. En el Capftulo III se discute en forma ge-

neral la formulacién del m&todo de elementos finitos para -




nuestro problema. El Capftulo IV contiene los resultados ob-

tenidos y los compara c¢on los encontrados en la literatura.

Finalmente se tienen las conclusiones y Se mencionan posibles

anmpliaciones al trabajo.




CAPITULO II.- Descripcién del problema.
1.- Ecuaciones de Varios Grupos.

La finalidad principal de este trabajo es resolver el -
sistema de ecuaciones obtenido al dividir el intervalo de -
energfa en varios grupos para obtener la solucifn a la ecua-
ci6n de difusién de neutrones(l'z'a).

La ecuacifn de difusibén de neutrones independiente del

tiempo puede ser escrita asfi:

-]

-v-D(E,E)v¢(E,E)+2t(§:‘,E)¢(1‘-,E)-I ae'Ys (r,E'+E) ¢ (F,E")

- 0 (2.1)
[ de'v(T,E") }(T,E)¢(T,E') ¥ T e, Ec(0,»),

valor propio 6 constante de multiplica-

T vector posicibn,
E la energia,
D(r,E) el coeficiente de difusiébn,
zt(F,E) la seccibn eficaz macroscépica total,
Es(f,E'+E) la seccién eficaz de dispersién de E' a E

r, . ©

X (E) el espectro de £fisién normalizado (( x(E)dE=1),

0
v(T,E) es el nfimero promedio de neutrones liberado -

por fisibn,




zf(?,E) es la seccibn eficaz macroscbpica de fisifn,

(T %) es el flujo de neutrones,

La seccibn eficaz macroscSpica total incluye la seccién
eficaz de absorcibn (Za) méds la seccibn eficaz de dispersibn
(Yg): el término de absorcibn es, a su vez la suma de un tér
mino de fisién (}f) y otro de captura (}.).

La ecuacién (1.2) es una ecuacién de balanée en dv = dr
dE para neutrones con energia E en el punto Tr . El primer tér
mino del lado izquierdo es el flujo neto de neutrones hacia
afuera por difusibn, el segundo término representa la pérdi-
da de neutrones por absorcionés o dispersiones, el tercer -
término da la fuente de neutrones a energfa E en r debida a
dispersiones a diferentes energfas. El término a la derecha
describe la fuente de neutrones debida a fisiones en todo el
rango de energfa. La ecuacibn es vdlida sobre el volumen @
y el intervalo de energfa Eo,m).

El flujo debe cumplir ademfis con ciertas condiciones. a
la frontera. Si la frontera externa de Q@ es denotada por aen,
las condiciones a la frontera sobre 35t son de la forma gene

ral

« (T E) ¢ (X ,E)+B (X ,E)D(T,,E) V¢ (T,E) 'ﬁe =0,

a(re,E),B(re,E) >0 con a(re,E)+e(re,E) > 0,

v Eéeaeﬂ, Ee (0 ,%)




donde ﬁe es un vector unitario normal a 3_{ en Eé y diri
gido hacia afuera. Estas condiciones incluyen los casos de -
flujo nulo (B = 0), corriente nula (o = 0) y la condicibn ge
neral de frontera extrapola@a (o, B # 0).

Ademds de las condiciones de frontera externa, las con-
diciones usuales de interfaces deben ser satisfechas; si las

interfaces dentro de ! son denotadas por ain, las condiciones

de interfaces son las siguientes condiciones de continuidad:
D(z;+0,E)V¢(r;+0,E) *n; = D(r;-0,E)V¢(r;-0,E) *n; ,

Vo ory ed;R, Ec(0,=)

donde ﬁi es un vector unitario normal a BiQ en Ei'

Debido a las grandes variaciones de las secciones efica
ces con la 2nergfa, es necesario dividir el intervalo de in-
terés para la energia de los neutrones (aproximadamente de -
0.01 eV a 10 Mev), en un nfimero finito G de intervalos o gru
pos, siendo usualmente el primer grupo aquel gue corresponde
a las energfas mds altas. En cada grupo las secciones efica-
‘ces son reemplazadas por sus valores promedio en energfa so-
bre el grupo.

Dividiendo el intervalo de energfa como se muestra en -

la ilustracién,




definimos:

¢g("r')

rE
g-1
¥ (™) dE D(E.E)¢(E.E)/¢9(Fr ,

E
g

dE}t(I-',E)«,b(E.E)/d:g(F) '

(2.4)

Eg—l
dE] _ (T/E'E)6 _(F,E) /o, (D),

Rplicando estas definiciones a la ecuacifn (2.1) y usan
do propiedades conocidas para las integrales, se obtiene un
sistema de ecuaciones diferenciales acopladas para los flujos

de cada grupo; en estado estacionario estas ecuaciones de di




fusidén de grupo son:

9

G 1 g9
g g
I® v O+ @@ - V(D)= X
VD @V (DT @@= ] Ny Phogr () Tt

#9 (2.5)

VEEQ ’ g=1’ 2'---' G.

Donde hemos introducido una seccién eficaz de remocibn

g
Eg # ) definida como:
t

g_ S _ 9_
'@ =1 @ + ], , (2.6)

9 _
donde Xs(r) es la seccibn eficaz de remocién por dispersién
g ¢ 99
1g ()= ) r (2.7)

el término zs g no se toma en cuenta, puesto que la disper -
5ién implicada en &l no remueve realmente neutrones del gru-
po de energia g.

Usando valores promedio para o y B las condiciones a la
frontera se escriben ahora como:

0d (Fg) 04 () +87 (@) DI (F ) Vo () 'n, = 0

’

ug(Eé),eg(Eé) >0 con ag(fé)+Bg(Fe) >0 , (2.8)

vI g (F) ¢ g0 (E)



U] Eeeaefz y 9=1, «ea, G

y las condiciones de continuidad (2.3) son

¢g(;i + 0) = ¢g(ri -0 .
9% - e = T7r - - o
D (ri + O)Vd)g(ri +0)n; =& (ri O)qug(ri 0)en; .
(2.9)

g=1, o-.,G

La ecuacibén (2.5) puede ser escrita en forma matricial

como sigue:

A B (2.10)

T
¢ = ¢1' ¢2' vs ey ¢G] (2.11)

A es la matriz de operadores cuyos elementos Ag
gl

dados por
-veDd@ ve + §9@° g=1, ..., 6,
(2.12)

g'~g _
g - ls (r)°© a',g9=1, ..., G; g' #g ,

Y B es la matriz de operadores cuyos elementos son

- g' g _
Xg¥> g (M g'4yg=1, ..., G (2.13)




En esta forma (2.10) es considerado como un problema -

de valor propio, donde X es el valor propio.
2.~ Método iterativo de solucifbn.

Generalmente los coeficientes de la ecuacién (2.5) son
positivos o al menos ne negativos (usualmente constantes) -
dentro de cada regifn del reactor. Ademis el sistema satisfa
ce la propiedad de "transitividad", o sea que si un neutrén
es introducide a cualquier energfa y en cualquier punto del
reactor, tiene poitencialmente una descendencia en todas las
energfas y lugares dentro del reactor; puede observarse que
la transitividad "espacial" es asegurada por la difusién de
neutrones mientras que la fisifn y moderacifn realizan la -
transitividad "energética".

Bajo estas hip6tesis, "positividad" y "transitividad",-

Habetler and Martino(“) dem>straron que el operador a"1s tie

ne uno y s6lo un vector propio que es positivo casi en todas
partes y al cual corresponde un valor propio finico, real y -
positivo mayor que los m6dulo§ de todos los otros valores
proPibs; puesto que el flujo debe ser positivo en todas par-
tes este valor propio es el "modo fundamental" y el valor -
.propio correspondiente la "constante de multiplicacibn efec-
" tiva".

El teorema de Habetler y Martino no nos dice simplemen-
te que el problema que estamos considerando tiene una solu_-

cifn, sino gue también nos da un medio para obtener la solu-
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3 . R b
cién. Consideremos el esquema iterativo s;gulente( ):

g o a~lpe(n-1) | = y,0,... (2.14)
g (n) _ _1_ =(n)
4” o) = ITHT o} (2.15)
con I 2 5( )
AV] n
PR G Uil (2.16)
donde

vig = (vlzz,uzgz,...,ung)

donde ¢(°) es un flujo inicial de prueba (generalmente un -
flujo plano) y A(n) es una constaﬁte de normalizacién.

Este esquema iterativo es conocido como el "método de -
potencia" o "iteracién de fuente de fisibén" y consiste en -
aplicar potencias sucesivas del operador A-lB a algGn flﬁjo
d2 varios grupos inicial ¢(°) normalizando el vector obteni-
do en cada etapa. La existencia de un valor propio Gnico -
real y positivo, mayor que los m&dulos de todos los otros va
lores propios asegura lé convergencia de ¢(n) al modo funda-

mental ¢, y de A(n) a keff‘ La aplicacidn sucesiva de A-lB -

¢(°) mejora progresivamente la componente de ¢(°) a lo

sobre
largo de el modo fundamental con perjuicio de las otras com-

ponentes. Supongamos que A-lB tiene un conjunto completo de
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vectores propios* ¢i asociados a los valores propios ;. de

la ec. (2.10)
ATTBG. = A.b. (2.17)

desarrollando ¢(°)

en una serie de estos vectores propios te
nemos

o) =Y ae, , : (2.18)
i

aplicando t veces el proceso iterativo tendremos

L]

=1_.t . (o)
D) (A °B) " ¢ ' (2.19)

(t) 1
¢ =

que es igual a

1

(t) 1
¢) =
L (E)

} Ata.e, = At a (Ki)t¢ (2.20)
N E RS A e S - N G S R b iy W S

si alguna norma es tomada en ambos miembros, la componente -~
de (") a lo largo de @i es multiplicada por !Ailhl|t qué es
menor que uno excepto para i = 1. Por lo tanto Q(t) es propor
cional al modo fundamental ¢, despu&s de un ntimero suficiente

de iteraciones

(t) | A
o(t) = e a,d, . (2.21)

* NOTA: En general no es cierto que A'lB tenga un conjunto -~
completo de eigenvectores, en particular si A-1B es
no-simétrico. Sin embargo, en cualquier caso el méto
do es bueno y ¢(t) converge al modo fundamental.

~-~a.\'




II-10

Adem4s de la definicibn (2.16) puede verse que

~ %:kl ] (2.22)
1 eff.

A(t+l)

La eficiencia del método de potencia puede ser evaluada
por la “"razén de dominancia" 4

A,

1

d = max

’ (2.23)
i#1

donde las Ai son los eigenvalores de A_lB, siendo 1, la keff'

La iteracifin de fuente de fisibén es comunmente llamada -
"iteracién externa", esta terminologfa es debida a la frecuen
te necesidad de efectuar otra iteracifn llamada "iteracidén in
terna" o "iteracibén de flujo" para calcular A_lBé(n).

De la ecuacifn (2.14) se puede observar que cada itera_
cibn externa consiste en resolver ﬁn problema de difusibn de
varios grupos con una fuente calculada en la iteracibn pre_-
via; el nfmero de iteraciones externas dependeri del valor -
que se desee tener en el error relativo y de la razén de do-
minancia.

Usualmente el resultado de la iteracién externa es una
keff la cual es diferente de un valor prefijado usualmente -
igual a uno en investigaciones de criticidad, de modo que es
necesaria una tercera iteracibn para obtener keff = 1. Este

proceso consiste en hacer varios célculos de eigenvalores va

riando la composicibén y/o las magnitudes geom&tricas; llevan




do a cabo una interpolacifén o extrapolacifn de las keff's
tenidas, es generalmente ficil conseguir en pocas etapas

valor deseado de la keff'

3.~ Problema B&sico.

Desarrollando el esquema iterativo dado por las ecuacig

nes (2.14) a (2.16) tendremos las siguientes ecuaciones

I E v D 29(“)"(?L) ) Eg;:?"(ni”) ) Eg;:? KX
-y-D?(r)ve _(r) + re (r)= r)e r)- rj¢ _(r
g g grgs g' g'5q-S g

(n=1)
vzf) bg (X)) g=1,...., G, (2.24)

I ~(n)
(VE,.) L. -
O f g ¢g(r)dr

(n:l)
(vzf)g¢g(r) dr

~(n)
) ¢g

Desarrollando la ec. (2.24) y pasando los té&rminos que

incluyen alguna seccidén de dispersifn, tendremos para cada -

iteracibn externa (fndice n), el siguiente sistema de ecua_-

ciones.

1= ~(n) _ .(n) g'+l (n-1) Ie] (n-1)
-v-0t )95, (0)+]2 @6, (=] 2 @og @ + § x, (2 o0
g'> g'=1 g'




.(n) (n) _1+2 .(n) g'+2 (n=1)
-V*D2 (¥) Vo, (r)+) (r)¢ (r)=} (r)¢,(r)+ 25 (r)¢ , (D) +

(n=1)

r . (2.27)
+ g'zlx (sz) ¢g.(r)

~(n) G .(n) g'+G_ (n) {n-1)

-V.D (r)v¢G(r)+2(r)¢(r)— L Is @ g (B i Xg(VEg)  dg4(T)
g

g'=1

Este sistema consta de G ecuaciones, una para cada gru-
po, que pueden ser resueltas una por una en forma indepen_--
diente, usando para resolver la ecuacidn para el grupo g el
resultado obtenido al resolvef la ecuacifn para el grupo an-
terior o sea para el grupo g-1. Cada una de estas ecuaciones
es del mismo tipo, por lo tanto cada etapa mds sencilla del
esquema implica la solucién de un éroblema bédsico.

Cada una de estas G ecuaciones es de la forma:

Lo (F) = = V.D(D) V(D) + LD (D) = s(D), (2.28)

ref

donde S(r), como puede verse en (2.27), es una funcién cono-

cida y ¢(r) esti sujeta a las condiciones de frontera.

a(r ) (X )+B(X)IDIT ) VO(X ) *n, = 0, ¥ T3 0, (2.29)

Yy a las condiciones de continuidad entre interfaces




¢ (Ti*0) = ¢(T;~0) ,

n(‘fi+0)V¢>(Ei+0) -fxi = D(‘fi—owcb(?i—m -ﬁi.

Puesto que estas G ecuaciones pueden ser résueltas cada
una en forma independiente de las otras, finalmente el prob;g' o
ma se reduce a resolver Gnicamente un problema evaluado a la
frontera, elfptico, autoadjunto, simétrico, inhomogéneoc del
tipo de la ecuacifén (2.28), con condiciones a la frontera vy
de continuidad dadas por (2.29) y (2.30).

En nuestro caso, el volumen Q del reactor, es un conjun

to acotado en el espacio euclidiano de dos dimensiones E

2i ¢
. es la uni6n de un ntimero finito de subdominios Qi con propie
I
dades de materiales constantes: Q@ = U Q. . La frontera -
i=1

3 = Q - @ contiene dos partes; aeQ la frontera externa f -
ain la frontera interna, la cual es el conjunto de todas las
interfaces entre medios de diferentes propiedades, por lo =~
tanto 30 = aenuain. Usualmente 3Q es lineal por partes o sea
lineal entre cada dos vértices sucesivos y asi suave por par
tes en el sentido ordinario, o sea, tiene todas sus deriva_=-
das.
En la ecuacibn (2.28), D(r) es el coeficiente de difu -

si6n mientras que }(T) es la seccibn eficaz de remocibn; -




usualmente son constantes sobre cada subdominio Qi para cada

grupo.

D(¥) = D; 1E = i (2.31)

Adem&s son estrictamente positivas y acotadas, asi que

existen constantes positivas Dy Dk' Ek' Xk tales que

0 < = min D, 0 <} min Vi
L S ko 4=, 4

(2.32)
max D; =D, < @ max }; = ), <
i=1,...I i=1l,...I

Finalmente, la fuente S(r) es una funcién calculada en

la iteracién previa, usualmente continua sobre cada Q; v asi

continua por partes sobre .
En la ecuacién (2.29) a(Eé) y B(Eé) son dos funciones -

no negativas de Eé las cuales no pueden ser iguales a cero -

al mismo tiempo.

u(fé).s(fé) >0 a(;é) + B(Eé) > 0

Adem&s estas funciones son usualmente constantes por -

partes entre dos vértices sucesivos de Beﬂ.




CAPITULO III.- Solucién a la Ecuacién Elfptica Inhomogénea -

por el Método de Elementos Finitos.
1.~ Propiedades Generales de la Solucibn.

Como hemos visto anteriormente, nuestro probhlcma en ca-

da etapa mis simple consiste en resolver la ecuacidn del tipo
Lo(T) = =V.D(T)Ve(L) + J(¥)¢(T) = S(¥) Teo
con condiciones de frontera
rx(?e)¢(Ee) + E(?e)n('fe)v¢(Ee) .;e =
v condiciones de continuidad

»(r +0) = o(r_-0)
1

D(Ei+0)v¢(Ei+0)-ﬁi = D(Ei-O)V¢(?i—0)-ﬁi

donde L es el operador diferencial, S(r) es una funciér dad.
y ¢(¥) es la funcibn incégnita. La ecuacién (3.1) es dei +i-
po elfptico, inhomogénea y sus coeficientes son continuos -
por partes; este problema es tan complejo, que no existe so-

lucidn exacta y para resolverlo es necesario usar métocos =~

aproximados de solucién.

En este capitulo estudiaremos las bases del M.E.F., verc




III-2

mos que es posible plantear un problema eliptico con valores
a la frontera como un problema variacional, analizaremos el
método variacional de Ritz-Galerkin y se describir§ la apro-
ximacibén de elementos finitos.

Como ya se ha mencionado, nuestro problema, Ec. (3.1) a
(3.3), es equivalente a un problema variacional; demostrare-
mos m&s adelante que la solucidn ¢(r), debe minimizar estric

tamente la funcional variacional

2 -_— o [ -
1(¢) = | (DVeT.Vp + Jo - 2¢s)dr + [ g o dry . (3.4)
' v
Q BeQ
donde
da0 = {?eeaesz , B(T,) >0 }
En ($71917) 5o Gemuestra que si los coeficizntes D(r),

Y(¥) y el término inhomogéneo S(Tr) de nuestro problema son -

suficientemente lisos; y el operador L es lineal, sim&trico

y positivo, definido sobre un dominio D(L): es entonces posi

ble encontrar una solucién "cl&sica" o "fuerte" del problema,
consistiendo de funciones con primera y segunda derivadas con
tinuas en Q, las cuales satisfacen las condiciones a la fron

‘tera y las condiciones entre interfaces; tales funciones for

man un espacio de Hilbert. En particular, el dominio de fun-

Q
ciones D(L) estf contenido en el espacio de Hilbert Wg (10),




el espacio de funciones con segﬁnda derivada (subindice) cua
driticamente integrable sobre Q(superindice). Resolver el -
problema clisicamente es estrictamente equivalente a minimi-
zar la funcional variacional cuadr&tica I(¢) sobre %% .

Cuando no se tienen las condiciones de continuidad para
los coeficientes, y en particular cuando son funciones cont}
nuas por partes, como en el caso de nuestro problema, la so-
lucidn "cl&sica" ya no existe, puesto que las propiedades de
continuidad requeridas para ¢(r) ya no se cumplen; sin embar
go siempre tiene sentido minimizar I(¢) no s6lo sobre D(L),-
sino sobre un dominio mayor que dé&€ sentido a I(¢), obtenien-
do una solucifn llamada "débil" o "generalizada". Dentro de
este proceso y para nuestro problema particular, es suficien-
te que D(r) y }(TY) sean funciones continuas (en particular -
constantes) por partes, y que S(r) pertenezca a W%(Q), para
que I(¢) tenga significado.

Al efectuar este proceso, D(L) es reemplazado por el es

pacio de funciones de Sobolev ﬁi(ﬂ)(17), formado por funcio-

nes que tienen al menos una derivada generalizada cuadr&tica
mente integrable sobre Q@ y que satisfacen las condiciones a
la frontera "esenciales". Estas condiciones "esenciales" de~
ben ser satisfechas previamente por la solucién; y son las ~
de orden m=1 si la ecuacibn es de orden 2m, en nuestro caso

m=1l, y por lo tanto las condiciones "esenciales" son las que
involucran s6lo a la funcién ¢(r) pero no a sus derivadas. -

La parte de la frontera donde se cumplen estas condiciones es




{re: reEBeQ: B(re) = 0} '

Las otras condiciones a la frontera son "naturales" y -~
no es necesario que se satisfagan previamente, siendo la par

te de la frontera donde se cumplen

aéQ = {re: reEBeQ; B(re) > 0} .

2.~ Formulacién Variacional y Método de Ritz-Galexkin.

En esta seccifin se mencionan tres teoremas tomados de -

(&)

la literatura  gque constituyen las bases del mé&todo de -

Ritz-Galerkin aplicado a nuestro problema particular. El pri

mero demuestra gue la solucifin del problema elfptico conside o
. rado minimiza estrictamente la funcional variacional I(¢) so
bre ﬁi(n). El sequndo demuestra que el método de Ritz-Galer-
kin, que consiste en usar solo un subespacio de dimensién fi
nita de ﬁi(Q). proporciona una aproximaci6én a la funcifn que
minimiza I(¢). E1l tercer teorema demuestra la convergencia -
de la aproximacién obtenida con el método de Ritz-Galerkin.
Denotemos con Wi al espacio de funciones de Sobolev con
derivadas cuadrado integrables hasta de primer orden. Wi(ﬂ)

es un espacio de Hilbert en el cual se definen el producto in

terno y la norma como sigue:

(0,v); = (Vul.Vv + uv)df , (3.5)




Hul]? = (), . (3.6)
1

Sea &i(ﬂ) el subespacio de funciones del espacio Wi(Q)
el cual satisface las condiciones "esenciales" a la frontera
sobre 8;9, o sea las que involucran sélo a ¢(r), tenemos que:

TEOREMA 1.~ La solucibn ¢(r) de las scuaciones (3.1) a
(3.3) minimiza estrictamente la funcional variacional I(¢),-
ec. (3.4), sobre el espacio de funciones &i(ﬂ).

iX| Dem. Consideremos Y(T) = ¢(T) + §¢(¥) = %i(ﬂ)

asi que _ _ _ 0p
§¢(r) = ¥(r) - o(r) e Wi(Q) ,

Entonces

(DVy. Vy+ Jy2)ar + % p2dr_ - 2 |ysdr

'
aeﬂ Q2

I(¢) + B(64,8¢) + 2| (DVp-V3¢-Y060-S69)dr +
Q
o —
+ 2 -B-¢6¢dre ’

[]
aeg
donde

B(u,v) = {(DVu:Vv + Yuv)dr + % uvdfe

0 '
Beﬂ

Integrando por partes y tomando en cuenta las condicio-




nes “"esenciales" de frontera satisfechas por ambas ¢ y 6 so

bre "2, los Gltimos dos términos de la ec. (3.7) serén
e

2{(=V.DV¢ + Jo ~ S)8¢dT + 2|DVo-n_Sedr, + 2 %¢a¢a§é (3.9)

" t
BeQ BeQ

= 2[(=V.DV0 + [¢ - S)S0dT + 2| (- g 8¢ + 7 ¢60)dT, = 0

’

Q 3
e

porque ¢ satisface las ec. (3.1) y (3.2). Por lo tanto

I(w) = I(¢) + B(6¢76¢)r (3.10)

donde B(5¢,0¢) es positiva definida

B(S¢,8¢) > 0 con B(8¢,6¢9) = 0 si y solo si 8¢ =0, (3.11)

como una consecuencia de las propiedades de positividad de

D(Y) y )(xr); por lo tanto

I(W) 2 I(¢) con I(YP) =

I(¢) si y solosi ¥ =¢. [X] (3.12)

En la pr&ctica es imposible minimizar I(¢) sobre todo -

°2 . .
. Wl(Q), el mé&todo de Ritz-Galerkin consiste en usar un subes-

-]
pacio SN de Wi(ﬂ) de dimensi6n finita N.
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TEOREMA 2. Dado cualguier subespacio de dimensién fini-~

N

ta sN de %i(ﬂ)existe un y s6lo un elemento ¢A de S el cual

) minimiza I(¢) sobre s, Este elemento es la "mejor" aproxima

N

cién de ¢ en S° en el sentido de la norma de "energfa" dada

por la ec., (3.8).

B(¢‘¢n¢—¢)=inf B(¢-w,¢-¢) . (3-13)
A A N
WES
[X] Dem. Consideremos una base {W,, i=l,...,N} en sV ge ai-
mensién N,

Minimizandeo I(¢) sobre s obtenemos el siguiente siste-

ma de ecuaciones

N .
jzl B(Wj, Wi)aj = |sw,dr , i=1,...,N (3.14)
Q

| . donde las aj son los coeficientes del desarrollo en serie de

¢A sobre las Wj

I} ~—2

a.Wj () , (3.15)

N L 2

3
asf que la ec. (3.14) puede escribirse como

B(¢A,Wi) = swidE . i=1,..., N (3.16)
Q

Por otra parte, puede ser verificado f&cilmente que la
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solucibn ¢ satisface

B( ¢, W;) = swidE ' i=1,00., N (3.17)
Q

s

usando las ec., (3.16) y (3.17) tenemos

B(¢ - ¢A, Wi) =0 , 1=1l0u.¢y N . (3.18)

de esta ecuacién podemos ocbservar gue ¢A es la proyecci®n or
togonal de ¢ sobre sV con respecto al producto escalar B(.,.).
Siendo sV un subespacio de dimensibn finita de &i(ﬂ), sabemos
que ¢A existe y es finica y tenemos ademds, por el teorema de

)

la proyeccién ortoz_:;onal(Ia

B(¢ = dpr & = 0p) = ian B(¢ =¥, ¢ =¥, [X] (3.19)
V.S

Finalmente, es posible probar un tercer teorema que es-
tablece la convergencia hacia ¢ de una serie de aproximacio-
nes ¢i la cual corresponde a una serie de subespacios crecien
tes sVi de ﬁi(n), de esta manera, cualquier elemento de -
ﬁi(ﬂ) (y en particular ¢f puede ser aproximado tanto como se
quiera por una secuencia de elementos de estos subespacios en

ql caso lfmite cuando i + = , Fig. 1.

[ _ .‘
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Fig. l.- Convergencia de las aproximaciones ¢i a la solucidn ¢.

TEOREMA 3.- Sea {SNi; i=1l, ..., =} una secuencia de su-
Q
bespacios crecientes de dimensiones finitas de Wi(Q) los cua
o .
les cubren densamente a Wi(ﬂ) en la norma de energia. Enton-

ces la secuencia de las aproximaciones "mejores" correspon_--

dientes {¢; i 1i=1,..., »} converge a ¢ en la norma de ener

gfa y también en la norma ||'||1.

La Gltima parte de este Teorema viene de la equivalen_ -

cia entre la norma de energia y la morma ||-|| o)

1

2 o
mg |lul|] s Blu, v) g My ||u||i v ueWi(ﬂ) (3.20)
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la cual es una consecuencia directa del hecho que D y 2 son
positivos y acotados (ec. 2.32). El interés de usar la nor-
ma ||+||, en lugar de la norma de energfa viene de su mayor
simplicidad, pues no contiene t&rminos a la frontera y no -
depende de D y Y . Adem&s muchos resultados de la teorfa -
de aproximaciSn son establecidos en Wi(ﬂ); por lo gque la for
ma mis natural de derivar las cotas en los errores, consis-
te en tomar como un miembro particular Yy de SN en la Ec. -
(3.19) la "interpolacidn" ¢; de ¢, para la cual.||¢I - ol
puede ser acotada (asi como B(¢I - ¢, ¢ - $) usando la ec.

(3‘20)) -
3.~ Elementos finitos.

El nétodo de elementos finitos proporciona una forma de

escoger el subespacio de dimensi&n finita sV

del espacio de
Sobolev ﬁi(ﬂ) y por lo tanto de construir las funciones coor
denadas o funciones de base Wi’ que servirdn para obtener la
solucibén a nuestro problema variacional.

En primer lugar, 2 es aproximado por la unién 0 Ue

h & "m
de un nmero finito de subdominios polinomiales en (en dos -

dimensiones, trifngulos o recténgulos) como se muestra en la

Fig. 2




Fig. 2.- Ejemplo de aproximacifn de la superficie 2 por la -

unién Qh de elementos triangulares.

Sobre cada "elemento" em,¢A(f) serd una funcibn senci_-
lla, escogida usualmente como un polinomio (de grado especifi
cado k) que estari completa y Gnicamente determinado por su
conducta local o sea su conducta dentro del elemento e  aso-
ciado, por lo tanto los subespacios sV consistirin de funcio
nes ¢A(f) las cuales serfn polinomios por partes sobre §§ . -
Esta técnica de aproximacién es conocida como el método de -

elementos finitos. Debido a que SV

(]
es un subespacio de Wi(ﬂ),

¢A(§) debe ser continua a través de las fronteras entre ele-
mentos y debe satisfacer las condiciones"esenciales" a la -
frontera sobre 3;9 .

Una etapa muy importante del m&todo es la construccién

de una base para el subespacio de dimensién finita, tomando




en cuenta la geometria que se ha escogido.

Supongamos que 2 ha sido aproximado por trifngulos, deng
temos con ¢r la expansidén de ¢A(f) sobre el m-&simo eclemento
e, Y sea ¢m un polinomio completo de grado k (comprendiendo
todos los términos xFy9 con p+q £ k). La forma general de es

te polinomio es

k kop P94 =
o™x,y) =) 1 Xy re(x,y)ee

[0}
p=0 g=0 Pq

el nGmero total de té€rminos es N, = iﬁil%iﬁiﬂl » por lo gue

necesitamos precisamente Nt pardmetros o datos en el elemen-
to e, para que el polinomio esté determinado GGnicamente por
su conducta local, estos parimetros pueden ser escogidos como
los valores de la funcibn y eventualmente de sus derivadas en
un cierto nfimero de puntos del tri&hgulo: los polinomios ob-
tenidos de esta forma son llamados polinomios interpolados.-
Cuando se usan los valores de la funcibn y de sus derivadas
tenemos los polinomios interpolados de Hermite; si s&lo usé-
mos los valores de la funcidén tendremos los polinomios inter
polados de Lagrange; aqui se trabajar8 con estos tltimos. -
Ahora bien, entre cada dos vértices de enr ¢m

A
un polinomio (sobre una variable local) de grado k y por lo

se reduce a -~

tanto puede ser completa y lnicamente determinado por (k+1)

pérémetros, los cuales pueden ser convenientemente escogidos
como los valores en (k+l) puntos sobre la linea que une es_-
tos vértices, teniendo por ejemplo (k - 1) puntos equidistan

tes entre los véertices mismos.Si los mismos valores nodales




son especificados sobre el elemento adjunto a e, @ lo largo
de su lado comfin, es fAcil darse cuenta que la condicifn de
continuidad entre elementos se satisface automiticamente. El1
nGmero de nodos necesario por cada elemento para satisfacer
este requisito es Ne = 3k y son llamados nodos externos, es-
to es debido a que si k > 2 debemos introducir nodos inter-
nos de tal suerte que Nt = Ne + Ni teniendo % (k - 1) (k - 2)

nodos internos por cada elemento. En la Fig. 3 se ilustran -

distribuciones tfpicas de nodos para elementos triangulares.

Fig. 3.- Nodos asociados a un tridngulo para distintos gra_-

dos k de las funciones polinomiales base.

En la prdctica la forma general del polinomio (3.21) es
reemplazada por un desarrollo donde aparecen explfcitamente

valores nodales de la funcién {¢? : j=1, ..., Nt}.




donde W?(F) es la restricci6n de la funci6n base Wj(?) en el
elemento epne Con cada nodo en {I tenemos asociada una funcibn
de base Wj' la cual tiene un soporte minime o sea gue Wj, se

anula fuera de la unién de los triSngulos a los cuales este

j=ésimo nodo pertenece. Asf tendremos que W?(?) =0 si el no

do j no pertenece al elemento m, esto demuestra el cardcter
"local" de las funciones de base; W?(E) es diferente de cero
solo para los elementos a los cuales el nodo j pertenece. -
Adends Wj tendrd el valor uno en el j-ésimo nodo y el valor
cero en todos los otros nodos dentro de su soporte. Por lo -~

anterior W?(?) satisface las siguientes condiciones
WHr,) =8 j=k=1 N (3.23)
j k jk r e p t .

Con el fin de simplificar las expresiones de las funéig
nes de base es conveniente adoptar un sistema de coordenadas
"locales".

Para elementos triangulares las vecindades de los ele_-
mentos son tomadas como'lineas de coordenada cero, las coor-
genadas triangulares homogé&neas (Zz., cz,ga) son definidas por

la geometrfa de la Fig. 4.




Fig. 4.~ Coordenadas triangulares homogéneas.

La relaci6n entre (x,y) y (t,, ¢,, £ ) es lineal y estd

2’

dada por

(3.24)

El inter&s de estas coordenadas locales es que las fun-
ciones de base pueden ser evaluadas una sola vez independien
temente de la forma y magnitud del elemento considerado; la
relacibn (3.24) permite el cambio de estas coordenadas loca-

les a las globales (x, y).




Habiendo construido las funciones de base como se indi-
ca antes, si Qh as obtenido de la unién de un nfimero finito
de elementos e, con un nimero total de nodos N (la dimensién
del subespacio SN) tendremos gue la solucibn aproximada ¢A(E)

a nuestro problema ecs. (3.1) a (3.3) es

0p () = L 65 W), . (3.25)

Sup6ngase ahora que 2 es aproximado por recténgulos, ca
so con el que se trabaja aqui. Sea QeR? el recténgulo -

[al, b1] X [az, bZ], a lo largo de cada coordenada r; intro-

ducimos una particién w, = [ai

- 0 1 19 4 Ni+l -
:ri, ri,o.o, r-l, r.ll'—'bi]

i i
de tal forma que @ sea 13 unibn de los rectingulos elementa-

n2+1l n1—0, CRCIE Y ] 1\11
2

n
ra,r
2

n 0, eoees N,

2 .

Sobre cada uno de estos elementos rectangulares es con-
veniente usar para la expansién o™ de ¢A(F) polinomios bicom
pletos de grado k (comprendiendq todos los t&rminos xpyq con
P,q9 § k) cuya forma general es

k k

¢m(xiY) = z E

o xp
p=0 g=0 P4

y2

el nimero total de términos es N, = (k+1) 2.

Puesto que los ejes x,y son tomados a lo largo de los -




lados de los elementos, el nfimero de valores necesario para
cumplir con la condicién de continuidad de ¢A(E) es N =4k; -
para k » 2 tendremos (k - 1)* nodos internos por cada rectan
gulo,

Como en el caso de trifingulos, es también conveniente -
usar coordenadas "locales", conviene entonces usar la forma
conocida come “"producto-tensor" y que se escribe de la si_--~
guiente manera

k+l k+1

m = m, i j
07(2y, £,) = izl jzl oy (2 e (2,) 0" (T, 2]

0 < &y, %, <

donde Qi son las coordenadas "locales" definidas sobre cada

elemento como sigue:

- _ .nj n, _ . ni .
Qi = (ri ry )/(ri1+1 rs ) (3.28)

en la Ec. (3.27) las funciones ci(z) son polinomios de base

del tipo Langrage satisfaciendo

i, =1, ..., Kk (3.29)

i .
donde ¢~ i=1,...,k son k puntos en [0, 1] tomados general-

mente como %7 = (j-1)/ (k-1) . Usando las Ecs. (3.29) las fun-




ciones polinomiales de base pueden ser f&cilmente escritas -

como

(3.30)
i=1

i#]

y estas funciones de base pueden ser calculadas una sola vez

independientemente de las magnitudes de los elementos rectan

gulares.

Por ejemplo, en el caso de una dimensién se défine una
variable ¢ que tiene el valor cero en el nodc donde se inicia
el elemento finito y uno en el nodo final del mismo elemento.
En la fig. 5 se muestran las funciones de base de un elemen-
to finito en el caso de una dimensién para diferentes crados

de la funcién polinomial.




/
/ .
o—f\—~ -
. .\.-_’o/ﬂ S
S0 1

Fig. 5.~ Funciones de base Wi para un elemento finito en una

aemT -

dimensién, con diferente grado k de la funcién po-

linomial.




Con coordenadas "globales" r = [rl, rgjlos miembros de h

SN serin:

o, (r) =

0~z

A &5 W (D) (3.35)

siendo Wj(F) la funci6n de base correspondiente al nodo rJ -
mientras que el valor nodal ¢(rJ) es un parmetro libre o -

incégnita del problema. Esta ecuacién es idéntica a la obte-

nida para elementos triangulares.

Hemos denotado a la expansién de ¢A(F) sobre el m-ésimo

elemento, con Nt nodos en €1, como

t m

o™(T) = 67 W(E)  Tee (3.31)
1 .

il 12

m
]

Calculando ¢m(rj) se tiene

. N .
o™(rd)y = Jt oD w?(rj) ,

- (3.32)
=1

pero de (3.23)

w?(rl) =8..=1 |, (3.33)

por lo tanto

o™ (xdy = ¢? , (3.34)



de donde puede verse que la funcifn aproximada ¢A(E) calcula

da en cualguier nodo j es igual al pardmetro nodal ¢j.

4.- Aplicacién a la ecuacibn elfptica de difusibn de neutro-

nes.

Usando el método de elementos finitos heilnos construido
a partir de las funciones de base Wj(j=1,...,N)»una funcibn

¢{r) de la forma

N

() = § o, W (D) (3.36)
j=1 J 3

que dard una solucifn aproximada a la ecuacién elfptica (2.28)

una vez que hayamos determinado los N par&metros ¢j

como vimos en el teorema 2 de este capfitulo, tomando pa

ra la solucifn aproximada un desarrollo en series de W, idén

tico al obtenido con elementos finitos Ecs.

(3.15) y (3.36)

al minimizar I(¢) sobre g se obtiene un sistema de ecuacio-

nes algebrdicas dado por la Ec.

(3.14) , en nuestro caso

i 12

B(le Wi) ¢j = SWi dr i=1'---,N (3.37)

j=1

9]

donde hay ¢j (j=1,...,N) par8metros por determinar.

Introduciendo ahora la siguiente notacién

= T
- [¢11-"1¢N -l



_ _ T
W= wl(r),..., wN(r)

@ BwN(r)
ar1 Brl
3w, (T) dwy (T)
or, ar,

de tal manera que la Ec. (3.36) puede escribirse como

o(@ =W v @ (3.39)

Introduciendo ¢ (r) en I(¢) y minimizando con respecto -~

a los valores nodales ¢j' se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones algebréicas

A = |(DW - V_vg_T + IW - vlT)dE +‘ Vl-WT dr

2 0!
e

(3.42)

La matriz A es de orden N x N, simétrica, positiva defi

nida y de banda o sea que aij #0solosi j<i-W 63>i

+ W, donde W es el semiancho de banda y esti dado por la m&-
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xima diferencia entre los indices de funciones base wj(f) -
que se traslapan y dan por lo tanto una contribucifn diferen
te de cero a la matriz A.
Por lo tanto el sistema puede ser resuelto con métodos
directos de inversién con lo que se evita efectuar la itera-
cién interna o de flujo,
Los elementos de la matriz y del vector fuente pueden -
ser evaluados para un elemento finito cada vez puesto que la -~
integracibn sobre { puede ser reescrita como la suma de inte

grales sobre cada elemento particular Rn n | POT lo tanto -~
1772

puede ser construido un DO en el programa FORTRAN que trate
cada elemento sucesivamente, calculando su contribucibn a -
los elementos de la matriz y al vector fuente y finalmente -

los agregue a A y k en la posicifn correcta.
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CAPITULQ IV.- Caracteristicas de nuestro problema.
1.~ Razones de convergencia.

El método de elementos finitos ha sido aplicado en c4l-
culos de reactores nucleares, principalmente porque ofrece -~
la posibilidad de obtener altos ordenes de precisién y, por
lo tanto, aproximaciones mds exactas gue usando diferencias
finitas, las cuales son de bajo orden de aproximacién., Es en-
tonces importante conocer bajo qué condiciones se alcanzan -~
estas altas precisiones, con lo cual nos daremos cuenta de -
las limitaciones inherentes al método de elementos finitos -~
cuando se aplica al cdlculo de reactores nucleares.

El reactor Q¢R? es aproximado por la unién de un nfimero
finito de elementos e,y los miembros ¢A del espacio SN se -
reducen sobre cada elemento a polinomios bhicompletos de gra-
do k. El proceso de minimizacifn sobre SN produce el sistemna

de ecuaciones algebraicas (3.14), o sea

Il 12

B(W'l wi)a

L j = (8, wi) i=l,...,N, (4.1)

i ]

siendo la solucién aproximada
- N
bp(0) = 41 a

jwj(r) ' (4.2)

due es la proyeccibn ortogonal sobre s de la solucién real

® (r) segln el producto escalar B(.,.).




Se not6 en el capftulo anterior que ¢A existe, es finica
y es la mejor aproximacifn a ¢ en el sentido de la norma de

energia |||y, por lo tanto

e - ¢AIIB = ing |1® - wllB

wsSN

en particular esto se cumple cuando ¥ es la interpolacidn ¢I
de ¢ sobre SN, esta interpolacibén tiene un desarrollo simi_~
lar al de (4.2) pero los coeficientes aj serdn los valores -

de la solucibn verdadera sobre cada nodo j, por lo tanto

e = o 01 < |[1o= o.]|
ally I B ! (4.4)

Este resultado es importante pues, si la lisura de ¢(r)
es conocida, o sea, el orden hasta el cual existen derivadas
sucesivas en un sentido puntual o bien cuadrado integrable,
es posible conocer muchas propiedades del error de interpola
cibn (¢ - ¢I).

En general una norma en el espacio Wé se define como




|
adem8s tenemos que

lul? = | ar ®O™ w? ,
m

Q
es una seminorma, O sea que puede ser iugal a cero para fun-

ciones u diferentes de cero: no es positiva definida. Obvia-

mente

Huall? = [u]2 + [ul3+ ... + fu|? .
m 1 m

(20)

En la referencia se demuestra que para funciones -
¢ (¥) con derivadas cuadrado integrables hasta de orden k+l -
sobre 2, se tiene

k+l-s s=0,1. (4.8)

¢ = ¢7] < Cgn lolye o
donde C, es una constante y h = max h, siendo h; el didmetro
del elemento ey Esta estimacién del error se cumple en prime
ra instancia para cada elemento e; ¥ s6lo es vilida para to-
do el espacio si ¢(r) es suficientemente lisa. Se ha supues~
‘to aqui que ¢I se reduce a un polinomio completo de orden k

sobre cada elemento e,.

De la ec (4.8) se deduce que

k
II¢_¢IH1 <th |¢|k+l ’
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Ademds, la equivalencia entre la norma de energia y la

6
norma ||'||1 es(®r10)

mgllul |} < [lullg < iy [lull], (4.10)

por lo tanto, las propiedades de convergencia en la norma de
energia son vilidas en la norma H-ll1 y reciprocamente, usan

do esta equivaleucia y la ec. (4.9) tenemos
k
y de la ec. (4.4)
k .
1o = oxllg < Cg h™ 1ol o (4.12)

Aplicando nuevamente la equivalencia entre las normas -

al resultado anterior se obtiene

116 = o411 < ¢ B® [ol,,, conc =nz'/? c . (4.13)

B*

De lo anterior puede observarse que el grado de los po
linomios por partes usados en la aproximacibn debe ser al me
nos igual a uno para que la convergencia exista.

De la ec. (4.13) es ficil obtener

-k
[Te = o1l s cn™oly,, s

sin embargo, esta no es la mejor cota para el error en norma

2
W, . En realidad, de la ec. (4.8) puede observarse para el -

k+1

error ||¢ - ¢I||0 un comportamiento 0(h™ ~), siendo posi -




ble en general probar que
. k+1

En cuanto a la convergencia para el eigenvalor, se de_-
muestra en la ref.(lo) Que la razbn de convergencia es del -
tipo O(th).

En conclusibén, la aproximacién b al flujo de neutrones
¢, alcanza razones de convergencia de orden O(hk+l) en norma
Wg y la aproximacibn AA al eigenvalor A, tiene razones de -
convergencia de orden O(hzk), si ¢ tiene todas sus derivadas
hasta la (k+1)-ésimé en un sentido cuadrado integrable. Si ¢
tiene solo derivadas cuadrado-integrables hasta de orden 1+1,
con 1lgk, la razbn de convergencia estard regida por 1+l y no
por k+l.,

Esencialmente los reactores nucleares son construidos -
por la unibén de varias regiones Qi con propiedades de materia
les constantes y diferentes en cada regi6n. En las interfaces
la corriente normal es continua pero la primera derivada del
flujo no lo es; por lo tanto, ¢.no pertenece a W:(Q) y la con
vergencia serfa s6lo del tipo 0(h).

Por fortuna, los argumentos dados anteriormente pueden -
ser restringidos a cualquier elemento o serie de elementos y,

puesto que ¢ es més "suave" al nivel de Q; que al nivel glo_-

gal Q, se puede esperar alcanzar precisiones de ordeqfdzhk+1i
ra

>




si ¢ posee derivadas cuadrado-integrables hasta de orden k+l
ya no sobre { sino solamente sobre Qi. Esto se consique {ni-
camente si se hace coincidir las interfaces de los materia_ -
les con las fronteras de los elementos, lo cual significa -
que para cada reactor existe una malla minima, la cual esta-
r& formada por todas las interfaces del mismo. De hecho las
mallas usadas para el tratamiento se obtienen por refinamien
tos de la malla mfnima.

La malla mfnima intrinseca de cada reactor representa
una primera y considerable restriccifn al uso de elementos
finitos de alto orden en cllculos de difusifn de reactores
nucleares. Puesto que el nGimero de incbgnitas por elemento
aumenta considerablemente con el grado k, uno se da cuenta -
f&cilmente que el uso de elementos de alto orden para descri
bir el flujo de neutrones en reactores con una estructura fi
na, como son los reactores de agua presurizada (PWR's) y los
reactores de -agua hirviente (BWR's), guia a sistemas de écua
ciones algebraicas casi intratables. En la literatura de in-
genierfa nuclear, se nota que todos los c8lculos de alto or-
den con elementos finitos son restringidos hasta ahora a reac

tores répidos de crfa (FBR's), los cuales pueden ser descri-

tos con pocas regiones homogéneas debido a las altas energias

de los neutrones dentro de cllos.
Dentro de este argumento, hemos supuesto implicitamente
que ¢ tiene todas sus derivadas hasta de orden k+1 cuadrado

integrables sobre Qi. S5in embargo, los problemas elipticos -




con coeficientes continuos por partes sobre fronteras suaves
por partes, como son las ecuaciones de difusién de neutrones,
tienen una conducta singular en rincones e interfaces(7'1o),
o sea que sobre cada Qi conteniendo puntos singulares ¢ tie=-
ne solamente derivadas de primer orden cuadrado integrables.
Si la situacibén es ésta, la razbén de convergencia ya no es -
gobernada por el grado k del polinomio, sinoc por el orden de
la singularidad (al menos asintSticamente). La diferencia en
tre estas razones de convergencia asintbticas (con y sin sin
gularidades) aumenta con k. Los elementos finitos de alto or
den tienen mayor probabilidad de padecer esta situacifén gque
los de bajo orden especialmente para reactorea altamente hete
rogéneos como los BWR's y PWR's.

Debido a estas razones, el uso de elementos finitos de
alto orden para el cilculo de reactores con una estructura -
fina, parece ser muy cuestionable. En la ref.(7) se describe
un camino alternativo para alcanzar precisiones de alto or_ -
den, evitando parcialmente las dos restricciones principales

expuestas arriba.

2.- Geometrfa.

El m&todo de elementos finitos se aplics inicialmente a

problemas de ingenierfa mec&nica, donde debido a las formas
geométricas gue se tratan, es necesario usar elementos trian
gulares para lograr una buena aproximacién. En los cilculos

presentados en la literatura nuclear se han tomado directa_-
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mente estos elementos triangulares, sin embargo, debido a la
forma geométrica de la mayorfa de los reactores, parece mé&s
conveniente, para un importante porcentaje de casos précticos
(excluyendo l6gicamente reactores de geometrfa hexagonal) -
usar elementos rectangulares, especialmente en el caso de un
reactor con geometrfa rectangular. Nosotros usamos exclusiva
mente elementos rectangulares en nuestros cllculos: en el -
préximo capftulo se comparan con célculos efectuados con ele
mentos triangulares y que se encuentran en la literatura, ob
servindose que para los ¢asos en que es posible usar elemen-
tos rectangulares se obtienen resultados usualmente m&s pre-
cisos.,

Una de las ventajas que se tienen al usar elementos rec
tangulares es, 1a.mayor facilidad para su manejo y programa-

cién gque con elementos triangulares.
3.~ Polinomios de Lagrange.

Como se menciond en el capftulo anterior, si los parime
tros necesarios para la determinacién de los polinomios se -
escogen como los valores del flujo en los nodos, tendremos -
elementos finitos de tipo Lagrange; en cambio, si se escogen
los valores de la funcién y de sus derivadas se tendrin ele-
‘mentos finitos de tipo Hermite.

Aqui se usan exclusivamente elementos finitos del tipo
Lagrange, se han preferido debido a que el uso de elementos

del tipo Hexmite implica la determinacién de valores del flu



jo, asf como de algunas de sus derivadas parciales, las cua-

les simplemente no existen en sentido puntual en las singula

ridades(ll).

4 .- Eliminacién de nodos internos.

Con el fin de que el nfimero total de incSgnitas N y el

ancho de banda 2wW=-1 del sistema de ecuaciones algebraicas a

resolver sean m&s peguefios, se usa la técnica llamada "conden °

sacién estatica“(a) que permite eliminar los grados internos

de libertad. Esta eliminacién se hace debido a que los valo-
res en los nodos internos estidn relacionados finicamente con-
los valores nodales del elemento al cual pertenecen, por lo
tanto pueden ser puestos en funcién de los valores nodales -

externos del elemento en cuestién.

En el capftulo anterior, se obtuvo un sistema de ecua -

ciones algebraicas dado por la ec. (3.36)

T
T S

siendo ¢1""¢N los N par&metros o valores del flujo por de-

‘terminar. Si llamamos 2, al vector que incluye todos los va-
lores nodales en la frontera de algfin elemento considerado,-
Y @, al vector que incluye los valores nodales en el interior

del mismo elemento, podremos escribir la contribucién del e-



lemento a la ecuacién (4.15) como sigue:

de dondo

despejando ¢ de (4.18), tenemos

-1
2, = @, (K,

2 ¢,)

—21

vy substituyendo esto en (4.17) se obtiene
-1 - - -1
A =-A (1_&.22) A 1%, =k A, (A )77k

11 —12 -—21 1 1 —12

gue puede ser reescrita on la focrma

(4.21)

donde A y k son la matriz discretizada y el vector fuente con

densados respectivamente, asociados solamente con los valores

nodales externos ¢, del elemento considerado. En la préctica




este proceso se lleva a cabo por eliminacién de Gauss simé_-

8,9)
trica hacia atrés( re!

. El sistema de ecuaciones algebraicas
(4.21) tiene como inc6gnitas finicamente a los valores noda_-
les externos, por lo tanto el nfimero de ecuaciones y el an_-
cho de banda de la matriz total A se reducen en forma consi-
derable.

Esta condensacién de los nodos internos podrfa ser evi-
tada si hiciéramos una modificacifn a los elementos bicomple
tos quitando definitvamente los nodos internos; por ejemplo,
en el caso cuadritico se elimina el término x’y? de la ec. -
(3{26), obteniendo un nGmero de grados de libertad igual al

10
de nodos externos( ).

5.— Condiciones a la Frontera.

Las condiciones a la frontera esenciales o geom&tricas
de nuestro problema limitan el wvalor del flujo ¢ a valores -
predeterminados iguales a cero en la frontera externa del -

reactor.

Estas condiciones a la frontera pueden ser consideradas

de la siguiente manera: nuestro sistema de ecuaciones a re =

solver es A ¢ = k, supongamos que el nodo j-&simo se encuentra
en la frontera externa y que ahi se tiene una condicifn esen
cial a la frontera, la cual hace que el valor nodal ¢, sea -
igual a cero. Para que esto se cumpla, hacemos los siguien_~

tes cambios en la ecuacifn matricial




n=1>=1...,N;

con lo que tendremos automiticamente una sola ecuacifn para

el valor nodal ¢j' siendo esta ecuacifn ¢j = 0 la finica en -

que aparece explfcitamente el valor nodal ¢j'

Haciendo lo mismo para todos .aguellos nodos que se en_-
cuentran en la parte de la frontera externa donde se cumplen
las condiciones esenciales, o sea valores del flujo iguales
a cero, habremos incluido las condiciones esenciales a la -

frontera dentro de nuestra ecuacifn matricial a resolver.

6 .- Inversién Directa.

Las dos formas b&sicas para la solucifn de un sistema -
muy grande de ecuaciones son eliminacién e iteracifn. La pri
mera conocida también como la forma directa, es un proceso ~
en donde la matriz A es factorizada en el producto de una ma
triz triangular inferior por una matriz triangular superior,
las cuales pueden ser invertidas f&cilmente en forma directa.
La segunda es una serie de correcciones sucesivas a una prue
ba inicial para las incSgnitas: el proceso se ejecuta hasta
que la magnitud de las correciones sea despreciable. El desa
rrollo actual de las computadoras digitales de alta veloci_-
dad con grandes posibilidades de memoria externa e interna -

favorece cada vez mis las técnicas de inversién directa, las
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cuales presentan entre otras ventajas las siguientes: a) se
pueden construir subrutinas aenerales y verificarlas fdcilmen
te, b) el tiempo de computacidn puede ser estimado muy exac-
tamente, ¢) la factorizacifén de la matriz original no necesi
ta ser repetida cuando se cambia el vector fuente, (esta ca-
racteristica es de gran inter&s para el problema de difusién
de neutrones para varios grupos, donde tipicamente solo cam=-
bia la fuente de fisifn en cada iteracibn externa), d) no es
necesario un conocimiento especial por parte del usuario de,
por ejemplo, pardmetros de aceleracién o de factores de sobre
relajaci6én, como en el caso de los métodos iterativos.

El m&todo mis general de eliminacién es el de Gauss, =
el cual no es otra cosa que la factorizacién de la matriz de
coeficientes A en el producto A = LU de una matriz triangular
inferior unitaria por una matriz trianqular superior, siendo
ambas matrices facilmente invertibles.

En nuestro caso, un problema bidimensional tratado con
elementos finitos, las matrices de coeficientes son de ban--
da, simétricas y positivas definidas. Su estructura se mues-
tra en la fig. 6 donde s6lo las‘éreas obscuras de la matriz
NxN contienen elementos diferentes de cero; denotamos con -~
2W-1 al ancho de banda de la matriz, siendo W ia semianchura
de banda.

Para este tipo de matrices el proceso de eliminacién de
Gauss sin intercambio de renglones es posible y numéricamen-

te estable: dada la simetrfia de la matriz la factorizacién -
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puede hacerse en una forma més sim&trica sacando la parte -~ I
diagonal de la matriz U de tal modo que A = 1p(d~lu), donde

los tres factores son determinados en forma finica: L es una

matriz triangular inferior con diagonal unitaria, D_1U es una

matriz triangular superior con diagonal unitaria y D es una

1y debe ser la |

matriz diagonal positiva. Por la simetrfia, D~
transpuesta de L, asi A = LDLT es la forma simétrica de la -
factorizacién conocida come factorizacién de Gauss.

Hay otra factorizacidén posible, al introducir una nueva

matriz triangular L = LDl’/2

obtenemos la factorizacién de -
Cholesky A = LLr. Runque esta factorizacién involucra raices
cuadradas y presenta algunos problemas adicionales para evi-
tar operaciones con cero, Wilkinson(lz) recomienda su uso en
el caso W<<N y nosotros usamos las subrutinas que &l recomien
da. Bisicamente la ecuwacifén matricial con esta factorizacibn

es

LL ¢ = k (4.22)
aue puede dividirse en dos ecuaciones matriciales
Ll=k = y ¥y =1 (4.23)
'resolviendo la primera por reduccibén hacia adelante obtenemos

el vector con el cual podemos resolver la segunda por substi

tucifn hacia atrés, obteniendo el vector que determina los -

valores nodales del flujo ¢.
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Fig. 7.~ Forma de almacenar la semibanda superior de una

matriz banda simétrica.




Puesto que cada grupo tiene asociada una matriz de coe-
ficientes, se han guardado en el disco las matrices L de ca-
da grupo con el finde no hacer la factorizacién A cada vez -
que se efectfia una iteracibn externa.

Es importante notar que el nimeroc de operaciones nece-

sario para resolver el sistema de ecuaciones usando el m&to-
2 (10,12)

do de Cholesky es aproximadamente NW?/
También debemos mencionar que, dada la forma de banda -
y simétrica de la matriz, es posible economizar memoria cen=~
tral almacenando s6lo la porci6n N x W de la matriz como se
indica en la fig. 7. En programas de produccifn a gran esca-
la, afin esta matriz no puede ser almacenada en el ndcleo y -
debe hacerse una particifn en forma adecuada como se muestra
en la fig. 8. En este caso serd necesario almacenar en la me
moria central solo una matriz W x W, esto es posible gracias
a que en los procesos de reduccidn y substitucibén para resol
ver las ec. (4.23), los elementos de cada una de las matri_-
ces W x W, estédn relacionados nicamente con los elementos -

de la matriz que le sigue(a).




Fig. 8.~ Particibn de la semibanda superior para su manejo en la

memoria central.




CAPITULO V.- Resultados y Comparacién.

1.- Introduccidn.

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos

con el c6digo DELFIN, se comprueba si estos resultados son -
correctos, y se hace una comparacién de la eficiencia en el

cdlculo entre la aproximacidn con elementos finitos rectan~

gulares contra la aproximacién con elementos finitos triangu
lares, asi como contra la aproximacién con diferencias fini-
tas, para la solucién numérica de las ecuaciones de difusidn

para varios grupos de un reactor nuclear. Para la comproba -

cidén de los resultados y el estudio comparativo, se utilizan }
los resultados obtenidos por Kaper, Leaf y Lindeman con los

c6digos HOD (elementos finitos triangulares) y DARC2D (dife-
)(5)

rencias finitas

. asi como los mencionados en un reporte

del Argonne National Laboratory para un problema de referen-
cia obtenidos aplicando el cédigo EXTERMINATOR—Z(IB).

Se presenta una descripciéq breve de los c6digos, asi -
como de los parametros usados para el anfilisis de resultados
considerando diferentes tipos de reactores: un reactor homo-

géneo y un reactor de dos regiones ambos con dos grupos de -

énergia; y un reactor de cinco regiones con ¢uatro grupos de

energia. Se discuten también los resultados obtenidos para -
un reactor homogéneo con siete grupos de energia y cualquier

tipo de dispersifn entre ellos. Se presenta el andlisis de -



- e

cada reactor por separade y se llega al final a las conclu_-

siones.
2.~ Descripcifn de los C6digos.

El c6digo DELFIN ha sido desarrollado para un sistema -
PDP-10. Permite cualquier tipo de dispersifn entre los grupos
de energia,ya sea hacia arriba o hacia abajo; usa polinomios
interpolados de Lagrange, el sistema de ecuaciones lineales
es resuelto en forma directa por el algoritmo de Cholesky. -
No se ha inclufdo por ahora ninglin procedimiento para acele-
rar el proceso iterativo de potencias. Se hace uso de los =~
discos para la administracién de los datos en cada iteracitn
externa. Como resultados proporciona los valores de la apro-
ximaci6én a la constante de multiplicacién y a los flujos en
cualquier punto del reactor.

El cddiéo HOD(S) fué desarrollado en un sistema IBM-360
Modelo 50-75. Puesto que estd orientado al cilculo de reacto
res rédpidos s6lo permite dispersifn hacia abajo; usa polino-
mios interpolados de Lagrange. ﬁara la solucidn del sistema
de ecuaciones lineales usa el algoritmo de Cholesky, y las -
iteraciones externas son aceleradas por medio de un procedi-
miento de extrapolacifn de Chebyshev. El célculo completo es
t4 contenido dentro de la memoria central. La salida consis-
te de los valores de la aproximacién a la solucibn en los no

dos de la triangulacibn y de la potencia en cada regién del




reactor, asfi como el valor de keff(s).

El programa DARCZD(S) es el m6dulo para difusifn de va-

rios grupos con dos dimensiones en el Argonne Reactor Compu-

tation (ARC) System(zs). Los algoritmos usados en el progra-

ma son similares a los que usan otros cbdigos en el afialisis

de reactores ré&pidos. Para cada grupo de energia se hace una

aproximacién con diferencias finitas de cinco puntos a la -~

ecuacién de difusi6n. Tanto las iteraciones externas como =~
las internas son aceleradas por un proceso de extrapolacién
de Chebyshev de tres términos. Hay uso de discos para la ad-

.. . . . 5
ministracibn de datos en cada iteracién externa( ).

3.~ Bases para la comparacién.

Los reactores nucleares en general pueden ser represen-

tados por configuraciones bastante requlares, mds afin en el

caso de los reactores rdpidos que como ya se ha dicho son -
méis homogéneos y por lo tanto presentan menos regiones; &sto
permite el uso de elementos.finitos sencillos como son los -
elementos triangulares o los rectangulares. Tales elementos
podrdn cubrir totalmente a @, lo cual es una ventaja. En el
‘caso de reactores hexagonales es necesario usar elementos de

tipo triangular, sin embargo la mayorfa de los reactores pue

den ser representados por una geometrfa rectangular y por lo

tanto tratados con elementos finitos rectangulares; puesto -



que en estos casos parece mds ficil y adecuado trabajar con
elementos rectangulares que con triangulares, es importante
hacer un estudio comparativo de la eficiencia del cdlculo pa
ra los dos tratamientos de un reactor con geometria rectangu
lar. Se hace tambié&n la comparacifn para el tratamiento con

diferencias finitas.

La comparacifn est8 basada en el tiempo de c&lculo para

la keff con una cierta precisién prefijada. Es importante no ———
tar que el tiempo de cilculo que seri tomado en cuenta para
efectuar la comparacién no es el tiempo de ejecucidédn de los
programas: &ste tiempo depende en cada caso de varios facto-
res: por ejemplo, el programa DARC2D de diferencias finitas
usa métodos iterativos de solucifn y ademds necesita memoria
externa; en cambio el programa HOD de elementos finitos usa
métodos de inversidn directos y no necesita memoria externa;
el programa DELFIN elaborado en este trabajo usa elementos -
finitos, inversién directa, y, dado gue en la computadora -

PDP-10 del Centro Nuclear la memoria interna accesible es so

lo de aproximadamente 24 K es necesario el uso de memoria ex

terna.

Para llevar a cabo la comparacién usamos el tiempo nece

sario para invertir la matriz de coeficientes obtenida en ca
da caso, considerando que se usa para todos los casos el mé-
todo directo de Cholesky; si la matriz es de orden N, y tie-

ne un ancho de banda 2W-1, el tiempo de c&lculo para la inver

si6n de la matriz es proporcional a NW2 (6).



Conviene mencionar que existen métodos para disminuir -

la anchura de banda de la matriz(lu)

. Sin embargo dadas las
condiciones limitadas en que se hace la comparacién, no se -
hace un anflisis del uso de tales té&cnicas.

Este trabajo es parte de una investigacifn m&s ampliz -
para encontrar el tipo de elementos y de polinomios mis efi-
cientes para el tratamiento de reactores con geometria rec_-
tangular; el c&digo DELFIN ha sido elaborado con elementos -
rectangulares y polinomios bicompletos de Lagrange, lo cual
no quiere decir que este sea el mejor tratamiento; més bien,
se ve la necesidad de futuros trabajos que comparen los resul
tados obtenidos usando el c6digo DELFIN con los obtenidos -
usando, por ejemplo, polinomios completos de Lagrange o poli
nomios bicompletos de Hermite(la).

Realmente, las condiciones que se tienen para estable -

cer la comparacifén no son suficientemente adecuadas desde el

momento en que nosotros trabajamos con aproximaciones de ha-

jo orden, mientras Kaper, Leaf y Lindeman(s) trabajan con -~

aproximaciones de alto orden. Una gran desventaja es, el pe-
quefio tamafio de la memoria disponible, pues esto restringe -
el nfimero de casos posibles de estudiar. Ademis, al aplicar

el criterio de comparacién suponemos que en las mallas trian
gulares se usé un cierto orden para numerar los nodos, es -
probable que este orden sea diferente al usado por los auto-
res, sin embargo tal hecho no afecta substancialmente el va-

lor de W que nosotros suponemos para sus cSlculos.




4 .- Terminologla.

En los casos en que se usan elementos rectangulares pa-
ra formar la malla que representa la configuracibn, denotare
mos a la malla con 0,k(m,0) es la aproximacibn a keff corres
pondiente a esta malla y para polinomios de gradé m, yel -
error de truncacibn en keff es la diferencia k(mg) - keff‘ -
Obviamente en el caso de usar diferencias finitas se elimina
el grado m en esta notacién; la malla en este caso es denota
da por T.

Similarmente para elementos finitos triangulares la ma-
lla es denotada por T,k(m,T) es la aproximacibén correspondien
te a esta malla para polinomios de grado m, y el error de -
truncacién es k(m,t) - kKogge

Para distinguir entre las diferentes mallas usadas en -
cada caso usamos la siguiente notacibn: Tp,q representa una
malla triangﬁlar con pqz tridngulos, obtenida a partir de =~
una triangulacidn bésica Tp'l formada por p triingulos, sub-
dividiendo los lados de cada tri&ngulo en g partes iguales,-
generando g? subtridngulos dentro de cada tri&ngulo de Tp'l.

Si h es la longitud del lado mayor de todos los tridngulos -

en TP 1’ la longitud del lado mayor de todos los tri&ngulos
r

l la triangulacién T es h/g. Similarmente o represen-
P:/d P:.q

2
una malla rectangular con pg~ recténgulos y con exactamen
las mismas consideraciones que en la malla triangular. En

caso de diferencias finitas la malla se representa con -
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"o donde p es el ntGmero de puntos en los cuales debe determi

narse el flujo.

En la fig. 9 se pueden ver las mallas béisicas 01,1' 6,1

Y TTlG.
5.- Limitaciones de la Comparacién.

Para comprobar si los resultados obtenidos por el c&di
go son correctos, se usaron los datos del reactor homogé&neo
con dos grupos, puesto gue en este caso la solucién del sis-
tema de ecuaciones de dos grupos, puede ser obtenida en for-
ma analftica.
Los resultados reportados para este caso fueron obteni-

dos considerando para el error en el eigenvalor un valor de

10‘7, 0 sea que el procesoc de iteracifn de potencia se termi
né cuando la desigualdad Ik(n) - k(n-l)l/k(n) < 10”7, fué sa
tisfecha par; un nar de iteraciones sucesivas k(n_l) b'g k(?).
Se us6 este criterio debido a gque la PDP-10 trabaja con ocho
cifras significativas en las variables reales, siéndonos im-
posible el usar doble precisién.dada la pequena capacidad de

memoria (24 k).

5
Kaper, Leaf y Lindeman( ) trabajaron con secciones efi-

caces de 16 dfgitos; sin embargo, ellos mismos reconocen que
desde un punto de vista fisico esto no es muy Gtil, puesto -
que las secciones eficaces son conocidas solo con 3 6 4 dfgi

tos significativos. En nuestras condiciones el m&ximo de di-




gitos posibles es 8, por lo que fue necesario redondear los
valores de las secciones eficaces, introduciendo un error de
redondeo afin antes de que la computadora iniciase su trabajo.

Ademds de &sto, la longitud de una palabra de punto flo

tante en la PDP~10 estf limitada a 36 bits, casi la mitad de

los 64 bits en la IBM-360.

Debido a todos estos problemas, fu& necesario obtener -
nuestros propios valores de referencia para el eigenvalor -~
keff aln en el caso del reactor homogéneo; considerando que
en nuestres resultados son correctos sb6lo los primeros siete

dfgitos sin redondeo.
6.- Comprobacién de la exactitud en la aproximacién con DELFIN.

Para comprobar la exactitud de los resultados, y dado -
que estamos reducidos a trabajar con ocho digitos, se ha apli
cado el c6digo a un problema de referencia presentado en un
reporte del Argonne National Laboratory(lg), en el cual los
datos tienen dos o tres cifras ;ignificativas.

El problema de referencia es un reactor homogéneo cua_-
drado, con siete grupos de energia, y dispersién hacia arri-
ha y hacia abajo entre todos los grupos.

Los resultados obtenidos para keff con DELFIN se compa-
ran con la solucién analftica y con los resultados obtenidos
aplicando el c6digo EXTERMINATOR-2 al mismo problema, y gque

se encuentran en el reporte mencionado. En la Tabla I. se -~
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Fig. 9.- Mallas Bésicas para un reactor homogé&neo

rectangular.




muestran estos resultados, junto con: la malla usada, el gra
do del polinomio y el error de truncacifn en porciento. El1 -
valor para el error de truncacifn que usamos en el proceso i
terativo fue 1077 o menor.

Como puede notarse, los valores obtenidos con polinomios
lineales para el error son del mismo orden que los que se -~
tienen con el EXTERMINATOR-2, en cambio para pol;nomios ctbi
cos obtuvimos un resultado més exacto por un factor de 1000.
Este hecho demuestra que los resultados que arroja el cbdigo

tienen una alta exactitud, y comprueban ademds la calidad =~

del m&todo del elemento finito.

Para comprobar la exactitud en los valores obtenidos pa

ra el flujo, se usa el reactor homogéneo descrito en una sec
cibn posterior de este capftulo obteniéndose tambié&n una al=-

ta exactitud.

Cabe mencionar ahora gue para problemas tratados desde

un punto de vista ffsico no es necesario trabajar con mis de
ocho dfgitos, puesto que como ya se ha dicho las secciones -
eficaces se conocen solo con tres o cuatro dfgitos significa

tivos.

7.~ Comparacién.

Como se ha dicho antes, al hacer el andlisis de los re-

sultados para llevar a cabo la comparacién, mencionaremos dos

valores de referencia para el eigenvalor keff:

I). Para mallas triangulares y diferencias finitas los



TABLA I

Resultados para el Problema de Referencia

CODIGO MODOS Kogs (Ak/k_g) X100
EXTERMINATOR-2 9 0.8049 55 3.04 x 10°
24 0.7779 37 3.39 x 10-*
69 0.7749 34 5.02 x 10-°
DELFIN 1 9 x3 |0.7572 7655 2,23 x 10°
1 24 x 6 |0.7717 3192 2.82 x 10°!
2 9 x 3 {0.7743 1137 2.34 x 10~
3 9 x 3 |0.7744 8216 6.30 x 10-°
RESULTADO ANALITICO = 0.7745 4513 57




valores de referencia reportados por Kaper, Leaf y Lindeman.
Excepto para el reactor homogéneo, estos valores los obtuvie

ron usando el cédigo HOD con elementos polinomiales de quin-

to grado (m=5), para una secuencia Tp,q de triangulaciones -

del dominio 2 sucesivamente refinadas. El criterio que usa_-

ron para el error de truncacifn en estos valores de referen-

cia fué 10'1°, cbteni&ndose una secuencia k(s’Tp,q) a partir

de la cual se determinS el valor de referencia de k_ce. To__

dos los errores relativos de truncaciSn para mallas triangula
res fueron medidos con respecto al valor de k.. asf determi

nado, e igualmente para diferencias finitas.

II). Para mallas rectangulares los valores de referen -
cia reportados son los que se obtuvieron con la malla mis fi
na que fué& posible usar para polinomios cfbicos (m=3). Excep
to para el reactor homog€neo, el criterio usado al obtener -
esos valores es de 10~°. Todos los errores relativos de trun

cacifn para mallas rectangulares son medidos con respecto al

valor de k £F asf determinado.
e

a) .- Reactor Homogéneo.

Consideremos un reactor homogéneo cuadrado, con dos gru
-
pos de energfa, siendo las constantes del material dadas en

el Apéndicé 1, con el nombre de nicleo entonces

Q = {(x,y): 0<x<L, O<y<L} con L = 50.05 cm.

ey T




Con condiciones de frontera dadas por

o ad
—2 (0,y) = —3—3 (x,0) = 0,

para (x,y)eaeﬂ; g=1,2

¢g(L.y) = ¢g (x,L) = 0.

Resolviendo analfticamente este problema se obtiene un

flujo dado por

x
¢g(x,y) = Ag cos z COs 5% g=1, 2 '
con
k = 1,4653 87384 104 ,
A = 0.0064 57062 6 '

A_= 0.0311 86083 .

para un flujo normalizado a una fisidn por segundo dentro del
reactor. Este valor de keff es el valor de referencia en el
caso de los resultados reportados para mallas triangulares.

Considerando solo ocho cifras signific%tivas el valor -
del eigenvalor es

k = 1,4653 874 .

eff

. R Este Gltimo valor de k,gr S el usado como referencia -

para nuestro problema, o sea con mallas rectangulares.
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Para verificar el programa DELFIN usamos la secuencia -
de mallas rectangulares ol'q (congq =1,2,...) sobre Q. Los
resultados obtenidos con diferente grado de los polinomics,-
desde lineales (m = 1) hasta cfibicos (m = 3) son listados en
las tablas II, III, 1V respectivamente.

Las primeras columnas de las tablas contienen los siguien
tes datos: 1) la malla rectangular ol,q; 2) el nfimero de coor
denadas generalizadas por grupo de energia N, o sea el orden
de la matriz de coeficientes; 3) el semiancho de banda de la
matriz W; 4) el factor Nw? que es proporcional al tiempo de
c8lculo; 5) el valor del factor de multiplicacién k = k(m,op'q)
calculado considerando un error relativo de 10~’ o menor en -
el proceso iterativo de potencias; 6) el error relativo de -
truncacién en porciento medido contra el valor exacto de keff

o sea (IAkl/keff) x 100, con Ak = Ak(m,0_ ) = k(m,0_ ) -

P.g pP.d
- keff; 7) la cantidad P = Py (m,op’q)
Ak +1 h
pp(m,0_ ) = |ln == in| —I-
k P.q . Akq hq+1

que es una estimacifn para el exponente pk(m) en la relacién

asintStica para el errdr en keff

k(m,o) = kgge| = o m* ™) como m -0 .

Las siguientes columnas contienen los datos pertinentes

k3 » @
al flujo, siendo: 8) la norma L , o sea la norma superior -




- r———y——. TR

V=15

del error de truncacidén en el flujo

||¢g(qup ) - ¢g|| = max max ) (m,op'q)(x,y) -

q @  g=1,2 (x,y)ef El

- q)g(le) [

como puede observarse ésta es una norma muy simple y estd de

finida en un sentido puntual; 9) la cantidad p¢ = p¢(m,cplq)

definida por

A¢ (m,0 ) h
= P:.g g
P¢ (m,O’p'q) 1n Ad (m’op,q—l) in hq+1 '

que estima el valor del exponente p¢(m) en la relacifin

Py (m)
||¢g(m.0) - ¢g||n° = 0(h ) con h~—+0 ’

y 10) la norma Wﬁ del error de truncacién.

1/2
- 2 r
(bg(m,0) = ¢ )"dr .

ogtme) - ol
' )

Analizando los resultados obtenidos, puede notarse que
Qi comportamiento de los errores de truncacibn para el flujo
y el eigenvalor convergen a los valores tebricos, asf P Y -

m+1

Py convergen a 0(h2“5 y 0(h ) respectivamente. Es importan

te mencionar que dado el corto nfimero de dfgitos que podemos




TABLA 11

RESULTADOS CON DELFIN PARA EL REACTOR HOMOGENEO GRADO 1

' > WE -
NITAS | cHo DE V0 DE TRUNCA RIOR DEL = DEL ERROR BE
LA POR BANDA N w? k CION - Py ERROR DE -| p, | TRUNCACION -
P.q GRUPO W Ak 100 TRUNCACION DEL FLUJO.
e K EN EL FLU-
eff Jo
01’1 4 6.40x10°% | 1.4068 150 -3.99x10i - 0.1909x107? - 0.3689x%10" %
o, 5 2.25x10% | 1.4507 483| -9,98x10 ! 2.00 | 0.3463x10 2 - 0.7298x10 3
01'3 16 6 5.76x102 | 1.4589 119} -4,41x107? 2.01 | 0.1462x10 2 | 2,46 | 0.2840x10°
o’ 25 7 | 1.23x10° | 1.4617 519| -2.48x10 ! 2.01 | 0.8085x10°° 12.13 | 0,1717x10™3
ol's 36 8 2.30x10% | 1.4630 628 -1.58x107! . 2.00 | 0.5133x107% | 2.06 | 0.1582x1073
ol’s 49 9 3.97x103 { 1.4637 739| ~1,10x107} 2.00 { 0.3550x10 % {2.04 [ 0.7551x10™"
01'7 64 10 6.40x10% | 1.4642 023 -8,08x10 2 2.00 | 0.2601x107° 2,02 | 0.5065x10™*
°;'a 81 11 9.80x10% | 1.4644 802 ~6,19x1072 2:00 | 0.1988x10° % | 2,02 | 0.4232x10™*
01'9 100 12 1.44x10* | 1.4646 706 | -4.89x10°2 2.00 | 0.1569x10° % 2,01 | 0.3056x10™*
ol’lo 121 13 2.05x10* | 1.4648 069 | -3,96x10 2 2.00 | 0.1270x10 ® 2,01 | 0.2450x10™*
°1';; 144 14 2.82x10% | 1.4649 077 -3.27x1072 2.00 | 0.1049x1073 2,01 | 0.1852x10"*
61'12 169 15 3.80x10% | 1.4649 841 -2.75x10_’2 1.99 | 0.8807x10°* {2.01 | 0.1772x10™*
ol'13 196 16 5.02x10" | 1.4650 438 -2.34x10_2 2.00 | 0.7501x10™* {2.01 | 0.1325x10 *
o ' La 225 17 6.50x10" | 1.4650 912 _2_02,‘10-2 2.00 | 0.6467x10° % {2.00 { 0.1176x10™*
o 256 18 8.29x10% | 1.4651 293 | -1,76x10" 2 2.00 | 0.5631x10 * }2.00 | 0.1099x10" 5
o:':: 289 19 1.04x10° | 1.4651 603} -1.55x10" 2 1.98 | 0.4946x10 * |2.00 | 0.8960x10° 5
o' 324 20 1.30x105 | 1.4651 863 | -1.37x10"2 2.00 | 0.4382x10™* {2.00 | 0.7742x1075
o’ 361 21 1.59x10°% { 1.4652 082 -1,22x1072 2.00 |[0.3909x10°* |2.00 | 0.7109x107 5
o e 400 22 1.94x105 | 1.4652 264 | -1.10x1072 2.00 | 0.3507x107 " |2.01 | 0.6192x10°5
o'’ 441 23 2.33x10° | 1.4652 422( -9.90x10 3 2.00 | 9.3165x10 * |2.00 | 0.1583x10 5
lr20

9T-A
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TABLA III

RESULTADOS CON DELFIN PARA EL REACTOR HOMOGENEO GRADO 2

9.9 N w N W2 k ﬁ:ff x 100 Py
o1 1 8 8 |5.12x10%| 1.4632 67 | -1.45x10 * -
A 01:2 21 | 11 |2,54x10%| 1.4652 42 | -9.89x10"° 3.87
- 93,3 40 | 14 [7.84x10°%| 1.4653 58 | ~-1.98x10"° 3.97
| 1,4 65 | 17 |1.88x10"| 1.4653 77 | -6.82x10"* 3.70 :
O, s 96 | 20 |3.84x10*| 1.4653 83 | -2.73x10 * 4.11 —

Oy ¢ 133 | 23 [7.04x10"| 1.4653 85 | ~1.36x10 * 3.80 °
o, » | 176 | 26 |1.19x10°| 1.4653 86 | -6.82x10 ° | 4.50

Oy 4 225 | 29 {1.89x10%| 1.4653 86 - - :
Oy 280 | 32 [2.87x10°| 1.4653 87 - -
Oy, 1o | 341 | 35 14.18x10°| 1.4653 86 - -

TABLA IV

RESULTADOS CON DELFIN PARA EL REACTOR HOMOGENEO GRADO 3

°og | W N w? k égff x 100
Op,1 | 12 12 1.79x10% | 1.4653 49 - 2.59x10 2
95,2 33 17 9.54x10% | 1.4653 87 -
95,5 64 22 3.10:%10* | 1.4653 87 -
oy, | 105 27 7.65%x10% | 1.4653 87 -
Gy, | 150 32 1.54x10°% | 1.4653 87 -
Sy 217 37 2.97x10°% | 1.4653 87 -

Oy y 288 42 5.08x10° | 1.4653 87 -
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usar, tan solo con una particiSn en dos de la malla béasica,
ya se ha alcanzado el valor correcto para el eigenvalor con
los siete dfgitos exactos disponibles.

Como puede verse, las restricciones que tenemos en cuap
to al nGmero de dfgitos dificulta la comparacibén de nuestros
resultados con los botenidos usando elementos triangulares =
por Kaper, Leaf y Lindeman(s).

Con el fin de efectuar la comparacifn se listan en la -
Tabla IV los resultados obtenides con el c6digo HOD para es-
te mismo reactor usando elementos triangulares(s). Los valo-
res del factor de multiplicacién efectiva k = k(m, 1, ) son
los obtenidos con un error relativo de 107'° O menor.

Como ya se ha mencionado el tiempo de c8lculo es propor
cional a NW2, donde N es el nfimero de incégnitas por grupo y

W es el semiancho de banda. Una vez establecida la malla que

se emplea y el grado de los polinomios N permanece fijo, pe-

ro W puede variar de acuerdo a la forma en que se ordenen ‘los
nodqs de la malla. En nuestro caso, mallas rectangulares, he
mos numerado los nodos en forma.progresiva sobre cada lfnea

del eje x, recorriéndola de izquierda a derecha, y asf lfinea
por lfnea empezando por la de m4s abajo, fig. 10. Para las -
mallas triangulares se supuso que los nodos fueran ordenados
en la misma forma, en base a la experiencia se piensa que -
aunque la ordenacién haya sido hecha en forma diferente, no

varfa en forma notable el valor de W. Nos hemos tomado la 1i

bertad de incluir estos valores en la tabla V.
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N = 16 W=2=6
13 14 15 16
9 10 11 12
5 3 7 8
1 2 3 4
N =7 W=25
6 1
4 5'
1 2 3

‘ Fig. 10.- Ordenacifn de nodos para ambos tipos de malla.




TABLA v

RESULTADOS CON HOD PARA EIL REACTOR HOMOGENEO

; Incog|Semi- ERROR RE- NORMA SUPE- ;
5 Malla |Ritas|ancho LATIVO DE RIOR DEL - :
2 por [de -~ N W?(?) k TRUNCACION P, |ERROR DE - Py ,
: P,d |Grupo}|banda Ak % 100 TRUNCACION
N (2)w k EN EL FLUJO
eff
, T, 7 5 {1.75x10%| 1.4225 1602 | -2.9x10° —  |0.1551x107} -
r r - -
Ter, 19 7 19.31x10%| 1.4532 6222 | -8.3x10 ' | 1.82 |0.5932x10 %{ 1.39
. Te, 3 37 9 {3.00x10°| 1.4598 6024 | -3.8x10 ' | 1.94 [0.2991x10 %{ 1.69
i = Te,u 61 11 |7.38x10°| 1.4622 4695 | -2.1x10" ' | 1.97 |0.1809x10 2| 1.75 T
| o - _ _ |
2 T, 91 13 {1.54x10%| 1.4633 6726 | -1.4x10 ' | 1.98 |0.1218x10 ?| 1.77 s ;
’ - —
QT | 127 15 |2.86x10"| 1.4639 8039 | -9.6x10 2 | 1.99 [0.8799x10 °| 1.77
’ —-— L
T, , | 169 17 |4.88x10%| 1.4643 5147 | -7.1x10 2 | 1.99 [0.6673x10 °| 1.79
, .
ot ' L 19 12 |2.74x10°| 1.4633 9429 | -1.4x10" ' - ]0.1858x10 ° - :
i ol e,z 61 20 |2.44x10"| 1.4652 5178 | -9.3x10°° | 3.88 {0.2200x10 °| 3.08
L o Te,s | 127 28 [9.95x10"| 1.4653 6003 | -1.9x10 3 | 3.95 |0.6265x10" *| 3.10 -
: g T, | 217 36 |2.81x10°| 1.4653 7865 | -6.0x10 * | 3.97 |0.2594x1p *| 3.07
. ’ — -
b Q| T, . | 331 | 44 |6.41x10°| 1.4653 8379 | -2.5x10 * | 3.98 |0.1314x10 ‘| 3.05
i h 4 - -
' Bl 1, o | 469 52 |1.27x10%| 1.4653 8564 | -1.2x10 * | 3.97 {0.7545x10 °| 3.04
e 14 - -
L T, , | 631 60 [2.27x10°| 1.4653 8644 | -6.4x10 ° | 3.98 (0.4723x10 °>{ 3.04
| ‘ 7 1

Ty g




CUBICO

TABLA v

RESULTADOS CON HOD PARA EL REACTOR HOMOGENEO (CONTINUACION

Inc6g| Semi- ERROR RE~ NORMA SUPE-
Malla |nitas| ancho ) LATIVO DE RIOR DEL -~
To,q | POE.| 9 N W (?) k TRUNCACION | Pk |ERROR DE -| P,
Grupo| banda Ak TRUNCACION
eff
T 37 23 1.96x10"| 1.4653 59766 44 | -1.9x10 ° - [0.1761x107°| -
6r1 _ -
T 127 41 2.13x10°%| 1.4653 86919 30 -3.2%x10"% |5.8910.1870x10""| 3.24
6r2 -— -
T 271 59 9.43x105| 1.4653 87342 16 | -2.9x10"° |5.93]0.4058x10 °| 3.77
6 3 - -
' 509 77 3.02x10%| 1.4653 87376 55 | -5.2x10 7 -{5.96(0.1323x10 ®| 3.90
6 4 ‘ : - -
T 721 95 6.51x10%| 1.4653 87382 11 | -1.4x10 7 ]5.97(0.5476x10 °| 3.96
6 .5 - -
T ' 1027 | 113 1.31x107) 1.4653 87383 43 | -4.6x10"° {5.95/0.2642x10 °| 4.00
6 6 R
[

IZ-A
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10 T 1 1 T T

1072 |

10 L i 1 1

10° 10! 102 108 10" 105
Nw2
Fig. 11.- Tiempo de cdlculo en funcibén del error relativo de

truncacién. Reactor Homogé&neo. Elementos lineales:
A triangulares, 0 rectangulares.




10

1074

10_5 | | 1 L

102 108 10" 105 10°
NW2
Fig. 12.- Tiempo de c&lculo en funcibn del error relativo de

truncacién. Reactor Homogéneo. Elementos cuadrdti-
cos: A triangulares, 0 rectangulares.

107
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Para efectuar la comparacién se hicieron las grificas -
del error relativo de truncacifén en por ciento contra el tiem
po de cdlculo, para ambos tipos: elementos rectangulares y -

triangulares, en los casos lineal y cuadrdtico, figs. 11y -

12 respectivamente. Para el caso cfibico no es posible esta -

comparacifn pues como puede ohservarse en las tablas IV y V,

son necesarios bastante mis de ocho dfgitos para .establecer
o la razén de convergencia. : . *;;
¥n las gr&ficas se observa que hay un factor de mayor =
rapidez en el c&lculeo cuando se usan elementos rectangulares f:
en lugar de elementos triangulares, ademis estos factores -
crecen conforme aumente la precisidn de la constante de mul-

tiplicacifén k. El orden de magnitud de estos factores es el o

siguiente:
Grado Error relativo % Factor de mayor
rapidesz
lineal 4 x 10! 4.3 : o
8 x 10 2 5.3
2 x 103 12.3
cuadritico 2 x~10-“ . 16.0

B) .- Reactor de dos zonas.

Se consider$ un reactor cuadrado de dos zonas como el -

que se muestra en la fig. 13. Las dimensiones externas del -~

. ) reactor son
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Q= {(x,y) ; 0<x <L, 0c<y<L} con L = 50.05
cm.

donde € Q. + siendo " :Yf

I II

Fel
I

= {(x,y): 0<x<20.055 , 0<y<20.055} con X,y en cm.

Las constantes de los materiales est&n dadas en el Ap€n
dice I, con los nombres de nficleo y cobertor.
El valor de referencia en el caso de mallas triangula-

res y diferencias finitas para el factor de multiplicacibén -

keff ha sido tomado como keff = 1.1973 9966, obtenido con la
e triangulacién T )
. 6,6 g
- En nuestro caso, mallas rectangulares y ocho digitos, - j;j
7 el valor de referencia es el obtenido con la malla 04 3 Y ©8
’
k = 1,197 405.

eff
Los resultados obtenidos con eLementos rectangulares se
listan en la Tébla VI, vy los tomados de la literatura(s) pa-
ra elementos triangulares y para diferencias finitas en la -
Tabla VII. Para todos los casos el proceso iterativo de po_-
tencias’ se concluy$ con un criterio de 107°, excepto en los
casos que se seflalan en la Tabla VII.

Para efectuar la comparaci6n tomamos los datos de las

Tablas VI y VII, graficando el error relativo de truncaci6n

en por ciento contra el tiempo de cflculo para cada uno de -

los diferentes tratamientos, figs. 14 y 15.
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y
Y
T
COBERTOR

g
0
un
[o=]
1) T
Tl

(o]

-

0 CORAZON

[ ]

[o=]

(9]
L1

= 20.055cm=
b= 50.05 cri: —

Fig. 13.- Reactor de 2 Zonas (cuarta parte).
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De las gr&flcas, se’ puede observar la notable dlferencia

en la mayor rapldez de - los c&lculos efectuados con - elementos

finitos contra los hechos usando dlferen01as flnltas, lo cual

ademas ya habfa sido establecido por Kaper, Leaf y Llndeman(s).

Para llevar a cabo la comparacifin entre los dos tipos -
de geometrfa de los elementos finitos se dispone de un n@imero
muy pequeno de resultados, fig. 15. Si como es de esperarse,
el comportamiento de los resultados es igual al de los casos
anteriores conforme aumenta el nGmero de parfmetros, puede -
decirse que hay una mayor rapidez en los c&lculos efectuados
con elementos rectangulares, aungue el factor no puede ser -
' estimado.

o Es importante hacer notar que el error en keff para gra o

7 do uno se comporta aproximadamente como 0(h2) a pesar de - 3

existir una discontinuidad, sin embargo para grado dos es -~

aproximadamente O(h3) O menor, en vez del comportamiento ted

rico 0(h4), de donde deducimos que la discontinuidad afecta

2 bastante a la convergencia de keff' hecho que esperabamos(‘a.

C) .~ Reactor R&pido de CrIa enfriado con Metal Liquido de -
1000 Mw(e) LMFBR.

Este es un disefio tipico de un reactor r&pido de crfa -

enfriado con metal liquido y tenierdo como combustible &xido

de uranio. En la fig. 16 se muestra una cuarta parte del -
reactor con sus dimensiones. Sus caracterfsticas son las de !

un reactor con potencia total de 2400 MW(t)(s). Las fraccio-




RESULTADOS CON DELFIN PARA.
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TABLA

VI

EL-REACTOR DE 2 ZONAS

GRADO 1
Uqu N W Nw? . k_ M;W X 100 Py
o,,0 | 9|5 | 2-25%x10% | 1,1050 08 | -7.72x10’ _
Gu,, | 25 | 7 | 1.23%x10° | 1,1753 34 | -1.84x107" 2.07
o,,s | 49 | 9 | 3.97x10° | 1.1880 40 | -7.82x107" 2.12
o,,, | 81 {11 | 9.80x10° | 1,1922 81 | -4.28x107" 2.10
o,,s |121 |13 | 2.04x10* | 1.1941 74 | -2.69x107" 2.07
o,,s |169 {15 | 3.80x10* | 1.1951 80 | _1.85x10"' | 2,05
o,,y |225 [17 | 6.50x10* | 1.1955 50 | -1.55x107" 1.18
g,,s |289 |19 | 1.04x10° | 1.1961 61 | -1.10x10™" 2.11
o,,, |361 [21 | 1.59x10° | 1.1964 22 | -8.17x107° 2.01
Tiao |441 [23 | 2.33x10° | 1.1966 08 | -6.61x107° 2.00

GRADO 2
Oy,1 | 21 111 | 2.54x10° | 1.1949 33 | -2.47x10 2 -
O4,, | 65|17 | 1.88x10* | 1.1978 83 | +4.00%10" 2 2.37°
04,3 |[133 |23 | 7.04x10* | 1.1976 08 | +1.70x10 2 2.11
Oy,s | 225 [39 | 1.89x10° | 1.1974 83 | +6.51x10 3 3.32
Oy,s |341 |35 | 4.18x10° | 1.197%4 35 | +2.51x10 ° 4.28

GRADO 3

w,1 | 33 |17 | 9-54x10° | 1.1983 62 | +7.99x107 > -
«,2 |105 [27 | 7.65x10* | 1.1974 81 | +6.35x107° 3.65

,,s {217 (37 | 2.97x10° | 1.1974 05
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TABLA VII N

- RESULTADOS ‘CON HOD Y DARC2D -PARA EL REACTOR DE 2 ZONAS

GRADO 3
Malla |Inc6g- |Semi- Error relativo
T nitas |ancho 2
Prd jpor - [de = NW k ]Ack X 100
grupo banda eff
N W _
Te,2 127 41 | 2.13x10° |1,1974 048 |+4.3x10°"
T, 5 | 271 59 | 9.43x10° }1.1973 904 |-7.7x10"*
T, . | 509 77 | 3.02x10°% |1.1973 920 |{-6.4x107*
’ -
Te 5 | 721 95 | 6.51x10° |1.1973 943 |-4.5x10 *
| GRADO 3
I
\To. | 46 21 | 2.03x10% [1.1978 55 |+3.8x10-2
GRADO 2
[t2s,y | 53 24 | 3.05x10* |1.1970 49 |- 2.9x1072
Te, 2 61 20 | 2.44x10* 11,1970 17 |- 3.2x10 ?
DIFERENCIAS FINITAS
‘ ,
: CI 16 6 | 5.76x10% [1.2561 49 4.9%x10°
- C I 64 10 | 6.40x10° [1.2118 48 1.2x10°
o Oy,,0 | 400 22 | 1.,94x10° [1.1994 91 1.7x1071
¥ 0,,5, |1024 34 | 1.18x10° |1.1982 01 6.7x10" 2
- Ty, 40 |2304 50 | 5.76x10° [1.1977 53 3.0x102
i L ————NTUT
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Fig. 14.- Tiempo de cdlculo en funcién del error relativo de
_ truncacién. Reactor de dos Zzonas.
X Diferencias Finitas.

+ Elementos rectangulares lineales.
0 Elementos rectangulares cuadriticos.
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Fig. 15.~ Tiempo de c&lculos an funcibén del error relativo -

de truncacidén.
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Reactor de dos zonas. Elementos cl-

. 0 rectangulares.
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nes de voldmen de combustible, sodio, y acero inoxidable en el
ntcleo éon 0.42, 0.37 y 0.21 rg%pé@ﬁiya@ente.

El conjunto de secciones efiéaces para los cuatro gru -
pos usados es listado en el Apé&ndice I con los siguientes -
rombres de materiales: regifn de ndcleo I, regién de ndcleo
II, regifn de reflector, regibén de cobertor I, y regifn de -
cobertor Il.

Para mallas triangulares el valor de referencia de la -
constante de multiplicacién es keff = 1.0569 955, obtenido -
con una malla 124'1(5). También para diferencias finitas se
usa este valor.

En el caso de mallas rectangulares el valor de referen-
cia fué el obtenido con la malla mis fina posible de calcu_-

lar con polinomios cdbicos, siendo esta TG 2 y el valor de -

’
referencia keff = 1.059 789.

Los valores de referencia son diferentes debido al ntime
ro de cifras significativas usado en cada caso.

Para el fratamiento con diferenciasfihitas usaron siete
diferentes mallas rectangulares segin se muestra en la tabla
VIII. Dentro de cada regién lo§ intervalos son igualmente es
paciados en ambas direcciones x, y. Los resultados se presen
tan en la Tabla IX. En la filtima columna se muestra el nime-
ro mdximo de palabras de 64 bits usadas durante la ejecucibn

del programa.

Los resultados para el c6digo HOD con elementos desde -
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M |
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Fig. 16.- Reactor r&pido de crfa LMFBR (cuarta parte)
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TABLA  VIII
ESTRUCTURA DE LAS -MALLAS -PARA LA APROXIMACION CON. DIFERENCIAS T

FINITAS DEL REACTOR LMFER.

7 o NGmero
direccion x (cm) direccibn y (cm) —| Total
Mallal 0 154.85] 92.95 0 | 73.5]103.9[138.7 de cel
a a a |TOTAL| a a a a_| TOTAL! 3as en
54.85[/92.95|123.45 73.5|103.9]138.7| 169.2 la Ma~
lla.
- T 2 2 2 6 2 2 2 2 8 48 7
e 6 2 2 10 B | .- 2 2 2| 14 140 —
e 4 2 |14 | 10 4 4 2] 20 | 280
ol 10 6 4 20 12 6 6 4 | 28 560
| R T 7 s | 25 | 14 8 8 6| 36 | 900 3
} “zi:o 1 8 6 29 15 9 9 7 | 40 |1160 '
( ™ 16 10 7 33 16 10 10 8 | 44 |1452
; 1452
TABLA IX
RESULTADOS CON DARC2D PARA EL REACTOR LMFBR
, ‘
‘ Ntmero de _ Nfimero de it
Malla :;g:ét;.m;l;a_r k Error(gilatlvo ?giagizz) 2
Grupo . -
! LA 48 1.067176(  9.6x10°} 38 900
| LI 140  |1.064142]  6.8x107! 41 070
: T ee 280 1.058874 1.8x10 1 44 200
LI 560 1.057842 8.0x10 2 50 500
LI 900 1.057838 5.2x1072 58 200
e 1160 1.057414 4.0x10° 2 64 100
Tousg| 1452 1.057298 2,9x1072 70 700
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TABLA X
RESULTADOS CON EL HOD PARA EL REACTOR LMFBR
R NGmero de
NGmero - | Semi-
; . Error Palabras
Grado| Mallalde “Inqﬁi anchol ¢ w2 k relativo usado
Tp q nitas por|de - (%) (64 bits)
Zlgrupe N |[banda
W - o
2 Tiret 46 15 1.04x10%[1.056700|-2.8x10 2| 48 000
[ 4
2 |, 63 17 1.82x10"%| 1.056851|-1.3x10 2] 48 400.
1 4 . -
3 7 1 94 27 6.85%x10%|1.057007|+1.5x10 3| 49 800
1 4
4 .. | 150 36 | 2.06x10°|1.056995|+3.3x10 *| 53 300
[ 4
5 gl 24 46 5.10%10°} 1.056992 - 59 400
1 4
5 |t 336 50 8.40x10°%]1.056992 - 64 400
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TABLA

DELFIN PARA EL

XI

REACTOR . LMFBR

GRADO 1

b, Y| ¥ N w2 k kAk x 100| PFx

eff .

o .| 20 6 |7.20x10%11.0402 27|-1.85x10° —

O, 63 9 {5.10x10%]1.0553 82|-4.16x10" 9| 2.15

g.,,|130 | 12 1.87x10%|1.0578 73}{-1.81x10"°| 2.05

g.,.]221 | 15 4.97x10%|1,0587 36|-9.94x10 %} 2.08
GRADO 2

O, 4| 51| 14 1.00x10"{1.0599 45| 1.47x10 2| ~—

o 1173 | 23 |9.15x10%|1.0598 42 5.00x10™°%] 1.70

o, .|367 | 32 3.76x10°{1,0598 01| 1.13x10 3| 3.68
GRADO 3.

o, 82| 22 3.97x10{1.0598 54 6.13x10"%| —

o . ,[283 | 37 |3.87x10°(1,0597 89 — —
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.gréE;'aBs ﬁé§Eé>é£ﬁE6"gobfé?iﬁ1tiiaﬁgulaq;6nf1ii;i;"y:pa;a*-

gradé'dog:y:Eincoisqb}éwié*ﬁ?iéggulaciGn 1;;;i'§e4§an'en"la
Tabla X.

Los resultados obtenidos con el c6digo DELFIN para poli
nomios lineales, cuadr&ticos y ctibicos se dan en ;a Tabla XI.

En su reporte Kaper, Leaf, y Lindeman concluyen que el
cédigo HOD con elementos cuadriticos y diecisiete trxi&ngulos
es aproximadamente 20 veces mis rapiao que el cb6digo DARC2D,
siendo ademas"redgcida la necesidad de memoria de 70 700 pa-=
labras a 48 000 palabras, lo cual representa un ahorro de -
mas del 30%,

Con el c6digo DELFIN hemos logrado para la malla 9,3 ~
con 24 000 paiabras de memoria y un tiempo de cdlculo ligera
mente mayor, el mismo orden para el error relativo en porcieg
to que el obterido con el c6digo HOD para la malla T17'1 con
53 300 palabras, pero con la gran diferencia de habker usado
_ elementos cuadrdticos con el cddigo DELFIN mientras gque con

el c6digo HOD se usaron elementos cuadriticos.




CONCLUSIONES

Ha sido desarrollado un cdéddigo que resuelve numéricamen
te la ecuacién de difusién de neutrones dentro de un reactor
nuclear en estado estacionario, considerando varios grupos -
de energia y usando la técnica de elementos finitos. Los da-
tos que deben suministrarse al c6digo son los coeficientes -
de difusién, secciones eficaces y espectro de fisi6n, por re
gién y por grupo; se obtienen como resultados el valor de la
constante de multiplicacidn keff y los flujos en cualquier -
punto del reactor.

Se ha efectuado una comparacifn entre la eficiencia de
un cédigo con elementos finitos rectangulares contra uno que -
usa elementos finitos triangulares, para el tratamiento de -
reactores répidos con geometrfa rectangular. Se han obtenido
resultados que permiten sugerir el uso de elementos finitos
rectangulares para resolver problemas con geometria rectangu
lar, pues cuando menos se tendr& una mayor simplicidad en el
manejo del cédigo.

Con este c6digo se podr&n‘efectuar en- lo sucesivo una -
serie de investigaciones sobre problemas de ingenierfa nu_--
qlear como son: investigacién de criticidad, quemado de com-
‘bustible, cambios de reactividad, etc., asi como en la deter
minacién del tipo de elemento finito y de las bases de fun_-

ciones polinomiales mis adecuadas para reactores con geometrfa

rectangular.
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APENDICE I

CONSTANTES DE LOS MATERIALES

NUCLEO
g=1 g=2
Dg 2.6800045 1.5787672 *
23 5.4577038x10 2 1.4496088x10 2 ki
(vzf)g 3.0834480x10™" | 2.5200x10"" | -
Xg 0.575 0.425
(g, 1.23338x107 1.00800x10™" -
g'=1 Jgig -  4.0792071x107 o
g'=2 ngg~ - -
1

(*) cm (**) cm™
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APENDICE I . .

CONSTANTES DE LOS MATERIALES

COBERTOR
g=1 g =2
Dy 1.5496893 1.0941654 * .
R -1 -3 \
2g 1.1202501x10" 9.0074999x10 *k
. g g 5.2464120x10™° 3.42000x10"" x |
|
Xg 0.575 0.425
(g _ -
£'g 2.09856x10 1.36800x10" " *
-2
=1 *k
i 9 Zg.g | 8.8989013x10 :
=2
g zgfg
(*) cm




_ CONSTANTES DE LOS MATERIALES

REGION DE NUCLEO I

S=1 g=2 q=3 g=4
2.8549410 1.5019864 9.5626321x10" ' | 9.4976006x10~"
4.4404449x10°° | 7.5714441x107 % |1.0728348x107% | 2.8385773x10™2
1.7810572x10"% | 4.7768687x10~ 2 [6.3201602x10" > | 2.4478089x10 2

5.8815320x107*

5.93749x10" °

4.0819007x10"*
1.63826x10" °

3.75673204x10" 2

3.6383214x10" 3
2.19686x10" 3
1.9084315x10 "

4.1581627x10" 3

1.9472008x10" °
8.51473x10 3

1.3104739x10" °
3.0708365x10" 7

1.8005366x10 2

*k

L

k&

*k

*%

L

I dOIANdaY




CONSTANTES DE LOS MATERIALES

. REGION DE NUCLEO II

g=1

g=2

g=3

g=4

2.8564419
4,43118312x10 2
1.9504805x10 2

5.8815320x107}

'6.43424x10°

1.5029859
'8.0212329x10°
6.1076731x10 3
4.0819007x10° !
2.09374x10 2

3.7093792x10 2

9.5546409x107*
1.1456733x10 2
8.0890608x10 2
3.6383214x10°°
281138x10° 3

1.8534623x10 "

4,1507471x10° 3

9.3546137x107*
3.2093861x10 2
3.1305739x10" 2
1.9472008x10 °
1.08885x10 2

1.3647539x10 °

3.0816814x10 7

1.8030354x10 3

* %k

ki

*%

*%

**%

* %k

I JDIANIdY




SRIERNG © s p e e m o4 gl

i

- ———— —

CONSTANTES DE LOS MATERIALES

REGION DE REFLECTOR

g=1 g=2 g=3 g =4
2.9454221 1.8767154 9.0814163x10°{8,0997496x10 !
3.0877647x10 2 3.0552809xi0—3 2.8511966x10 °| 4.5020694x10 3
- 3.0282138x102 |7.2046601x10 % -
- - 2.8251846x10 3 -
- - - 1.6298899x10 *

* %

*%

* %

*%

I IOIANIAY




: L
CONSTANTES DE LOS MATERIALES
REGION DE COBERTOR I
g=1 g=2 g=3 g =4
2.7170892 1.4239655 9,1786663 9.6557242 °
4.7746956x10 2 [6.4510987x10 3 [8.7237990x10 2

1.4125980x10" 2
5.8815320x107}

4.93474x1073

8.3826363x10 "
4.0819007x10 1

2.90263x10 %

4.1964660x10 2

1.0734519x10?
3.6383214x10 3
3.73750x10™ %

2.2104927x10'“

4.3169599x10 3

1.6173004x10 2
4.2048861x10 3
1.9472008x10° °

1.46507x10 3

1.7577%46x10 7

1.7932700x10 3

* cm ** com-1

*%

x%

**%

*k

*k

*%

I JIDIANALY




TS

T e T

=
g'=1 29'9

LS
g9'=2 Zg'g

=
g'=3 29'q

CONSTANTES DE LOS MATERIALES

REGION DE COBERTOR 11

g=1 g =2 g=3 g =4
2.5140638 1.3019350 8.6143832x10 *|9.0189094x10 2
5.349433x10 2 | 7.3457619x10 ° {1.0268167x10 2|1.9874156x102
1.7300704x10 2| 1.3583608x10 % |1.7672090x107%}{6.9204081x10 °
.5.58153é0x10_1 4;;;19007x10_1 3.6383214x10°?|1.9472008x10" °
4.93474x10"? 2.90263x10™* 3.73750x10"* [1.46507x107¢
- 4.6522460x10 % |2.5647345x10 * -
- - 4.6940274x103{2.0861183x10 7
- - - 1.9051786x10 *

* %

*k

*%k

*k

*%

*k

I FOIONE4Y
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