


INSTITUTO POLITÉCNICO NACIONAL
Escuela Superior de Física y Matemáticas

SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES DE DIFUSIÓN PARA VARIOS

GRUPOS POR EL MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS

Tesis presentada ante el Colegio de Profesores
de la Sección de Graduados dp la Escuela
Superior de Física y Matemáticas del Instituto
Politécnico Nacional, para satisfacer, en parte,
los requisitos necesarios para la obtención del
Grado de

MAESTRO EN CIENCIAS
(Ingeniería Nuclear)

CARLOS
por

ARREDONDO SANCHEZ

México, D. F. México
1975



5

/f

•i

B I B L I O T E C A



SËCHPTMdA
or.

EDUCACIÓN VUB

--.¿UTUTO POLITÉCNICO NACIONAL
• ~ l .VL \ SUPERIOR DK RS'.CA Y

Unidad de Zatattnco. E-Jifuli N' 0

MCxico 14, D. P.

M é x i c o , D .F . ' , a 14 de marzo 1 9 7 5 .

ACTA DE REVIS ION DE TESIS

DR. LUIS CALVILLO ARMENDARIZ
DIRECTOR DE GRADUADOS E
INVESTIGACIÓN CIENTÍFICA Y
TECNOLÓGICA,
P R E S E N T E .

Los que suscribimos la presente acta nos complacemos en informar a usted que el dfa
de hoy, y de acuerdo con lo previsto en el Articulo 153 del Reglamento General de
Cursos de Graduados del UP .N , , hemos revisado el manuscrito de Tesis que presen-
ta el Lie. CARLOS ARREDONDO SANCHEZ., Candidato al grado académico de
Maestro en Ciencias en la especialidad de Ingeniería Nuclear. El tftulo do la t e -
sis es : "SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES DE DIFUSIÓN PARA VARIOS
GRUPOS POR EL MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS ".

Al hacer la revision mencionada, hemos aceptado el trabajo presentado por el can-
didato, previas ciertas modificaciones de forma y algunas adiciones que no modifi-
can sustancialmente la Tesis. Por esto y de acuerdo con el Articulo 155 del men-
cionado Reglamento se le autoriza que proceda a la impresión definitiva de este
Trabajo de Tesis y solicite el Examen de Grado.

A T E N T A M E N T E .

LA C O M I S I Ó N DE TESIS.

Dr . Jean Pierre Hennart

D r . Josa Ginor is Martft i M. en C. Francisco Sepúlvecla M.

D r . Carlos VéMez Ocón Dr , Ismael Herrera



La presente tesis fue dirigida por el Dr,

Jean Pierre Hennart, a quien deseo hacer patente

mi agradecimiento por su valiosa orientación.

Agradezco al Instituto Nacional de Energía -

Nuclear las facilidades otorgadas para el desarro

lio de este trabajo y por la ayuda económica para

su impresión.

Dedico esta tesis a toda mi familia y en es-

pecial a mis padres.

'•i*''



CONTENIDO

Resumen.

Capítulo I. INTRODUCCIÓN.

1.- Proposito de la tesis.

2.- Antecedentes y Descripción del Método.

3.- Polinomios por Partes.

4.- Estado Actual de las Aplicaciones en Ingeniería Nu

clear,

5.- Contenido.

Capítulo II. DESCRIPCIÓN DEL PROBLEMA.

1.- Ecuaciones de Varios Grupos.

2.- Método Iterativo de Solución.

3.- Problema Básico.

Capítulo III. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN ELÍPTICA INHOMOGÉNEA

POR EL METODC DE ELEMENTOS FINITOS.

1.- Propiedades Generales de la Solución.

2.- Formulación Variacional y Método de Ritz-Galerkin.

3.- Elementos Finitos.

4.- Aplicación a la Ecuación Elíptica de Difusión de

Neutrones.

Capítulo IV. CARACTERÍSTICAS DE NUESTRO PROBLEMA.

1.- Razones de Convergencia



2,- Geometría.

3.- Polinomios de Lagrange.

4.- Eliminación de Nodos Internos.

5.- Condiciones a la Frontera.

6.- Inversion Directa.

Capítulo V. RESULTADOS Y COMPARACIÓN.

1.- Introducción.

2.- Descripción de los Códigos,

3.- Bases para la Comparación.

4.- Terminología.

5.- Limitaciones de la Comparación.

6.- Comprobación de la exactitud en la

aproximación con DELFÍN.

7.- Comparación.

Conclusiones.

Apéndice I.

Referencias.



LISTA DE FIGURAS

FIG. PAG.

1 Convergencia de las aproximaciones $. a la

solución $ III-9

2 Ejemplo de aproximación de la superficie ü

por la unión ^ de elementos triangulares III-ll

3 Nodo3 asociados a un triángulo para distintos

grados k de las funciones polinomiales base 111-13

4 Coordenadas triangulares homogéneas III-15

5 Funciones de base W. para un elemento finito

en una dimensión, con diferente grado k de -

la función polynomial III-19

6 Forma general de una matriz banda IV-14

7 Forma de almacenar la semibanda superior de

una matriz de banda simétrica IV-14

8 Partición de la semibanda superior para su -

manejo en la memoria central IV-16

9 Mallas Básicas para un reactor homogéneo rec

tangular V-9

10 Ordenación de nodos para ambos tipos de malla V-19

11 Tiempo de cálculo en función del error relati^

vo de truncación. Reactor Homogéneo. Elementos

Lineales. V-22

12 Tiempo de cálculo en función del error relati-

vo de truncación. Reactor Homogéneo. Elementos

cuadráticos. V-2 3



FIG. PAG.

13 Reactor de 2 Zonas (cuarta parte) V-26

14 Tiempo de cálculo en función del error relativo

de truncacion. Reactor da 2 zonas. Diferencias

Finitas, Elementos lineales y cuadráticos. V-30

15 Tiempo de cálculo en función del error relativo

de truncación. Reactor de 2 zonas. Elementos cú-

bicos. V-31

16 Reactor rápido de cría LMFBR (cuarta parte) V-33



LISTA DE TABLAS

TABLA PAG.

I Resultados para el Problema de Referencia. V-ll

II Resultados con DELFÍN para el Reactor Homo

géneo, grado 1. V-16

III Resultados con DELFÍN para el Reactor Homo

géneo, grado 2. V-17

IV Resultados con DELFÍN para el Reactor Hon»

gëneo, grado 3, V-17

v Resultados con HOD para el Reactor Homogéneo. V-20

VI Resultados con DELFÍN para el Reactor de 2

Zonas, grado 1. V-28

VII Resultados con HOD y DARC2D para el Reactor

de 2 Zonas. V-29

VIII Estructura de las Mallas para la aproximación

con Diferencias Finitas del Reactor LMFBR. v-34

IX Resultados con DARC2D para el Reactor LMFBR. V-34

X Resultados con el HOD para el Reactor LMFBR. V-35

XI Resultados con DELFÍN para el Reactor LMFBR. V-36



RESUMEN

Se ha implamentado el código DELFIN para resolver las -

ecuaciones de difusión de neutrones en dos dimensiones, obte

nidas al aplicar la aproximación de varios grupos de energía.

El código trabaja con cualquier número de grupos y de regio-

nes, siendo aplicable a reactores térmicos y a reactores rá-

pidos. Suministrándole los coeficientes de difusión, las sec

ciones eficaces y el espectro de fisión produce como resulta

dos la constante de multiplicación del sistema y los flujos

de cada grupo.

El código se desarrolló empleando el método de elementos

finitos, que es una forma de resolver la formulación variacio

nal de las ecuaciones aplicando el método de Ritz-Galerkin -

con funciones polinomiales continuas por partes, en nuestro -

caso del tipo Lagrange con geometría rectangular y hasta de -

tercer grado.

Los resultados obtenidos y la comparación con los resul_

tados en la literatura, permiten concluir la conveniencia del

uso de elementos rectangulares en todos los casos donde la -

geometría lo permita, y demuestran además la mayor calidad -

del método de elementos finitos sobre el método de diferen_-

cias finitas.



CAPÍTULO I.- Introducción.

1.1,- Proposito de la tesis.

El proposito de esta tesis es desarrollar un código que

resuelva la ecuación de difusión de neutrones, en particular

para el caso de reactores con geometría rectangular, conside

rando varios grupos de energía y usando como herramienta de

solución el método de elementos finitos. Este código podrá -

ser usado como una herramienta muy útil para toda una serie

de investigaciones en el diseño de núcleos de reactores nu_-

cleares, tales como; quemado de combustible, cambios de reac

tividad, y otros.

El código proporciona los flujos para cada grupo de neu

trones en función de la posición y el valor de la constante

de multiplicación del reactor.

1.2.- Antecedentes y Descripción del Método.

Dentro del campo de la ingeniería nuclear, siempre ha -

sido un problema de gran importancia el cálculo de la función

de distribución de neutrones dentro de los reactores nuclea-

res. Con este fin han sido desarrollados una gran variedad -

de procedimientos numéricos, tanto para los problemas estac-

cionarios, como para los dinámicos, usando ya sea la teoría

de transporte o la teoría de difusión. La mayoría de estos -

procedimientos se han bagado en el uso de diferencias fini_-

tas Sflt'. Además, debido a la complejidad de los problemas
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el uso de computadoras digitales se ha hecho casi indispensa

ble; conforme la magnitud y velocidad de las computadoras ha

crecido, la complejidad de los problemas resueltos también -

ha aumentado, pero a pesar del adelanto logrado, existen aun

problemas muy difíciles de resolver debido a su magnitud y a

la precisión requerida en la solución. Dada esta situación,

se han buscado métodos alternativos al de diferencias fini_-

tas; siendo la principal finalidad de estos métodos, la de -

reducir el numero de incógnitas sin detrimento de la prece-

sión.

El método de elementos finitos se empez6 a usar en los

años cincuenta dentro del campo de la mecánica estructural -

en donde alcanzó su más alto desarrollo. Durante los pasados

15 años ha sido aplicado con éxito a la solución de una gran

variedad de problemas cuya conducta puede ser descrita por -

ecuaciones diferenciales parciales, tales como: conducción -

de calor, hidrodinámica, ingeniería hidráulica, ingeniería -

aeroespacial, ingeniería mecánica, ingeniería estructural, -

etc. (9)

Aunque se habían aplicado métodos variacionales y de -

síntesis a los problemas de reactores nucleares*21'22 , es -

sólo recientemente, en 1971, que el método de elementos finiL

tos ha sido usado en aplicaciones dentro del campo de reacto

res nucleares z3'2*' , debido a la necesidad de cálculos con

más variables independientes para los diseños reales de reac

tores de potencia.
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La razón del amplio uso del método de elementos finitos

en mecánica de solidos, es el gran número de ventajas inhe_-

rentes a él y que también son de gran importancia en el cál-

culo de reactores nucleares; puede tratar geometrías regula-

res o irregulares, materiales homogéneos o heterogéneos y -

cualquier combinación de condiciones a la frontera, todo elle

con la misma facilidad y exactitud.

Brevemente, el método es un proceso por el cual el donú

nio dentro del cual se define la ecuación dife-rencial se dis_

cretiza dividiéndolo en un número suficiente de subdominios

llamados elementos. Dentro de cada elemento se formulan fun-

ciones de interpolación, usualmente polinomios por partes, -

en términos de parámetros asociados con puntos discretos o -

nodos sobre las fronteras de los elementos. Las funciones de

interpolación de elementos adjuntos están relacionadas a tr¿

vés de los parámetros nodales, lo cual establece las condi-

ciones de continuidad a través de las fronteras entre elemen

tos. Los polinomios por partes son incorporados en la funció,

nal variacional característica del problema. El requisito de

que la funcional sea estacionaria produce un conjunto de

ecuaciones algebraicas simultáneas para los parámetros noda-

les .

Desde el punto de vista matemático, el método de elemen

tos finitos no es más que una aplicación del procedimiento -

de Ritz-Galerkin , para obtener un extremo de la funcional

variacional usando polinomios por partes como funciones de -
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base particulares.

1.3.- Polinomios por Partes,

Un gran número de experiencias usando polinomios por -

partes ha permitido obtener las siguientes características -

para este tipo de aproximación *13 :

1) Proporcionan aproximaciones locales y por lo tanto son -

muy adecuadas para aproximar cantidades físicas con fuer-

tes variaciones locales, requiriendo tales casos pocos po

linomios por partes, lo cual no acontecería si se usaran

polinomios definidos sobre todo el dominio.

2) Permiten flexibilidad en la imposición de condiciones de

continuidad o saltos en las uniones entre elementos.

3) Las funciones base polinomiales convenientes son encentra

das fácilmente así que los coeficientes de la expansión -

son relacionados directamente a los valores de las funcio

nes y sus derivadas en los puntos de la malla.

4) Usados con el método de Ritz-Galerkin, el sistema de ecua

ciones lineales que resulta puede ser resuelto en la com-

putadora por procesos directos simples y bien conocidos.

5) En algunos casos es posible obtener cotas rigurosas en el

error de la aproximación.

1.4.- Estado Actual de las Aplicaciones en Ingeniería Nuclear.

Recientemente las personas que trabajan con problemas -
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matemáticos han puesto bastante atención en el método de ele

mentos finitos como una herramienta para obtener procedimien

tos de aproximación de alto orden con hasta quince dígitos,

y en muchos casos han sido obtenidas estimaciones teóricas -

del error (s) En el caso de la aplicación del método a las -

ecuaciones de difusión de varios grupos, algunos autores se

han limitado a usar elementos lineales y bilineales
(13,16)

mientras que otros han trabajado con elementos de más alto -

grado, demostrando la gran capacidad del método para generar

aproximaciones de alto orden(s) Desafortunadamente el uso -

de elementos finitos de alto orden para la solución de proble

mas heterogéneos es muy improbable, por lo cual existen auto_

res trabajando en el desarrollo de posibles métodos alternativ

vos basados en extrapolación de aproximaciones con elementos

finitos de bajo orden1 con pocos dígitos de aproximación.

1.5.- Contenido.

En particular dentro de este trabajo, se usan elementos

finitos de bajo orden con geometría rectangular, trabajando

con los datos proporcionados por Kaper, Leaf y Lindeman , -

llevando a cabo comparaciones con los resultados que ellos -

obtienen usando elementos triangulares de alto orden.

En el Capítulo II se hace una descripción general de la

ecuación de difusión de neutrones y se aplica la aproximación

de varios grupos. En el Capítulo III se discute en forma ge-

neral la formulación del método de elementos finitos para -
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nuestro problema. El Capítulo IV contiene los resultados ob-

tenidos y los compara con los encontrados en la literatura.

Finalmente se tienen las conclusiones y se mencionan posibles

ampliaciones al trabajo.
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CAPITULO II.- Descripción del problema.

1.- Ecuaciones de Varios Grupos.

La finalidad principal de este trabajo es resolver el -

sistema de ecuaciones obtenido al dividir el intervalo de -

energía en varios grupos para obtener la solución a la ecua-

ción de difusión de neutrones '2'

La ecuación de difusión de neutrones independiente del

tiempo puede ser escrita así:

-V-D(r,E)V(f>(r,E)+£t(r,E)<|)(rfE)-

(2.1)

dE'v(r,E')yfi fE1) V r efi, EE(0,°°),

donde

r

E

D(r,E)

Xt(r,E)

X(E)

v(r,E)

es el valor propio ó constante de multiplica-

ción,

es el vector posición,

es la energía,

es el coeficiente de difusión,

es la sección eficaz macroscópica total,

es la sección eficaz de dispersión de E* a E

en r, °°

es el espectro de fisión normalizado ( X(E)dE=l),

es el número promedio de neutrones liberado -

por fisión,
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es la sección eficaz macroscópica de fisión,

es el flujo de neutrones,

La sección eficaz macroscópica total incluye la sección

eficaz de absorción (£a) más la sección eficaz de dispersión

(£s); el término de absorción es, a su vez la suma de un tér

mino de fisión (£f) y otro de captura (J,c).

La ecuación (1.2) es una ecuación de balance en dv = dr

dE para neutrones con energía E en el punto r . El primer tér_

mino del lado izquierdo es el flujo neto de neutrones hacia

afuera por difusión, el segundo termino representa la pérdi-

da de neutrones por absorciones o dispersiones, el tercer

término da la fuente de neutrones a energía E en r debida a

dispersiones a diferentes energías. El termino a la derecha

describe la fuente de neutrones debida a fisiones en todo el

rango de energía. La ecuación es válida sobre el volumen 0,

y el intervalo de energía

El flujo debe cumplir además con ciertas condiciones a

la frontera. Si la frontera externa de ñ es denotada por 3 Q,

las condiciones a la frontera sobre 9 Q son de la forma gene

ral

a(r ,E)(f)(r ,E)+ß(r ,E)D(r ,E)V<f)(r ,E) *¿ = 0,
t= ö ts 6 6 6

a(re,E),ß(re,E) » 0 con a(r ,E)+3(r ,E) > 0,

V r e3 Q, Ee (0,«)
6 6

(2.2)
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donde ñ es un vector unitario normal a 3 ñ en r y diri^e e e

gido hacia afuera. Estas condiciones incluyen los casos de -

flujo nulo (ß = 0 ) , corriente nula (a = 0) y la condición ge

neral de frontera extrapolada (a, 3 ^ 0 ) .

Además de las condiciones de frontera externa, las con-

diciones usuales de interfaces deben ser satisfechas; si las

interfaces dentro de Ü son denotadas por 3.Sí, las condiciones

de interfaces son las siguientes condiciones de continuidad:

(i) (r. + O, E) =(J) (r. — 0,E),

(2.3)

D(r±+O,E)V<|»(ri+O,E)*ñi = D(ri-0,E)Ví(ri-OfE)'ñ1 ,

V r¿ e S ^ , EE(O/°°)

donde ñ¿ es un vector unitario normal a 3.ft en r..

Debido a las grandes variaciones de las secciones efica.

ees con la energía, es necesario dividir el intervalo de in-

terés para la energía de los neutrones (aproximadamente de -

0.01 eV a 10 Mev), en un número finito G de intervalos o gru

pos, siendo usualmente el primer grupo aquel que corresponde

a las energías más altas. En cada grupo las secciones efica-

ces son reemplazadas por sus valores promedio en energía so-

bre el grupo.

Dividiendo el intervalo de energía como se muestra en -

la ilustración,
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i g=Gt
EG

g=2 , g=l !
E EE 3 E 2 E l E 0

definimos; Eg-1

dE<J>(r,E)

E
g

Dg(F) =

E
g - i

dE D(r,E)<J>(r,E)/ó (r)

E
• g - 1

(r,E)<|>(r,E)/<¡> (r)

II "g (r)
E

g'-i
dE'

E

x g =
Eg - 1

dEx(E) I
g=l

x = i)

(2 .4 )

g - i

Aplicando estas definiciones a la ecuación (2.11 y usan

do propiedades conocidas para las integrales, se obtiene un

sistema de ecuaciones diferenciales acopladas para los flujos

de cada grupo; en estado estacionario estas ecuaciones de di
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fusion de grupo son:

r)+£g(r)-V,Dg(F)V<¡> (r)+£g(r)<t> (r)- J
5 g g'=l

s
-a
(r)cf> -(?) = 2L_ ¿ vg

g G , g'

ß Y (?)
g -1

(2.5)

V r eSÜ , g = 1, 2,..., G.

Donde hemos introducido una sección eficaz.de remoción

1 definida como:
t

(2.6)

donde T (r) es la sección eficaz de remoción por dispersións

g G
( ) I

g'=l

(2.7)

el término ¿ no se toma en cuenta, puesto que la disper -

sión implicada en él no remueve realmente neutrones del gru-

po de energía g.

Usando valores promedio para a y ß las condiciones a la

frontera se escriben ahora como:

ag(re)<pg(re)+ß
g(re)D

g(re)V.i»g(re)-ne = 0 ,

ag(re),ß
g(re) » 0 con ag(re)+ß

g(r) > 0 , (2 8)



II-6

© 6
, g = 1, ..., G

y las condiciones de continuidad (2.3) son

>g(r. + 0)
r, - 0) ,

O)V(J) (ri + 0) •ñ i

V f .e8 Si , g = 1, ..., G

^ - 0) «i^ .

(2.9)

La ecuación (2.5) puede ser escrita en forma matricial

como sigue:

U = JB[ , (2.10)

donde

$ = L l f (|)2, ..., (|)Gj (2.11)

A es la matriz de operadores cuyos elementos A son
V

dados por

Ag a = - V-D
g(r") Vo + £g(r)° g = 1, ..., G ,

(2.12)

A ° s - ls • (r)c g',g = 1, ..., G; g1 ft g ,

y B es la matriz de operadores cuyos elementos son

g'r g -
B ° = x vy lf (r)c g',g = 1, ..., G (2.13)V g t
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En esta forma (2.10) es considerado como un problema -

de valor propio, donde X es el valor propio.

2.- Método iterativo de solución.

Generalmente los coeficientes de la ecuación (2.5) son

positivos o al menos no negativos (usualmente constantes)

dentro de cada region del reactor. Además el sistema satisfy

ce la propiedad de "transitividad", o sea que si un neutrón

es introducido a cualquier energía y en cualquier punto del

reactor, tiene poteneialmente una descendencia en todas las

energías y lugares dentro del reactor; puede observarse que

la transitividad "espacial" es asegurada por la difusión de

neutrones mientras que la fisión y moderación realizan la

transitividad "energética".

Bajo estas hipótesis, "positividad" y "transitividad",-

(O -1

Habetler and Martino denustraron que el operador A B tie

ne uno y sólo un vector propio que es positivo casi en todas

partes y al cual corresponde un valor propio único, real y -

positivo mayor que los módulos de todos los otros valores

propios; puesto que el flujo debe ser positivo en todas par-

tes este valor propio es el "modo fundamental" y el valor -

propio correspondiente la "constante de multiplicación efec-

tiva".

El teorema de Habetler y Martino no nos dice simplemen-

te que el problema que estamos considerando tiene una solu-

ción, sino que también nos da un medio para obtener la solu-
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ik)
ción. Consideremos el esquema iterativo siguiente :

í ( n ) = A- n = 1,2,... (2.14)

(n) _
(n)

(2.15)

con

(2.16)

donde

v ï £ -

donde $v es un flujo inicial de prueba (generalmente un -

flujo plano) y Xln' es una constante de normalización.

Este esquema iterativo es conocido como el "método de -

potencia" o "iteración de fuente de fisión" y consiste en

aplicar potencias sucesivas del operador A~ B a algún flujo

da varios grupos inicial $'°' normalizando el vector obteni-

do en cada etapa. La existencia de un valor propio único

real y positivo, mayor que los módulos de todos los otros va

lores propios asegura la convergencia de $*n' al modo funda-

mental $t y de A
ln' a keff. La aplicación sucesiva de A~ B -

sobre $ t 0 ) mejora progresivamente la componente de a lo

largo de el modo fundamental con perjuicio de las otras com-

ponentes. Supongamos que A~ B tiene un conjunto completo de
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vectores propios* <$>. asociados a los valores propios }^, de

la ec. (2.10)

A"lB$. « X.*. , (2.17)

desarrollando

nemos

en una serie de estos vectores propios te

i i
(2.18)

aplicando t veces el proceso iterativo tendremos

(t)
,(t) TUT
A • • • A

(2.19)

que es igual a

si alguna norma es tomada en ambos miembros, la componente -

de a lo largo de $. es multiplicada por Vx, que es

menor que uno excepto para i = 1. Por lo tanto $v~' es propor

cional al modo fundamental $x después de un número suficiente

de iteraciones

T
• • • A

,-1,* NOTA: En general no es cierto que A" B tenga un conjunto -
completo de eigenvectores, en particular si A~lB es
no-simétrico. Sin embargo, en cualquier caso el meto_
do es bueno y <j)(t) converge al modo fundamental.
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Además de la definición (2.16) puede verse que

(t+1) .. (2 .22)
e f f

La eficiencia del método de potencia puede ser evaluada

por la "razón de dominancia" d

Xid = max ~ , (2.23)
i/1 i

donde las X. son los eigenvalores de A~ B, siendo At la
 k

e f f

La iteración de fuente de fisión es comunmente llamada -

"iteración externa", esta terminología es debida a la frecuen

te necesidad de efectuar otra iteración llamada "iteración in

terna" o "iteración de flujo" para calcular A B$ .

De la ecuación (2.14) se puede observar que cada itera_

ción externa consiste en resolver un problema de difusión de

varios grupos con una fuente calculada en la iteración pre_-

via; el número de iteraciones externas dependerá del valor -

que se desee tener en el error relativo y de la razón de do-

minancia.

üsualmente el resultado de la iteración externa es una

keff l a c u a l e s diferente de un valor prefijado üsualmente -

igual a uno en investigaciones de criticidad, de modo que es

necesaria una tercera iteración para obtener k f f = 1. Este

proceso consiste en hacer varios cálculos de eigenvalores va

riando la composición y/o las magnitudes geométricas; llevan
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do a cabo una interpolación o extrapolación de las k ^'s ob

tenidas, es generalmente fácil conseguir en pocas etapas el

valor deseado de la keff.

3.- Problema Básico.

Desarrollando el esquema iterativo dado por las ecuacio

nes (2.14) a (2.16) tendremos las siguientes ecuaciones

G

G

(n) _ g=l
G

g=]

(r)-
g'<g

(n-1)

g'

..(n)

d r

ß

g'>g

.., G,

(r)

(2.24)

(2.25)

x(n)
g ~ i» ...f G« (2.26)

Desarrollando la ec. (2.24) y pasando los términos que

incluyen alguna sección de dispersión, tendremos para cada -

iteración externa (índice n), el siguiente sistema de ecua_-

ciones.

. _ ~(n) „.(n) g'-*l
-V-Dl(r)V<|)1(r)+^

1(r)({)1(r)= J I ~
g'>i g'=l

(n-1)
A(r)

g'
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„(n) 2 _ „(n)
)VM)+)[ ()4(? \

G (n-1)

•-1 2 f g1 9

V-DG(r")V<}> |() I
G g'<G

G
l

(n-1)
l (r)

g'

(2.27)

)
, (r)

Este sistema consta de G ecuaciones, una para cada gru-

po, que pueden ser resueltas una por una en forma indepen_—

diente, usando para resolver la ecuación para el grupo g el

resultado obtenido al resolver la ecuación para el grupo an-

terior o sea para el grupo g-1. Cada una de estas ecuaciones

es del mismo tipo, por lo tanto cada etapa más sencilla del

esquema implica la solución de un problema básico.

Cada una de estas G ecuaciones es de la forma:

L4>(r) = - V.D(r)V((.(?) + £(F)(|>(r) = S(F), (2.28)

r e íi

donde S (r) , como puede verse en- (2.27), es una función cono-

cida y <|>(r) está sujeta a las condiciones de frontera.

= 0, (2.29)

y a las condiciones de continuidad entre interfaces
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4>(ri+0) = <Kr±-O) ,

D(ri-O)V(()(ri-O) •ñ

(2.30)

Puesto que estas G ecuaciones pueden ser resueltas cada

una en forma independiente de las otras, finalmente el proble

ma se reduce a resolver únicamente un problema evaluado a la

frontera, elíptico, autoadjunto, simétrico, inhomogéneo del

tipo de la ecuación (2.28), con condiciones a la frontera y

de continuidad dadas por (2.29) y (2.30).

En nuestro caso, el volumen fi del reactor, es un conjun

to acotado en el espacio euclidiano de dos dimensiones E„; Q.

es la unión de un número finito de subdominios £2. con propie

dades de materiales constantes: ti = ü ti La frontera
i l

3fi = n - fi contiene dos partes; 3 SI la frontera externa y -

3 ^ la frontera interna, la cual es el conjunto de todas las

interfaces entre medios de diferentes propiedades, por lo -

tanto 3Í2 = 3e£2ü3in. üsualmente 3fi es lineal por partes o sea

lineal entre cada dos vértices sucesivos y así suave por par_

tes en el sentido ordinario, o sea, tiene todas sus deriva -

das.

En la ecuación (2.28), D(r) es el coeficiente de difu -

sión mientras que £(r) es la sección eficaz de remoción!
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usualmente son constantes sobre cada subdominio Q. para cada

grupo.

D(r) = D± V r (2.31)

Además son estrictamente positivas y acotadas, así que

existen constantes positivas Dk, Dk, l^, £k tales que

0 < D. = min
1 T

max D. = D. <

. ; 0 <

max l±

min V.,
i=l,...I 1

(2.32)

Finalmente, la fuente S(r) es una función calculada en

la iteraciön previa, usualmente continua sobre cada Í2. y así

continua por partes sobre

En la ecuación (2.29) ot(re) y $ (r ) son dos funciones -

no negativas de r las cuales no pueden ser iguales a cero -

al mismo tiempo.

a(fe),ß(re) * 0 y a(re) + ß(re) >• 0

V reäil
e e

(2.33)

Además estas funciones son usualmente constantes por -

partes entre dos vértices sucesivos de 3 fi.
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CAPITULO III.- Solución a la Ecuación Elíptica Inhomogénea -

por el Método de Elementos Finitos.

1.- Propiedades Generales de la Solución.

Como hemos visto anteriormente, nuestro probloma en ca-

da etapa más simple consiste en resolver la ecuación del tipo

= -V.D(r)V$(r) + ¿ (r) $ (r) = S (r) rev (3..1

con condiciones de frontera

a ( r U ( r ) + Ê (r )D(r ) V* (r_) -n = O V r e3 fi (3.2)
G S G G G G GS

y condiciones de continuidad

D(ri-0)V({)(ri-0) -n± V

donde L es e l operador d i fe renc ia l , S(r) es una función üa<\<i

y <J)(r) es la función incógnita. La ecuación (3.1) es del t i -

po e l í p t i c o , inhomogénea y sus coeficientes son continuos

por par tes ; es te problema es tan complejo, que no existe so-

lución exacta y para resolverlo es necesario usar métodos

aproximados de solución.

En este capítulo estudiaremos las bases del M.E.F., vor-
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mos que es posible plantear un problema elíptico con valores

a la frontera como un problema variacional, analizaremos el

método variacional de Ritz-Galerkin y se describirá la apro-

ximación de elementos finitos.

Como ya se ha mencionado, nuestro problema, Ec. (3.1) a

(3.3), es equivalente a un problema variacional; demostrare-

mos más adelante que la solución <f (?) , debe minimizar estric

tamente la funcional variacional

![•) = (DVcf>T«V<(> - 2<¡)S)dr

a

(3.4)

3'Í2e

d o n d e

, ß(re) > 0 1.

En *6'10' 7' s e demuestra que si los coeficientes D(r),

£ (r) y el termino inhomogéneo S (r) de nuestro problema son -

suficientemente lisos; y el operador L es lineal, simétrico

y positivo, definido sobre un dominio D(L); es entonces pos¿

ble encontrar una solución "clásica" o "fuerte" del problema,

consistiendo de funciones con primera y segunda derivadas con

tinuas en Q, las cuales satisfacen las condiciones a la fron

'tera y las condiciones entre interfaces; tales funciones for

man un espacio de Hubert. En particular, el dominio de fun-

ciones D(L) está contenido en el espacio de Hubert wi? ^l0^,



III-3

el espacio de funciones con segunda derivada (subíndice) cua

dráticamente integrable sobre íMsuperíndice). Resolver el -

problema clásicamente es estrictamente equivalente a minimi-

°2
zar la funcional variacional cuadrática I(4>) sobre W2 .

Cuando no se tienen las condiciones de continuidad para

los coeficientes, y en particular cuando son funciones conti

nuas por partes, como en el caso de nuestro problema, la so-

lución "clásica" ya no existe, puesto que las propiedades de

continuidad requeridas para ${x) ya no se cumplen; sin «robar

go siempre tiene sentido minimizar I (4>) no sólo sobre D(L) ,-

sino sobre un dominio mayor que dé sentido a I(<i>) , obtenien-

do una solución llamada "débil" o "generalizada". Dentro de

este proceso y para nuestro problema particular, es suficien-

te que D(r) y £(r) sean funciones continuas (en particular -

constantes) por partes, y que S (F) pertenezca a Wo(H)f para

que I(<}>) tenga significado.

Al efectuar este proceso, D(L) es reemplazado por el es
(17)

pació de funciones de Sobolev $-(í2) » formado por funcio-

nes que tienen al menos una derivada generalizada cuadrática

mente integrable sobre ti y que satisfacen las condiciones a

la frontera "esenciales". Estas condiciones "esenciales" de-

ben ser satisfechas previamente por la solución; y son las -

de orden m-1 si la ecuación es de orden 2m, en nuestro caso

m=l, y por lo tanto las condiciones "esenciales" son las que

involucran sólo a la función <f> (r) pero no a sus derivadas. -

La parte de la frontera donde se cumplen estas condiciones es
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ß(re) = 0} .

Las otras condiciones a la frontera son "naturales" y -

no es necesario que se satisfagan previamente, siendo la par

te de la frontera donde se cumplen

3'fi
e
*{v

2,- Formulación Variacional y Método de Ritz-Galerkin.

En esta sección se mencionan tres teoremas tomados de -

la literatura que constituyen las bases del método de -

Ritz-Galerkin aplicado a nuestro problema particular. El pri_

mero demuestra que la solución del problema elíptico conside

rado minimiza estrictamente la funcional variacional I(<J>) so

°2

bre W-(ft). El segundo demuestra que el método de Ritz-Galer-

kin, que consiste en usar solo un subespacio de dimensión f:L
°2

nita de W.,(ti), proporciona una aproximación a la función que
minimiza I(<(>). El tercer teorema demuestra la convergencia -

de la aproximación obtenida con. el método de Ritz-Galerkin.
2

Denotemos con W- al espacio de funciones de Sobolev con

derivadas cuadrado integrables hasta de primer orden. WÍ(Í2)

es un espacio de Hubert en el cual se definen el producto in

temo y la norma como sigue:

(Vu -Vv + uv)dr (3.5)
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= (u,u) (3.6)

°2 2

Sea W*(S2) el subespacio de funciones del espacio W*

el cual satisface las condiciones "esenciales" a la frontera

sobre 3"fi, o sea las que involucran sólo a 4>(r), tenemos que:

TEOREMA 1.- La solución M r ) de las ecuaciones (3.1) a

(3.3) minimiza estrictamente la funcional variacional 1(4)),-

ec. (3.4), sobre el espacio de funciones WÍ
_ — — —

|X| Dem. Consideremos 4i(r) = <t>(r) + <S<{>(r)
así que _

6(¡)(r) =
_

- <|)(r) e
Entonces

- 2 i|>Sdr (3.7)

+ 2

donde

B(u,v) ß uvdre (3.8)

Integrando por partes y tomando en cuenta las condicio-
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nes "esenciales" de frontera satisfechas por ambas $ y 6<!> so

bre 9"Í2, los últimos dos términos de la ec . (3.7) serSn

+ 1$ - S)ó({>dr + 2

a

n 6(f)dï + 2
e e

(3.9)

» 2 (-V.DV* + I * - S)ó<f>dr + 2 a a - o

a »a
e

p o r q u e <)> s a t i s f a c e l a s e c . ( 3 . 1 ) y ( 3 . 2 ) . Po r l o t a n t o

K * ) = ! ( • ) + B(0cj),6<í>) , (3 .10)

donde B(64>,5(f>) es positiva definida

B(6<|>f6<|>) > 0 c o n B(6(j),6(¡>) = 0 s i y s o l o s i 6* = 0 , ( 3 . 1 1 )

como una consecuencia de las propiedades de positividad de

D(r) y £(r); por lo tanto

1(1») > K<í>) c o n IW = ! ( ( ( ) ) s i y s o l o s i \\> = <j>. | Y [ ( 3 . 1 2 )

En la práctica es imposible minimizar I(<f>) sobre todo -

el método de Ritz-Galerkin consiste en usar un subes-

pacio S N de wj(ñ) de dimensión finita H.
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TEOREMA 2. Dado cualquier subespacio de dimension fini-

ta SN de W^(Q)existe un y s61o un elemento 4>A de S el cual

minimiza I(<¡>) sobre Sl\ Este elemento es la "mejor" aproxima_

ción de 0 en S en el sentido de la norma de "energía" dada

por la ec, (3.8) .

(3.13)
N

s

[xj Dem. Consideremos una base {Wi# i=l,...,N} en S de di-

mension N,

N

Minimizando !(<$>) sobre S obtenemos el siguiente siste-

ma de ecuaciones

N
l B(W., W.]

1=1 D
SW^r , i = 1,... ,N (3.14)

Ü

donde las a. son los coeficientes del desarrollo en serie' de

<¡iA sobre las W.

N _
4>A = l a.W. (r) , (3.15)

así que la ec. (3.14) puede escribirse como

SWidr . i = 1,..., N (3.ÍS)

a
Por otra parte, puede ser verificado fácilmente que la
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solución <t> satisface

B ( <f>, W i SW. dr , i = 1,..., N (3,17)

usando las ec. (3.16) y (3.17) tenemos

» 0 , = 1,..., N (3.18)

de esta ecuación podemos observar que $ es la proyección or

togonal de <b sobre S con respecto al producto escalar B (.,.).

N °2
Siendo S un subespacio de dimensión finita de W.(Í2) , sabemos

que <bA existe y es única y tenemos además, por el teorema de
(18)

la proyección ortogonal

B(<f> -•_,•- 4>a) = i n f B((j) -
... oN

• - * ) . 00 (3.19)

Finalmente, es posible probar un tercer teorema que es-

tablece la convergencia hacia 4> de una serie de aproximacio-

nes <J>J la cual corresponde a una serie de subespacios crecien

N °2tes S i de W.(ñ), de esta manera, cualquier elemento de

'2

W^Q) (y en particular <t>) puede ser aproximado tanto como se

quiera por una secuencia de elementos de estos subespacios on

el caso límite cuando i -> » . Fig. 1.
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Fig. 1.- Convergencia de las aproximaciones <}>A a la solución

TEOREMA 3.- Sea ÍS i; i=l, ..., °°} una secuencia de su-

°2bespacios crecientes de dimensiones finitas de W.(fi) los cua

°2

les cubren densamente a W.(ñ) en la norma de energía. Enton-

ces la secuencia de las aproximaciones "mejores" correspon_'

dientes {^ ; i = 1,..., °°} converge a (j> en la norma de ener

g£a y también en la norma | | * | | * .

La última parte de este Teorema viene de la equivalen_-

cia entre la norma de energía y la norma
(lfl)

m. B(u, u) ( 3 . 20 )
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la cual es una consecuencia directa del hecho que D y ¡ son

positivos y acotados (ec. 2,32). El interés de usar la nor-

ma | | • | 11 en lugar de la norma de energía viene de su mayor

simplicidad, pues no contiene términos a la frontera y no -

depende de D y \ . Además muchos resultados de la teoría -
2

de aproximación son establecidos en W^fi); por lo que la for

ma más natural de derivar las cotas en los errores, consis-

te en tomar como un miembro particular | de S en la Ec.

(3.19) la " interpolación" $x de <t>, para la cual,!!^ - <t> I 11

puede ser acotada (así como B(<t>_ - $, $..-$) usando la ec.

(3.20)) .

3.- Elementos finitos.

El método de elementos finitos proporciona una forma de

escoger el subespacio de dimension finita S del espacio de

°2Sobolev W. (£5) y por lo tanto de construir las funciones coor

denadas o funciones de base W., que servirán para obtener la

solución a nuestro problema variacional.

En primer lugar, fi es aproximado por la union Q. s Ue

de un numero finito de subdominios polinomiales e (en dos -

dimensiones, triángulos o rectángulos) como se muestra en la

Fig. 2
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Fig. 2.- Ejemplo de aproximación de la superficie ñ por la -

unión ñ. de elementos triangulares.

Sobre cada "elemento" e ,<{>,. (r*) será una función senci -

lia, escogida usualmente como un polinomio (de grado especifi^

cado k) que estará completa y únicamente determinado por su

conducta local o sea su conducta dentro del elemento e m aso-

ciado, por lo tanto los subespacios S consistirán de funció

nes <t>A (r) las cuales serán polinomios por partes sobre Q . -

Esta técnica de aproximación es conocida como el método de -

N °2

elementos finitos. Debido a que S es un subespacio de W.(fi),

<(>A(r) debe ser continua a través de las fronteras entre ele-

mentos y debe satisfacer las condiciones"esenciales" ala -

frontera sobre 3^n .

Una etapa muy importante del método es la construcción

de una base para el subespacio de dimensión finita, tomando
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en cuenta la geometría que se ha escogido.

Supongamos que 52 ha sido aproximado por triángulos, deno_

temos con $l la expansión de $*(?) sobre el m-ésimo elemento

e y sea ^ un polinomio completo de grado k (comprendiendo

todos los términos xpyq con p+q ¿ k). La forma general de es

te polinomio es

k k-p
<Om(x,y) = I I

p=0 q=0

xpyq r E (x,y)ee
m

(3.21)

el numero total de términos es N = ?p , por lo que

necesitamos precisamente N. parámetros o datos en el elemen-

to e m para que el polinomio esté determinado únicamente por

su conducta local, estos parámetros pueden ser escogidos como

los valores de la función y eventualmente de sus derivadas en

un cierto numero de puntos del triángulo: los polinomios ob-

tenidos de esta forma son llamados polinomios interpolados.-

Cuando se usan los valores de la función y de sus derivadas

tenemos los polinomios interpolados de Hermite; si sólo usa-

mos los valores de la función tendremos los polinomios inter

polados de Lagrange; aquí se trabajará con estos últimos.

Ahora bien, entre cada dos vértices de e , (f>m se reduce a -
III £\

un polinomio (sobre una variable local) de grado k y por lo

tanto puede ser completa y únicamente determinado por (k+1)

parámetros, los cuales pueden ser convenientemente escogidos

como los valores en (k+1) puntos sobre la línea que une es_-

tos vértices, teniendo por ejemplo (k - 1) puntos equidistan

tes entre los vértices mismos.Si los mismos valores nodales
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son especificados sobre el elemento adjunto a e a lo largo

de su lado común, es fácil darse cuenta que la condición de

continuidad entre elementos se satisface automáticamente. El

número de nodos necesario por cada elemento para satisfacer

este requisito es N = 3k y son llamados nodos externos/ es-

to es debido a que si k > 2 debemos introducir nodos inter-

nos de tal suerte que N. = N + KL teniendo =• (k - 1) (k - 2)

nodos internos por cada elemento. En la Fig. 3 se ilustran -

distribuciones típicas de nodos para elementos triangulares.

k=l k=2 k=3

N± = 0

Fig. 3 . - Nodos asociados a un triángulo para d i s t in tos gra_-

dos k de las funciones polinomiales base.

En la práct ica la forma general del polinomio (3.21) es

reemplazada por un desarrollo donde aparecen explícitamente

valores nodales de la función Í4>™ ; j=l , . . . , N .} .
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m t

Kr) = I r e e ,m
(3.22)

donde W™(r) es la restricción de la función base W. (r) en el

elemento e . Con cada nodo en ÏÏ tenemos asociada una función

de base W., la cual tiene un soporte mínimo o sea que W., se

anula fuera de la unión de los triángulos a los cuales este

j-ésimo nodo pertenece. Así tendremos que Wm(r) = 0 si el no

do j no pertenece al elemento m, esto demuestra el carácter

"local" de las funciones de base; W^(r) es diferente de cero

solo para los elementos a los cuales el nodo j pertenece.

Además W. tendrá el valor uno en el j-ésimo nodo y el valor

cero en todos los otros nodos dentro de su soporte. Por lo -

anterior Ŵ (r") satisface las siguientes condiciones

j = k = 1, ..., N. (3.23)

J

Con el fin de simplificar las expresiones de las funcio

nes de base es conveniente adoptar un sistema de coordenadas

"locales".

Para elementos triangulares las vecindades de los ele_-

mentos son tomadas como lineas de coordenada cero, las coor-

denadas triangulares homogéneas (Ci, £2»C3) son definidas por

la geometría de la Fig. 4.
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3 ^ X 3'y3 '

(0,0,1) l\

2 A

2 (o, i , o)

Fig. 4.- Coordenadas triangulares homogéneas.

La relación entre (x,y) y (£ , t>i, c ) es lineal y está

dada por

(3.24)

El interés de estas coordenadas locales es que las fun-

ciones de base pueden ser evaluadas una sola vez independien

temente de la forma y magnitud del elemento considerado; la

relación (3.24) permite el cambio de estas coordenadas loca-

les a las globales (x, y).
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Habiendo construido las funciones de base como se indi-

ca antes, si £2. es obtenido de la union de un número finito

de elementos e con un numero total de nodos N (la dimension
m

del subespacio S ) tendremos que la solución aproximada 4>,.(r)

a nuestro problema ees. (3.1) a (3.3) es

N
, w (?)
3 3

(3.25)

Supóngase ahora que ft es aproximado por rectángulos, ca

so con el que se trabaja aquí. Sea Í2EP. el rectángulo

falf bjl x fa,r ^,1'
 a 1° largo de cada coordenada r. intro-

ducimos una partición ir. = fa. E r., r*,..., r?*, r.i+ =b.1

de tal forma que Í2 sea la unión de los rectángulos elementa-

les
n_ n2+l| « 1 = 0 , . . . , 1^

J n2 = 0, ..., N

Sobre cada uno dé estos elementos rectangulares es con-

veniente usar para la expansión 't1111 de *,.(?) polinomios bicom

pletos de grado k (comprendiendo todos los términos xpyq con

p,q í k) cuya forma general es

* (x,y) » I I a x p yq (3.26)
p=0 q=0 p q

el número total de términos es N. = (k+1)2 .

Puesto que los ejes x,y son tomados a lo largo de los -
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lados de los elementos, el numero de valores necesario para

cumplir con la condiciön de continuidad de <t>A(r) es Ne=4k; -

para k > 2 tendremos (k - 1) nodos internos por cada rectán

guio.

Como en el caso de triángulos, es también conveniente -

usar coordenadas "locales", conviene entonces usar la forma

conocida como "producto-tensor" y que se escribe de la si_—

guiente manera

k+1 k+1

i=l j=l
(3.27)

donde t^ son las coordenadas "locales" definidas sobre cada

elemento como sigue:

Äi = (ri "
"i

i+1 - r± ) i = 1, 2 (3.28)

en la Ec. (3.27) las funciones ^ U ) son polinomios de base

del tipo Langrage satisfaciendo

i , j = 1, . . . , k (3.29)

donde i i=l,...,k son k puntos en [o, l] tomados general-

mente como i2 = (j-l)/(k-l). Usando las Ees. (3.29) las fun-
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ciones polinomiales de base pueden ser fácilmente escritas -

como

k

n
Ä. - V

O -
(3.30)

y estas funciones de base pueden ser calculadas una sola vez

independientemente de las magnitudes de los elementos rectan

guiares.

Por ejemplo, en el caso de una dimension se define una

variable I que tiene el valor cero en el nodo donde se inicia

el elemento finito y uno en el nodo final del mismo elemento.

En la fig. 5 se muestran las funciones de base de un elemen-

to finito en el caso de una dimensión para diferentes arados

de la función polinomial.
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k = 1

1 I

W

k = 2

k = 3

O 1/3 2/3 1

Fig. 5.- Funciones de base W ¿ para un elemento finito en una

dimension, con diferente grado k de la función po-

linomial.
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Con coordenadas "globales" r = frlf r_"]los miembros de

S N serán;
N

*A(r) = * . W . (?) (3.35)

siendo W. (r) la función de base correspondiente al nodo r-̂  -

mientras que el valor nodal Mr-1) es un parámetro libre o -

incognita del problema. Esta ecuación es idéntica a la obte-

nida para elementos triangulares.

Hemos denotado a la expansion de <j>A(r) sobre el m-ésimo

elemento, con N. nodos en él, como

f
,mCalculando $ (rj) se tiene

(3.31)

(3.32)

pero de (3.23)

(3.33)

por lo tanto

(3.34)
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de donde puede verse que la función aproximada 4>A(r) calcula^

da en cualquier nodo j es igual al parámetro nodal <J> ..

4.- Aplicación a la ecuación elíptica de difusión de neutro-

nes.

Usando el método de elementos finitos hemos construido

a partir de las funciones de base W . (j=l,...,N) una función

<|>(r) de la forma

(3.36)

que dará una solución aproximada a la ecuación elíptica (2.28)

una vez que hayamos determinado los N parámetros <)>.

Jomo vimos en el teorema 2 de este capítulo, tomando pa_

ra la solución aproximada un desarrollo en series de W. idén

tico al obtenido con elementos finitos Ees. (3.15) y (3.36)

al minimizar IH) sobre S se obtiene un sistema de ecuacio-

nes algebraicas dado por la Ec. (3.14), en nuestro caso

N
I dr =l,. . . ,N (3.37)

donde hay $. (j=l,...,N) parámetros por determinar,

Introduciendo ahora la siguiente notación
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W = W l(r),..., wNl (3.38)

VW =

»i (r)

"3FT

9w2(r)

9r7~

3wN(F)

3r.

de tal manera que la Ec. (3.36) puede escribirse como

(r) = WT • (3.39)

Introduciendo <f) (r) en I(<1)) y minimizando con respecto -

> valores nodales <]

ecuaciones algebraicas

a los valores nodales <{>., se obtiene el siguiente sistema de

A * = k (3.40)

donde

A = (DVW • VW WT)dr | W-WT dre (3.41)

k = S W dr (3.42)

La matriz A es de orden N x N, simétrica, positiva def.L

nida y de banda o sea que a. . j¿ 0 solo si j < i - W 6 j > i

+ W, donde W es el semiancho de banda y está dado por la má-
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xima diferencia entre los índices de funciones base w.(r)

que se traslapan y dan por lo tanto una contribución diferen

te de cero a la matriz A.

Por lo tanto el sistema puede ser resuelto con métodos

directos de inversion con lo que se evita efectuar la itera-

ción interna o de flujo.

Los elementos de la matriz y del vector fuente pueden -

ser evaluados para un elemento finito cada vez puesto que la

integración sobre Í2 puede ser reescrita como la suma de inte

grales sobre cada elemento particular R ; por lo tanto -
ni'nz

puede ser construido un DO en el programa FORTRAN que trate

cada elemento sucesivamente, calculando su contribución a -

los elementos de la matriz y al vector fuente y finalmente -

los agregue a A y k en la posición correcta.
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CAPITULO IV.- Características de nuestro problema.

1.- Razones de convergencia.

El método de elementos finitos ha sido aplicado en cál-

culos de reactores nucleares, principalmente porque ofrece ~

la posibilidad de obtener altos ordenes de precisión y, por

lo tanto, aproximaciones más exactas que usando diferencias

finitas, las cuales son de bajo orden de aproximación. Es en-

tonces importante conocer bajo qué condiciones se alcanzan -

estas altas precisiones, con lo cual nos daremos cuenta de -

las limitaciones inherentes al método de elementos finitos -

cuando se aplica al cálculo de reactores nucleares.

El reactor fte-R2 es aproximado por la unión de un numero

finito de elementos e y los miembros (j>- del espacio S se -

reducen sobre cada elemento a polinomios bicompletos de gra-

do k. El proceso de minimización sobre produce el sistema

de ecuaciones algebraicas (3.14), o sea

N
B(w.., w ^ a . = (S, w±) i=l,...,N, (4.1)

siendo la solución aproximada

N
VF> - j (4.2)

Nque es la proyección ortogonal sobre S de la solución real

*(r) segün el producto escalar B(. ,.) .
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Se notó en el capítulo anterior que <|>A existe, es única

y es la mejor aproximación a <J> en el sentido de la norma de

energía I I * IlBi por lo tanto

= inf I I * -
N B

(4.3)

en particular esto se cumple cuando i|> es la interpolación <j>.j.

,Nde <J> sobre S , esta interpolación tiene un desarrollo simi_-

lar al de (4.2) pero los coeficientes a. serán los valores -

de la solución verdadera sobre cada nodo j, por lo tanto

II* -
B

" * T1 B ' (4.4)

Este resultado es importante pues, si la lisura de í>(r)

es conocida, o sea, el orden hasta el cual existen derivadas

sucesivas en un sentido puntual o bien cuadrado integrable,

es posible conocer muchas propiedades del error de interpola

ción ((f> - (j) ) .

En general una norma en el espacio W* se define como

i M I ; - I'm
I a I $m,

dr (D u) ,

con

'fi

Da =
a

3
x °y

(4.5)

a = (alfa2) ,
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además tenemos que

u
m

dr u) (4.6)

es una seminorma, o sea que puede ser iugal a cero para fun-

ciones u diferentes de cero: no es positiva definida. Obvia-

mente

m
= i ui; + (4.7)|

m

En la referencia se demuestra que para funciones

¡i (r) con derivadas cuadrado integrables hasta de orden k+1 -

sobre Í2, se tiene

Cs h
k + 1" s

I k+1, s = 0,1.
(4.8)

donde C es una constante y h = max h. siendo h. el diámetro
s •* i a.

del elemento e^. Esta estimación del error se cumple en prim

ra instancia para cada elemento e. y solo es válida para to-

do el espacio si <Mr) es suficientemente lisa. Se ha supues-

•to aquí que <(>_ se reduce a un polinomio completo de orden k

sobre cada elemento e..

De la ec (4.8) se deduce que

(4.9)
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Ademas, la equivalencia entre la norma de energía y la

norma | | • | | es '

V < l|u||B « Ilß (4.10)

por lo tanto, las propiedades de convergencia en la norma de

energía son válidas en la norma ||«|I y recíprocamente, usan

do esta equivalencia y la ec. (4.9) tenemos

•• -

y de la ec. (4.4)

c B h (4.11)

(4.12)

Aplicando nuevamente la equivalencia entre las normas -

al resultado anterior se obtiene

C hk con C = CB. (4.13)

De lo anterior puede observarse que el grado de los po

linomios por partes usados en la aproximación debe ser al me

nos igual a uno para que la convergencia exista.

De la ec. (4.13) es fácil obtener

U - 4» All o

sin embargo, esta no es la mejor cota para el error en norma
2

Wo . En realidad, de la ec. (4.8) puede observarse para el -

error ||é - ^^\\ un comportamiento 0(h ) , siendo posi_-
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ble en general probar que

« C hk + 1

'k+1
(4.14)

En cuanto a la convergencia para el eigenvalor, se de_-

muestra en la ref.

tipo 0(h 2 k).

(10)
la razón de convergencia es del -

En conclusion, la aproximación 4>A al flujo de neutrones

k+1
<i>, alcanza razones de convergencia de orden 0(h ) en norma

Wj y la aproximación X_ al eigenvalor X, tiene razones de

2k
convergencia de orden 0(h ), si <f> tiene todas sus derivadas

hasta la (k+1)-ésima en un sentido cuadradp integrable. Si (J>

tiene solo derivadas cuadrado-integrables hasta de orden 1+1,

con lík, la razón-de convergencia estará regida por 1+1 y no

por k+1.

Esencialmente los reactores nucleares son construidos -

por la unión de varias regiones £2. con propiedades de materia,

les constantes y diferentes en cada región. En las interfaces

la corriente normal es continua pero la primera derivada del

2

flujo no lo es; por lo tanto, $ no pertenece a W (fi) y la con

vergencia sería sólo del tipo 0(h).

Por fortuna, los argumentos dados anteriormente pueden -

ser restringidos a cualquier elemento o serie de elementos y,

puesto que 4> es más "suave" al nivel de ü± que al nivel glo_-

gal ñ, se puede esperar alcanzar precisiones de ordeiytfTh )
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si <!> posee derivadas cuadrado-integrables hasta de orden k+1

ya no sobre Ü sino solamente sobre ÍK. Esto se consigue úni-

camente si se hace coincidir las interfaces de los materia^-

les con las fronteras de los elementos, lo cual significa -

que para cada reactor existe una malla mínima, la cual esta-

rá formada por todas las interfaces del mismo. De hecho las

mallas usadas para el tratamiento se obtienen por refinamien

tos de la malla mínima.

La malla mínima intrínseca de cada reactor representa -

una primera y considerable restricción al uso de elementos -

finitos de alto orden en cálculos de difusión de reactores -

nucleares. Puesto que el número de incógnitas por elemento -

aumenta considerablemente con el grado k, uno se da cuenta -

fácilmente que el uso de elementos de alto orden para descri_

bir el flujo de neutrones en reactores con una estructura fi

na, como son los reactores de agua presurizada (PWR's) y los

reactores de agua hirviente (BWR's), guía a sistemas de ëcua

ciones algebraicas casi intratables. En la literatura de in-

geniería nuclear, se nota que todos los cálculos de alto or-

den con elementos finitos son restringidos hasta ahora a reac_

tores rápidos de cría (FBR's), los cuales pueden ser descri-

tos con pocas regiones homogéneas debido a las altas energías

de los neutrones dentro de ellos.

Dentro de este argumento, hemos supuesto implícitamente

que 4> tiene todas sus derivadas hasta de orden k+1 cuadrado

integrables sobre ÍK. Sin embargo, los problemas elípticos -
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con coeficientes continuos por partes sobre fronteras suaves

por partes, como son las ecuaciones de difusión de neutrones,

tienen una conducta singular en rincones e interfaces
(7,10)

o sea que sobre cada 9,. conteniendo puntos singulares 41 tie-

ne solamente derivadas de primer orden cuadrado integrables.

Si la situación es ésta, la razón de convergencia ya no es -

gobernada por el grado k del polinomio, sino por el orden de

la singularidad (al menos asintóticamente). La diferencia en

tre estas razones de convergencia asintóticas (con y sin sin

gularidades) aumenta con k. Los elementos finitos de alto or

den tienen mayor probabilidad de padecer esta situación que

los de bajo orden especialmente para reactorea altamente hete

rogéneos como los BWR's y PWR's.

Debido a estas razones, el uso de elementos finitos de

alto orden para el cálculo de reactores con una estructura -

fina, parece ser muy cuestionable. En la ref ( 7 ) se describe

un camino alternativo para alcanzar precisiones de alto or_-

den, evitando parcialmente las dos restricciones principales

expuestas arriba.

2.- Geometría.

El método de elementos finitos se aplicó inicialmente a

problemas de ingeniería mecánica, donde debido a las formas

geométricas que se tratan, es necesario usar elementos trian

guiares para lograr una buena aproximación. En los cálculos

presentados en la literatura nuclear se han tomado directa -
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mente estos elementos triangulares, sin embargo, debido a la

forma geométrica de la mayoría de los reactores, parece mas

conveniente, para un importante porcentaje de casos prácticos

(excluyendo lógicamente reactores de geometría hexagonal)

usar elementos rectangulares, especialmente en el caso de un

reactor con geometría rectangular. Nosotros usamos exclusiva

mente elementos rectangulares en nuestros cálculos: en el -

próximo capítulo se comparan con cálculos efectuados con ele

mantos triangulares y que se encuentran en la literatura, ob

servándose que para los casos en que es posible usar elemen-

tos rectangulares se obtienen resultados usualmente más pre-

cisos .

Una de las ventajas que se tienen al usar elementos re£

tangulares es, la mayor facilidad para su manejo y programa-

ción que con elementos triangulares.

3.- Polinomios de Lagrange.

Como se mencionó en el capítulo anterior, si los parame

tros necesarios para la determinación de los polinomios se -

escogen como los valores del flujo en los nodos, tendremos -

elementos finitos de tipo Lagrange; en cambio, si se escogen

los valores de la función y de sus derivadas se tendrán ele-

mentos finitos de tipo Hermite.

Aquí se usan exclusivamente elementos finitos del tipo

Lagrange, se han preferido debido a que el uso de elementos

del tipo Hermite implica la determinación de valores del flu
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jo, así como de algunas de sus derivadas parciales, las cua-

les simplemente no existen en sentido puntual en las singula

.- . (n)
rxdades .

4.- Eliminación de nodos internos.

Con el fin de que el número total de incógnitas N y el

ancho de banda 2W-1 del sistema de ecuaciones algebraicas a

resolver sean más pequeños, se usa la técnica llamada "conden
(a)

sación estática" que permite eliminar los grados internos

de libertad. Esta eliminación se hace debido a que los valo-

res en los nodos internos están relacionados únicamente con-

los valores nodales del elemento al cual pertenecen, por lo

tanto pueden ser puestos en función de los valores nodales -

externos del elemento en cuestión.

En el capítulo anterior, se obtuvo un sistema de ecua_-

ciones algebraicas dado por la ec. (3.36)

donde

= k , (4.15)

$ =

siendo <f> x ,...((>„ los N parámetros o valores del flujo por de-

terminar. Si llamamos £ al vector que incluye todos los va-

lores nodales en la frontera de algún elemento considerado,-

y $.2 al vector que incluye los valores nodales en el interior

del mismo elemento, podremos escribir la contribución del e-
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lemento a la ecuación (4.15) como sigue:

All

—2 2 —2

—1

—2

de donde

Ü2 = A2X i, + A2

despejando $ de (4.18), tenemos

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Í2 = (4.19)

y substituyendo esto en (4.17) se obtiene

que puede ser reescrita on la forma

(4.20)

(4.21)

donde A y k son la matriz discretizada y el vector fuente con

densados respectivamente, asociados solamente con los valores

nodales externos $_ del elemento considerado. En la práctica
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este proceso se lleva a cabo por eliminación de Gauss simé__-

trica hacia atrás'8'9'. El sistema de ecuaciones algebraicas

(4,21) tiene como incognitas únicamente a los valores noda_-

les externos, por lo tanto el número de ecuaciones y el an_-

cho de banda de la matriz total A se reducen en forma consi-

derable .

Esta condensación de los nodos internos podría ser evi-

tada si hiciéramos una modificación a los elementos bicomple

tos quitando definitvamente los nodos internos; por ejemplo,

en el caso cuadrático se elimina el termino x2y2 de la ec. -

(3.26), obteniendo un número de grados de libertad igual al
(10)

de nodos externos

5.- Condiciones a la Frontera.

Las condiciones a la frontera esenciales o geométricas

de nuestro problema limitan el valor del flujo ty a valores -

predeterminados iguales a cero en la frontera externa del . -

reactor.

Estas condiciones a la frontera pueden ser consideradas

de la siguiente manera: nuestro sistema de ecuaciones a re_-

solver es A í = k, supongamos que el nodo j-ésimo se encuentra

en la frontera externa y que ahí se tiene una condición esen

c-ial a la frontera, la cual hace que el valor nodal $ . sea -

igual a cero. Para que esto se cumpla, hacemos los siguien_-

tes cambios en la ecuación matricial
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nj
n = 1,..., N ; n

= lr

con lo que tendremos automáticamente una sola ecuación para

el valor nodal <t>., siendo esta ecuación $ • = 0 la única en -

que aparece explícitamente el valor nodal <}>..

Haciendo lo mismo para todos aquellos nodos que se en_-

cuentran en la parte de la frontera externa donde se cumplen

las condiciones esenciales, o sea valores del flujo iguales

a cero, habremos incluido las condiciones esenciales a la

frontera dentro de nuestra ecuación matricial a resolver.

6.- Inversión Directa.

Las dos formas básicas para la solución de un sistema -

muy grande de ecuaciones son eliminación e iteración. La pr¿

mera conocida también como la forma directa, es un proceso -

en donde la matriz A es factorizada en el producto de una mâ

triz triangular inferior por una matriz triangular superior,

las cuales 'pueden ser invertidas fácilmente en forma directa.

La segunda es una serie de correcciones sucesivas a una prue_

ba inicial para las incógnitas: el proceso se ejecuta hasta

que la magnitud de las correciones sea despreciable. El desa

rrollo actual de las computadoras digitales de alta veloci_-

dad con grandes posibilidades de memoria externa e interna -

favorece cada vez más las técnicas de inversión directa, las
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cuales presentan entre otras ventajas las siguientes; a) se

pueden construir subrutinas generales y verificarlas fácilmen

ter b) el tiempo de computación puede ser estimado muy exac-

tamente, c) la factorizacion de la matriz original no necesi,

ta ser repetida cuando se cambia el vector fuente, (esta ca-

racterística es de gran interés para el problema de difusión

de neutrones para varios grupos, donde típicamente solo cam-

bia la fuente de fisión en cada iteración externa), d) no es

necesario un conocimiento especial por parte del usuario de,

por ejemplo, parámetros de aceleración o de factores de sobre

relajación, como en el caso de los métodos iterativos.

El método más general de eliminación es el de Gauss, -

el cual no es otra cosa que la factorizacion de la matriz de

coeficientes A en el producto A = Lü de una matriz triangular

inferior unitaria por una matriz triangular superior, siendo

ambas matrices fácilmente invertibles.

En nuestro caso, un problema bidimensional tratado con

elementos finitos, las matrices de coeficientes son de ban—

da, simétricas y positivas definidas. Su estructura se mues-

tra en la fig. 6 donde sólo las áreas obscuras de la matriz

NxN contienen elementos diferentes de cero; denotamos con -

2W-1 al ancho de banda de la matriz, siendo W la semianchura

de banda.

Para este tipo de matrices el proceso de eliminación de

Gauss sin intercambio de renglones es posible y numéricamen-

te estable: dada la simetría de la matriz la factorizdción -
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puede hacerse en una forma mSs simétrica sacando la parte

diagonal de la matriz U de tal modo que A ~ LD(D U), donde

los tres factores son determinados en forma única: L es una

matriz triangular inferior con diagonal unitaria, D~ U es una

matriz triangular superior con diagonal unitaria y D es una

matriz diagonal positiva. Por la simetría, D°~ U debe ser la

T

transpuesta de L, así A = LDL es la forma simétrica de la -

factorizacion conocida como factorizacion de Gauss.

Hay otra factorizacion posible, al introducir una nueva
"" 1/2matriz triangular L = LD ' obtenemos la factorizacion de

Cholesky A = LL . Aunque esta factorizacion involucra raíces

cuadradas y presenta algunos problemas adicionales para evi-

(i z)tar operaciones con cero, Wilkinson recomienda su uso en

el caso W<<N y nosotros usamos las subrutinas que él recomien

da. Básicamente la ecuación matricial con esta factorizacion

es

LLTcf> = k (4.22)

que puede dividirse en dos ecuaciones matriciales

Ll = k
..m

LA<f> = 1 (4.23)

resolviendo la primera por reducción hacia adelante obtenemos

el vector con el cual podemos resolver la segunda por substi

tución hacia atrás, obteniendo el vector que determina los -

valores nodales del flujo 4>.
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Fig. 7.- Forma de almacenar la semibanda superior de una

matriz banda simétrica.
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Puesto que cada grupo tiene asociada una matriz de coe-

ficientes, se han guardado en el disco las matrices L de ca-

da grupo con el finde no hacer la factorizacion A cada vez -

que se efectúa una iteración externa.

Es importante notar que el número de operaciones nece-

sario para resolver el sistema de ecuaciones usando el méto-

do de Cholesky es aproximadamente NW2/2 '

También debemos mencionar que, dada la forma de banda -

y simétrica de la matriz, es posible economizar memoria cen-

tral almacenando sólo la porción N x W de la matriz como se

indica en la fig. 7. En programas de producción a gran esca-

la, aún esta matriz no puede ser almacenada en el núcleo y -

debe hacerse una partición en forma adecuada como se muestra

en la fig. 8. En este caso será necesario almacenar en la me

moria central solo una matriz W x W, esto es posible gracias

a que en los procesos de reducción y substitución para resol

ver las ec. (4.23), los elementos de cada una de las matra-

ces W x W, están relacionados únicamente con los elementos -

de la matriz que le sigue '.
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Fig. 8.- Partición de la semibanda superior para su manejo en la

memoria central.
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CAPITULO V.- Resultados y Comparación.

1.- Introducción.

En este capítulo se presentan los resultados obtenidos

con el código DELFÍN, se comprueba si estos resultados son -

correctos, y se hace una comparación de la eficiencia en el

cálculo entre la aproximación con elementos finitos rectan-

gulares contra la aproximación con elementos finitos triangu

lares, así como contra la aproximación con diferencias fini-

tas, para la solución numérica de las ecuaciones de difusión

para varios grupos de un reactor nuclear. Para la comproba_-

ción de los resultados y el estudio comparativo, se utilizan

los resultados obtenidos por Kaper, Leaf y Lindeman con los

códigos HOD (elementos finitos triangulares) y DARC2D (dife-

rencias finitas) , así como los mencionados en un reporte

del Argonne National Laboratory para un problema de referen-

cia obtenidos aplicando el código EXTERMINATOR-2 *19*.

Se presenta una descripción breve de los códigos, así -

como de los parámetros usados para el análisis de resultados,

considerando diferentes tipos de reactores: un reactor homo-

géneo y un reactor de dos regiones ambos con dos grupos de -

energía; y un reactor de cinco regiones con cuatro grupos de

energía. Se discuten también los resultados obtenidos para -

un reactor homogéneo con siete grupos de energía y cualquier

tipo de dispersión entre ellos. Se presenta el análisis de -
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cada reactor por separado y se llega al final a las conclu-

siones .

2.- Descripción de los Códigos.

El código DELFÍN ha sido desarrollado para un sistema -

PDP-10. Permite cualquier tipo de dispersión entre los grupos

de energía,ya sea hacia arriba o hacia abajo; usa polinomios

interpolados de Lagrange, el sistema de ecuaciones lineales

es resuelto en forma directa por el algoritmo de Cholesky. -

No se ha incluido por ahora ningún procedimiento para acele-

rar el proceso iterativo de potencias. Se hace uso de los -

discos para la administración de los datos en cada iteración

externa. Como resultados proporciona los valores de la apro-

ximación a la constante de multiplicación y a los flujos en

cualquier punto del reactor.

El código HOD{s) fue desarrollado en un sistema IBM-3.60

Modelo 50-75. Puesto que está orientado al cálculo de reacto

res rápidos sólo permite dispersión hacia abajo; usa polino-

mios interpolados de Lagrange. Para la solución del sistema

de ecuaciones lineales usa el algoritmo de Cholesky, y las -

iteraciones externas son aceleradas por medio de un procedi-

miento de extrapolación de Chebyshev. El cálculo completo es.

tá contenido dentro de la memoria central. La salida consis-

te de los valores de la aproximación a la solución en los no

dos de la triangulación y de la potencia en cada región del
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reactor, así como el valor de k e f f

El programa DARC2D^ ' es el modulo para difusión de va-

rios grupos con dos dimensiones en el Argonne Reactor Compu-

tation (ARC) Systemv '. Los algoritmos usados en el progra-

ma son similares a los que usan otros códigos en el análisis

de reactores rápidos. Para cada grupo de energía se hace una

aproximación con diferencias finitas de cinco puntos a la

ecuación de difusión. Tanto las iteraciones externas como

las internas son aceleradas por un proceso de extrapolación

de Chebyshev de tres términos. Hay uso de discos para la ad-

ministración de datos en cada iteración externa (5)

3.- Bases para la comparación.

Los reactores nucleares en general pueden ser represen-

tados por configuraciones bastante regulares, más aún en el

caso de los reactores rápidos que como ya se ha dicho son

más homogéneos y por lo tanto presentan menos regiones; ésto

permite el uso de elementos finitos sencillos como son los -

elementos triangulares o los rectangulares. Tales elementos

podrán cubrir totalmente a ñ, lo cual es una ventaja. En el

caso de reactores hexagonales es necesario usar elementos de

tipo triangular, sin embargo la mayoría de los reactores pue

den ser representados por una geometría rectangular y por lo

tanto tratados con elementos finitos rectangulares; puesto -
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que en estos casos parece más fácil y adecuado trabajar con

elementos rectangulares que con triangulares, es importante

hacer un estudio comparativo de la eficiencia del cálculo pâ

ra los dos tratamientos de un reactor con geometría rectangu

lar. Se hace también la comparación para el tratamiento con

diferencias finitas.

La comparación está basada en el tiempo de cálculo para

la k f f con una cierta precisión prefijada. Es importante no

tar que el tiempo de cálculo que será tomado en cuenta para

efectuar la comparación no es el tiempo de ejecución de los

programas: éste tiempo depende en cada caso de varios facto-

res: por ejemplo, el programa DARC2D de diferencias finitas

usa métodos iterativos de solución y además necesita memoria

externa; en cambio el programa HOD de elementos finitos usa

métodos de inversión directos y no necesita memoria externa;

el programa DELFÍN elaborado en este trabajo usa elementos -

finitos, inversión directa, y, dado que en la computadora -

PDP-10 del Centro Nuclear la memoria interna accesible es so

lo de aproximadamente 24 K es necesario el uso de memoria ex

terna.

Para llevar a cabo la comparación usamos el tiempo nece

sario para invertir la matriz de coeficientes obtenida en ca

da caso, considerando que se usa para todos los casos el mé-

todo directo de Cholesky; si la matriz es de orden N, y tie-

ne un ancho de banda 2W-1, el tiempo de cálculo para la inver

sión de la matriz es proporcional a NW *8 .
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Conviene mencionar que existen métodos para disminuir -

(i it)
la anchura de banda de la matrizv ', sin embargo dadas las

condiciones limitadas en que se hace la comparación, no se -

hace un análisis del uso de tales técnicas.

Este trabajo es parte de una investigación más amplia -

para encontrar el tipo de elementos y de polinomios más efi-

cientes para el tratamiento de reactores con geometría rec-

tangular; el código DELFÍN ha sido elaborado con elementos -

rectangulares y polinomios bicompletos de Lagrange, lo cual

no quiere decir que este sea el mejor tratamiento; más bien,

se ve la necesidad de futuros trabajos que comparen los resul

tados obtenidos usando el código DELFÍN con los obtenidos

usando, por ejemplo, polinomios completos de Lagrange o poli^

(13)

nomios bicompletos de Hermite

Realmente, las condiciones que se tienen para estable_-

cer la comparación no son suficientemente adecuadas desde el

momento en que nosotros trabajamos con aproximaciones de ba-

jo orden, mientras Kaper, Leaf y Lindeman trabajan con

aproximaciones de alto orden. Una gran desventaja es, el pe-

queño tamaño de la memoria disponible, pues esto restringe -

el número de casos posibles de estudiar. Además, al aplicar

el criterio de comparación suponemos que en las mallas trian

guiares se usó un cierto orden para numerar los nodos, es

probable que este orden sea diferente al usado por los auto-

res, sin embargo tal hecho no afecta substancialmente el va-

lor de W que nosotros suponemos para sus cálculos.



V-6

4,- Terminología.

En los casos en que se usan elementos rectangulares pa-

ra formar la malla que representa la configuraciön, denotare

mos a la malla con a,k(m,a) es la aproximación a keff corres

pondiente a esta malla y para polinomios de grado m, y el -

error de truncación en k f f es la diferencia k(mp) -
 k
e f f ~

Obviamente en el caso de usar diferencias finitas se elimina

el grado m en eáta notación; la malla en este caso es denota

da por ir.

Similarmente para elementos finitos triangulares la ma-

lla es denotada por T,k(m,x) es la aproximación correspondien

te a esta malla para polinomios de grado m, y el error de

truncación es k(m,T) - keff.

Para distinguir entre las diferentes mallas usadas en -

cada caso usamos la siguiente notación: x representa una

malla triangular con pq2 triángulos, obtenida a partir de -

una triangulación básica T . formada por p triángulos, sub-

dividiendo los lados de cada triángulo en q partes iguales,-

generando q2 subtriángulos dentro de cada triángulo de T ,.
Pf J-

Si h es la longitud del lado mayor de todos los triángulos -

en T la longitud del lado mayor de todos los triángulos

en la triangulación T es h/q. similarmente a represen-

ta una malla rectangular con pq2 rectángulos y con exactamen

te las mismas consideraciones que en la malla triangular. En

el caso de diferencias finitas la malla se representa con
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TI donde p es el numero de puntos en los cuales debe deternú

narse el flujo.

En la fig. 9 se pueden ver las mallas básicas a. - , T, .

y *i6-

5.- Limitaciones de la Comparación.

Para comprobar si los resultados obtenidos por el c6di_

go son correctos, se usaron los datos del reactor homogéneo

con dos grupos, puesto que en este caso la solución del sis-

tema de ecuaciones de dos grupos, puede ser obtenida en for-

ma analítica.

Los resultados reportados para este caso fueron obteni-

dos considerando para el error en el eigenvalor un valor de

10
_7

o sea que el proceso de iteración de potencia se termi_

nó cuando la desigualdad |k (n) - k (n-1)IA (n) < 10
_7

fue sa

tisfecha para un par de iteraciones sucesivas k (n-1) Y k (n)

Se usó este criterio debido a que la PDP-10 trabaja con ocho

cifras significativas en las variables reales, siéndonos im-

posible el usar doble precisión dada la pequeña capacidad de

memoria (24 k) .

Kaper, Leaf y Lindeman* ' trabajaron con secciones efi-

caces de 16 dígitos; sin embargo, ellos mismos reconocen que

desde un punto de vista físico esto no es muy útil, puesto -

que las secciones eficaces son conocidas solo con 3 ó 4

tos significativos. En nuestras condiciones el máximo de di-
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gitos posibles es 8, por lo que fue necesario redondear los

valores de las secciones eficaces, introduciendo un error de

redondeo aun antes de que la computadora iniciase su trabajo.

Además de ésto, la longitud de una palabra de punto fio

tante en la PDP-10 está limitada a 36 bits, casi la mitad de

los 64 bits en la IBM-360,

Debido a todos estos problemas, fue necesario obtener -

nuestros propios valores de referencia para el eigenvalor -

k f f aún en el caso del reactor homogéneo; considerando que

en nuestros resultados son correctos sólo los primeros siete

dígitos sin redondeo.

6.- Comprobación de la exactitud en la aproximación con DELFÍN.

Para comprobar la exactitud de los resultados, y dado -

que estamos reducidos a trabajar con ocho dígitos, se ha apli

cado el código a un problema de referencia presentado en un
/19)

reporte del Argonne National Laboratory , en el cual los

datos tienen dos o tres cifras significativas.

El problema de referencia es un reactor homogéneo cua_-

drado, con siete grupos de energía, y dispersión hacia arri-

ba y hacia abajo entre todos los grupos.

Los resultados obtenidos para k _f con DELFÍN se compa-

ran con la solución analítica y con los resultados obtenidos

aplicando el código EXTERMINATOR-2 al mismo problema, y que

se encuentran en el reporte mencionado. En la Tabla I. se



V-9

MALLA RECTANGULAR O
i i i

MALLA TRIANGULAR T
6 /I

MALLA RECTANGULAR ir
1 6

T—--S,

Fig. 9.- Mallas Básicas para un reactor homogéneo

rectangular.
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muestran estos resultados, junto con: la malla usada, el gra

do del polinomio y el error de truncación en porciento. El -

valor para el error de truncaciön que usamos en el proceso i_
5

terativo fue 10 o menor.

Como puede notarse, los valores obtenidos con polinomios

lineales para el error son del mismo orden que los que se -

tienen con el EXTERMINATOR-2, en cambio para polinomios ctibî

eos obtuvimos un resultado más exacto por un factor de 1000.

Este hecho demuestra que los resultados que arroja el código

tienen una alta exactitud, y comprueban además la calidad -

del método del elemento finito.

Para comprobar la exactitud en los valores obtenidos pa

ra el flujo, se usa el reactor homogéneo descrito en una sec

ción posterior de este capítulo obteniéndose también una al-

ta exactitud.

Cabe mencionar ahora que para problemas tratados desde

un punto de vista físico no es necesario trabajar con más de

ocho dígitos, puesto que como ya se ha dicho las secciones -

eficaces se conocen solo con tres o cuatro dígitos significa

tivos.

7.- Comparación.

Como se ha dicho antes, al hacer el análisis de los re-

sultados para llevar a cabo la comparación, mencionaremos dos

valores de referencia para el eigenvalor k f f:

I). Para mallas triangulares y diferencias finitas los
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TABLA I

Resultados para el Problema de Referencia

CÓDIGO

EXTERMINATOR-2

DELFÍN

GRADO

1

1

2

3

NODOS

9

24

69

9

24

9

9

X

X

X

X

X

X

X

3

6

15

3

6

3

3

keff

0.8049

0.7779

0.7749

0.7572

0.7717

0.7743

0.7744

55

37

34

7655

3192

1137

8216

(ák/k

3

3

5

2

2

2

6

.04

.39

.02

.23

.82

.34

.30

eff>xl00

X

X

X

X

X

X

X

10°

10-1

io-2

10°

lo"1

io-2

io-3

RESULTADO ANALÍTICO keff = ° ' 7 7 4 5 4 5 1 3 5 7
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valores de referencia reportados por Kaper, Leaf y Lindeman.

Excepto para el reactor homogéneo, estos valores los obtuvie

ron usando el código HOD con elementos polinomiales de quin-

to grado (m=5), para una secuencia T de triangulaciones -

del dominio ü sucesivamente refinadas. El criterio que usa_-

ron para el error de truncaciön en estos valores de referen-

cia fue IQ""10, obteniéndose una secuencia k(5,x ) a partir

de la cual se determino el valor de referencia de kQff. To

dos los errores relativos de truncaciön para mallas triangula^

res fueron medidos con respecto al valor de k f f así determi^

nado, e igualmente para diferencias finitas.

II). Para mallas rectangulares los valores de referen_-

cia reportados son los que se obtuvieron con la malla más f±_

na que fue posible usar para polinomios cúbicos (m=3) . Excep_

to para el reactor homogéneo, el criterio usado al obtener -

esos valores es de 10~5. Todos los errores relativos de trun

cación para mallas rectangulares son medidos con respecto al

valor de k ,, así determinado.
etr

a).- Reactor Homogéneo.

Consideremos un reactor homogéneo cuadrado, con dos gru

pos de energía, siendo las constantes del material dadas en

el Apéndice 1, con el nombre de núcleo entonces

: 0<x<L, 0<y<L} con L = 50.05 cm.
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Con condiciones de frontera dadas por

34 8*

§ <o,y> = - a f <x,o) = o.

para (x,y)e3 Q; g = 1,2

>g(L,y) = * (x,L) = 0.

Resolviendo analíticamente este problema se obtiene un

flujo dado por

g = i, 2

con

x v
= A COS TvT COS Ä-

g ¿it ¿it

= 1.4653 87384 104

= 0.0064 57062 6

A2 = 0.0311 86083

para un flujo normalizado a una fisión por segundo dentro del

reactor. Este valor de k « es el valor de referencia en el
err

caso de los resultados reportados para mallas triangulares.

Considerando solo ocho cifras significativas el valor -

del eigenvalor es
keff = 1* 4 6 5 3 8 7 4 •

Este último valor de k _- es e! usado como referencia -

para nuestro problema, o sea con mallas rectangulares.
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Para verificar el programa DELFÍN usamos la secuencia -

de mallas rectangulares (con q = 1.2,...) sobre ti. Los

resultados obtenidos con diferente grado de los polinomios,-

desde lineales (m = 1) hasta cúbicos (m = 3) son listados en

las tablas II, III, IV respectivamente.

Las primeras columnas de las tablas contienen los siguien

tes datos: 1) la malla rectangular a. 2) el número de coor

denadas generalizadas por grupo de energía N, o sea el orden

de la matriz de coeficientes; 3) el semiancho de banda de la

matriz W; 4) el factor NW2 que es proporcional al tiempo de

cálculo; 5) el valor del factor de multiplicación k = k(m,a )
P/SI

calculado considerando un error relativo de 10~7 o menor en -

el proceso iterativo de potencias; 6) el error relativo de -

truncación en porciento medido contra el valor exacto de k

(|Ak|/k „ ) x 100, con Ak = Ak(m,a ) = k(m,a ) -

eff

o sea

- keff 7) la cantidad p.

p. (m,a ) =
Ak

Ín +1
Ak.

h

que es una estimación para el exponente Pk(m) en la relación

asintótica para el error en k

k(m,a) - k
eff = 0(hPk(m)) como h - 0

Las siguientes columnas contienen los datos pertinentes
00

al flujo, siendo: 8) la norma L , o sea la norma superior -
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del error de truncación en el flujo

= m a x m a x

g = l f 2 (x,y)en

(x,y) -

como puede observarse ésta es una norma muy simple y está de

finida en un

definida por

finida en un sentido puntual; 9) la cantidad p, = p (m,o )

.) = In
A<í>(m,a

In

que estima el valor del exponente p,(m) en la relación

+_(mfo) - * || = 0(h
y y oo con

y 10) la norma Wo del error de truncación.

|4>g(m,a) - (•g(m,a) - <í>g)
2dr

1/2

Analizando los resultados obtenidos, puede notarse que

el comportamiento de los errores de truncaciön para el flujo

y el eigenvalor convergen a los valores teóricos, así p. y -

p^ convergen a 0(h m) y 0(hm ) respectivamente. Es importan

te mencionar que dado el corto número de dígitos que podemos



TABLA II

RESULTADOS CON DELFÍN PARA EL REACTOR HOMOGÉNEO GRADO 1

MALLA
O

a
i,

a
i.a '
i.

o '
i.

a '
i.

a '
i.

a '
X ,a '
i.

a '
i.

a '
i,

a '
a1'
i

o '
i,

o '
1,

a '
if

a
i.

a '
i

a
i

a
i

a
i»

»q

i

2

3

"t

5

6

7

a

9

10

11

12

13

1>»

15

16

1 7

1 3

1 9

20

INCOG-
NITAS
POR
GRUPO
H

4

9

16

25

36

49

64

81

100

121

144

169

196

225

256

289

324

361

400

441

SEMIAN
CHO DE
BANDA
W

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

6

2

5

1

2

3

6

9

1

2

2

3

5

6

3

1

1

1

1

2

N W*

.40x10°

.25xl02

.76xlO2

.23x103

.30x103

.97xlO3

.40xl03

.80xl03

.44x10"

.05x10"

.82x10"

.80x10"

.02x10"

.50x10"

.29x10"

.04x10s

.30x10s

.59xlO5

.94x105

.33x105

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1.

1.

1.

1.

1.

1.

1.

1.

k

.4068

.4507

.4589

.4617

.4630

.4637

.4642

.4644

4646

4648

4649

4649

4650

4650

4651

4651

4651

4652

4652

4652

150

483

119

519

628

739

023

802

706

069

077

841

438

912

293

603

863

082

264

422

ERROR RELATI
VO DE TRUNCA
CION
Ak

keff

-3

-9

-4

.99x10°

.98xlO~l

.41X10"1

-2.48X10"1

-1

-1

-8

-6

-4

-3

-3

-2

-2

-2.

-1.

-1.

-1.

-1.

-1.

-9.

.58X10"1 .

.lOxlO"1

.O8xlO"z

.19xlO"2

.89xlO"2

.96xlO"2

,27xlO"2

,75xlO"2

34xlO~2

02xl0"2

76xlO"2

55xlO"2

37xlO"2

22xlO~2

lOxlO"2

90xl0"3

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

2.

2.

1.

2.

2.

2.

2.

p

-

.00

.01

.01

.00

.00

.00

;00

.00

.00

.00

99

00

00

00

98

00

00

00

00

NORMA SUPE
RIOR DEL -
ERROR DE -
TRUNCACION
EN EL FLU-
JO

0.1909X10"1

0.3463xl0"2

0.1462xl0"2

0.8085xl0~3

0.5133xl0"3

0.3550xl0~3

0.2601xl0~3

0.1988xlO"3

0.1569xl0"3

0.1270xl0"3

0.1049xl0"3

0.8807x10""

0.7501x10""

0.6467x10""

0.5631x10""

0.4946x10""

0.4382x10""

0.3909x10""

0.3507x10""

0.3165x10""

2
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2.

2.
2.

2.

p
*

_

.46

.13

.06

.04

.02

.02

.01

.01

.01

.01

.01

00

00

00

00

00
01

00

NORMA EN ¡"Jo -
DEL ERROR DE
TRUNCACION -
DEL FLUJO.

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0.

0

0.

0.

0.

0.

.3689xlO~2

.7298xlO~3

.2840xl0~3

.1717xlO~3

.1582x10"3

.7551x10""

.5065x10""

.4232x10""

.3056x10""

.2450x10""

.1852x10""

.1772x10""

.1325x10""

.1176x10""

1099xl0~5

8960xl0~5

7742xlO~5

7109xl0~5

6192xlO~5

1583X10"5
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TABLA III

RESULTADOS CON DELFÍN PARA EL REACTOR HOMOGÉNEO GRADO 2

ap*q

°x',2

°1 3
1

ax #s

az,r
G l , 8

CT1,9

N

8

21

40

65

96

133

176

225

280

341

W

8

11

14

17

20

23

26

29

32

35

N W2

5.12x10z

2,54xlO3

7.84xlO3

1.88x10**

3.84x10"*

7.04x10**

1.19x105

1.89xlOs

2.87x105

4.18x105

k

1.4632 67

1.4652 42

1.4653 58

1.4653 77

1.4653 83

1.4653 85

1.4653 86

1.4653 86

1.4653 87

1.4653 86

^ — x 100
eff

-1.45X10"1

-9.89xl0"3

-1.98xlO~3

-6.82X10"11

-2.73x10"**

-1.36X10"**

-6.82xl0"s

-

-

-

Pk

-

3.87

3.97

3.70

4.11

3.80 "

4.50

-

-

—

TABLA IV

RESULTADOS CON DELFÍN PARA EL REACTOR HOMOGÉNEO GRADO 3

aPrq

Va
gx,3

^ , »

ax.r

N

12

33

64

105

150

217

288

W

12

17

22

27

32

37

42

N W 2

1.79x103

9.54x103

3.10x10"

7.65x10 **

í.54x10s

2.97x105

5cO8xlO5

k

1.4653 49

1.4653 87

1.4653 87

1.4653 87

1.4653 87

1.4653 87

1.4653 87

Êff X l 0 °
- 2.59xlO"2

-

-

-

-

-

-
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usar, tan solo con una partición en dos de la malla básica,

ya se ha alcanzado el valor correcto para el eigenvalor con

los siete dígitos exactos disponibles.

Como puede verse, las restricciones que tenemos en cuan

to al número de dígitos dificulta la comparación de nuestros

resultados con los botenidos usando elementos triangulares -

por Kaper, Leaf y Lindeman

Con el fin de efectuar la comparación se listan en la -

Tabla IV los resultados obtenidos con el código HOD para es-

te mismo reactor usando elementos triangulares . Los valo-

res del factor de multiplicación efectiva k = k(m,T ) son
P rH

los obtenidos con un error relativo de 10 o menor.

Como ya se ha mencionado el tiempo de cálculo es propo£

cional a NW2, donde N es el número de incógnitas por grupo y

W es el semiancho de banda. Una vez establecida la malla que

se emplea y el grado de los polinomios N permanece fijo, pe-

ro W puede variar de acuerdo a la forma en que se ordenen 'los

nodos de la malla. En nuestro caso, mallas rectangulares, he

mos numerado los nodos en forma.progresiva sobre cada línea

del eje x, recorriéndola de izquierda a derecha, y así línea

por línea empezando por ía de más abajo, fig. 10. Para las -

mallas triangulares se supuso que los nodos fueran ordenados

en la misma forma, en base a la experiencia se piensa que

aunque la ordenación haya sido hecha en forma diferente, no

varía en forma notable el valor de W. Nos hemos tomado la li_

bertad de incluir estos valores en la tabla V.
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N = 16 W = 6

13

9

5

14

LO

S

15

11

7

16

12

N = 7 W = 5

\

4
f E

Fig. 10.- Ordenaciön de nodos para ambos tipos de malla.



T A B L A

RESULTADOS CON HOD PARA EL REACTOR HOMOGÉNEO

8

Malla

T 6

T 6

T 6

T 6

T 6

Tg

T 6

T 6

T 6

T 6

T 6

T 6

T 6

T 6

, 1

'2

r 3

/ 5

, 6

,7

, 1

, 2

l 3

, 5
¥

» 6
¥

,7

Incoe
nitas
por

Grupo
N

7

19

37

61

91

127

169

19

61

127

217

331

469

631

Semi-
ancho
de -
banda

5

7

9

11

13

15

17

12

20

28

36

44

52

60

1

9

3

7

1

2

4

2

2

9

2

6

1

2

N W2(?)

•75xlO2

.31x102

.OOxlO3

.38x103

.54x10*

.86x10*

.88x10*

.74x103

.44x10*

.95x10*

.81x10s

.41x105

.27x106

.27xlO6

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

k

.4225

.4532

.4598

.4622

.4633

.4639

.4643

,4633

.4652

.4653

.4653

.4653

.4653

.4653

1602

6222

6024

4695

6726

8039

5147

9429

5178

6003

7865

8379

8564

8644

ERROR RE-
LATIVO DE

TRUNCACION

|^ X 100
Keff

-2
— fi

-3

-2

-1

-9

-7

-1

-9

-1

-6

-2

-1

-6

.9x10°

.3X10"1

.8X10"1

.lxlO"1

.4X10"1

.6xl0"2

•lxl0~2

.4X10"1

.3xlO"3

.9xlO"3

.0x10"*

.5x10"*

.2x10"*

•4xl0"5

1

1

1

1

1

1

3

3

3

3

3

3

.82

.94

.97

.98

.99

.99

-

.88

.95

.97

.98

.97

.98

NORMA SUPE-
RIOR DEL -
ERROR DE -
TRUNCACION
EN EL FLUJO

0

0

0

0

0

0

0

0

0.

0.

0.

0.

0.

0.

.1551X10"1

,5932xlO"2

,2991xlO"2

.1809xl0"2

.1218xlO~2

.8799xlO~3

,6673xlO"3

,1858xlO"2

,2200xlO"3

6265x10"*

2594x10"*

1314x10"*

7545xlO"5

4723xlO~5

1

1

1

1

1

1

3

3

3

3

3

3

-

.39

.69

.75

.77

.77

.79

-

.08

.10

.07

.05

.04

.04

<

o
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RESULTADOS CON HOD PARA EL REACTOR HOMOGÉNEO (CONTINUACIÓN

8
H
m
D

u

Malla
T
P/q

T
6/1

T6/2
T

T b' J

6 <f

T '
6,5

T
6 6
/

Inc6c[
ni tas
por
Grupo
N

37

127

271

509

721

1027

Semi-
ancho
de

banda
(?)W

23

41

59

77

95

113

1

2
9

3

6

1

N W2(?)

.96x10"

. 13x105

.43x105

.02xl06

.51xlO6

.31x107

1.

1.

1.

1.

1.

1.

4653

4653

4653

4653

4653

4653

k

59766

86919

87342

87376

87382

87383

44

30

16

55

11

43

ERROR RE-
LATIVO DE
TRUNCACION

jp-x 100
*eff
-1.9xlO~3

-3.2xlO~*5

-2.9xlO~6

-5.2xlO~7•

-1.4xl0~7

-4.6xlO~8

pk

-

5.89

5.93

5.96

5.97

5.95

NORMA SUPE-
RIOR DEL -
ERROR DE -
TRUNCACION
EN EL FLUJO

0.1761x10"3

0.1870x10-"

0.4058xl0"5

0.1323xl0"s

0.5476xl0"6

0.2642xl0~6

-
3.24

3.77

3.90

3.96

4.00 <
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10

10

NW2

Fig. 11.- Tiempo de cálculo en funciön del error relativo de
truncacion. Reactor Homogéneo. Elementos lineales:
A triangulares, 0 rectangulares.
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10

Fig. 12.- Tiempo de cálculo en función del error relativo de
truncacifín. Reactor Homogéneo. Elementos cuadráti-
cos: A triangulares, 0 rectangulares.
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Para efectuar la comparación se hicieron las gráficas -

del error relativo de truncación en por ciento contra el tiem

po de cálculo, para ambos tipos: elementos rectangulares y -

triangulares, en los casos lineal y cuadrático, figs. 11 y -

12 respectivamente. Para el caso cúbico no es posible esta -

comparación pues como puede observarse en las tablas XV y V,

son necesarios bastante más de ocho dígitos para establecer

la razón de convergencia.

T?n las gráficas se observa que hay un factor de mayor -

rapidez en el cálculo cuando se usan elementos rectangulares

en lugar de elementos triangulares, además estos factores

crecen conforme aumente la precisión de la constante de mul-

tiplicación k. El orden de magnitud de estos factores es el

siguiente:

Grado

lineal

cuadrático

Error

4

8

2

2

relativo %

X

X

X

X

1 0 '

10"

10"

10'

• i

• 2

• 3

•'t

Factor de mayor
rapidez

4 . 3

5.3

12.3

16.0

B ) . - Reactor de dos zonas.

Se considero un reactor cuadrado de dos zonas como el -

que se muestra en la fig. 13. Las dimensiones externas del -

reactor son
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Q = {(x,y) ; O < x < L, O < y < L} con L = 50.05
cm.

donde ti = ti- + siendo

ti- - {(x,y); 0<x<20.055 , 0<y<20.055> con x,y en cm.

Las constantes de los materiales están dadas en el Apén

dice I, con los nombres de núcleo y cobertor.

El valor de referencia en el caso de mallas triangula-

res y diferencias finitas para el factor de multiplicaciön -

keff n a s i d o t o m a d o como k f f = 1.1973 9966, obtenido con la

triangulación xg * '.

En nuestro caso, mallas rectangulares y ocho dígitos, -

el valor de referencia es el obtenido con la malla a^ - y es

k e f f = 1.197 405.

Los resultados obtenidos con elementos rectangulares se

listan en la Tabla VI, y los tomados de la literatura^5' pa-

ra elementos triangulares y para diferencias finitas en la -

Tabla VII. Para todos los casos el proceso iterativo de po_-

tencias se concluyó con un criterio de 10~s, excepto en los

casos que se señalan en la Tabla VII.

Para efectuar la comparación tomamos los datos de las

Tablas VI y VII, graficando el error relativo de truncación

en por ciento contra el tiempo de cálculo para cada uno de -

los diferentes tratamientos, figs. 14 y 15.
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Eu
in
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o
in 1

inmo
•

o

CORAZÓN

COBERTOR

20.055cnr-4
• 50.05

X

Fig. 13.- Reactor de 2 Zonas (cuarta parte).
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De las gráficas, se puede observar la notable diferencia

en la mayor rapidez de los cálculos efectuados con elementos

finitos contra ios hechos usando diferencias finitas, lo cual

además ya había sido establecido por Kaper, Leaf y Lindeman*5'

Para llevar a cabo la comparación entre los dos tipos -

de geometría de los elementos finitos se dispone de un número

muy pequeño de resultados, fig. 15. Si como es de.esperarse,

el comportamiento de los resultados es igual al de los casos

anteriores conforme aumenta el número de parámetros, puede -

decirse que hay una mayor rapidez en los cálculos efectuados

con elementos rectangulares, aunque el factor no puede ser -

estimado.

Es importante hacer notar que el error en k £ f para gra_

do uno se comporta aproximadamente como 0(h ) a pesar de

existir una discontinuidad, sin embargo para grado dos es

aproximadamente O(h ) o menor, en vez del comportamiento teó
4

rico 0(h ) , de donde deducimos que la discontinuidad afecta

bastante a la convergencia de keff, hecho que esperábamos
 10 .

C ) . - Reactor Rápido de Cría enfriado con Metal Líquido de -
1000 MW(e) LMFBR.

Este es un diseño típico de un reactor rápido de cría -

enfriado con metal líquido y teniendo como combustible óxido

de uranio. En la fig. 16 se muestra una cuarta parte del

reactor con sus dimensiones. Sus características son las de

un reactor con potencia total de 2400 MW(t) ( s ). Las fraccio-
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TABLA VI

RESULTADOS CON DELFÍN PARA EL REACTOR DE 2 ZONAS

GRADO 1

ap,q

°*f8
a

°-,7
CT«f,8

af,9

a.uo

üf,2

a
i», i

a
k , 2

a

N

9

25

49

81

121

169

225

289

361

441

21

65

133

225

341

33

105

217

W

5

7

9

11

13

15

17

19

21

23

11

17

23

39

35

17

27

37

2.

1.

3.
9.

2.

3,

6.

1.

1.

2,

2

1

7

X

4

9

7

2

N W 2

25x102

23x103

97x103

80x103

04x10"*

80x10"*

50x10**

04xl05

59x105

33x10s

1.

1.

1.

1.

1.

1.

1.

1.

1.

1.

GRADO :

.54x103

.88x10**

.04x10"*

.89x105

.18x105

1

1

1

1

1

GRADO

.54x103

.65x10**

. 97x10s

1

1

1

k

1050

1753

1880

1922

1941

1951

1955

1961

1964

1966

.1949

.1978

.1976

.1974

.1974

3

.1983

.1974

.1974

08

34

40

81

74

80

50

61

22

08

33

83

08

83

35

62

81

05

.é* x 100Kef f

-7.

-1.

-7.

-4.

-2.
1.

-1.

-1.

-8.

-6.

-2

+4

+1

+6

+2

+7

+6

72x10°

84x10"l

82xlO"1

28x10"l

69X10"1

85xlO"1

55xlO~X

lOxlO"1

17xlO"2

61xlO"2

. 47x10"2

.OOxlO"2

.70xl0~2

,51xlO"3

.51x10"3

.99xlO~2

.35x10"3

P

2.

2.

2,

2.

2.

1.

2.

2.

2.

2

2

3

4

3

k

07

12

10

07

05

18

11

01

00

.37"

.11

.32

.28

_

.65
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TABLA VII ,

RESULTADOS CON HOD Y DARC2D PARA EL REACTOR DE 2 ZONAS

GRADO 3

Malla

T « F 3

Incog-
nitas
por -
grupo
N

127

271

509

721

Semi,-
ancho
de .-
banda

W

41

59

77

95

N W 2

2,13x105

9.43x105

3.02xl06

6.51x106

k

1.1974 048

1.1973 904

1.1973 920

1.1973 943

Error relativo

f*- x 100
keff

+4.3x10""

-7.7x10""

-6.4x10""

-4.5x10""

GRADO 3

8,1 46 21 2.03x10" 1.1978 55 +3.8xlO-2

GRADO 2

2 2 f 1
53

61

24

20

3.05x10 *

2.44x10"

1.1970 49

1.1970 17

2.9xlO"2

3.2xlO~2

DIFERENCIAS FINITAS

°1,8
a i F 2 0

a i , 3 2

"l.M

16

64

400

1024

2304

6

10

22

34

50

5.76xlO2

6.40x10*

1.94x10*

1.18x106

5.76x106

1.2561 49

1.2118 48

1.1994 91

1.1982 01

1.1977 53

4.9x10°

1.2x10°

1.7X10"1

6.7x10"2

3.0xl0~2

1»'"-

t
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10

10o _

10 _

10 z-

10 3

Fig. 14.- Tiempo de cálculo en función del error relativo de
truncaciön. Reactor de dos zonas.
X Diferencias Finitas.

+ Elementos rectangulares lineales.
0 Elementos rectangulares cuadráticos.
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10

10

I ""• I ^

10"

10: 10' 10' 10

NïT

Fig. 15.- Tiempo de cálculos en función del error relativo -
de truncaci6n. Reactor de dos zonas. Elementos ctí-
bicos: A triangulares , 0 rectangulares.
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nes de volumen de combustible, sodio, y acero inoxidable en el

núcleo son 0.42, 0,37 y 0.21 respectivamente.

El conjunto de secciones eficaces para los cuatro gru_-

pos usados es listado en el Apéndice I con los siguientes -

nombres de materiales: región de núcleo I, región de núcleo

II, región de reflector, región de cobertor I, y región de -

cobertor II.

Para mallas triangulares el valor de referencia de la -

constante de multiplicación es k f f =» 1.0569 955, obtenido -

con una malla T,- - . También para diferencias finitas se

usa este valor.

En el caso de mallas rectangulares el valor de referen-

cia fue el obtenido con la malla más fina posible de calcu_-

lar con polinomios cúbicos, siendo esta T, o
 v valor e

referencia keff = 1.059 789.

Los valores de referencia son diferentes debido al núme

ro de cifras significativas usado en cada caso.

Para el tratamiento con diferencias finitas usaron siete

diferentes mallaj rectangulares según se muestra en la tabla

VIII. Dentro de cada región los intervalos son igualmente e§_

paciados en ambas direcciones x, y. Los.resultados se presen

tan en la Tabla IX. En la última columna se muestra el núme-

ro mSximo de palabras de 64 bits usadas durante la ejecución

del programa.

Los resultados para el código HOD con elementos desde -
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o
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00

o

o u
1-4

in

R E F L E C T O R

C O B E R T O R 2

CORAZÓN 2

CORAZÓN 1
W

CQ

O

U

h" 54.85 cm'. -I
I —92.95 cm.

123.45 cmr

H

Fig. 16.- Reactor rápido de cría LMFBR (cuarta parte)
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TABLA VIII

ESTRUCTURk DE LAS MALLAS PARA LA APROXIMACIÓN CON DIFERENCIAS

FINITAS DEL REACTOR LMFBR.

Malla

ir
4 8

IT
1 •• o

TT
2 8 0

TT

IT
9 0 0

TT
1 1 6 0

TT

dirección x (cm)
~ 0

a
54.85

2

6

8

10

13

15

16

.4,85
a

92.95

2
2
4

6

7

8

10

92.95
a

123.45

2

2

2

4
5

6

7

TOTAL

6
10
14
20

25

29

33

0
a

73.5

2
8

10
12
14
15

16

dirección y
73.5
a

103.9

2

- a
4
6

8

9

10

103.9

138.7

2

2

4

6

8

9

10

(cm)
138.7

a
169.2

2
2
2
4
6

7

8

TOTAL

8

14

20

28

36

40

44

Número
Total
de Cel.
das en
la Ma-
lla.

48

140

280 .

560

900

1160

1452

TABLA IX

RESULTADOS CON DARC2D PARA EL REACTOR LMFBR

Malla

ir
•» 8

TT
1 4 0

IT
2 8 0

TT '
,5 6 0

TT
9 0 0

TT
1 1 6 0

TT
14 52

Numero de
Incógni-
tas por
Grupo

48

140

280

560

900

1160

1452

k

1.067176

1.064142

1.058874

1.057842

1.057838

1.057414

1.057298

Error Relativo
(%)

9.6x10"

6.8x10"

1.8x10"

8.0x10"

5.2x10"

4.0x10"

2.9x10"

l

i

l

2

2

2

2

Número de
Palabras
(64 bits)

38

41

44

50

58

64

70

900

000

200

500

200

100

700
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TABLA X

RESULTADOS CON EL HOD PARA EL REACTOR LMFBR

Grado

2

2

3

4

5

5

Malla

T

T
xr,i

Numero -
de IncÖ£
nitas por
grupo N

46

63

94

159

241

336

Semi-
ancho
de -
banda

W

15

17

27

36

46

50

N W2

1.04x10*

1.82x10"

6.85x10*

2.06x10s

5.10x10s

8.40x10s

k

1.056700

1.056851

1.057007

1.056995

1.056992

1.056992

Error
relativo

(%)

-2.8x10"2

-1.3xlO"2

+1.5x10"3

+3.3x10""

Número de
Palabras
usado

(64 bits)

48 000

48 400.

49 800

53 300

59 400

64 400
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TABLA XI

RESULTADOS CON DELFIN PARA EL REACTOR LMFBR

GRADO 1

•p..

a
6 t I

a
6 1 3

0
6«lf

N

20

63

130

221

W

6

9

12

15

N Wz

7.20x102

S.lQxlQ3

1.87x10"

4.97x10"

k

1.0402 27

1.0553 82

1.0578 73

1,0587 36

T~^- x 100
Keff

-1,85x10°

-4.16x10"°

-1.81x10"°

-9.94xl0"2

2.15

2.05

2.08

GRADO 2

a
6 lZ

a

51

173

367

14

23

32

1

9

3

.00x10"

.15x10"

.76x105

1

1

1

.0599

.0598

.0598

45

42

01

1

5

1

.47x10"

.00x10"
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grado dos hasta cinco sobre la triangulación T . ^ ^ , y para -

grado dos y cinco sobre la triangulación T 2 4 j_ se dan en la

Tabla X.

Los resultados obtenidos con el código DELFÍN para poli^

nomios lineales, cuadráticos y cúbicos se dan en la Tabla XI.

En su reporte Kaper, Leaf, y Lindeman concluyen que el

código HOD con elementos cuadráticos y diecisiete triángulos

es aproximadamente 20 veces más rápido que el código DARC2D,

siendo además reducida la necesidad de memoria de 70 700 par

labras a 48 000 palabras, lo cual representa un ahorro de -

más del 30%.

Con el código DELFÍN hemos logrado para la malla ac , -

con 24 000 palabras de memoria y un tiempo de cálculo ligera

mente mayor, el mismo orden para el error relativo en porcien

to que el obtenido con el código HOD para la malla T.- 1 con

53 300 palabras, pero con la gran diferencia de haber usado

elementos cuadráticos con el código DELFÍN mientras que con

el código HOD se usaron elementos cuadráticos.



C O W C L U S I O N E S

Ha sido desarrollado un código que resuelve numéricamen

te la ecuación le difusión de neutrones dentro de un reactor

nuclear en estado estacionario, considerando varios grupos -

de energía y usando la técnica de elementos finitos. Los da-

tos que deben suministrarse al código son los coeficientes -

de difusión, secciones eficaces y espectro de fisión, por re

gión y por grupo; se obtienen como resultados el valor de la

constante de multiplicación k f , y los flujos en cualquier -

punto del reactor.

Se ha efectuado una comparación entre la eficiencia de

un código con elementos finitos rectangulares contra uno que

usa elementos finitos triangulares, para el tratamiento de -

reactores rápidos con geometría rectangular. Se han obtenido

resultados que permiten sugerir el uso de elementos finitos

rectangulares para resolver problemas con geometría rectangia

lar, pues cuando menos se tendrá una mayor simplicidad en el

manejo del código.

Con este código se podrán efectuar en lo sucesivo una -

serie de investigaciones sobre problemas de ingeniería nu_—

clear como son: investigación de criticidad, quemado de com-

'bustibie, cambios de reactividad, etc., así como en la dete£

minación del tipo de elemento finito y de las bases de fun_-

ciones polinomiales más adecuadas para reactores con geometría

rectangular.



APÉNDICE I

CONSTANTES DE LOS MATERIALES

NÚCLEO

g - i g = 2

Dg

Ig.g

Ig'g

2.6800045

5.4577038xl0"2

3.0834480xl0"2

0.575

1.23338xl0~2

—

1.5787672

1.4496088xl0~2

2.5200xl0"2

0.425

1.00800xl0~2

4.0792071X10"2

**

**

**

**

(*) cm (**) cm-1



APÉNDICE I

CONSTANTES DE LOS MATERIALES

COBERTOR

9 = 1 g = 2

ïf>g

x

(I,

g'=i I .
-3 Lrr* i

*"2 V .

1

1

5

0

2

.5496893

.1202501X10"1

.2464120xl0"2

.575

.09856xl0~2

1

9

3

0

1

8

.0941654

.0074999xl0~3

.42000x10""

.425

.36800X10-

.8989013xl0~2

(*) cm

(**) cm- 1

**

**

**

**



CONSTANTES DE LOS MATERIALES

REGION DE NÚCLEO I

0

g'

g1

g'

g1

'g

Xg

= 1

=2

=3

=4

g

f

Ig«

Ig.

g

g

g

g

2

4

1

5

5

< 7 = 1

.8549410

.4404449xl0"Z

.7810572xl0~2

.8815320xl0~X

.93749x10"3

-

-

-

-

1.

7.

4.

4.

1.

3.

cr=2

5019864

5714441x10

7768687x10

0819007x10

63826x10"3

7673204x10

-

-

-

-3

-3

-1

-2

9

1

6

3

2

1

4

q=3

.5626321x10

.0728348x10

.3201602x10

.6383214x10

.19686x10"3

.9084315x10

.1581627x10

-

-

-i

- 2

-3

- 3

-k

-3

9

2

2

1

8

1

3

1

q=4

.4976006x10"

.8385773x10"

.4478089x10"

.9472008x10"

. 51473x10"3

.3104739x10"

.0708365x10"

.8005366x10"

-

i

2

2

5

8

7

3

**

**

**

**

**

**

**

l
g
Hnw

* cm

** cm"1



CONSTANTES DE LOS MATERIALES

REGION DE NÚCLEO II

••-» I,.,

»"« I,.,

2

4

1

5

6

g = 1

.8564419

.43118312xl0"2

.9504805xl0"2

.8815320X10"1

.43424xl0~3

-

-

:

i

8

6

4

2

3

g = 2

.5029859

.0212329xl0~3

.1076731xl0"3

.0819007X10"1

.09374xl0"3

.7093792xl0"2

-

-

9

1

8

3

g = 3

.5546409x10

.1456733x10

.0890608x10

.6383214x10

281138xlO"3

1

4

.8534623x10

.1507471x10

-

-l

-z

-3

-3

-3

g = 4

9.3546137x10

3.2093861x10

3.1305739x10

1.9472008x10

1.08885X10"2

1.3647539x10

3.0816814x10

1.8030354x10

-1

~2

-2

-5

-8

-7

-3

**

**

**

* *

* *

**

H

cm ** cm'1

•



. g

¿g

(Vg
g'=i lgu

gI=3 ïg'<
g'=4 L.,

CONSTANTES DE LOS MATERIALES

REGION DE REFLECTOR

g = 1 g = 2 g - 3 g = 4

2.9454221

3.0877647xl0"2

1.8767154

3.0552809xl0~3

3.0282138xl0"2

9.0814163X10"1

2.8511966xl0"3

7.2046601xl0~s

2.8251846xl0~3

8.0997496X10"1

4.5020694xl0~3

1.6298899xl0"3

H

n

**

**

**

cm cm



CONSTANTES DE LOS MATERIALES

REGION DE COBERTOR I

Ig'.

• -

2

4

1

5

4

g = l

.7170892

.7746956xl0"2

.4125980xl0"2

.8815320x10"*

.93474xl0~3

-

-

1

6

8

4

2

4

g = 2

.4239655

•4510987xl0~3

.3826363x10""

.0819007X10"1

.90263x10"*

.1964660x10"*

-

-

9.

8.

1.

3.

3.

2.

4.

g = 3

1786663

7237990x10

0734519x10

6383214x10

73750x10""

2104927x10

3169599x10

-

~3

~3

~3

"*

~3

g = 4

9.6557242

1.6173004x10

4.2048861x10

1.9472008x10

1.46507xl0"3

-

1.7577546x10

1.7932700x10

~2

~3

"5

—r

~3

**

**

**

**

**

o
H

8

* cm **

a^^s«^«^«»»sñmwms?.
».vsZ'-^rïïV'.yit,!';Ui%^-K?=4í". /._!:%'•:•



CONSTANTES DE LOS MATERIALES

REGION DE COBERTOR II

g

¿g

(vi.)

g'! r'g

['

k

¡i

I .

h

g

g

g

'=2

•=3

•=4

J9 "g

'g

'g

2

5

i

5

4

g = 1

.5140638

.349433xl0"2

.7300704xl0"2

.8815320X10"1

.93474xl0"3

-

-

-

1

7

1

4

2

4

g = 2

.3019350

.3457619x10

.3583608x10

.0819007x10

.90263x10"*

.6522460x10

-

-

~3

~3

-1

-2

8

1

1

3

3

2

4

g = 3

.6143832x10

.0268167x10

.7672090x10

.6383214x10

;73750xl0"*

.5647345x10

.6940274x10

-2

-3

~3

-it

-3

9

1

6

1

1

2

1

g - 4

.0189094x10

.9874156x10

.9204081x10

.9472008x10

.46507xl0"3

-

.0801183x10

.9051786x10

-i

-2

~3

~5

~7

~3

cm ** cm
-1

**

**

**

**

**

**

IS
o
s

•
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