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1. В В Е Д Е Н И Е

В работах[l, 2у была предложена графическая техника для решений уравнения

Лапласа в многомерных пространствах и для представления схем сложения моментов

количества движения. Причем как в первом, так и во втором случаях использовались

одни и те же графы (деревья). Коэффициенты перехода от одного дерева к другому в

теории многомерных гармоник называются /— коэффициентами £3, 4J , в теории же

угловых моментов - Qb -символами / 2 / . Поскольку, работая с деревьями, мы совер-

шаем в обоих случаях одни и те же алгебраические операции, то Т -коэффициенты и

&{ -символы должны быть либо связаны друг с другом, либо вообще равняться друг

другу с точностью до нормировки. В заметке [5/ была указана связь между 7— коэф-

фициентами и коэффициентами Рака.

В данной работе мы дадим подробный вывод представлений / -коэффициентов и

рассмотрим вопросы, связанные с аналитическим продолжением / - и OL -символов.

т
2. ВЫРАЖЕНИЕ ДЛЯ / -КОЭФФИЦИЕНТА

В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ

Согласно рецептам, изложенным в работе^бД связь между функциями, относящи-

мися к деревьям (см. рисунок),

•i А Г. "t Л



Здесь Г к W - полином Якоби, ** к. - квадрат его нормы, / / itytjT - произведе-
ние функций, относящихся к веткам, лежащим выше узлов oL , В , "X* ,
., / P. f.,tl «/ V

-коэффициент/ 3, AJ ,

Введя вместо косинусов их выражения через декартовы координаты
.2. „г ..*

для левого дерева (см. рисунок) и

X. -

COS CW-

2 2- г
для правого ( | 0 — X.^+ Хл

отношения (1) на одинаковые множители и, естественно, на / I Ъл&У ,

) , можно сократить Левую и правую части со-

которое мы вве-



ли лишь для полноты. В результате такого сокращения получаем

где **- //С ЛS ~ нормированный полином Якоби. Это соотноше-

ние можно рассматривать как тождество.

Положим Жу - О, т.е. | ? - f - 0, в- Ĵ " и tos29'-COSZf=X , Т о г д а

формзла (2) примет следующий вид: „ -

и интегрируя полученное выражение от -1 до 1, полу-

(3)

Учитывая значение интеграла [ 7J и вводя новое обозначение л7*

для. / -коэффициента следующее представление:

находим

\ii it \АШг+№ыч)ГШ^^

-л-л



Принимая во внима кие связь 'моментов' /-, между собой, легко показать, что ни

множитель перед /. / я ( 1)> ни сама гипергеометрическая функция 9Г$

( 1) не обращаются в бесконечность, т.е. У -коэффициент есть конечная

величина. Известно, что коэффициент Рака (OJ -символ) тоже выражается черезffe

a+t+c+eL+Z,

где

Это означает, что ^ -коэффициент и коэффициенты Рака связаны между собой.

Для установления этой связи необходимо одни параметры (набор/. ) выразить через

другие (набор О- , V , . . ., J" }. Из формул (4) и (5) находим

Отметим, что в работах / 3, 4у в формулах для этого коэффициента содержится лиш-

ний множительО



(6)

Итак, мы связали / ~ и О/- -символы между собой. Однако у нас получились

Si -символы от сложных комбинаций моментов. Представляет несомненный интерес

попытка упростить эти комбинации. Вели учесть формулы (22.22) и (22.19) из моно-

графии^ 9 / :

-«> TM - %• «** -Av; -A -i.

(где CLx~d~d. , OL^-A-i , C^-'C—J. , Т^~~Т~Л ), то можно написать следующее

выражение:

' dcfk

Если же еше учесть формулы (22-11) и (22.10)

it, 4 V ~ U* 4 47 "" / Л /г 4
то SL -символ, стоящий в правой части формулы (7), легко приводится к нормальному

виду, а именно;



(8)

здесь

Таким образом,

s

При написании этой формулы мы приняли во внимание (7) и соотношение U+P+C+&• *

Подставляя теперь (5) и (9) в (4) и учитывая формулу для / -функций

и то, что Jsitcfl'dK - целое число, находим

(10)

ЬгЫг
где / / / , /- )J9 J [J/, (J,/a IS / - матрица перехода от одной схемы связи

моментов к другой, а множитель ^•'равен

Следует отметить, что вследствие симметрии / - и vj -коэффициентов в ГнЛ отно-

и Jim — 92S в Формуле (Ю/ вместо функциисительно замены

следует поставить



3. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ ^ / - С И М В О Л О В И
7"* -КОЭФФИЦИЕНТЫ &

Итак, мы установили связь между 7 " ' - к о э Ф Ф и и и е н т а м и и &Р -символами. Однако

если мы вспомним, что в методе деревьев "суммарный" момент задается в области

t в К. i а в теории угловых моментов - в области (f^ ""fie

.tf* > то функции слева и справа в соотношении (10) заданы одна в "физической"

области, другая же в "нефиэической". И выход в эту "нефизическую" область мы со-

вершили при помощи операции замены f "^L"j- .

Таким образом, оказывается, что ^"-коэффициент есть аналитически продолженный

6 1 -символ.

/2-> ?***
Попробуем теперь разобраться с множителем i~ij> 9 А , • Напомним, что

^ ^ ^ . е d
ОС/ « О/ - целые числа, т.е. в случае нечетных значений»^,

моменты Is! становятся четвертьцелыми. Из формулы (11) видно, что при целых и
£7 с . ^ 5

полуцелых значениях L множитель ТГ"̂  имеет конечное значение. Рассматривая вме-
<7 /-»

сто отношений синусов отношения вычетов f -функций, из которых возникли эти си-

нусы f /(*) I f/*"-v—Л/Л*1 ОТ-ЭС J (см., например, A l l / ), в случае целых и полу-

целых значений U имеем . . . •> • ^/

# ' ' '
В случае же четвертьцелых значений моментов (например, Л , /, и у-„

3
. /• -

четвертьцелые, a U - целое или полуцелое число) фактор л ф обращается в нуль

О /• / Li ^ ̂ ^
(бесконечности он никогда не равен), а •/ . . . С - в бесконечность,

IJi J /2Ъ J
давая тем самым конечное значение / -коэффициенту.

Исходя из сказанного выше, мы заключаем, что для целых и полуцелых значений

моментовL, /-коэффициент есть аналитически продолженная матрица пересвязыва-
4 г, Т

ния моментов, не содержащая никакого множителя. Для четвертьцелых значений L \ -
£? *

коэффициент конечен, а О?/' -символ бесконечен. Поэтому для четвертьцелых L
Л'/ / 7 "

вместо общепринятого представления для D>-символов [&J необходимо использовать

выражение / -коэффициентов через гипергеометрическую функцию /, / а

( 1) в форме (4).
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