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А Н Н О Т А Ц И Я

Показано, что условия разрешимости краевых задач для много*
пового уравнения переноса о анизотропный рассеянием в средах

с кусочио-постоявнкми коэффициентами в классе абсолютно, интегри-'
руеихж функций эквивалентна условиям разрешимости приводимой в
роботе системы сингулярных интегральных уравнений о дополнитель-
г.кми условиями, связывающей меяду собой значения потоков е е гра-
ницах раздела и на внешней поверхности.

(С)- йизияо-энергетический инотитут, 1975 г .



1. Введение. Иавеотно \,I-4J , что решение краевых задач
теории переноса нейтронов в ограниченных объемах с куоочно-посто-
явными по координате сечениями можно свести к решению соответст-
вующих уравнений переноса с постоянными во координате селениями
го всём пространстве, например, путем введения некоторых "фиктив-
ных" источников, сосредоточенных на границах раздела сред с раз-
личными сечениями. Беля считать эти "фиктивные" источники извест-
ными, то чаото можно найти аналитические решьиия полученных урав-
нений переноса (скажем, методом преобразования Фурье или методами
типа Кейэа). ho'так как источники сами известным образом зависят
от (неизвестного пока) решения рассматриваемой краевой задача, то
возникает нетривиальная задача по их определению. Бели эта задача
имеет решение, то считается, что разрешима и сама краевая задача.

Таким образом, разрешимость последних уравнений, являющихся
но сути условиями, которым должно удовлетворять решение краевой
задачи на границах раздела и на внешней поверхности рассматривае-
мого объема, выступает в качестве критерия разрешимости поставлен-
ной краевой задачи.

В связи с этим представляется интересным исследовать для дос-
таточно широкого круга задач меру эквивалентности условий разреши-
мости таких уравнений условиям разрешимости соответствующих крае-
вых задач, а также предложить способ вывода подобных уравнений,
не опирающийся на построение каких-либо решений самих уравнений
переноса (ибо построение обобщенных решений уравнений переноса,о
одной стороны, зачастую (например, в многогрупповом случае) зат-
руднено отсутствием подходящих формул регуляризации некоторых
расходящихся интегралов, а, с другой стороны, не является необхо-
димым в данной задаче) Вняснение простейшего вида этих уравнений
важно и с точки зрения построения вычислительных алгоритмов, ибо
они позволяют по входящему в данный объем излучении сразу опреде-
лять излучение, выходящее ио объема, не решая уравнения переноса
внутри объема.

2. В ограниченном объеме V трехмерного эвклидова простран-
ства рассматривается процесс переноса нейтронов, описывавши
уравнением



(I)

где ZfAg - некоторые квадратные матрицы порядка /V , причем
2 » cUog-/Z^Z1**... Z^J- , ^&Ь<я) -.вектор-столбец

с компонента.̂  #&?(х,л) * /•»/,2)...tA/i ^''{Хц' '
поток яейтрояов в / -2 энергетической группе в точке

, движущихся в направлений -Л */*Р/>.
- полинома Лежандра;

А<Х,л)~ лекоторкй вещественный вектор, компонента которого
лютко йятегрлруемк на Ух Ул, где Ул. - множество направлений
JL . Элементы матриц jr, /?^ вещественны и не зависят Qi X\Jl .

Решение уравнения \1) отаскивается в классе вектор-функаий
^{Х,&) , компоненты которых абсолютно интегрируемы Ha*WcOt^

и которые при почти всех £,л £ PXYJI удовлетворяют краеьоцу
УСЛОВИЮ

?&,*) »/&<#) у иглсхМО ; УеЛ, (2)

где *Ь(х)- вектор внесяей нормали к поверхности /**• / \V", ^ -
некоторый вещестзентай вектор с абсолютно интегрируемыми компонен-
тами. Предполагазтся, что поверхность /* объема V* состоит из '
конечного числа кусочно-гладких замкнутых поверхностей класса С
(см. [5J ), так что внепшяя нормаль /tOc) » Х&/* существует
во всяком случае почти всжщу на /*

Бсщцу далее мы будем полагать, что вектор-функция £ зара-
нее задана. Однако в ряде задач возникает необходимость учете
т.н. "прострелышх" нейтронов. При этом /&я);ХеА Jttijje)< О
становится известным образом [ б ] зависящей от fifaji) ,я#>оtхь/*
Для таких задач формулируемые ниже условия разрешимости следует .
дополнить условиями, обеспечивающими нужную зависимость jL от г .

Отметим также, что более общая задача о распространении нейт-
ронов в средах с кусочно-постоянными в объеме V коэффициентами
Z, AQ СВОДИТСЯ К совокупности рассматриваемых выше задач,

если положить, что £(/(<&) при ЛП40 еоть либо поток нейтрон-
нов из соседнего куска, либо функция, определенная выше. Поэтому
для получения условии разрешимости краевых гадач в кусочно-одно-
родных средах следует лишь условия, формулируемые ниже для каадо-



го данного ад ска, дополнить условиями, ооесаечиващими нужную
непрерывность решения яа границах раздела кусков.

3 . Решение краевой гадачи (1)-(2) удобно свести к решению
уравнения переноса (X) во всем пространстве. Из всевозможных [3J
продолжений функций М/,л) на Х/tlT ', рассмотрим продолже-
нае нулем. Обозначая такую функцию ф^л) > инеем L 4 I ;

г д а

Здесь J8C^ следует тонимать как обобщенную производную по направ-
лению л U 1 .

Выберем из множества всех обобщенных решений уравнения <3)
такое решение |^ / , что при почти всех Л й У л -

(4)

Тогда rutf4&) является решением доставленной краевой задачи
( 1 ) - ( 2 ) , Действительно, актагрятуя уравненле (3) по направлению
J I , получим (вспоминая определение первообразной обобщенной

fr а Р.
Из условий (4), (5) следует, ч?о р ' удовлетворлог краеводу усло-
вию (2) на яоаерхносгя Z7 . объеме V* . лсяо такае, г л /*'/

является Собобданным) рашеякс-м уравкения (1> вцуз'.а: осье.\-.а У
( и б о / ^ ^ « Р д д и любой 0CH02E0il ^ к к ц а а ' ^ О * , o6pfc2.&a;e.-;-i&
в нуль на Г). Ниве будет показано, что р ' - су^лг.^уе:.:зд 2о ;.;:с;»
лю ДИКЦИЯ. Таким образом, uosso зачохать
почти всаду в ^
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4. Zaz з^ясяезая услоэи?: разреоакостя краевой эадачи Ш -
лроягзедеи рад п.сео0оазоганий над уравнением (3). Древде всего.

Урадкбнае (6) з.многой на фуаяцио €- , где
/£/=/ - некоторый едикйчкы£ вектор, «> » » W ^ - компдек-

ское ч;:сло, £Х*.$Х/ # &i.tg+SsXs и проантегрируеи по всем ЛГ
чйм аосле простах преобразований

гда ^: - единичная матрица порядка



Далее

19)

b»j'&tox-/&j%%)ff&*>,*),

где

(10)

/L* sJl*S/&i +S£*Bg+£sJZ3j JIJ.S означает множество нап-
равлений Л , перпендикулярных вектору S
Введем диагональные матрицы размера (М-1т}н)/У * \

квадратную матрицу размера

квадратные блочные матрицы размера

/В £t'£/

V Ш)

И



вектора-ссолбгр размера ^А'- /xtf+t)//

fi•"**&*/**%,,

л/i л/

A. -
itt •

Яри эгом из уравкекия (9) можно яачучкть

уравнений (12) имеем фориальяо

ш )

. 5. Введем в рассмотрение слоскооть ^ комплексных чисел
u i « ^ i p , алоскость _^" - пополнение плоскости # точкой
*О в в в , ПЛОСКОСТЬ C\f*} - ПЛОСКОСТЬ i ? С "ВНКОЛОТОЙ" ТОЧ-
КОЙ ctfs.0 . Справедлива следующая

Теорема I» меобходимое л достаточное условие раэрешаюстя
краевой задачи (1)-(2) в классе абсолютно иятегркруеиых иа^
вектор-функциг^закл^эчается в голоморфности вектор-функции
в плоскости С"\/*} при почти воех Л а каждом «Г .

необходимость условий теорема непосредственно следует иэ
определения (8) ж иэ теоремы о дифференцированги под знаком интег-
рала Лебега [ 7 ] . Пусть теперь функция //З^л-^удовлетворяет
условиям теорема.
Введем комплексный вектор ^e/y^/g / £ / ,/>*&/гт"и) л рассмот-
рим функцию &'(/>л) ж &&,*>,&)' . Оценивая поведение компо-
нент вектора &'{р,л), определяемого правое частью формулы (7) ,
убеждаемся, что y>fojt)ngu оочти всех j& « 73» удовлетворяет



условиям обратной теоремы Винера-Пзли [ з ] и что, таким образом,
существует функция Р'(х,Л), суммируемая о квадратом при почти
всех Л & VsA., удовлетворяющая условию (4), являющаяся обратным
преобразованием Фурье функции ^'(Р,^) • Эта функция ^'(^t^-)
по своему построению является (обобщенным) решением уравнения (3)
и, в силу результатов пункта 3', есть решение краевой задачи Ш -
(2). Таким образом, при выполнении условий теоремы существует
решение поставленной задачи.

Здесь следует заметить, что из теоремы Еинера-Пэли непосред-
ственно следует, что носитель функции / > / содержится лишь в неко-
тором брусе, содержащем объем V* . Можно, однако, в нашем случае
применить эту теорему к каждому элементарному брусу, на которые
разбивается объем У при составлении интегральной суммы. Тогда
в результате предельного перехода мы и получим условие (4).

6. Что же означают требования теоремы .1 ?
Для выяснения э^ого введем JTm/f • */Л EtK* п о l*t<4A/t

&М - функцию, равную I при Х&О и нулю при прочих дГ ,
диагональную матрицу &(£*-/*/£"), элементы которой - соответствую-
щие & -(функции. По формулагл Сохоцкого-Ппемеля имеем

U 4 )
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где символ ( ) означает предельные значения соответствующих:
величии при *;->*? , ч %О , интегралы рассматриваются в смысле
глазного значения, матричная запись аргумента означает зависи-
мость компонент векторов от соответствующих диагональных элемен-
тов матрицы i>£*!

Дусть такие 4*fa)* <Je& 8M{&) , a 2>"frJ - матрица,
союзная к &**{<#) , т . е . ^ * г / / а Л я % » * » .
Справедлива

Т8оо£?.яа 2. Разрешжлость_ краевой задачи (1)-(2) в классе
абсолютно интегрируемых на Ух\Сьвектор-фушщий fifaJL)
озсЕяза^внша разреажости при всех 1/^0 и кавдом $ следую-
щей скстеаы уравнений

рассматриваемых сов/лество с условиями

а) функции £%0ф1м/{& "fcrfWfcsrft #*°/ Ч- ••»
голоморфны при всех >5 и

б) пусть о! # - нуль кратности Л функции
не ле-кащий на отрезке / - '/£мт '* '& ли* I • Тогда при
и кавдом .£ .

а в случае

-i



II

Доказательство, согласно теореме I, еледуе* доказать, что
условия данно.й теоремы необходимы и достаточны для голоморфности

W ) ъ С-Ч*} при почти всех л и каадом 5 . Итак, пусть
такова. Ясно, что принтом все момепти Ре*(ь,и>)

^&/и>,<Я') голоморфны в £\{о} при зеех. J . тогда
дредельные значения (Рщ)* совпадают медцу собой и голоморфны
при воех / fo . Из уравнения (12) получаем, следовательно

( ? (#*)*+($.*)* . или, с учетом (14)

где МжО,±/^..
ч
*А{. Отсюда вытекают уравнения (15) я условие (а).

Условие (б) оледует также из уравнения (12), переписанного в виде
4,

t
P"

t
*j)'"l<&*

t
+//''

l
J. Условие (в) необходимо для устранения особен-

ностей функции У'С^и»^) .'определяемой правой часть» соотно-
шения (7), в точках i , для которых efe£rc*z- JIS^J" О,
Т.е. вообще-то необходимо выполнение уоловия

где введены сферические координаты г? в f так, что /е * J W - %
а угол У характеризует направления, перпендикулярные направле-
нию вектора «у . Однако частично условия (Id) удовлетворяются
уравнениями (17), которые козно переписать в виде



J2

где *t»Q£it...t**t. Сравнивав уравнения (18) a U 9 ) , видим, что
последние - просто у равнения для первых \ZM+I) моментов в раз-
ложении уравнения (1С) г ряд Фурье по переменной К7 . Все осталь-
ные моменты твкке обязаны равняться нулю,, что и обеолечнваетоя.
условием (в) . Покажем достаточность. Из условия 1а) в из определе-
ния функций 8М(«>> > 6mfo*l * tf"(&t*i) ^следует! что функция
#С&,*>,л)» b-(s,*),Jt-) - голомог\УЧ в С^Щ при почти всех
Л. и каждом <£ . Остается показать достаточность условий (15) ,

(аМ(6) для голоморфности ?*(*»*>) . Рассмотрим выражение
[в"&*)][ Я**£***») *• G^fSi**)] . ота функция голоморфна вне
отрезка /-'/«TWo x'£***], ибо она представляет собой комбина-
цию интегралов типа Коши, а в нулях функции Дп С**) её раз-
ложение в ряд Лорана не содержит, в силу условия (б) , главной
части, находя предельные значения её на берегах разреза вдоль

/ - у/2м»'п, У****»/ ,, убеждаемоя, что при выполнении <15) она .
рашш друг другу и равны функции, указанной в условии ( а ) , а зна-
чит, голоморфны. Теорема доказана полностью.

_ Отметим, что число нулей функций <&т С**} * #*<>(*(,•-,*#
в С. с учетом ах. кратности конечно. При Ms О доказательство
о того факса содержится, например, в работе { 9 ] . Аналогичное дока-
зательство можно провести к для случая AfftO.

заметим такие, что из условия (в) следует что функция
ui,A) rgfr,*t,ji) при «/ * jf (JiS) определяется лишь нейтро-

нама, ислытар-шш/Ш хотя бы одно столкновение с ядрами среды, т . е .
не содержит нейтронов первого пробега.

7. Рассмотрим в качестве примера вид требований теоремы 2 в
простейшем случае одно группового уравнения с изотропным рассея-
нием. Поломал такке L-o>Ао~СФ£ j X -9J. . тогда для раэ-
решамости этой краевой задачи в классе абсолютно интегрируемых
функции необходимо и достаточно, чтобы при каждом <£ я всех
JIS ч* о С ы л о разрешигло уравнение

совместно с условиями
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a). £($,-zZtJi.) - голомоофкая фуккплл - й ^ ^ п р з . sees S

б) в нулях ±иЗс фуякцки л » /- !!?¥--—:

в) g (&,*%£,Л) есть $

В теоряа переноса часто расача^ргвалтея зд
эадачи, в ио?о$ых f'iki^) не зезлезт оз? час?х
переменных, чзю соагаетегауе? как й; бесно:-1е?£:ол грогя
объема V в яепразлекиа этах перемэкк^х. р£зз;:тва ззы!2в сосозе-
ния фдут спразедшезы а для TSKZX залзч, еслг под V con2.v.£--b
конечные обаш: з соствегствуашах л^осгрккстоах ценьгаей рагиеркос-
ти. Аналогачпке результат кы сосучле:, рабс?&а в 7рех*лерко1.: эьзда-
довсм пространстве, еслг правильно уч?ек дельга-<^нкп22, возл2кв;>-
щ е при интегрирования ^С^л)&/>$#•>)•№ isvs&t пере^еянаы. С учетом
этого замечания аышваек ввд $укхц22 £С$1«*1 ^ дл
модельных задач. •

Цроть "V -пластика, ограниченная шюсиоо?лыи 2
4' £ , где

условие ( 2 } приникает ввд

а условие (в) выполняете* автоматически.

Такш образом, в уравневае (20) я условие (б) следует подставить
функцию £forf/i)* положлть ^ *3jtt о , а, значит, ^ г-^
либо j / C . ^ •
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If - сферичеокий слой (Kf^f в тцъгь fa*)
где f*M , /t-mJit/r . Лгда % )

/***>-

JCO - модифац^рсванная бесселева функция первого рода, усло-
вие (Z) имеет вид (21), условие (в) удовлетворено автоматически.

Ц/сть - V - цилиндрический слой а < ? * 4 и пусть
t) *{(jr,MtfJ . где ^«. fitfTvp

угол меяаду векторами / / х / , £ л / л

га

гле ^ - угол: меаду векторами JJh}Jli} *t /i'i;SzJ

условие \Z) имеет вид

Итак, в уравнение СйО) и условия (с!),(в) следует подставить функ-
ишо grSjtsa>ui//^)> положив $Л=О.
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8. Исследование свойств сзстемы уравнений пукята 6 для слу-
чая мкогогсопловой залячг с изотропна?» рассеянием з плоско:/ слое,
проведенное з работе {Ю] , показало, что з обкем такая система
ке является нормально рзз.рез2ко£, хогя з одкогоуглозом случае »то
так. это обстоятельств^ a ra:-se некоторые другие, в частности -
трудности поиска з С корней уравнения дм&)9е} #е.с,а,...,*М,
призодат к :-аслк о щмюсообразяоетл прждекення при чгслеклой реали-
зации уразяеяай пупкга в котодоз тала метод? итераций асто-сикоз
делешя. Этот метод, шкрохо иогюльзуелкй в расчётах быстрых реак-
торов, требует oG&vaa %&&££& ремзаая во всех точках рассматривае-
мого обьеш. Дримняе^'И кагл: под>эд созаоляет так сфорадуяировать
подобный метод, что реаенда на границе осъегла в денкой энергети-
ческой группе будет зырагсаться через значения решений в верхних
группах также на границе объема, так что знания решения во всем
объеме не требуется.

Представим

Ас *Zse} е- /,г, v > M , (22)

где^ &jg } {*%•", /v - няясаие треугольные матрицы о элементами
•^?* •. 2 л/ J-fify) ~ матрица о элементами jtf^ftJuW'

Уравнение (1) представим в виде

где положим

/У
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Повторяя для уравнения (23) с источником 124) выкладки предыдущих
пунктов, мы получим соответствующие уравнения и условия теоремы 2.
Рассмотрим тенерь одну итерацию, задаем <$.(*) . Тогда при / * /
известна Af"^(frn)*fPq{i9/w . Используя формулы 18), 19) и у рав-
нения пункта 6, найдем Р°ЬМ&,4) * затем, используя^Фурье-аналог*
формулы (24), находим А{*}(&,**, А.) и повторяем процесс далее.
Доходя до <*»/f .определяем /?("%"(sf4t) •, определяем
новое значение ф. £s(oj) » лосле чего переходим к новой итерации.
Можко утверждать, что если ос&чный процесс итераций источников
(в пространстве Ух У л . ^ сходится, то сходится и наш процесо
(т.сказать продесс итераций в пространстве Фурье-образов).
В результате такого итеративного процесса можно определить значе-
ния ыкогогруппових потоков на границах раздела и на внешней поверх-
ности, а также собственное число задачи (Кэфф либо критический
размзр). При келачии, конечно, модно восстановить и решение

У1 (%f/i) почти всвду внутри объема.

9. заключение. Программа исследования, сформулированная
в пункте I , реализована в пунктах 2-6, основными результатами
которых язляются теорема пунктов 5 та. 6. Дуякт 7 содержит иллвст-
ратязные примеры, а пункт б - описание одного возможного алгорит
ме репекяя хмкогогрупповкх задач тала метода итерашй коточншсов

олагодарея С.Б.ЛЬасову а Г.Л.Румянцеву за интерес к

работе.
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