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На основе классификации типов погрешности предложен способ
оценки составляющих в полной погрешности численного расчета по-
тенциала методом последовательной верхней релаксации в зависи-
мости от шага квадратной сетки и от кривизны граничных поверх-
ностей. Исследованы погрешность при наличии ирямсшшейвнх вну-
тренних границ и возможность повышения точности. Эксперименталь-
но оценена погрешность, присущая методу последовательной верх-
ней релаксации в комплексе программ РЭЯ. Погрешность расчета по-
тенциалов в поле электростатического ускорителя ЭГ-2,5 при шаге
0 г0р9 и относительном среднем радиусе кривизны граничных поверх-
ностей, большем или равном 6,5 „ не хуке 2-Ю*"3.

— физико-энергетический институт, 1975



Необходимая и достаточная точность результата численных, расче-
тов имеет существенное значение для конструктора, исследующего но-
ля. Кроме того, ато важный параметр, определяющий эффективность
расчетов на ЭШ.

Возникновение а распространение ошибок в слояшых вычислениях
продолжают оставаться объектом изучения. а.Э.&иыш [ х ] исследовал
погрешность усечения итерационного процесса Зейделя и выразил
ошибку конечно-разностного метода через производную неизвестного
решения. В работе £ й ] оценивается погрешность конечно-разностного
метода (конечно-разностная ошибка), а также ошибки округления ма-
шинного числа.

Комплексный подход к изучению эффективности численных расчетов
[ з ] показывает, что строгое решение вопроса об эффективности воз-
можно для конкретных ЭШ, конкретных алгоритмов и конкретных за-
дач. Проблема точности является более узкой и прежде всего связа-
на с расчетными алгоритмами. Класс инженерных электростатических
вадач обладает рядом общих свойств: краевые задачи смешанного ти-
па с похожими опособамв учета граничных условий. Справедливо ожи-
дать, что такие задачи обладают и общими точностными характерис-
тиками. Имеющие точное аналитическое решение ьоля сферического и
цилиндрического конденсаторов позволяют сделать обобщения. Неко-
торые результаты о распределении ошибки в поле двух соосных ци-
линдров и о влиянии на точность способов учета граничных условий
Неймана представлены в [ э ] .

Комплекс программ РЭП [ 4 ] на ЭВМ М-220 решает двумерное уравне-
ние Лапласа со смешанными краевыми условиями в цилиндрических а
декартовых координатах при наличии сложной геометрии границ 1-го
рода. Численное решение задач с криволинейными границами методом
последовательной верхней релаксации имеет конечно-разностную оши-
бку [ г ] порядка Cfh/f , где С/ - константа, к,- шаг, J> - ра-
диус круга, описанного вокруг овткм решения. Предполагая размеры
овткв 4000 -10 000 умов, wmeuk/j> - 0.02 - О.ОЬЧтобы прове-
рить, fap&HTapyeT лж метод последовательной верхней релаксации в
комплексе РЭП необходимую точность определения потенциала в задан-
но! кояструхцаж» потребовалось проведение численного эксперимента.
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ПОЛНАЯ ПОШШШХЬ РДОТЗД ЖЯВНВДАЛОВ
И КЁ СОСОДЛШЭДВ

Погрет JC'1'Й, имеющие место в численном расчете электростатиче-
ских нолей, следует рассматривать как систеиапгавспю, поскельку
они вызваны определенными факторами. В результате работа компле-
кса РЭП может бить получено поле градиента £ потенциала И.. Пол-
ную погрешность д£* представим в виде суммы двух слагаемых:

где й'ц, - погрешность расчета потенциала, Щ - погрешность алго-
ритма дифференцирования. Первое слагаемое является предметом на-
стоящего исследования*

Главными причинами, вызывавшими погрешность л tt, являются сле-
дующие: дискретизация исходной задачи вследствие замены производ-
ных конечным^ разностями; усечение бесконечного процесса сходимо-
сти от начального приближения к решению конечно-разностной зада-
чи; использование конечного количества знаков в машинном числе.
Считая названные факторы хотя бы в первом приближении не зависи-
мыми, представим погрешность расчета потенциала в виде сумма:

U = (2)

где С,, Сг , Ci - константы, КРО - конечно-разностная ошибка,
iff - погрешность усечения итерационного процесса, ПУМ - погрешность
укорачивания мантиссы.

Конечно-разностная ошибка. Назовём конечно-разностной ошибкой
(КРО) максимальную разность между точным решением дифференциальной
загшчк и точным решением конечно-разностной задачи. КРО не зависит
от продолжительности итерационного процесса и в методе Зейделя
[ i ] , с . 231, мовсет быть оценена как

КРО - " ~ J — » ' (3)
где п- - шаг конечно-разностной сетки, Мц. - максимум абсолютно!1;.
3H<>veiiiuj про из водник четвёртого порядка функции 1С в круге ради-
уса к с центром (Г, Z ) по переменным Л и % для всех значений
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в интервалах Л " - / и , 2 - \ь. Из (3) следке*, чю щ»а /*< . <-ч;<--
мящемся к нулю, КРО стремится к нули, если значение А/^ oi.-̂ ний
явно внутри области и на её границе. Величина КРО зависш- иг спо-
соба, конечно-разностной аппроксимации в регулярных и нерегулярна*
узлах и в принятой пятиточечном алгоритме иыьет соответа-твеано
порядок малости 0(4-*) и О (А*) [2,4].

Погрешность усечения. Пусть наибольшая разноохъ между праолч
кенными решениями задачи в каждом узле сетки в /1-oii a {tlil}-^
итерациях не превосходит £ . Тогда максимальную погрешность чис-
ленного решения относительно точного решения конечно-разностно:)
задачи назовем погрешностью усечения итерационного процесса (11У).
В итерационном процессе Зейделя для пятиточечной схемы суще-
ствует оценка [i]

где п» - шаг квадратной сетки, Р - радиус круга, ооисанаою во-
круг заданной области. ''

Появление ШГ в итоге обязано конечно-разностному представление
задачи, подобно ошибке метода КРО. Согласно (4), ограничение ите-
рационного процесса величиной £ всегда обеспечивает НУ, п^еви-
юаищую & , Изменение шага протизоположным образом воздействует
на КРО и на ЛУ.

Догоешнооть укорачивания мантиссы машинного числа (1Ш)
оценку [2,], с. 357,

коли-

ПУМ & Сл-К1

где С2. - 2,5 , п. - относительный шаг сетки, fi a a, $ - л
чество сохраняемых знаков шнтлссы. для j$ > 32 [i] ш шага 0,(£
имеем ПУМ ̂ 2 , 5 ' Ю " 6 . Согласно методике [б], для 2 аОС узлов
при восьми арифметических операциях, необходимых для получения
нового значения потенциала в каадом узле сетки, вичис
ПУМ & I 0 " 5 .

Погрешность мзтода. Каадый разностный метод вмге?
но-разкостну» ошабку. 11зтодом последовательной верхн;.
с ускорявшим параметром 1,6 было рассчитано поле плои1
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на сетке аз 6x6 узлов, ограниченное двум прямо»' с задан-

ными потенциалами I в 0 ж двумя пряная, на когорте выполнены гра-
ничные условия Неймане. \v/ Р * 0,28; £ - ГС"5, наибольшая по-
грешность

U - Uu^cA - U

составила 1,3-КГ 5 . В тех же условиях был испытав метод Эейделя.
Число итераций возросло втрое, а наибольшая ошибка оказалась
5-Ю" 5. Поскольку в обоих расчетах ЯУ ж ПУМ оставались неизмен-
ными, здесь проявляется погрешность метода. Этот результат под-
тверждает замечание [ з ] о том, что при заданной величине 6 наи-
высшая точность обеспечивается тем методом, который обладает боль-
шей скорость» сходимости. Кроме того, погрешности КРО в методах
Зейдедя и последовательной верхней рвлакоацин близки.

В настоящей работе иооледувм одна, довольно распространенный '
метод - последовательную верхнюю релакоацао о постоянным или пе-
ременным [if>] ускоряющим параметром.

ЭКСЖРИМЕНТАЛЬНОЕ ШШЩШШ
ДОШШОСТЕй

Результаты. Эксперименты основаны на допущениях, что ПУМ ма-
ла по сравнению о КРО, что при стремящейся к нулю величине £
ПУ стремится к нулю, в то время как общая погрешность приближает-
ся к величине КРО. В качестве критерия погрешности принимаем аб-
солютную погрзшность, наибольшую во всей области решения

& U ы% - та*
V

Абсолютная погрешность^ отличие от относительной погрешности,
прямо характеризует цроцеоо сходимости. Вместе с тем,
погрешность имеет место в области максимального градиента потен-
циала, т . е . в области, представляющей наибольший интерес. /

На квадратной сетке из £. *т узлов отношение шага сетки ft
к радиусу р области решения выражается формулой
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Кроме шага,на величину погрешности воздействуют оба главных ради-
уса кривизны граничной поверхности:- R ряК - в радиальном и R e e

- в осевом сечениях. Будем характеризовать осе симметричную кон-
струкцию средней кривизной N поверхности и средним радиусом кри-
визны RCp , а расчетное поле - отношением среднего радиуса кри-
визны к шагу

2

'Оценка поврешнозаа производилась на разных этапах счета с по-
мощь» сервисной подпрограммы, сравнивающей численные результаты
с точными значениями потенциала в цилиндрическом или шаровом кон-
денсаторах. Цилиндрическое ноле, состоящее только из регулярных
узлов, показано на рис. I . В обозначении Wk/Rpadi Н-~ ш а г »
^PftJi" Радиуо кривизны внутреннего электрода в радиЕыьном сече-
нии.

Наибольшая абсолютная погрешность (табл. I ) получена методом
последовательной верхней релаксации для цилиндрических полей. Ре-
зультаты работы [з] ( i y l / 2 , 5 ) относятся к методу последовательной
верхней релаксации с прогонкой по линиям; соосные цилиндры имели
граничные условия, близкие показанным на рис. 2 , т . е . образовывали
нерегулярные околограничные узлы. Задача IV1/21 Бы иллюстрирует
погрешность при наличии в поле внутренней границы (см. ниже).

Шле четвертушки шарового конденсатора (рис 2 ) Ш /к/ЯрлЪ ±
ограничено двумя кривыми с граничными условиями Дирихле (на внут-
реннем электроде потенциал равен единице, на внешнем - нулю), а
также горизонтальной и вертикальной прямыми с граничными услови-
ями Неймана.

Как в шаровых, так и в цилиндрических ПОЛОС наибольшая погреш-
ность располагается на прямых о граничными условиями Неймана.
Табл. 3 иллюстрирует абсолютную погрешность вдаль горизонтальной
оси в задаче Ш /I6/8G ори £ * 1С""5, а также смену знака погреш-
ности. Наибольшая погрешность задачи кУнЬ имеет место на верти-
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Рио. I . Граночная задача

об«1сть ваибодьше! зогреиносм

•«г..
о -

Рис. 2 . граничная вадача Ш /16/80.
область положгоельно! смюйкж ( £ . 1СГ?);
облапь отрицательное опбкн {<£ - 10"°);
область наябольш! оогрвшноом
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кальной оси сшиетрин; с удалением от ooei погрешность цедаеч:.
Диапазон вмзненшг величины погремносте! составляет не менее двух
порядков.

Таблица I

Задача !

ДО,05/0,5*
*

ДО0/350

lW2t5[3]t

*

+1.0

-8,6

-5,9

т

ИГ4

дг4

КГ4

1

•

?
•

:

•#

+8,0

+6,6

«1

+I.I

ИГ5

КГ6

КГ5

*0,10В5%

• »
'0,0262

а 0,0162

1)*0,0742** •• •

\ • * # •

20 '

70 *

5 "

42 *

Цредотамяет штерео раоцредедеаве знака погрешности, в этане
1^0,05/0,5 оогрешос"» ставовпся положительной прж £ < ЮГ2, в

Тайлща 2

Задача

* *1^0,05/0,2 КГ3 *0Д570

U/I6/80 КГ 3 42,3 Ю~3 Г ) )0,0224 ] S ' 12,40*

Щ/1€/330 К Г 4

4-
22 2.63

70 * 1,78*.в « Г 6 #0,О268

•адаяв ДОО/350 - лрж <f < Ю"°. Что хаоавтоя «адачя Ц/]/2,д[з]
ори f • I,S-I0~ 5, то окело юутрвмнего влвюгрода погреиность ло-
лшхтвлква, в оотальанх умах отрицательна. В шаровых нолях о?ри-
цатвльянв ш>1<рвввх)ОТ1 щщ £ st ПГ 5 окоацвнтрированн в середине
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области и иримыкаит к обегал кривым с граничными условиями Дирихле
(рис. 2), Вдоль границ с условиям! Неймана погрешность положятель-

Таблица 3

Н о м е р у з л а . 8 . 9 . 1 0 . 1 5 . 2 0 . 2 6

А'//**• ю 4 !+э,9! + и,о!

36 . 45 .

пи. Продолжение итераций до 10 в задаче 'Ш /16/80 привело >к ш э д ,
что отрицательная погрешность сохранилась только около внутреннего
электрода. При этом наибольшее значение положительной погрешности
нем)юго возросло, а наибольшая по абсол»тно>у эвачевво отрицатель-
ная погрешность осталась-в 3 - 4 раза меньше оолотельной*

обсуждение. £ направлении вертикальной оси в цилиндрических по-
лях (рис. I ) при £ & М~5 наибольшая на отроке погрешность умень-
шается примерно в 1,5 раза, тогда как в случав £ • Iff"9 величина
ошибки не зависит от вертикальной координаты узла.

В горизонтальном направлении при равное £ хек в цилиндрических,
так и в шаровых полях погрешность достигает максимума тем блике к
внутреннему электроду» чем вше средняя, кривизна его поверхности:
для задач Ц/10/350. Ц/0.05/0.5 , ЦУХ/2,5 и Ш /16/80 соответственно
яа 15-ом, 4-ом, 2-3-ем и2-омшагах от внутреннего электрода.

Во всех рассмотренных случаях погрешность имеет наибольшую ве-
личину яа границах с условиями Неймана, хотя учет граничных усло-
вий второго рода с помощью ряда фиктивных узлов и центральной р а з -
ности, принятый в [ 4 ] , обеспечивает наивысшую точность [ з ] . Два
фактора связывают наивысшую погрешность с граничными условиями
Неймана: максимум ПУ, соответствующий минимальной скорости сходи-
мости около таких границ, а максимум КРО на координатной линии,
где нелинейность поля наибольшая.

Относительно знака погрешности можно предположить, что в методе
последовательной верхней релаксации погрешность ШГ отрицательна,
а погрешность КРО положительна, как это имело место во всех рас-
смотренных задачах. Тогда возможен итерационный хуюцесс, когда РЙ
очох снижения цу погрешность сначала падает, достигает минимума, и
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Рис. 3. Зависимость погрешности
от максимальной ра»нооти между сооеднимж

прябдшендеми в итерационном процессе.
1^0.05/0,5 k/f ..0,109 Я с / » А - 2 0

-0.026
- 0.016
ы 6.167
«0.С22
• 0,022

Ц/10/350
И/2/2.5[з]
1Д/0.05/0.8
Щ/16/80
Щ/16/350

У?
70

б

•«ем B0»peofi»Tf Тяюе »рврао»*ю* оюючши * М * И « «'Ю/ЗбО

i JHWS0 (рво, 3), Л '
Срвданй редвус крямонн Rcp/W не взгодих в оцашя (2) , (3 ) . но

вмвняо он существенно влияет на наибольшую погрешность «адачн,
Щ>н большом радиусе кривизны в задачах с регулярными уздами (кри-
вые Ц/0.05 ж 1^10/350 рис. 3) КРО пропорциональна, ЩГ обратно про-
порциональна квадрату шага; в задачах с нерегулярными узлами
(Щ/0.05/0.2 и Щ/16/350) погрешность уменьшается, как первая сте-
пень шага. Цри малых радиусах кривизны (Щ/0,05/0,2 и Щ/16/80) ат«
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зависимость нарушается; значительное изменение шага слабо сказыва-
ется на общей погрешности (рис. 4) .

Если шаг сетки остаётся достоянным, с изменением среднего радэ-
j а кркШЛйш на порядок погрешность падает почти на три порядка
( лс. 5) . коэффициент неоднородности поля, (отношение максиыально-
т . градиента поля к среднему градиенту межзлектродног^ промежутка)
л наибольшая погрешность возрастают о ростом кривизны, ио обе за-
висимости имеют различный характер (рис. 5) . Этим обосновывается
справедливость проведенного' анализа погрешностей для осесиммечр»-
ннх полей с ироизвольныш границами.

Совпадение результатов близких по параметрам задач Щ/16/8© в
Ц/1/2,5[з} можно признать хорошим, поскольку логрешное» -6*ДГ*
[з] при & в 1,5 «КГ5 является максимумом среди узлов одной гори-
зонтальной оси, в то время: как в задаче Ш /IG/QQ погрешность во
всей области не хуже +2,16 «ЯГ3 (при £ * Ю~&>, а ва горизонталь-
ной оси погрешность не превышает +2,1>10 . Разнща в знаках ошиб-
ки, вероятно, вызвана довольно высоким значением НУ в [ з ] . .

йотресность в неоднородно;! среде при наличии внутренней грани-
цы, параллельной электродам цилиндрического конденсатора (рис. I ) :
/?! s 21, RBH В 30. Я2 ~ 40, - и ори диэлектрических постоянных

cf., * 5 a cf4 = I была определена на квадратной сетке из 20x20.
узлов, шаг, 0,0742, итерационная граница £ « 10~'\ R*p /A. > 42.
Абсолютная погрешность оказалась оч +2-1(Г& до +i,0aICT 5, причем
большая величина - около знутреннеи границы в области с меньшей
диэлектрической постоянной. Присутствие диэлектрика с £4 » 5
вблизи электрода с наивисше^ кривизной сникает степень неоднород-
ности поля и тем садом оакбку конечно-разностного метода КРО*
Иное расположение дизлелтршов макет повысить JCPO.

IIsHKseHgR погрешностк. Й!ЗТОД "лупа", ига целочисленное сокра-
щение шага is образован;:-- искусственной границы вокруг области нн-
тереса., прШЕИяется в людзлированши на сплошных средах или сетках
солро?;:г;:зн££. Э?ии кэтодо:.: шяно шпизить 1<Р0 численного решения.
0:-.ок чате льнул погрешность олределамг три фактора: КРО исходной
за.цатга, имтсрколяцш, удаление искусственной градиуы от области
литере са. ПРО сйоуздалась в^а:о. Абсолвгяая ошибка, вызванная л*-
>:е2ло4 :'лггс;-н:оляцаей |Y|, азже^ иа1с«глум па середине "О" между
дзу:.'.-1 ':\>4K£..ui "Г* я "а 4 с ззданнкы лотенцяалок Е зарахается в ввцо
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1 Hi

Ив

hjp

Рша. 4. Зависимость nor вашем от аага
? S 5, £ 5

О 30 40 60 «>

Рас. 5. Зависимость погрешности .и коэффициента
неоднородности поля от среднего радиуса кривизны;

fv/p 5 О,СЙ; погрешность ЩГ мала
J
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(6)

где дСС - шаг вдоль координаты ОС. Вычисляя вторую производную
численно как

находим, в частности, при шаге 0,035 в задаче 912,5/16 (си. при-
мер), что оценка (6) составляет 0 . 9 1 ' I 0 " 4 . Таким образом, ошибка,
обязанная интерполяции, примерно на порядок меньше КРО (рис* 4)«

Численный эксперимент с полем Ц/10/350 при tt/f> * 0,026 и
двойном сокращении шага показал, что для шагов 0,026 и 0,013 на-
ибольшая погрешность остается практически неизменной: при
<f • ГО"9 6,6-ДО"6 и 6,3-10 . Ошибка у поверхности электрода
с наибольшей кривизной в первом случае была 1,1-10 , во втором -
3,1-I0""7. Очевидно, ата погрешность подчиняется квадратичному за-
кону от шага. В задачах с криволинейными границами КРО в области
интереса снижается пропорционально первой степени шага.
- Пример. Поде электростатического ускорителя ЭГ-2»5 [А\ было*
рассчитано с серией шагов: 16, 8, 4 и 2 мм; {\,/f> а « 0,035;
0.CI75; 0.009} 0*0045 при Rcf/k, равных 1.62; 3,25; 6,5; 13.
Погрешность в области градиентное колец при k/f • 0*009 и
R h 6,5 ,согласно рис. 4*5, не хуже чем 2-КГ 3 . Действи-
тельно, пессимистическая оценка погрешности по шаровому полю
Ш /16/80 составляет 1,9*1СГ3; оптимистическая оценка по цилин-
дрическому полю с малой неоднородностью (Ц/10/350) при £ • 10Г5

около 5 «10*^. При шаге 0.005 погрешность в области интереса не

ВЫВОДЫ

I. На основе классификации типов погрешности, овяааянис с при-
ближенным решением смешанной краевой задачи для мявптпеоких
уравнений второго порядка* аналитически к вкопвршментельно оцене-
ны основные составляющие и полная погрешность численного расчета
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потенциалов методой последовательной верхней релнкиьции.

2* Экспериментально яодоверадеяа обусловленность
величиной шага сетки. При постоянной шаге количественно оценена
резкая зависимость погрешности от среднего радиуса кривизны ио-
верхности электрода с наибольшим градиентом юля. Указанных
двух параметров достаточно, чтобы предсказать необходимую гра-
ницу итерационного процесса ( €i. КРО) и достиищую ваиз'сш-
шую погрешность численного решения.

3. Погрешность в задаче с прямолинейной внутренней границей
близка погрешности в аналогичной задаче с однородный диэлектри-
ком.

4. Расчетную погрешность в окрестностях границы, на которой
задано распределение потенциала, с помощью метода "лупа" в слу-
чае криволинейных границ удаётся понизить пропорционально шагу
оетки.

5. Комплекс РЭП при шаге сетки около О,ОЙ и среднем радиусе
кривизны 5 - 7 0 имеет достаточную для целей высоковольного про-
ектировании точность расчета электростатических полей.

Автор благодарен В.А.Романову за взимание к работе, И.Г, Яр~
махову за ценную дискуссии.
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