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Для ряда приложений представляет интерес следую
щая задача. Кольцо, состоящее из N.. электронов, совер
шает колебания в неоднородном азимутально симметрич
ном магнитном поле. Магнитное поле растет с постоян
ным градиентом в обе стороны от точки, где расположен 
резонатор. На одном иэ участков ускорения кольцо 
содержит Nj ионов массы М, которые создают электри
ческое поле с продольной напряженностью E.(t), намного 
больше поперечной, н тормозят движение электронов. 
Энергия, переданная ионам, компенсируется при прохож
дении электронами резонатора, к которому приложено 
напряжение V = Vo cos ы ' . 

Найдем полную энергию m у с~ и продольную скорость 

¥ = г т - и различных точках траектории электрона. Выделим 

следующие точки: 1 - точка выхода кольца из резонато
ра при движении справа налево, 2 - левая точка отра
жения, 3 - точка входа в резонатор после ускорения 
кольца с ионами на участке / 2 - 3 / , 4 - точка выхода нэ 
резонатора при движении слева направо, 5 - правая 
точка отражения, 6 - точка входа в резонатор при дви
жении справа налево. В слабонеоднородном магнитном 
поле с постоянным градиентом электрон движется с по
стоянным ускорением • На участке /1+ 2 / уравнение 

dv dv g 
движения электрона: т— - g , на участке / 4 ^ 6 / : ;rt- = ~ff-» 

v 
где h"1 > 1 . Время прохождения участка / 1 + 2 / равно -т—, 

2v 4 h 
участка / 4 + 6 / —g—, где v i , v 4 _ скорости в соответствую
щих точках. Уравнения движения электрона на участке 
/ 2 + 3 / имеют вид: 
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dqv g ci*, (t) dtj jHk,(i)y _ 

!i T~"mT~"' ^i" m>T.~3 

где Ч ' У Л ' , , » V„ " начальное ниачение) • Здесь n t i i o .u io -
uutio дополнительное предположение, HIUK^OMIIOI О мень
ше величины магнитного ноля. 

Уравнения движения элемронл и ре ш н а ю р е запишем, 
пренебрегая действием неоднородное!и MUIIIIMIIUIU ПОЛЯ. 
а виде: 

t<4v ^ сЕ(0 'Ц ch'd) v 
c!t my ' ' dt mv e- ' 

где электрическое поле в резонаторе длины I. равно 
E(tK V/L . Заменяя E,(i) и F(c) их постоянными сред
ними значениями, что соответствуй I дляЕ, пренебреже
нию относительным движением электронного и ионного 
сгустков, решим уравнения /1/ и /2/. Для уравнений /1/: 

. eEj(z-z ) 2 > -2 , , . сЕ( ' . . 
my с- mi , 

«i " ii 

В полученных решениях сохраним два первых члена раз
ложения в ряд по малому параметру -—J-^- .где J l ( - длина 
участка / 2 > 3 / : т > с " 

2 eF - g ( z _ z „ ) / , 
«"У,, с 2 

Скорость электрона в точке 3: v 2[ ал - - _ _ ( 1 _ _ в ") | 
•* " "П., ^2 " 

где W =еЕ.а - потери энергии электрона. Время п р о 

хождения участка / 2 т З / найдем с п о м о щ ь ю / 4 / в виде: 

A . - ; e i n + * (I- i5-)i- viLri t_L_(i- 24)i. 
» v2gz ^ „ P c 8 2 m >'„g a „ 3c 2 

/5/ 
Величина W - энергия, переданная ионам, приходящаяся 

N • 2 2 -'г v 

на один электрон кольца: W =—!-Мс [(1-е.,) -1|(« ^ _•!}. 
N(, * .4 с 

Выражение дляW получено в согласии с предположением 
о совпадении продольных скоростей электронов и ионов. 
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Подобным образом проинтегрируем уравнения / 2 / . Со
храняя два первых члена разложения решений в ряд по 
малому параметру су,/туе* . найдем зависимость скоро
сти на выходе нэ резонатора от скорости на вхо
де v : v^, v - \ i f i Y _ ( | - ^ 2 ) . 

С помощью t звестного из теории микротрона метода 
составим рекурр итныс сооткошенкя для многократного 
движения кольца в системе, пренебрегая при этом малы
ми членами второго порядка. Значения >• и v в точке 1 
после п-ого колебания кольца обозначим)- и v .Фаза 

' I I п 

поля в резонаторе в этот момент времени -ф .Амплитуда 

колебания кольца при движении влево ап^ ~ - • Время 

прохождения участка / 2 ^ 3 / , согласно / 5 / , равно 
v *„ Is'2 

_!1_[U —" (1_ 1Л_)1, Г д е W -, Щв ). Т.к. разностью и 
g mv v2 3 " п •' 

п п 
v | первого порядка малости, то здесь v.{ в выражении 

для W заменено на v„. В точке 3 у =у . vf v n

2 - ^ ( l V ) 
•» п ту ' n'-

n 
На участке / 3 - 4 / происходят изменения )' на величину 
eV 2ы v 
—2-cos(ii> i ) и квадрата скорости на величину 

-(l-/32)eos(<A +—-Ч.Значения у H V в точке 6 равны зна-
ту ' n n̂ g 

чениям в точке 4. 
Рекуррентные соотношения для величин уп , vn и <Дп 

имеют вид: 
eV 2OJ v W 

У =у + Si~[coS0 -COs(<£ t Е - ) ] - - ^ , / 6 / 
п + 1 п т с 2 ^ п + 1 ^ n g т с ^ ' 

v 2

| = v 2

+^ir^L(eV ( )[cosc/. -cos(0 f J?I»)MfJ . 
У " 8 /7/ 
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. t n g 2my v* n** 2» " 

2<<>v» 
" 8 

/ « / 

В / b / и / 7 / учтено, что u течение периода колебания 
кольцо проходиi резонатор диажды и прот ниоположных 
направлениях. Уравнение / 7 / можно заменить уравне
нием, следующим из / 6 / и / 7 / : 

п 
Постоянные решения уравнений / 6 / - / 9 / определяют рав
новесное движение электрона:;, , у , v „ "% ,"-''„ 2 - k n i o , 
где к - целое число. Частота электрического поля оп
ределяется соотношением: 

^k ' J i l l l , *" ( l - ^ l . h d - lb^IW„ ( cV 1 | cos .A | ) | . / 1 0 / g 2m,-v2 3 m , . v 2 «' 
Равновесные значения связаны условием компенсации 
потерь энергии электрона: 

N. г 
W • _!_ Мс О - l b c V (cosri-cos. i ), , . . , 

'".., 2.7 k 
где у. - (1-/-Г) ' , </- =6 i -—- -Здесь в выражении для фазы 

1 о 1 i п 
0J V „к 

заменено на , т.к. фазу надо вычислять только 
g 1+h 

в нулевом приближении. Для малых отклонений от рав
новесных значений у п '=у п -у ,/Зп' = fin-tt,,b^*b -2nkn-d> получим 
линеаризованные уравнения. Линеаризуя уравнение / 9 / , 
получим уравнение: 

У • -у- = ХЁ-(р- _я- ), /12/ 
*n+ I >n j _ o 2 ' n+l ' n '' 

- У? Я . решение которого У„ = —Г^п^Р„ позволяет в дальнейшем 
исключить уп' . Линеаризуя"уравнения / 6 / и / 8 / , получим 
уравнения: 
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/ ) ' - а . / Г - а „ « Л ' i «.,<•'•>" О. / » 3 / ' m l I' n 2 и .t в 11 

,/,' , - h , A ' -Ь. , /Г 0, / 1 4 / n 11 I n 2' n 

где i l | , a 2 • a : i > ' > | • b> завися i or равновесных значении. 
Подставляя /*,', из ураииения / 1 4 / и / 1 3 / , найдем урапче-
ннс для малых отклонений фазы: 

</>' -2а.Ь • v Ь,.', 0 . . . . . 
nf<! m l п / 1 Э / 

где 
. p ,7kD ( 1 - / / ) . - , . , . 
1 <~ " ., ( sin..'. - sin,.', ), 

2 , - v I-/** yh2 

b 1 - - J L 
nW<2 

MN j cV„ 
mN ' " mc 2 

Здесь предполагается, ч ю Р у •- Решение уравнения 
/ 1 5 / представим в в и д е о ' л". Тогда л определяется 
уравнением: 

Л~-2аЛ , Ь 0. / 1 6 / 

Т.к. модуль одного ii3 действительных корней уравнения 
/ 1 6 / больше единицы, то устойчивые решения фазового 
уравнения определяются комплексно-сопряженными кор-

нями А | ,2-Ке -Такие решения возможны при условии 
sin<.6 • sin</)„ , которое совместно с вытекающим из 
уравнения / 1 1 / неравенством cosi -cus,'],, при k=l приводит 

к неравенствам cos(o4 р.—У0, sin(c,'.M yi-,—) 0, откуда опре
деляется область устойчивости для равновесной фазы: 

2(bh) „ h h ' ' 
В этой области существуют затухающие колебания фазы: 

ф ' -_- R (Acosn0+ В sinnfl ), / 1 8 / 
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где R2=, b< 1, А и В определяются начальными значениями 
фазы и скорости. Затухание колебаний связано с пере
дачей энергии ионам. 

Флуктуации числа ионов в кольце \N. н амплитуды 
поля в резонаторе AVU в различные периоды колебаний 
кольца приводят к вынужденным колебаниям фазы. За
меняя в уравнениях / 6 / - / 8 / N> на Nj • A N l n t l , V„ на 
V(> +AV ( i n + | , получим фазовое уравнение с правой частью, 
пропорциональной флуктуацням: 

ф' -2лф' *Ъф" =• г . 
п+2 п+1 n n / ' V / 

где 
г А ****** А ^ ' - I R W « - * 2 R W " ^ ' 
f „=A,^ A 2 l ^ - - - B . - v r " > B 2 ~ V ^ 

A, = J ^ P ( v - l ) [ l - ^ - 2 h ( l - / r ) l . 
1 gy/3 ' 3 

A 2 = - ^ L ( y . - i ) ( 3 - L ^ 2 ) , 
2 gy/s ' 3 

В = _ 2 ±£PjL(l -p 2 )cos ( .< , , 
1 gy|8 

В = 2 < " C P " ( 1 _ ^ 2 ) [ ( 1 , h ) c o s 4 _ C O S t 6 I. 
2 gy/3 

Решение уравнения / 1 9 / можно получить известным из 
теории уравнений в конечных разностях методом в виде: 

. п— I a-ii-l п-lt-l . ii —I „ i, I 
0 - = J _ 2 r k (A. -A, ) „ _ i _ 2 r J l x / 2 0 / 

x s in(n-k —1)0. 

Вычислим средний квадрат флуктуации фазы: 
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и - l n - l 2 i i - 2 - k k 
i 1 r, r, .R sm(n-k-l)»> • 

/ 2 1 / 

x s i i i ( n - k ' - l ) » 

tic ли время корреляции флуктуации мило по сравнении) 

с периодом колебаний кольца: \N \N.. \ N 2 £ . 
in ik i nk 

\v w , Xv1 a ,, ro 

Г Т , - | ( A 2 , A - ) S . - А . А , ( 3 . ,M» . , ) | — ^ i , 
n k I 2 nk I 1 n.k м n.k-l 2 

1 i 
т / 2 2 / 

Найдем предельное значение среднего квадрата при 

большом числе колебаний: \<^2=-lim<6'-. Подставляя / 2 2 / 
п - " 

в выражение / 2 1 / , приходим к вычислению известных 
сумм: 

v о-'» -, „ 1-R 2 cos20 
i К cos 2 и I) г- — l - 2 R 2 c o s 2 ( b R 1 

/ 2 3 / 

1 R sin?n0-
"•° l - 2 R 2 c o s 2 0 + R 4 

Согласно уравнению / 1 6 / , sinfl^v 1 - -г— и, как можно 
У показать, пропорционален малому параметру \—\ вели-
У 2 р 

чина 1—R =— - В результате , оставляя в выражении 
y V l - 7 ^ 

для среднего квадрата только первый член разложения 
по малым параметрам, получим: 
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» у\Л-Я2 з 2AN? 2 w 2 

ЛФ*=2(У±-Р-)[(АГА2)-^*(ВГВ2) fr-l /24/ 

Если учесть р а в е н с т в о / 1 1 / : р(у - 1 ) = р (cos<A-cos<A ), 
i « •• 

то |А -A I-IB -В | = l5JL|_(y - r # ( l - p 2 ) . 

Таким образом, средний квадрат флуктуации <Ьазы: 

Р/84 ' Nf V T 
Выражение /25/ позволяет найти допуск на флуктуации 
числа ионов и амплитуды поля в резонаторе: 

,AN? AV2, И , р Щ в 2 

"̂ f +~^Г " VTT гЛТ^хй^)^*- / 2 6 / 

Например, для к =1 , у. =2 , Л^2"-=10'2 , р/у=10"2 допуск 
равен Ю" 2 . 
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