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1. GENERALITÀ ' 

Lo studio del problema del moto di un f lu ido r iguarda, come è noto, la 

determinazione del le 5 funzioni sca lar i rappresentate da veloci tà u, 

densità © e pressione p. L'equazione ve t to r ia le del moto e quelia di 

cont inui tà (esprimente la conservazione del la massa) cost i tuiscono un 

sistema di 4 equazioni sca la r i , sicché i l pareggiamento t ra numero di 

equazioni e numero di incognite deve essere ottenuto mediante un 'a l t ra 

equazione. Questa è un'equazione di stato, c ioè una re laz ione, t ip ica 

del la natura del f lu ido, o - f C K» p ) » t r a densità, entalpia H e press ione. 

Una t ip ica equazione di stato è espressa nel l 'assunzione, frequentemente 

usata, che s ia f • costante, come si può r i t ene re cor re t to nei casi in 

cui c i siano escurs ioni termiche non elevate e non intervengano effett i 

sonici di r i l ievo. 

Nel caso di un canale di un reat tore nucleare, nel quale il l iquido r e ­

f r igeran te pub mescolarsi a una parte di vapore e le due fas i sono t ra 

loro in equ i l i b r io termico (sicché gl i scambi entalpici corr ispondono a 

cambiamenti di stato), s i usano di so l i to equazioni nel le quali la sola v a ­

r i ab i l e spaziale é la quota x determinata lungo l 'asse del canale. Una 

evidente complicazione è nel fatto che, in condizioni b i fas iche, si i n t r o ­

ducono le nuove incognite cost i tu i te dal la densità e dal la veloci tà del v a ­

pore . 

Un espediente empir ico per r i d u r r e di una unità i l numero delle incognite, 

è l ' introduzione del rapporto S s d v / l i t t ra la veloci tà (nella 



2 

direzione assiale del canale) del vapore e quella del liquido, rapporto 

per il quale si danno relazioni empiriche con la percentuale di vapore 

presente nel canale. 

Se si indica con « i C ^ / O la frazione di vuoti, cioè la frazione di area 

di una sezione trasversa del canale occupata dai gas, si hanno, tra le 

altre, le correlazioni 

$ x • •• 

N 
con e - e • costante ( Eankoff / 3 / ) e con e * e + (1 - e ) •( , (Jones 

O * i i * 0 O * 

/ 4 / ) essendo e una funzione lineare e N un* funzione quadratica della 

pressione P. 
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2. IL BILANCIO ENERGETICO IN UN CANALE 

Esaminiamo il caso di un canale nel quale il refrigerante sia riscaldato 

dalla barretta del combustibile mediante un flusso di calore q(x,t) (quanti­

tà di calore per unità di area e di tempo). 

Analizziamo separatamente il bilancio energetico delle due fasi presenti 

nel canale, con lo scopo di giungere a determinare la funzione «fr(x,t), 

facendo uso del rapporto di slip. 

a) Fase liquida 

Consideriamo un volume finito t ra due sezioni trasverse del canale 

a distanza ^ x tra loro. Se n è la normale esterna alia superficie £ 

che delimita ii volume in esame e ÓO un elemento infinitesimo di 

essa si ha 

Liquido entrante per unità di tempo * - \ f. \.*~*) 44t ' & -]*<«-: 
Liquido evaporato per unità di tempo • 1 , i 

Ax 

Variazione del contenuto di liquido nell'unità di tempo " ° ^ \ fc* 

A* 

essendo: 

- e il calore latente di evaporazione 
v 

- p la densità del liquido 
- e 
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- S l'area della Sezione trasversa del canale 

- R il raggio della camicia 

Il bilancio fornisce allora 

-taC«-<>*«-5Ae - J i g S l * * - £ j * i C W ) 

donde, applicando il teorema di Gauss, segue 

2irR _ „ }<t, 

ovvero, nelle ipotesi poste a l l ' i n i z io , 

at > * l J Scv5>t 

Un analogo ragionamento por ta , per il vapore, al i 'equszione 

e t ?XL ' §v 

Eliminando * ^ t ra ( l ) e (2) si t rova 

e quindi 

dX l J Jv 

i ) 

(2) 

dove l ' integrale a secondo membro include un'eventuale funzione di t . 

Ut i l izzando un coeff ic iente generico di s l ip U.v/u.-s:(1-^Wc-«(Jseguf> ril-

lora 

o(»iv+(t-«)u.v= u,vc = A i r f f(x,t)«i> 
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Imponendo che alla quota X = J di ebollizione la velocit i U^si riduca a 

quel la v del liquido in condizioni monofasiche si ha 
x 

J 
([essendo 4 ( j f t ) » 0 e C ( • ) » C j 

In def in i t iva 

(3) 

dove si è posto 

con A, « • 

h'fv 

Se riesaminiamo o ra la ( l ) , tenuto conto che è, per def inizione di s, 

si t rova 

c ioè, per la (3), 

>t >x * 3x T ^-^ 

In def in i t iva si ha la 

jfc 3* Jx 



Il problema da r i s o l v e r e è al lora, r icordando ancora la (3), 

e le condizioni associate ( l_ • altezza del canale) 

essendo 5 S Ì ^ ' un'assegnata funzione del tempo. 
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3. IL CALCOLO DELLA FUNZ IONE * (x) 
o— 

In condizioni stazionarie si ha da (2) 

tt""1
 91L U*,O) 

e, quindi, essendo o t f j f 0 ) , 0 ^ 0 

con u rappresentato da (3). Segue allora 
v 

X 

^ i„ J 

Ricordando che è X « f- e 3 = - r m T T 

si trova facilmen'e X 

* , 0 O « cC«.)r T <6) 

v • J 96»'•)<!*' 
J 

se si pone c(«C) * e * costante (correlazione di Bankoff) il calcolo è 
o 

evidentemente immediato. Nel caso si usi la correlazione di Jones occorre 

far ricorso ad algoritmi iterativi, D.es. del tipo Newton-Raphson per r i ­

cavare ci (x). 

o 
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4. SOLUZIONE D E L L E EQUAZIONI DI BILANCIO IN CONDIZIONI 

TRANSITORIE 

Il problema (5) è ri>-'- nìucibi le, come è noto, al sistema di f ferenzia 

le o rd inar io del le caratìe.* i3t iche 

4f - a C*-*> 
4 f c (7) 

de v c 

a cui sono associate le condizioni precedentemente espresse. 

Fissata una discret izzazione del la quota x nel canale, s i potrà r i so l ve re 

il sistema (7) con i l metodo del ie ca ra t te r i s t i che . Tut tavia due ord in i di 

problemi si presentano in questa procedura: la co r re t ta integrazione del le 

equazioni (7), non r i conduc ib i l i , in generale, a quadrature elementar i ; e 

i l t rasfer imento degli andamenti del la funzione «t( x t) determinati lungo 

le linee cara t te r is t i che , ai nodi del re t i co lo pref issato. 

Un numero assai elevato di esperienze numeriche è stato condotto per 

indagare i d i ve .s i aspetti del problema, ut i l izzando la corre laz ione di 

Jones, che rendeva il problema non elementarmente in tegrabi le . Ad esempio 

l'equazione nel la «C è stata r i so l t a con integrazione a trapezio lungo la ca ­

ra t te r i s t i ca e successiva applicazione del metodo di Newton-Raphson per 

r icavare il va lore di of al tempo t + Ai a pa r t i r e da quello a1 tempo t 
o o 
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Zàt 

A l t r i metodi usati furono, ad esempio, i seguenti: 

a) metodi del t ipo p red i c to r - co r rec to r di Eu lero 

b) metodo di P i ca rd 

e) svi luppo in ser ie di Taylor f ino al terzo ord ine. 

Questi ul t imi ca lco l i mostravano come fosse ienta la convergenza del la 

ser ie per gl i o rd in i più bassi nel caso di e (ec) di Jones, sicché la d i f ­

f ico l tà da superare era p ropr io nel fatto che si dovevano ev i tare tutt i i 

metodi corr ispondent i ad e r r o r i di troncamento di ordine troppo basso, 

d) soluzione anal i t ica con cor rez ione . S i t ra t ta di u t i l i zzare la posizione 

V s che conduce, con c(«C ) di Jones, al la equazione 
A — r" 4 - C o 

che per e *= 0 si r idur rebbe ad una equazione di Be rnou l l i . A l l o ra , quando 

e y ^ c , essa pub essere r i so l ta cercando di " co r reggere" la soluzione 

di quest'ult ima equazione. 

Anche il problema del la interpolazione dei va lor i di • c C * t i * ' # * ' ^ ^ ' 

a pa r t i re dai va lo r i «t C * t^o+^l sul le cara t ter is t iche è stato s t u ­

diato con d ivers i metodi, t ra i quali i seguenti: 

a) interpolazione mediante funzioni raz ional i del t ipo 

oc(x,fr) . 
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b) interpolazione mediante formule del tipo Newton-Gregory per in te rva l l i 

di ampiezza non costante 

e) interpolazioni di pr imo e secondo ordine t ra coppie o terne di punti 

contigui 

d) estrapolazione, a pa r t i re dal va lore «C corr ispondente al punto fi più 

v ic ino al punto x in esame, o a pa r t i re dai va lo r i re la t i v i ai due punti 
+ 

x ad esso più v ic in i e non post: tut t i e due dal la stessa par te . Questo 

metodo consiste nel l 'effettuare il rappor to , membro a membro, t ra le 

due ec< iz ioni di (7) per ottenere 

e 
I J K U t * 

dove, intendendosi pref issato un istante t , la derivata d ot/dx sarà e v i ­

dentemente il coeff ic iente angolare della tangente al la curva <X T oc(_*it ) 

nel punto cor rente (x, t ). Servendosi dei valor i •( , x a disposiz ione, 

si pub cos t ru i re a l lora il va lore eC (.*/£ / , o mediante l 'estrapolazione 

l ineare dal punto di ca ra t te r i s t i ca più v ic ino, o mediando le due es t rapo la­

zioni con pesi che tengono conto del le distanze, o, ancora, correggendo 

l 'estrapolazione del primo ord ine mediante un termine del secondo orarne, 

che può essere ottenuto valutando la « tramite di f ferenze t ra le 

derix/ate prime precedentemente ottenute. 

e) Il fatto che la funzione •£ C X/ ' / è (come capita di regola, a parte 

casi p a r t i c o l a r i , efr § 5) una funzione non decrescente di x, produce 

una sopravvalutazione dei va lo r i estrapolat i con il metodo di cui al 

punto precedente, se è ne l l ' i n te rva l lo in esame, 

mentre i va lo r i interpolat i l inearmente (cioè valutat i sul la corda che 

collega punti di cara t te r is t i che consecutivi e posti da part i opposte 

r ispet to al punto in esame) sono sotto va lu ta t i . 
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Il con t rar io accade se è invece dL rf/oLx > Q • 

Per questi motivi è stata esaminata la possib i l i tà di mediare i va lor i es t ra ­

polati e quel l i in terpo la t i . 

S u l l * base del le esperienze numeriche precedentemente descr i t te , 

è parso opportuno u t i l i zzare espressioni che consentissero l ' integrazione 

della pr ima delle (7) mediante quadrature elementar i . Questo vuol d i re 

che la funzione c(oc ) deve essere espressa per mezzo di una relazione 

anal i t ica che consenta questa integrazione. A parte il caso banale c(«<)= 

=costante, le espressioni raz iona l i cost i tu i te dal rapporto di due funzioni 

l inear i e le funzioni quadratiche soddisfano, per esempio, a questo r e ­

qu is i to . E' ben evidente che questa scelta non deve rappresentare una l i ­

mitazione eccessiva in rappor to al la legge empir ica di si ip ra t i o che s i 

vuole adottare. Se, aó esempio, si adotta la formula di s l ip ra t io di Jones 

e una legge c(<* ) quadrat ica, o razionale, questa deve intendersi come un 

fit (ad esempio secondo il c r i t e r i o dei minimi quadrati) della formula di Jones. 

Alcune prove numeriche effettuate danno ragione di questa poss ib i l i tà . Per 

esempio, per e = .8 e N = 3 .5 , una buona approssimazione di c(oc ) è la 
o 

funzione 

o 
e (e( ) «= .81360327 - . 15608449 « + .32666435 « 

o 

e un 'a l t ra è 

c( ci ) = ( 1 - . 75652504 * ) ( 1. 2676458 - 1. 0277462 «* f 

Le t re curve sono rappresentate in f i gu ra . 
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5. ANALISI QUALITAT IVA DELL 'ANDAMENTg_OELLA FUNZIONE 

<**U.t) 

Consideriamo la funzione d i una var iab i le pr esentemente introdotta 

oc - *i-Q*tt ) . Su ciascun punto del la ca ra t te r i s t i ca s i ha 

<tx ~ «tv C-oCC' 

dove, nel caso del la corre laz ione di Jones, 

N 
_ C U J = C0 + C ^ - C 0 ) «e , con O <• C £ A 

- 0<c„<4 

- *= _ÌL_>1 

- «(, ^ 1 , per definizione 

- N funzione quadrat ica crescente del la pressione p, e maggiore di 

3.33 / * / • 

Esaminiamo ora il segno di d < / d x < Supponiamo sia sempre g > 0 

(cioè che la temperatura della camicia sia ovunque più alta di quella del 

re f r igerante) e, inol t re che sia 1—«t o'/c >0 . Da quest'ult ima 

disuguaglianza si r i cava la condizione 

^ <V 
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cioè, integrando t ra «C C •< > «C 

C < * 

«* 

essendo o( un va lore compreso in (O, ot ). Facendo o( prossimo a zero , 

in modo da esaminar»- la re lazione in (0, l ) , s i vede come il va lore 

C(«< J / ° * diventa grande a piacere essendo e («C) l imi tata. L'assunzione 

in esame appare, pertanto, ragionevole. 

Nel le condizioni sopra esposte, il segno di A,M.J Aff. é io stesso di quello 

della funzione 

$C<) = cr-« * r(c0 + C4x ) - « 

che passa da ^ ( ° ) * rC0 a < ^ 0 ) ~ i r — ^ , va lo r i entrambi > 0 . 

Intanto è 

W-2 

e quindi la ^ ( *( ) ha la concavità r i vol ta verso l 'alto e possiede, perc iò , 

al più,un minimo re la t i vo . 

E' ancora 

if 

Poiché ^ ( «f ) non ha zer i nei punti interni di (0, 1), la ^ ( °< ) avrà 

un min ino se è ^ ( 1 ) ^ 0 , ma questo minimo non esisterà nel caso sia 

^ ( 1 ) ^ 0 . Si avrà a l lora uno dei seguenti cas i : /\ 
> _ N-1 / A V " ^ 
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In questo caso si ha 

—— ^ © in un intervallo contenente OC-

& > O altrove 
dx 

b) 4> («O^O ovunque in (0, l ) 

«b (•< ) decresce dal valore r e , al valore r - 1 , entrambi > 0, In questo 

caso , perciò, dovunque è 

z ì i > O 
dx 

Si noti che il valore K dipende da e , N , o e O , e pub perc iò 

essere valutato inizialmenf Se è e* <. <^> sarà^>1/nessun minimo 
n rM 

!.> (0, l ) / . Nel caso esista un punto di zero di i«l/4x nel l'intervallo 

(0, l) occorrerà poi valutare se il corrispondente valore si *i viene 

eifett ivamente raggiunto nelie condizioni termiche e meccaniche del 

sistema. 
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6. CALOOLO DELLA FUNZIONE ot( x,t) 

E' stata compilata una subroutine per i l calcolo del la f razione di 

vuoto o( ( x , t ) , ut i l izzando l 'esper ienza numerica di cui s i è discusso 

nei paragraf i precedent i . Perc iò è stata prev is ta l 'ut i l izzazione di una 

funzione c( «C ) per i l calcolo del lo s l ip ra t io che fosse espressa come un 

fit parabol ico. Pub essere considerata, ino l t re , la possib i l i tà di u t i l i z ­

zazione di un f i t t ing razionale anziché parabol ico. 

Nel la subroutine il calcolo si effettua a pa r t i r e dalla conoscenza d i : 

- la condizione iniz iale «t (x, t ) 
o 

- le quote X . ( i = 1, 2 . . . M) del la discret izzazione adottate 

- le funzioni GI(K) e GF(K), legate al f lusso di calore iniziale e a quello 

f i na l e ; questa loro dipendenza si esprime come 

,-J.x .J--±i-

essendo D il diametro equivalente del canale. 
e 

- L ' in te rva l lo DTEX di tempo in corr ispondenza del quale si calcola Ir. 

variazione dei vuoti nel canale. Per quel che concerne le connessioni 

di questi calcol i con gl i a l t r i che forniscono la valutazione del la so r ­

gente q(z , t ) si deve r i tenere che l ' in te rva l lo di tempo DTEX è quello 

durante il quale si assume che non si producano var iaz ion i se non nelle 

grandezze termoidraul iche. Ciò è in relazione con i c r i t e r i e i l imit i 

della cosidetta " l inear izzaz ione" del complessivo problema di calcolo 
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neutronico e termoidraulico nel canale di un reattore nucleare. 

le quote S e J_ dì ebollizione ag!i istanti t e t + DTEX 
1 2 o o 

la velocità V del fluido in zona monofase. 

L'intervallo DTEX viene suddiviso in subintervalli di ampiezza DT in modo 

tale da assicurare che il punto x che corrisponde, sulla linea caratte­

ristica, ai punto x, si trovi nello stesso intervallo :n cui si trova x o, al mas 

simo, in uno contiguo; inoltre l'ampiezza dell'intervallo temporale deve ga­

rantire che $ e J si trovino nello stesso intervallo o in intervalli con-

1 2 

t igui . La ragione di queste procedure appare evidente, se si pensa alle 

difficoltà connesse al tener conto delle variazioni che si producono pas­

sando da un intervallo al l 'altro, sia nel calcolo delle caratteristiche che 

nelle successive interpolazioni. 

Si effettua il calcolo assumendo che X e g varino linearmente in funzione 

del tempo. 

Esaminiamo l'equazione 

^- * t>(<0 [v + \ 9 d* ' 1 

dove con p( K ) si è indicata la funzione 

Consider ;dmo i' punto x. ed effettuiamo I calcolo della caratteristica da 

esso uscente. Sarà 

essendo 
X 

ftc . v * | 9<** ' 

i 
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L'omogenea associata 

at r » 
si r i so l ve separando le va r i ab i l i ed ha per soluzione 

X«K; +H «»p[p(«)g|.t] 

Un integrale par t i co la re dell 'equazione completa è x = costante. Si t rova, 

in def in i t iva 

K-X.- + — {*«P|>> **]-*} (8) 

Risolviamo ora l 'equazione 

Cr-U 
i i . 90-3) «9 
At c (9) 

a) esaminiamo per o ra la ipotesi che la funzione c< K ) s ia rappresentabi le 

come un polinomio di 2 grado 

Appare immediato dalla (9) che siamo r icondot t i al la integrazione del r a p ­

porto di due polinomi di 2 grado e cioè 

* t 

f li^l <u « f 3ce)dt ] 

J Q U O J 

Si t ra t ta dunque di ef fet tuare integral i del t ipo seguente 

J 9.CO J J «* C») m: 
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Se poniamo 

r i su l ta intanto da quanto precede 

e inol t re 

\ r 

\ r b . q i S f - r p - s o 

Se si effettua la seconda integrazione a secondo membro della (11) si è 

r icondott i ad u t i l i zzare la seguente identità 

as 

7*) 
e, quindi , i l ben noto integrale della funzione Q (s) per i l quale si de-

vono dist inguere tre procedure diverse dipendenti dal fatto che sia A s 

-a . A q a positivo, negativo o nullo. 

Se si effettuano i calcol i s i trovano, nei tre casi diversi, le espressioni 

seguenti per l 'integrale a primo membro di (10): 

file:///rb.qi
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I . Caso A < O 

2. Caso A « O 

Il risultato è, in questo caso, analogo a quello del caso precedente, a 

parte l'ultimo termine della somma : in questo caso occorre sottrarre, 

infatti, il termine 

3. Caso A > 0 

Anche in quest'ultimo caso cambia, evidentemente, il solo termine finale 

questa volta occorre sottrarre il termine 

n = M&3HS50 
essendo ff e V radici dell'equazione Q (s) = 0, e c'oè 

1 2 2 

V—27— 
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b) Il secondo caso, che può essere faci lmente prese in considerazione, 

perchè la (9) è r iccr.ducib' le ancora a quadrature elementar i , è quello 

in cui c(oO è funzione razionale del t ipo 

SI è così r icondott i a in tegrare 

f j ! . , [ "•»* a», 

|>'-Mj'& 

_ f Ws a 

Si vede,al lora,che questo caso si r iconduce senz 'a l t ro a quello precedente 

re lat ivo ad una funzione c(o<) pol inomiale. 

L1 integrale della funz ione y C r _ g / r i su l t e rà pertanto espresso come 

nei t re casi esaminati al punto a), che,anche in questo caso,saranno da 

tener evidentemente d is t in t i , tenendo presente che, in questo caso, manca 

il termine K («C- « ) a l lora sempre presente, e che le costanti vanno mo-
o 

dif icate secondo la tabella di sost i tuzioni seguente 

m-* n 

n - » l 

q -+r 
o 

i I 

K-* 0 

Esaminiamo per ultimo il problema della interpolazione. 

Essa viene effettuata, in corr ispondenza del punto x , t ramite i va lor i 
K 
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• • • 
• ^ k - . / *k / *^ic*l • S i determinano così in corr ispondenza di ciascun 

punto i va lo r i de l le t r e costant i che compaiono nel la formula 

U + A K 

per le successive terne di quote consecutive. 

Se si osserva la re laz ione (8), si nota che i r essa sono ut i l i zzat i i 

va lo r i di o . , di ot e di R. r i f e r i t i al tempo t . A l tempo t + & t questi 
J i i o o 

va lo r i saranno, in generale, d i v e r s i . 

Per tenere cualche conto del le var iaz ion i , i l cai ;olo viene r ipetuto dopo 

il calcolo di * ( x , t + A t ) , assumendo valor i mediati aritmeticamente t ra 
o 

quel l i in iz ia l i e f i n a l i , per *|. e R.. 

Non è negli stessi termini i l p rob lena del la dipendenza dal la x del la equa­

zione (9), stante i l fatto che la funzione g viene assunta costante in ciascun 

interval lo /<\. è i l va lore costante ne l l ' i n te rva l lo (x. , x. .) / ; res ta , 

pe ra l t ro , il problema di in tegrare la q nel la va r iab i le temporale tenendo 

conto del la sua l i near i tà . Così , gl i in tegral i a secondo membro della (10) 

calcolat i f ino a t = t + A t , saranno del t ipo 
o 

t0+At 

! * * • -T -U^*^*^ ] 
t. 

Un'anal is i a parte meri ta i l d iscorso re la t ivo alla stabi l i tà del lo schema 

numerico adottato. 

Ad ogni passo vengono introdot t i e r r o r i non uniformemente d i s t r i bu i t i , le 

cui causa sono nel le due par t i del calcolo e cioè l ' integrazione del le equa­

zioni d i f ferenzia l i e l ' interpolazione di oÉ(x, t ) . Un e r ro re in quest'ult ima 

funzione a l tera , evidentemente, sia la condizione iniz iale del calcolo r e l a ­

t ivo a l l ' i n te rva l lo successivo sia la distr ibuzione delle veloci tà nel canale. 
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Se questi e r r o r i tendono ad ampl i f icars i nel corso dei ca l co l i , c ioè se lo 

schema di calcolo ncn è s tab i le , r i su l t e rà al terata la descr iz ione del la s tor ia 

de l l ' equ i l ib r io t ra le fasi nel canale. 

Una ve r i f i ca empir ica del la s tabi l i tà del lo schema s i può fa re assumendo 

costante nel tempo la funzione q(z , t ) : lo schema di calcolo r i p r o d u r r à s ta ­

bilmente la funzione «C(x,o) * ot (x). 
o 

Si comprende, ad ogni modo, che, per la diversa natura del calcolo s taz io ­

nar io e di quello del t rans i to r io (nel quale soltanto, ad esempio, si ef fet­

tuano calcol i di interpolazione), si r i levano e r r o r i che perturbano, l ieve­

mente e in modo non sistemat ico, la funzione vC (x) anche in presenza di 
o 

uno schema stab i le . L a situazione è analoga a quella di un sistema f i s i co 

stabi le nel quale l iev i per turbazioni intervengono in maniera casuale s u l ­

le grandezze cara t te r is t i che del funzionamento. Dopo un tempo di funziona­

mento sufficientemente elevato il sistema "assorbe" queste per turbazioni 

e le grandezze cara t te r is t i che saranno costanti a meno di f lut tuazioni s ta ­

t is t iche. Questo problema sarà esaminato più o l t r e . 

Un'anal is i secondo le idee precedentemente esposte è stata condotta 

al modo seguente. 

Calcolata la funzione •< (x) si valuta la sua norma 
o 

Il «.o>|| = [ L «.'e* •>] •w 

e si procede ad effettuare un calcolo de! t rans i to r io a f lusso di ca lore costan 

te . A ciascun passo si calcola la norma del la funzione of (x, t) e si corregge 

ciascun va lore di essa secondo la formula 

IU.MII 
*\*,t) , ccOvt) 

Il «<*/«!/ 

r ipetendo questa procedura per un numero sufficientemente elevato di passi 

Si preparerà così una funzione •/ (x) già i 
o 

spurie de! calcolo temporale / efr cap. i l . 

preparerà così una funzione •/ (x) già in equ i l ib r io con le perturbazioni 
o 
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Una normal izzazione al ternat iva può essere quella che conserva i! va lore 

del l ' in tegra le di et (x, t) nel canale, e, quindi, il contenuto globale di 

vapore. 

Un calcolo effettuato con questo t ipo di normalizzazione è stato condotto 

per alcune migl ia ia di pass i . Il vettore normalizzato viene r iprodotto 

stabilmente, con una "der i va" temporale i r r i l evan te . 

Un indice delle var iaz ion i indotte da questa der iva è la quantità 
L 

J(t>f j KÌ^^t)-<C*,^\^X 
V 

X 

che si mantiene costantemente de l l 'o rd ine di 3* 10 , con un valore- :n:zi<i-

l e d i J * 0 C * ) ^ > * di c i r ca 48,37 cm. 

Lo stesso calcolo, p r i vo però di normal izzazione, mostrava una leggera 
der iva ne l l ' i n teg-a le . Dopo c i rca 1500 passi di calcolo (%«*. 4 ,5 sec) il 

va lore de l l ' in tegra le era di c i r ca 47,8 cm, con un e r r o r e de l l 'o rd ine del 

l ' l % : è questa la r iduzione percentuale del contenuto di vapori.' indotta 

dagli e r r o r i di ca lco lo . Veniva usato il fit parabol ico del la formula di 

Jones con i dati seguenti: 

r = 1. 102 76 
- I 

g = 5 sec 

L = 100 cm 

J = 11 cm 

v = I 00 cm/sec 
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7. NOTA S U L L A S C E L T A DI UNA CONDIZIONE INIZ IALE S T A Z I O ­

NARIA 

Un punto importante è quello che r iguarda la preparazione di una condi­

zione in iz ia le . C i sembra che una valutazione accurata di ciò che debba 

essere assunto come condizione iniz iale nel calcolo di un t rans i to r io »i 

debba imporre in generale, in questo genere di problemi, a l lo scopo di 

ev i tare la propagazione nel tempo di e r r o r i che sono dovuti solo a una 

rappres . nazione della condizione in iz ia le non corr ispondente al lo sche­

ma adottato nel t rans i to r io . E' evidente che l 'approssimazione de l l 'opera­

tore d i f ferenzia le in condizioni stazionar ie è di f ferente da quel la re la t iva 

al t rans i to r io e i l raccordo t ra le due rappresentazioni numeriche non va 

posto solo in termini di coerenza ma anche in termini di s tab i l i tà . 

Il grado di stabi l i tà /s/ d iverso d i due schemi di ca lcolo, impone la ne­

cessità di un raccordo basato sul confronto numerico. 

Esaminiamo un problema al le condizioni i n i z i a l i , cioè del t ipo 

et 

dove v e un vet tore definito su un re t ico lo spaziale e dipendente dal tempo 

e s è un vet tore sorgente definito sul lo stesso re t ico lo e dipendente 

anch'esso dal tempo. 

I! corr ispondente problema numerico sarà sc r i t t o come 



26 

j * . "" — — ( + condizione in iz ia le) (12) 

dove A è u i a matr ice , i cui elementi supporremmo i nd ipendent i dal 

tempo, e in cui € = € ( l ) è un ve t to re , nel quale sono r a p p r e s e n t a t e 

le sorgenti di e r r o r e propr ie del ca lco lo . 

Anal izziamo ora la questione r e l a t i v a a l la scel ta del le condizioni i n i z i a l i 

da associare al la equazione (12) . D i sol i to si r i t i ene opportuno a s s o c i a r e 

la condizione in iz ia le u(o) * u soluzione del problema s t a z i o n a r i o c o r -
— —o 

rispondente al la ( 1 2) e cioè 

dove £ è la sorgente di e r r o r e p ropr ia del le p r o c e d u r e e deg l i a l g o r i t m i 
— o 

mediante i quali si r i so lve la (13 ) . E 1 a l lo ra 

ito = - A' £r+§o) HAI 

Se si r i so lve formalmente la (12) si t rova r se il s i s tema r i m a n e i so la to 

( V = costante) , 

tA * -tA 

M- = Q, 
[ c + ( l -è t A )A-V* f ; eOOif] us» 

e si r iconosce che è e * u(o) • u 
- - - o 

Poniamo ora £ «= € + y ( t ) ; ne segue, r icordando la (14): 

« O-tjA 
* i o f j e. + (V)<AV = u« * § C t ) 

« 



29 

L' ipotesi di s tabi l i tà del lo schema numerico di calcolo porta ad assume­

re che sia 

&«* 6Ct) - g 

e, in p ra t i ca , che esista t per cui accada identicamente 

sit) * sitM) 

per ogni t> t . Questo comporta che s ia , per f *• t 

AC = *±9 * J C* ) 

41. Ac + 6U)-Jio-l-iC^) 

per t ^ t ^ . 

Si vede così che la condizione in iz ia le u , che dovrebbe essere r i p r o -
- o 

dotta invar iata nel calcolo temporale nel la ipotesi assunta che i l sistema 

rimanga isolato, r i su l ta invece progressivamente a l terata, o al terata 

almeno fino ad un ammontare massimo o j t ) ne l l ' ipotes i " f o r t e " di s ta ­

bi I ita assunta. 

Si nota poi che l'errore 6_U) dipende dalle cara t te r is t i che del l 'operatore 
( t - t ' )A i 

e e quindi della matr ice A . Ar.che se, ad esempio, ^Mt) fos te nulla 

in media nei sub- in te rva l l i di un'opportuna suddivisione de l l ' i n te rva l lo di 

calcolo, non sarebbe nul lo ^.(t), a meno che l 'operatore e non fosse 

identicamente singolare ne l l ' i n te rva l l o , il che non può essere. 

Anche se questi problemi sono ordinariamente t ra lasc ia t i nel calcolo e 

un'attenzione accurata è destinata in modo precipuo a l l 'ana l is i di s t a b i l i ­

tà e al la coerenza, non è forse di interesse soltanto teor ico cons ide ra r l i . 

In alcuni casi queste conclusioni potrebbero t radurs i in un'opportuna 

norma d'uso dei codici di ca lco lo , che forni rebbe una garanzia aggiunt i ­

va di miglior anento del grado di s tab i l i tà di c a l c i l i s tess i , eliminando una 
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ingiust i f icabi le incoerenza strutturale nel la posizione del problema 

numerico. Ciò è tanto più importante quanto più si v i c i n i a condizioni 

di instabi l i tà fisiche del sistema in esame o a l lorché le interazioni t ra 

le grandezze f i s iche sono "fort i" e caratterizzate perc iò da costanti di 

tempo c r i t i c h e . Nel nostro caso, l 'errore 0(t) corr isponde ad una mo­

dif icazione nel tempo del contenuto di vapore re la t i vo a ciascuna quota 

del canale, e quindi anche del contenuto globale di vapore nel canale. 

Si pub suggerire che un calcolo del transitorio con sorgente costante 

effettuato per un tempo convenientemente elevato ( t> t ) forn isca una 

soluzione «((x, t ) più idonea ad essere assunta come condizione in iz ia 

le che non OC (x), se opportunamente normalizzata, per esempio in modo 
o 

che sia 
L L 

f «{x/fc) <U = 1 «.C«)«lx 

In essa sono contenute e assorbi te, per così d i re , tutte le perturbazioni 

che carat ter izzano la di f ferenza t ra le d is t r ibuz ion i di e r r o r e 6 «• 
—o 

§ ( t ) . 
Un esempio re la t i vo a questo genere di problemi sarà esposto in Appendir <•. 
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8. OSSERVAZIONI CONCLUSIVE 

Il metodo esporto in questo lavoro consente di in t rodur re nei ca lcol i di 

dinamica le cor re laz ion i sperimental i di s l i p - r a t i o di forma quals ias i . 

L 'u t i l izzazione di esse mediante opportuno f i t t ing nulla di sostanziale 

togl ie al la rappresentaz ione. 

La preparazione di una condizione in iz ia le stazionar ia è stata precedente 

mente discussa, anche sul la base di una lunga esperienza numerica soste­

nuta per i l problema esaminato in questo lavoro. Le conclusioni r iguarda 

no la opportunità di p r inc ip io che i l modello matematico del sistema sia 

fatto funzionare, con uno schema numerico stabi le, per un tempo " i n f i ­

n i to " , in condizioni di isolamento da sorgenti va r i ab i l i , prima di ef fet tua­

l e il calcolo di un t rans i to r i o . Anche se, presumibilmente, il t rascurare 

questo accorgimento non introduce e r r o r i elevati per una larga classe 

di problemi, in condizioni di s tab i l i tà , r imane da valutare quale prezzo 

questi e r r o r i impongano nei ca l co l i , a parte il fatto che non esiste con­

gruenza numerica t ra il calcolo del t rans i to r io e le condizioni in iz ia l i 

r icavale mediante il calcolo s taz ionar io . 

Il Dr Aldo C A L A T I ha contr ibui to con discussioni e suggerimenti a 

questo lavoro, part icolarmente per il problema della valutazione del la 

condizione in iz ia le . 
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10. APPENDICE 

Riferendoci a l l 'ana l is i fat ta in merito al la determinazione di c iò che deb­

ba essere assunto come condizione in iz ia le per un problema ai va lo r i i n i ­

z i a l i , possiamo confrontare calcol i esegui t i , per il problema oggetto di 

questo lavoro, con funzioni r icavate con un calcolo stazionar io e con fun 

zioni ottenute invece per stabi l izzazione asintotica da un calcolo di t rans ] 

to r io con sorgente costante. 

Abbiamo effettuato questo calcolo con i dati elencati a pag. 25, per un t rans j 

to r io determinato dal la diminuzione temporale l ineare del la funzione g, as­

sunta spazialmente costante, dal va lore 5 al va lore 2 in 3 sec. 

Il primo calcolo è stato effettuato a pa r t i r e da una funzione •< (x) r icavata 
o 

dal calcolo s taz ionar io, mentre il secondo è stato effettuato a pa r t i r e dal la 

funzione •< (x , t ) s tabi l izzata dopo un calcolo di c i r ca 4.5 sec. La funzione 

r isu l tante è stata normal izzata,al la fine.secondo il c r i t e r i o della conserva­

zione del contenuto di vapore nel canale. In entrambi i calcol i si assumeva 

5 (t) - costante. Nel pr imo dei due ca lco l i si è r i l eva to un andamento del 

tutto ingiuf.tif icabile f isicamente: la funziT.e «* (x, t) cresceva al l ' in iz io 

uniformemente, e cioè aumentava il contenuto di vapore nel canale, in p r e ­

senza di un f lusso di ca lo re decrescente. Successivamente la c resc i ta si 

arrestava ed iniziava una diminuzione. Questo effetto numerico era evidente 

mente dovuto a l l ' e r r o r e o ( t ) e mostrava una est inz ione nel verso delle 

x crescent i con una veloci tà dello stesso ordin» di quella del re f r i ge ran te . 

Il < alcolo effettuato cor, la funzione normalizzata non mostrava invec? questo 
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effet to, in accordo con il giudizio di s tabi l i tà del lo schema espresso se ­

condo i c r i t e r i i l l us t ra t i nel Cap. 7. 

Nei g ra f i c i unit i a questa Appendice sono mostrat i a confronto: 

1) le funzioni « (x) e «e (x. t) normal izzata ( t > t ) 
o » 

2) le funzioni ot(x,t) calcolate nei due modi sopra i l l u s t r a t i , per i t re 

punt i x «= 12 cm, x « 50 cm, e x » 100 cm. 

S i notano nel primo graf ico le d ivers i tà del le due condizioni i n i z ia l i , c o r ­

r ispondent i a di f ferenze del contenuto globale di vapore, prima del la norma 

l izzazione, de l l 'ord ine di c i r ca 1 % . 

Negl i a l t r i g ra f ic i g l i andamenti del le funzioni sono indist inguib i l i a partir?-

da tempi che var iano con la quota in re laz ione alla propagazione degli ef­

fe t t i d e l l ' e r r o r e 6 ( t ) . 


