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1. GENERAL ITA'

Lo studio del problema del moto di un fluido riguarda, come & noto, la
determinazione delle § funziori scalari rappresentate da  velocita u,
densita Qe pressione p, L'equazione vettoriale de! moto e quelia di
continuitd (esprimente la conservazione della massa) costituiscono un
sistema di 4 equazioni scalari, sicch® il pareggiamento tra numero di
equazioni e numero di incognite deve essere ottenuto mediante un'altra
equazione. Questa & un'equazione di stato, cio® una relazione, tipica
della natura del fluido, [ 2 4 (H, P) , tra densitd, entailpia H e pressione.
Una tipica equazione di stato & espressa nell'assunzione, frequentemente
usata, che sia § = costante, come si puo ritenere corretto nei casi in
cui ci siano escursioni termiche non elevate e non intervengano effetti

sonici di rilievo,

Nel caso di un canale di un reattore nucleare, nel quale il liquido re-
frigerante pud mescolarsi a una parte di vapore e le due fasi sono ira
loro in equilibrio termico (sicch® gli scambi entalpici corrispondoro a
cambiamenti di stato), si usano di solito equazioni nelle quali la sola va-
riabile spaziale & la quota x determinata lungo I'asse del canale, Una
evidente complicazione & nel fatto che, in condizioni bifasiche, si intro-
ducono le nuove incognite costituite dalla densita e dalla velocita del va-
pore,

Un espediente empirico per ridurre di una unitd ii numero delle incognite,

¢ I'introduzione del rapporto §s w, /u,‘ tra la velocitd (nel'a
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direzione assiale del canale) del vapore e queila del liquido, rapporto
per il quale si danno relazioni empiriche con la percentuale di vapore

presente nel canale,

Se si indica con q,(x,t) la frazione di vuoti, cio® la frazione di area

di una sezione trasversa del canale occupata dai gas, si hanno, tra le
altre, le correlazioni

1-

s:_—~

c-%

N
con c =c_ = costante ( Eankoff /3/) econc = c, * (1 - co) o, (Jones

/4/) essendo € una funzione lineare ¢ N un. funzione quadratica della

pressione P,
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2. L BILANCIO ENERGETICO IN UN CANALE

Esaminiamo il caso di un canale nel quale il refrigerante sia riscaldato
dalla barretta dei combustibile mediante un flusso di calore qlx,t) (quanti-
ta di ~alore per unitd di area e di tempo).
Analizziamo separatamente il bilancio energetico delle due fasi presenti
nel canale, con lo scopo di giungere a determinare la funzione & (x,t),
facendo uso del rapporto di slip.
a) Fase liquida
Consideriamo un volume finito tra due sezioni trasverse de! canale
a distanza Ax traloro, Se pn & la normale esterna al!la superficie Z
che delimita ii volume in esame @ df un eiemento infinitesimo di

essa si ha

Liquido entrante per unita di tempo = ~ ’C ("“) Ay v deo

2+wR ng

Liquido evaporato per unita di tempo = —2_
v
ax
Variazione de! contenuto di liquido nell'unita di tempo =%Sfeu'¢)s dx
Ax
essendo:;

- ¢ il calore latente di evaporazione
v

- ¢ la densita del liquido
i ] |
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- S I'area della Sezione trasversa del canale
- R il raggio della camicia

Il bilancio fornisce allora

Cv

X Ax A%

donde, applicando il teorema di Gauss, segue

2R
Cv

-v'[fcu")‘u‘]" 1=- c%%

ovvero, nelle ipotesi poste all'inizio,

2wR
s 0] <28 g = ()
at I SCV?!.

Un analogo ragionamento porta, per il vapore, all'equazione

M L D () =St L(xt)
-b-.t:_+3x( “v) Sv( , (2)

Eliminando ﬁ tra (1) e (2) si trova

It
[.wv v (2] hg'fv £(x0)

9
ox

duv +(4°d) ut =

Se-Sv S L0xt)dx
Sv

dove I'integrale a secondo membro include un'eventuale funzione dit,
Utilizzando un coefficiente generico di slip u,vl/u.c=(4-d,)/(c-d)5pguu al -

lora

Auy t{e-®)uy = wyc = MS{(x,t)dx
4




0

imponendo che alla quota X=I di ebollizione la velocitad ll.‘si riduca a

quella v del liquido in condizioni monofasiche si ha
X

weC =Ve "'.,"S £0x’t1dx!
3

Sv
[essendo d (I,t)-o e c(o)m c;]

In definitiva

Wy =

n|<

&
.1? ! 5(,‘ t) d!‘ (3)
3

dove si & posto

- 4
qlx/t) = ’;v’v f(xt)= oA f(x.t)
con N e ’e
fe'fv

Se riesaminiamo ora la (1), tenuto conto che &, per definizione di s,
w, (cu) =uy (4-¢)

si trova

3 (o]« 2 20, 2600

Jr ax

cio, per la(3),

LN ’("“')=4cx.f)+ ) e ¢)+ R RLTICAY
i Ix

In definitiva si ha la

o, uy a"'«a»“zﬂa'bs(“/*) (4)
I3 ox Jx
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Il problema da risolvere & allora, ricordando ancora la (3),

oo (-2 E)s -5 (-2)

e le condizioni associate ( L = altezza del canale)

o (%,0) = 24 (x) T ¢xglL

< [xtt),t] =0

essendo x:x (t) un'assegnata funzione del tempo.

(s)
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3. 1L CALCOLO DELLA FUNZIONE & (x)

In condizioni stazionarie si ha da (2)

dlewr) 3t £60)

——_sf—v

e, quindi, essendo ol [I‘O)I 0]= o

x
)
gV ‘
con u_rappresentato da {3). Segue allora
x
} '
«(x,0) = 1 -& S 'F("lo)‘l"
w, $
S Se-%v 14
Ricordando che ¢ % = z{%' e 9= ;' F = =
si trova facilmen’e X
I g(x,0)dx’
o, (x) = c(a)r : (6)
v+ | 9(x 0)dx’

se si pone c(d) = ¢, = costante {correlazione di Bankoff) il calcolo &
evidentemente immediato, Nel caso si usi la correlazione di Jones occorre
far ricorso ad algoritmi iterativi, o, es, del tipo Newton-Raphson per ri-

cavare & (x).
o




4. SOLUZIONE DELLE EQUAZIONI DI BILANCIO IN CONDIZIONI

TRANSITORIE

I problerna (5) & ri--ducibile, come & noto, al sistema difierenzia

le ordinario delle caratie."istiche

de - g (2-¢)

dt ' (7)
isé - (1-‘ %)‘-v

a cui sono associate le condizioni precedentemente espresse,

Fissata una discretizzazione della quota x nel canale, si potra risolvere
il sistema (7) con il metodo delie caratteristiche, Tuttavia due ordini di
problemi si presentano in questa procedura: la corretta integrazione delle
equazioni (7), non riconducibili, in generale, a quadrature elementari; e
il trasferimento degli andamenti della funzione «&{ x t) determinati lungo
le linee caratteristiche, ai nodi del reticolo prefissato,

Un numero assai elevato di esperienze numeriche & stato condotio per
indagare i dive ;i aspetti del problema, utilizzando la correlazione di
Jones, che rendeva il problema non elementarmente integrabile., Ad esempio
Itequazione nella o & ctata risolta con integrazione a trapezio lungo la ca-
ratteristica e successiva applicazione de!l metodo di Newton-Raphson per

ricavare il valore di & al tempo to + At apartire da quello a! tempo to
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Altri metodi usati furono, ad esempio, i seguenti:

a) metodi del tipo predictor-corrector di Eulero

b) metodo di Picard

c) sviluppo in serie di Taylor fino al terzo ordine.

Questi ultimi calcoli mostravano come fosse ienta la convergenza delia
serie per gli ordini pil bassi nel caso di c (&) di Jones, sicché ia dif-
ficolta da superare era proprio nel fatto che si dovevano evitare tutti i
metodi corrispondenti ad errori di troncamento di ordine truppo basso.
d) soluzione analitica con correzione. Si tratta di utilizzare la posizione

Ce-
y= .-_c" che conduce, con c(e ) di Jones, alla equazione

1-¢ 4
4--
dy _ Nz 5(*)[)' "o (cr1=1)

T n (CotCry)

che per c'= 0 si ridurrebbe ad una equazione di Bernoulli, Allora, quando
c'y<<co, essa puo essere risolta cercando di "correggere' la soluzione
di quest'ultima equazione,

Anche il problema della interpolazione dei valori di < (,"'c C. + At )
a partire dai valori d,’ (X’, t,-fdt) sulle caratteristiche & stato stu-
diato con diversi metcdi, tra i quali i seguenti:

a) interpolazione mediante funzioni razionali del tipo

{+kx

() = =3
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b) interpolazione mediante formule del tipo Newton-Gregory per intervalli
di ampiezza non costante

c) interpolazioni di primo e secondo ordine tra coppie o terne di punti
contigui

d) estrapolazione, a partire dal valore dfcorrispondente al punto x* piu
vicino al punto x in esame, o a partire dai valori relativi ai due punti
x+ ad esso piU vicini e non post! tutti e due dalia stessa parte, Questo
metodo consiste nellteffettuare il rapporto, membro a membro, tra ie

due ec: 1zioni di (7) per cttenere

<
delxt’) 9 - _ 9 erw d e (x,t)
dx Uy 4« €  Wvc-wc! OX  ie*
[«

dove, intenderidosi prefissato un istante t*, la derivata d o¢/dx sara evi-

dentemente il coefficiente angolare della tangente alla curva & = d(x,t.)

nel punto corrente (x,l*). Servendos| dei valori o(+,x+ a disposizione,

si puo costruire aliora il valore a((.",t') , 0 mediante I'estr apolazione

lineare dal punto di caratteristica piu vicino, o mediando le due estrapola-

zioni con pesi che tengono conto dellie distanze, o, ancora, correggendo

I'estr apolazione del primo ordine mediante un termine del secondo oraine,
1 t

che puo essere ottenuto valutando la de /d" tramite differenze trale

derivate prime precedentemente ottenute,

e) H fatto che la funzione cL(X, l") e {come capita di regola, a parte
casi particolari, cfr § 5) una funzione non decrescente di x, produce
una sopravvalutazione dei valori estrapolati con il metodo di cui al
punto precedente, se & d.zd«/dxz <0 nell'intervallo in esame,
mentre i valori interpolati linearmente (cioé valutati sulla corda che
collega punti di caratteristiche consecutivi e posti da parti opposte

rispetto al punto in esame) sono sotto valutati,

|
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Il contrario accade se & invece d d/d.x >0 .
Per questi motivi € stata esaminata la possibilita di mediare i valori estra-

polati e quelli interpolati,

Sulla base delle esperienze numeriche precedentemente descritte,
€ parso opportuno utilizzare espressioni che consentissero |'integrazione
della prima delle (7) mediante quadrature elementari, Questo vuol dire
che la funzione c(o¢ ) deve essere espressa per mezzo di una relaziore
analitica che consenta questa integrazione. A parte il caso banale c(o )=
=costante, le espressioni razionali costituite dal rapporto di due funzioni
lineari e le funzioni quadratiche soddisfano, per esempio, a questo re-
quisito, E!' ben evidente che questa scelta non deve rappresentare una li-
mitazione eccessiva in rapporto alla legge empirica di slip ratio che si
vuole adottare, Se, ad esempio, si adotta la formula di siip ratio di Jones
e una legge cle ) quadratica, o razionale, questa deve intendersi come un
fit (ad esempio secondo il criterio dei minimi quadrati) della formula di Jones,
Alcune prove numeriche effettuate danno ragione di questa possibilita, Per
esempio, per €, = .8 eN =3.,5 unabuona approssimazione di c(e ) & Ia

funzione

co(q ) = ,81360327 - ., 15608449 of + ,32668435 o 2

e un'altra e
-1
clad) =(1 - .75652504« ) (1.2676458 - 1,0277462 o )

Le tre curve sono rappresentate in figura,
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5. ANALISI QUAL ITAT IVA DELL'ANDAMENTO LELLA FUNZIONE

Ev(x,t)

Consideriamo la funzione di una variabile preadentemente introdotta

o = e (x, t*) . Su ciascun punto della caratteristica si ha

d« _ 9 Cl-d

(LX Uy C-dc'

dove, nel caso della correlazione di Jones,

N
- cla)= ¢, +(f=¢,) @ , con o<cg
- 0uv €,<

- = —&-—)1
rc'?v

& £ 1 , per definizione

-~ N funzione quadratica crescente della pressione p, e maggiore di

3.33 /4/,

Esaminiamo ora il segno di d!‘/dx. Supponiamo sia sempre g >0
(cioe che la temperatura della camicia sia ovunque piU alta di quella del
refrigerante) e, inoltre che sia - 0’/C« >0 . Da quest'ultima
disuguaglianza si ricava la condizione

1

¢ —
T <«
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cioé, integrando tra -(.. e o« >”

c(«®)

«0

ol

»* »
essendo o un valore compreso in (O,o( ). Facendo ® prossimo a zero,
in modo da esaminarc la relazione in (0, 1), si vede come il valore
") ¥ . o .
c(« )/« diventa grande a piacere essendo ¢ (o) limitata. L'assunzione
in esame appare, pertanto, ragionevole,
Nelle condizioni sopra esposte, il segno di J.-l./dx é io stesso di quello

della funzione

() =cr-o = "(Co*ca"‘u) -

che passada ¢(0) = v¢, a $(4)sv-4, vaiorientrarbi >0 .
Intanto &

-1

$'(«) = rNCy & =4

N-2
$"(«) = rN(N-4)cqx >0

e quindi 1a ¢ (o) hala concavita rivolta verso i'alto e possiede, percio,
al piu,un minimo relativo.
E' ancor a

-1

¢ (o)

¢’ (1)= rNcy-1

Poiche & (e ) non ha zeri nei punti interni di (0,1), 1a ¢( &) avra
: Log) . . .
un min ino se & ¢ (1) » 0, ma questo minimo non esistera nel caso sia

¢) (1) € 0. Si avra allora uno dei seguenti casi:
() - N1 1 er ® (4 )N“
) $@)=o0 pr rNG L =1 cee A=l
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In questo caso si ha
-d'—d; < O in un intervallo contenente ©OC
dx
-i‘-'» >0 altrove
dx

b)

'
¢ ()30 ovungue in (0, 1)
¢ (ef ) decresce dal valore rCg al valore r-1, entrambi ) 0. In guesto

caso , percib, dovunjue &

2‘.‘.’>o

dx
Si noti che il valore & dipende da cy N, 9! e @ ,e€ puo percio
essere valutato inizialmentr Se & cy £ T“'.‘ saré;ﬂ/nessun minimo
i.: (0,1)/. Nel caso esista un punto di zero di Jd/‘xnell'imervallo
(0, 1) occorrera poi valutare se il corrispondente valore si « viene
e/fettivamente raggiunto nelie condizioni termiche e meccaniche del

sistema,

]
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6. CALOOLO DELLA FUNZIONE o ( x,1t)

E' stata compilata una subroutine per il calcolo della frazione di
vuoto o (x,1), utilizzando I'esperienza numerica di cui si & discusso
nei paragrafi precedenti, Percid & stata prevista l'utilizzazione di una
funzione c( & ) per il calcolo dello slip ratio che fosse espressa come un
fit parabolico. Pub essere considerata, inoltre, la possibilita di utitiz-
zazione di un fitting razionale anzicheé parabolico.

Nella subroutine il calcolo si effettua a partire dalla conoscenza di:
- la condizione iniziale & (x, to)
- le quote x . (i=1,2... M) della discretizzazione adottate
- le funzioni GI{K) e GF{K), legate al flusso di calore iniziale e a quello
finale;, questa loro dipendenza si esprime come
g = 1__419
= m— =
9 r-4 r-4 cvyej)e

essendo De il diametro equivalente del canale.
- L'intervallo DTEX di tempo in corrispondenza del quale si caicola la
variazione dei vuoti nel canale. Per quel che concerne ie connessioni
di questi calcoli con gli altri che forniscono la valutazione della sor-
gente g{z,t) si deve ritenere che I'intervallo di tempo DTEX & quello
dur ante il quale si assume che non si producno variazioni se non nelle
grandezze termoidrauliche., Cio & in relazione con i criteri e i limiti

della cosidetta "linearizzazione' del complessivo problema di calcolo
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neutronico e termoidraulico nel canale di un reattore nucleare.
- e quote II e rz di ebollizione ag!i istanti to e to + DTEX
- lavelocita V del fluido in zona monofase,
L'intervallo DTEX viene suddiviso in subintervalli di ampiezza DT in modo

. . + . .
tale da assicurare che il punto x che corrisponrnde, sulla linea caratte-

ristica, a! punto x, si trovi nelio stesso intervallo ‘n cui si trova x o, al mas

simo, in uno e€cntiguo; inoltre I'ampiezza dell'intervailo temporale deve ga-
rantire che 3 . e Iz si trovino nello stesso intervallo o in intervalli con-
tigui. La ragione di queste procedure appare evidente, se si pensa alle
difficolta connesse al tener conto delle variazioni che si producono pas-
sando da un intervallo all'altro, sia nel calcolo delle caratteristiche che
nelle successive interpolazioni,

Si effettua il calcolo assumendo che § e g varino linearmente in funzione

del tempo.

Esaminiamo I'equazione

dx’
b(«) [v + § 9

dove con p{( X ) si & indicata ta funzione

u)
o 1~
e = 1= & ot
Consideriamo i’ punto xi ed effetiviamo ‘I calcolo della caratteristica da

esso uscente, Sara

dx r‘“) R‘ + PL‘)S‘ (X-Xi)

essendo

x

R,; s V< 9d"

g Sy

|
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L'omogelea associata

ii = r(")g.. (x=x)

dt

si risolve separando le variabili ed ha per soluzione
xex; + H ;xp[ p(-t)g..t]

Un integrale particolare dell'equazione completa & x = costante, Si trova,
in definitiva

X =% 4 —E} {“P{l’"‘) 9.-':]"} (8)

¢

Risolviamo ora l'equazione

i‘.= r-i): Cr-d
== 9(r-2l=9— o

a) esaminiamo per ora la ipotesi che la funzione c{ &) sia rappresentatile

come un polinomio di 2 grado

2
cla) = h,*?‘l" + P, %

Appare immediaio dalla (9) che siamo ricondotti alla integrazione de! rap-

porto di due polinomi di 2 grado e cio&
t

[ A
RIS Py
M Q-.(s) (10)

[} co

Si tratta dunque di effettuare integrali del tipo seguente

Pils) yo « SK‘I” +S nEn
6:2;") Q. (s) (i
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Se poniamo
Qe(s)=q +q,s +9,8

risulta intanto da quanto precede

qo‘rPo
14:"?1'1
Q="
e inoltre
K= —',1'-3—4—
L r
k 41
n=p - _q‘- =p - (rg‘-d)-r- -1=k
r4

Se si effettua la seconda integrazione a secondo membro della (11) si &

ricondotti ad utilizzare la seguente identitd

ds
S I | )
S q. Cs)“ 2, 9@ - K ®,(s)

BT \ . -1 . .
e, quindi, il ben noto integrale della funzione 02 (s) per il quale si de-
vono distinguere tre procedure diverse dipendenti dal fatto che sia A=
=q t_ 4 positivo, negativo o nullo,
1 =199,
Se si effettuano i calcoli si trovano, nei tre casi diversi, le espressioni

seguenti per I'integrale a primo membro di (10):
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1. caso A <O

T R Y I A LN | Q'(")l-
I(i(ss)ds-!'(d <.)+2%°3|"'QT(:)

o

2 <49 2¢' %+
(™ _a) L m?,._q.‘_._'-an\B_L__._]
(F2-" g5 Fs

2. Caso A-o

Il risultato &, in questo caso, analogo a quello del caso precedente, a
parte l'ultimo termine della somma : in questo caso occorre solirarre,

infatti, il termine

(70 ") (g~ e
2q, 294,441 29,4 +q,

3. Caso A >0

Anche in quest'ultimo caso cambia, evidentemente, il solo termine finale *

questa volta occorre sottrarre il termine

g ()

essendo 0', e O radici delli'equazione 02(5) = 0, e cioe

2
0; -9, *(A_

t
24 th
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b) Il secondo caso, che puo essere facilmente presc in considerazione,
perché la (9) & ricur.ducibile ancora a quadrature elzmentari, & quello
in cui c(ol) & funzione razionale del tipo

44+mat

ptqet

C(d) ‘-

St & cosi ricondotti a |ntegrare

e

X !

j A+m's d$=
of

¥(4ew's) -s(P+q's)

r-
° 1+w's a9,
s
P*‘l o

A+w's
[Pk} U] ds
-qs +C""'P)""'

Si vede,allora,che questo caso si riconduce sen-'aitro a quello precedente
relativo ad una funzione c(e&) palinomiale.
L’. . q l"—“) . Iy R

integrale delta funzione & risultera pertanto espresso come
nei tre casi csaminati al punto a), che,anche in questo caso,saranno da
tener evidentemente distinti, tenendo presente che, in questo caso, rmanca
il termine K (e - 0(0) allora sempre presente, e che le costanti vanno mo-

cGificate secondo la tabella di sostituzioni seguente

mese N
n =>|
q ~»r
o]

[
ql-»rm-p

'
o %-q
2

K=0

Esaminiamo per ultimo il problema della interpolazione,

Essa viene effettuata, in corrispondenza del punto X\ tramite i valori
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* *

punto i valori delle tre costanti che compaioro nella formula

. Si determinano cosi in corrispondenza di ciascun

A
d--—F—" -

4+0x

per le successive terne di quote consecutive,

Se si osserva la relazione (8), si notache in essa sono utilizzati i
valori di g o di ¢ e di Ri riferiti al tempo to. Al tempo X +8 t questi
valori saranno, in generale, diversi,

Per tenere cualche conto delle variazioni, il cal:olo viene ripetuto dopo

il calcolo di et(x, t+ A t), assumendo valori mediati aritmeticamente tra
quelli iniziali e finali, per gi e Ri'

Non & negli stessi termini i} probleria dellia dipendenza dalla x de!la equa-
zione (9), stante il fatto che la funzione g viene assunta costante in ciascun
intervallo /5i & il valore costante nell'intervallo (xi , xi+1) /; resta,
peraltro, il problema di integrare la 9 nella variabile temporale tenendo
conto della sua linearitd, Cosi, gli integrali a secondo membro della (10)

calcolati fino at =t + At, saranno del tipo

to+At
f g9 dt = .ﬁ;.:. S.Ct,) +3‘,(t,+At)]
to

Un'analisi a parte merita il discorso relativo alla stabilita delto schema
numer ico adottato,
Ad ogni passo vengono introdotti errori non uniformemente distribuiti, le
cui caus2 sono nelle due parti del calcolo e cioé |'integrazione delie equa-
zioni differenziali e {'interpolazione di e (x,t). Uin errore in questiuitima

funzione altera, evidentemente, sia la condizione iniziale del calcolo rela-~

tivo all'intervallo successivo sia la distribuzione delle velocita nel canale.
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Se questi errori tendono ad amplificarsi nel corso dei calcoli, cioe se lo
schema di calcolo ncn & stabile, risultera alterata la descrizione cella storia
dell'equilibrio tra le fasi nel canale.

Una verifica empirica della stabilitd dello schema si puo fare assumendo
costante nel tempo la funzione q(z,t): lo schema di calcolo riprodurra sta-
bilmente la furzione ®&(x,o0) = oto(x).

Si comprende, ad ogni modo, che, per la diversa natura del calcolo stazio-
nario e di guello del transitorio (nel quale soltanto, ad esempio, si effet-
tuano calcoli di interpolazione), si rilevano errori che perturbano, lieve-
mente e in modo non sistematico, la funzione clo(x) anche in presenza di

uno schema stabile, La situazione & analoga a quella di un sistema fisico
stabiie nel quale lievi perturbazioni intervengono in maniera casuale sul-
le grandezze car atteristiche del funzionamento. Dopo un tempo di funziona-
mento sufficientemente elevato il sistema "assorbe'!' queste perturbazioni

e le grandezze caratteristiche saranno costanti a meno di fluttuazioni sta-

tistiche, Questo problema sara esaminato piu oltre,

Un'analisi secondo le idee precedentemente esposte & stata condofta

al modo seguente,

Calcolata la funzione e(o(x) si valuta la sua rorma

| GO} = [Z «,‘(m] 4/:

e si procede ad effettuare un calcolo de! transitorio a flusso di calore costan

te, A ciascun passo si calcola la norma della funziore & (x,t) e si corregge

ciascun valore di essa secondo la formula

e, SOl
Il « ()

d)(z,t) » o (%,€)

ripetendo questa procedura per un numero sufficientemente elevato di passi.
Si preparera cosi una funzione & (x) gid in equilibrio con !e perturbazioni
o

spurie de! calcolo temporale / cfr cap. 7/.
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Una normalizzazione alternativa puo essere quella che conserva i! valore
dell'integrale di o (x,t) nel canale, e, quindi, il contenuto globale di
vapore.

Un calcolo effettuato con questo iipo di normalizzazione € stato cordotto
per alcune migliaia di passi. Il vettore rormalizzato viene riprotto
stabilmente, con una ''deriva'" temporale irrilevante.

Un indice delle variazioni indotte da questa deriva € la quantita

T (4] | « nbes) - <=0 dx
3

-0
che si mantiene costantemente dell'ordine di 3* 10 ", con un valore inizia-

L
e di I o, () dx di circa 48,37 cm.
Lo stesso caxlcolo, privo pero di normalizzazione, mostrava una leqgera
deriva nell'integ~ale. Dopo circa 1500 passi di calcolo (e, 4,5 sec) il
valore dell'integrale era di circa 47,8 cm, con un errore dell'ordine del-
1'1%: € questa la riduzione percentuale del contenuto di vapore indoti«
dagli errori di caicolo. Veniva usato il fit parabolico della formula di
Jones con i dati seguenti:
r=1,102 76

-1
g =5sec

L=100cm
T=11cm
v = 100 cm/sec

{
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7. NOTA SULLASCELTA DI UNA CONDIZIONE INIZIALE STAZIO-

NARIA

Un punto importante & quello che riguarda la preparazione di una condi-
zione iniziale, Ci sembra che una valutazione accurata di cio che debba
essere assunto come condizione iniziale nel calcolo di un transitorio >i
debba imporre in generale, in questo genere di problemi, allo scopo di
evitare la propagazione nel tempo di errori che sono dovuti solo a una
rappres. “tazione della condizione iniziale non corrispondente allo sche-
ma adottato nel transitorio, E' evidente che I'approssimazione de!l'opera-
tore differenziale in condiziori stazionarie & differente da quella relativa
al transitorio e il raccordo tra le due rappresentazioni numeriche non va
posto solo in termini di coerenza ma anche in termini di stabilita,

I grado di stabilitd /5/ diverso di due schemi di calcoio, impone la ne-
cessita di un raccordo basato sul confronto numerico.

Esaminiamo un problema alle condizioni iniziali, cio& del tipo

dove v € un vettore definito su un reticolo spaziale e dipendente dal tempo
e s & un vettore sorgente definito sullo stesso reticolo e dipendente
anch'esso dal tempo.

! corrispondente problema numerico sara scritto come
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£ _Aw 204 €
at -

{ + condizione iniziale) (12)

dove A & uya matrice , i cui elementi supporremmo indipendenti dal
tempo, e in cui g = § {t) & un vettore, nel quale sono rappresentate

le sorgenti di errore proprie del calcolo,

Analizziamo ora la questione relativa alla scelta delle condizioni iniziati
da associare alla equazione (12), Di solito si ritiene opportuno associar e
la condizione iniziale l_J(O) =_go soluzione del problema stazionario cor -~

rispondente alla (12) e cioé

~An, = O+6, (13)

dove € € lasorgente di errore propria delle proce dure e degli algoritmi
<o

mediante i quali si risolve ta (13). E' allora

-1
o = - A ('-.*§°) (14)

Se si risolve formaimente la (12) si trova , se il sistema rimane isolato
( @ = costante),

/

tA -tA 1 t A :
Az @ [c+(I-e )R'g-+[c. g(t’)&] (s
-7 - (]

e si riconosce che & c = ulo) = CR

Poniamo ora €6 = go + t (t); ne segue, ricordando la (14):
¢

. YA ,
w=e [eo 4 (I-Eﬂ)h"(!.'-ts-o) + ft $ (+)dt ] :

t
= Yo+ S e Q(i")d*’ = Uo +§(t)

.
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L'ipotesi di stabilita dello schema numerico di calcolo por:a ad assume-

re che si@

Liwm é(t) - 9

e

, inpratica, che esista t‘ per cui accada identicamente

é(,t) - ()

per ogni t> t‘ . Questo comporta che sia, per t & t‘

AL = uo +5(t)

4 = Mo +_8Lt) - ko ‘l’é(tﬁ)

er t t .

p >,

Si vede cosi che la condizione iniziale x_.uo, che dovrebbe essere ripro-

dotta invariata nel calcolo temporale nella ipotesi assunta che il sistema

rimanga isolato, risulta invece progressivamente aiterata, o alterata

almeno fino ad un ammontare massimo S_(t*) nell'ipotesi "forte' di sta-

bilita assunta,

Si nota poi che l'errore G_(t) dipende dalle car atteristiche deli'operatore
{t-t')A - . .

e e quindi della matrice A, Ar.che se, ad esempio, t(t) fosye nulla
in media nei sub-intervalli di un'opportuna suddivisione dell'intervallo di

3 (t-t")A

calcolo, non sarebbe nullo 8(t), a meno che !'operatore e non fosse
identicamente singolare nell'intervallo, il che non puo essere.

Anche se questi problemi sono ordinariamente tratasciati nel calcoio e

un'attenzione accurata & destinata in modo precipuo all'analisi di stabili-

12 e alla coerenza, non & forse di interesse solftanto teorico considerarii,

In alcuni casi queste conclusioni potrebbero tradursi in un'opportuna

norma d'uso dei codici di calcolo, che fornirebbe una garanzia aggiunti-

va di miglioramento del grado di stabilita di cale»yli stessi, eliminando una

|
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ingiustificabile incoerenza strutturale nella posizione del! problema
numerico, Cib & tanto pill importante quanto piu si vicini a condizioni
di instabilitd fisiche de! sistema in esame o allorche le interazioni tra
le grandezze fisiche sono "forti" e caratterizzate percio da costanti di
tempo critiche, Nel nostro caso, l'errore é(t) corrisponde ad una mo-
dificazione nel tempo del contenuto di vapore relativo a ciascuna quota
del canale, e quindi anche del contenuto globale di vapore nel canale.
Si puo suggerire che un calcolo del transitorio con sorgente costante
effettuato per un tempo convenientemente elevato (t> t') fornisca una
soluzione « (x,t) piu idonea ad essere assunta come condizione inizia

le che non cxo(x), se opfurtunamente normalizzata, per esempio in modo

che sia

L L
j olx ) dx = gu,(*) dx
3 ;

In essa sono contenute e assorbite, per cosi dire, tutte le perturbazioni

che caratterizzano la differenza tra le distribuzioni di errore & «

O
€ (1),

Un esempio relativo a questo genere di problemi sara esposto in Apgencdic ¢,

|
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8. OSSERVAZIONI CONCLUSIVE

Il metodo esposto in questo lavoro consente di introdurre nei calcoli di
dinamica le correlazioni sperimentali di slip-ratio di forma qualsiasi,
L'utilizzazone di esse mediante opportuno fitting nuiffa di sostanziale
toglie alla rappresentazione.

La preparazione di una condizione iniziale stazionaria e stata precedente
mente discussa, anche sulla base di una lunga esperienza numerica soste-
nuta per il problema esaminato in questo lavoro., Le cenclusioni riguarda
no la opportunita di principio che il modello matematico del sistema sia
fatto funzionare, con uno schema numerico stabilz, per un tempo " infi-
nito'", in condizioni di isolamento da sorgenti variabili, prima di effettua-
~e il calcolo di un transitorio, Anche se, presumibilmente, il trascurare
questo accorgimento non introduce errori elevati per una larga classe

di problemi, in condizioni di stabilita, rimane da valutare quale prezzo
questi errori impongano nei calcoli, a parte il fatto che non esiste con-
gruenza numerica tra il calcolo del transitorio e le condizioni iniziali

ricavate mediante il calcolo stazionario.

Il Dr Aldo GAL AT ha contribuito con discussioni e sugger imenti a
questo lavoro, particolarmente per il problema deflfa valutazione della

condizione iniziale,
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10. APPENDICE

Riferendoci all'analisi fatta in merito alla determinazione di cio che deb-
ba essere assunto come condizione iniziale per un problema ai valori ini-
ziali, possiamo confrontare calcoli eseguiti, per il problema oggetto di
questo lavoro, con funzioni ricavate con un calcolo stazionario e con fun
zioni ottenute invece per stabilizzazione asintotica da un calcolo di transi
torio con sorgente costante.

Abbiamo effettuato questo calcolo con i dati elencati a pag. 25, per un transi
torio determinato dalla diminuzione temporale lineare ceila funzione g, as-
sunta spazialmente costante, dal valore 5 al valore 2 in 3 sec.

It primo calcolo € stato effettuato a partire da una funzione clo(x) ricavata
da! calcolo stazionario, mentre il secondo & stato effettuato a partire dalla
funzione &f (x,t) stabilizzata dopo un calcolo di circa 4,5 sec, La funzione
risultante & stata normalizzata,altia fine,secondo il criterio della conserva-
zione del contenuto di vapore nel canale, In entrambi i calcoli si assumeva
I (t} = costante., Nel primo dei due calcoli si & rilevato un andamento del
tutto ingiustificabile fisicamente: la funzi~ive & (x,t) cresceva all'inizio
uniformemente, e cioé aumentava il contenuto di vapore nel canale, in pre-
senza di un flusso di calore decrescente., Successivamente la crescita si
arrestava ed iniziava una diminuzione. Questo effetto numerico era evidente
mente dovuto all'errore &_(t) e mostrava unaestinzione nel verso delle
x crescenti con una velocita dello stesso ordine di quella del refriger ante,

Il calcolo effettuato con la funzione normalizzata non mosirava invece questo

|
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effetto, in accordo con il giudizio di stabilita dello schema espresso se-~
condo i criteri illustrati nel Cap. 7.
Nei grafici uniti a questa Appendice sono mostrati a confronto:
1) le funzioni oto(x) e o {x,1) normalizzata ( t>t‘)
2) le funzioni et(X,t) calcolate nei due modi sopra illustrati, per i tre

punti X = 12cm, X =50 cm, ex = 100 cm,
Si notano ne! primo grafico ie diversita delle due condizioni iniziali, cor-
rispondenti a differenze del contenuto globale di vapore, prima della norma
lizzazione, dell'ordine di circa 1%.
Negli altri grafici gli andamenti delle funzioni sono indistinguibili a partire
da tempi che variano con la quota in relazione alla propagazione degli ef-

fetti dell'errore &(t),




