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АЙНОТАВДЯ

В квазиклассическом приближении (метод Цваана) находится энер-
гетический спектр уровней обобщенного о с ц и л л я т о р а ^ J = £ *Znx" •
Результаты для ж . ? 2 сравнивается с результатами расчета по
методу ВИЗ и с другими численными методами. Оценивается вклад от
комплексных точек поворота.

-Физико-энергетический институт, 1977 г .



I. В настоящее время существуют два приближенных метода на-
хождения кваэиклассических решений уравнения Шредингера. Первый
метод - метод Вентцеля-Крамерса-Бриллюэка (ВНЕ) - хорошо известен
и изложен во всех учебниках по квантовой механике. Второй метод,
основанный на работе Цваана [ I ] (метод Цваана) и усовершенство-
ванный Кемблом Г 2 ] i Хедингом [ 3 ] , Покровским, Халатниковым [ 4 ]
и Пономаревым (51 , менее известен. Основное отличие этих мето-
дов состоит в том, что в методе ВКБ квазиклассические решения по
обе стороны от точки поворота сшиваются на действительной оси» с
привлечением точного решения вблизи самой точки поворота. В мето-
де Цваана квазиклассические решения по обе стороны от точки по-
ворота аналитически продолжаются в комплексную плоскость I и
сшиваются, обходя точку поворота в комплексной плоскости, с уче-
том явления Стокса. Это позволяет в методе Цваана естественным
образом рассматривать как действительные (метод ВКБ) так и комп-
лексные точки поворота. Последнее особенно важно при рассмотре-
нии надбарьерного отражения и других поправок, связанных с комп-
лексными точками поворота.

В данной работе мы, используя метод Цваана, найдем энергети-
ческий спектр обобщенного гармонического осциллятора t/6c)=£- xim-

для иг = 2,3,4,5,6. Интерес к этой задаче вызван несколькими
причинами. В последние годы возрос интерес к исследованию двнже -
ния частицы в одномерной полиномиальной потенциальной яме, имею-
щей минимум конечной глубины f6-9j . Данная задача является свое-
образным "полигоном".для испытания приближенны* методов решения
дифференциальных уравнений. При решении этой задачи мы сможем
оценить вклад комплексных точек поворота.

2. Рассмотрим уравнение Шредингера, описывающее движение час-
тицы в поле VC*) = ̂ -х2"1- с А > 0 ,

Сделаем замену переменных Xs (^/ff0-) 2 и перепишем
уравнение (I) в безразмерных переменных ' , v

(2)

Г 1 *
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f П mv

\

< P i e ; I . Комплексная плоскость г д.' * I :
nj юстирная линия ( + ) или ( - ) -линии Стокса, г.илниотые линии -
реэревы; оплошная линия - действительная ось, х{ , х 4 , - точки по-
ворота.

8деоь р ( г ) - импульс в безразмерных единицах, который равен:

а £ • £рг [•" //*а/ ** •' энергия в безразмерных единицах.
Применение метода Цваана требует аналитического продолжения

импульса pfe) в комплексную плоскооть 2 и выполнения следую-
щих операций, описанных в [ 5 ] : нахождение точек поворота из ре-
шения уравнения р ( г ) -0} проведение разрезов в комплексной

плоскости 2 . , с тем, чтобы сделать импульс однозначным; постро-
ение линий Стокса в окрестностях точек поворота, которые делят всю
комплексною плоскость на сектора. Типичные виды комплексных плос-
костей; получающихся в нашей задаче, приводятся на рис. 1-3.

Начнем с нахождения энергетического спектра частицы в поле с
m * I . В этом случае имеются только две действительные точки по-
ворота Xtlш ±-/it и комплексная плоскость 2 изображена
на рис. I . Согласно методу Цваана нам нужно затухающе» на деястви-
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Рис. 2. Комплексная плоскость
Обозначения те же, что и на рис. I.

для пь «2.

тельной оси решение %_ справа от точки £А продолжить по
известным правилам, не пересекая разрезы, через линяй Стоков на
действительную ось в область слева от точки xt . Этот случая де-
тально рассмотрен в работе [5] , где показано, что получается хо-
рошо известное условие для нахождения энергетического спектра

С*Л со-О,

откуда
l) Jit=T/lt +oo =

*l

где «. =0,1,2 . . . .

В поле с иг =2, импульс Р(ъ) имеет две действительные

%{,'/ = + f«2£)** и Д** сопряженные комплексные £^3 = -£(*£)
точки поворота. Соответствующая комплексная плоскость i изоб-

ражена на рис. 2. Так же, как и в предыдущем случае, нам нужно

продолжить затухающее на действительной оси решение УС справа

от на действительную ось в область 'слева от Выполнив
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Рис. 3 . Комплексная плоскость Z для т, - 3 .
Обозначения те же, что и на рис. I.

эту процедуру, мы найдем сщзь между решениями в I и 17 областях

где £ 2
По условно задачи на действительной оси слева от гл существу-

ет только затухающее решение V/ . Приравнивая нуле коэффициент
при решении
гни

откуда

, получим условие для определения уровней энер-

Cai <2ь) =-ёе (6)

(7)

Из полуденного выражения видно, что в отличие от метода ВКБ в
уравнении (б) появляется поправка. Так как с увеличением £ уве-
личивается и S ; то поправка существенна только для основного со-
стояния.

В потенциальном поле с *н »3 импульс р Сё) имеет шесть то-
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чек поворота. Из них две действительные точки поворота 2к,«
и две пары сопряженных комплексных точек поворота

' ii.s'JtdO^C-itlh), lbS=i(itY6(!*<-№) • Комплексная плоскость а
для этого случая изображена на рис. 3. Как и в предыдущем случае
нам нужно сшить затухающее на действительной оои решение ts~
справа от точки £* с решением на действительной оои слева

Приравнивая нулю коэффициент при возрастающем решении на действи-
тельной оси в области слева от xi , подучим условие для определе-
ния энергетических уровней

Откуда, вводя Л-со^с^д + с^з , получим

Таким образом, так же как и в поле с п. *2,мы получила поправ-
ку, появляющуюся за счет учета комплексных точек поворота. Поправ-
ки в обоих случаях имеют одну и ту же энергетическую зависимость
и, как уже отмечалось, существенны только, для основного состояния.

Анализируя выражения (7 ) и ( 6 ) , можно определять структуру их
построения и записать общее выражение для поправки в поле с прошз-
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вольным и.

Легко проверить, что это выражение справедливо для т. =1,2,3
и Ч. К сожалении, свернуть в компактное выражение или выполнить
суммирование правой части ( 9 ) не представляется возможным.

3 . В этом разделе мы сравним результаты численных расчетов
энергетического спектра для иг «=2,3,4,5, рассчитанных по форму-
ле (10) , с результатами расчета другими методами. Для нашей цели
представляет интерес три метода: метод ВКБ, метод ВКБ с привлече-
нием теоремы вириала и численная диагоналиэация.

В методе ВКБ энергетический спектр обобщенного осциллятора оп-
ределяется иэ условия

р
В работе ( 9 ) показано, что если привлечь теорему вириала, то в
кваэиклассическом приближении можно найти явное приближенное вы-
ражение для уровней энергии обобщенного осциллятора

2>._?»

Спектр обобщенного осциллятора можно рассчитать численно путем
диагонализации гамильтониана ( I ) . Для этого волновую функцию
уравнения ( I ) раскладываем в ряд по волновым функциям гармоничес-
кого осциллятора ( т . е . решениям*с т. - I ) . Увеличивая число членов
разложения Н*) , можно найти энергетический спектр с любой сте-
пенью точности. Результаты всех расчетов сведены в таблицу. ,, ,

Сравнивая результаты расчетов, отметим, что наибольшая ошибка
получаетоя для энергии основного состояния и эта ошибка увеличи-
вается с увеличением т . . Однако величина ошибки в методе Цва-
ана меньше, чем в методе ВКБ. Таким образом, учет комплексных то-
чек поворота уменьшает величину ошибки. Так для поля с *и =2 вели-
чина ошибки уменьшается почти в три раза.

В заключение авторы благодарят А.П.Будника за возможность ис-
пользовать ж данной работе его программу.
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Таблица
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1
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5.0086
8.5716

12.614
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10.658 ,
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12.930 !

1
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Примечание: I - расчеты но формуле (12); П - расчеты DO «ТОДГ ВИ5,
Ш - расчеты jio^методу Цваана, для >н. «4,5,6 учитывались только
члены пропорциональные <?-^ 4 - , 17 -численная дяагоналмад**

матрицы 20 х 20.
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