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АННОТАЦИЯ

В кзазиклассическом приближении (метод Цваана) находится энер-
гетический спектр ангармонического осциллятора V(x)»a,y'l+4x*' ..
Результаты сравниваются с результатами расчета по методу ВКБ и
численной диагоналкзации гамильтониана, что позволяет оценить
вклад от комплексных точек поворота.

(6) - •»мко-8Явргвмчвыш1 пишу», 1977 г.



- 3 -

I. В настоящее время существует два приближенных метода на-
хождения хваэиклассических решении уравнения Шредингера: метод
ВКБ (Вентцеля-Крамерса-Бриллюэна) и метод Цваана. Если метод
ВКБ хорошо известен и изложен во всех учебниках, то о методе Цва-
ана известно мало, и он почти не применялся к решение задач. Ме-
тод Цваана основан на работе £ l ] и усовершенствован Кенблок[2],
Хедингом [З] , Покровским, Халатниковым {V] и приведен к виду,
удобному дли практического использования Пономаревым И • Ос-
новное отличие этих методов состоит в том, что в методе ВКБ ква-
зиклассические решения по обе стороны от точки поворота сшивают-
ся с привлечением точного решения вблизи самой точки поворота. В
методе Цваана квазиклассические решения по обе стороны от точки
поворота аналитически продолжается в комплекс ну D ПЛОСКОСТЬ г
и сшиваются с обходом точки поворота в комплексной области, учи-
тывая явление Стокса. Зто позволяет в методе Цваана естественным
образом рассматривать как действительные (метод ВКБ), так м комп-
лексные точки поворота. Последнее особенно важно при. рассмотре-
нии надбарьерного отражения и других поправок, связанных с комп-
лексными точками поворота.

В данной работе мы, используя метод Цваана» найдем энергети-
ческий спектр ангармонического осциллятора Щ*)=а.х1'*4к*' .
Интерес к этой задаче вызван несколькими причинами. Энергетичес-
кий спектр частицы с такой потенциальной энергией практически
нужен в квантовой химии [ б ] . В последние годы возрос интерес к
исследование частицы в одномерной полиноминально! яме, имеющей
минимум конечной глубины [7-I0J . Эти задачи является настоящи-
ми "полигонами" для испытания приближенных методов решения диф-
ференциальных уравнений. При решении задачи об ангармоническом
осцилляторе мы сможем оценить точности метода и величину вклада
от комплексных точек поворота.

2. Рассмотрим уравнение Шредингера с потенциальном энергией
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где ft > 0, а 6 может принимать кок положительные так и
отрицательные значения. Сделаем замену х= (Ьг/тА.) £ и
перепишем ( I ) в безразмерных переменных

Здесь p(z) - импульс в безразмерных единицах, который равен

где i^fm^/i4^ '* Е - энергия в безразмерных единицах,
a <£-(tn./ii'lAl) & . Из рис. I видно, что потенциальная
энергия iffa)- i4* ai £"*• при отрицательных значениях о<.
имеет два симметричных минимума. Отметим, что задача с потенци-
альной энергией, имеющей два минимума, рассматривалась в работе
[ll] ,в которой методом Цваана находился энергетический спектр
двухатомной молекулы,

Применение метода Цваана требует построения аналитического
продолжения импульса Pd) в комплексную плоскость г и вы-
полнения следующих операций, описанных в [5] : нахождение точек
поворота из решения уравнения р(Ъ) *О; проведение разрезов в
комплексной плоскости 2 с тем, чтобы сделать импульс одно-
значным; построение линий Стокса в окрестностях точек поворота,
которые делят всю комплексную плоскость на сектора.

В нашей задаче в зависимости от J. и £ получаются три слу-
чая, соответствующих комплексных плоскостей. В первом случае,
если <к. < О и £ < 0, все четыре точки поворота будут дея-

ствительные x i t 4 ~ * У - ^ * V ^ 1 * £ и Ъ , з = г г $ - l $ r * £ • '
Во втором случае, если JL < 0 и i > 0 иаи о( > 0 и g > 0.
две точки поворота будут действительные 3r/lt-
и две комплексно-сопряженные 2t,i

sii,-fJHt + fy * £ г> ' в т Р е т ь е м

случае, если Л *'0 и f = 0, все точки поворота действительные
viч~7\/'Jr+i/'V* £'" и XJз ж®> н о д в е и з н и х " к Р а т н н е «
В каждом из этих случаев получается своя комплексная плоскость

2 , которые представлены на рис. 2.
Рассмотрение начнем с первого случая. Комплексная плоскость

г вместе с разрезами и построенными линиями Стокса изображена
на рис. 2а. Согласно методу Цваана нам нужно затухающее на дей-
ствительной оси решение У̂ ~ справа от а^ продолжить по
иэвеотным правилам, не пересекая разрезы, через линии Стокса на
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V(E) 1 2

Рис. I . Потенциальная энергия 2V*J=2V-*^ fe
значения <£ . I . ^ = 2 ; 2. ^ =0; 3. о<Г= -2.

для различных

действительную ось в область слева от точки Xt . Тогда получим

Хч

где 1г 1 ч
По условию задачи слева от хх на действительной оси сущест-

вует только затухающее решение ^ . Приравнивая нулю коэффи-
циент при решении ^ ~ , получим условие для определения уров-
ней энергии

C5)^

Для того,чтобы пояснить полученную формулу, рассмотрим два
предельных случая. Первый предельный случай получается при АТ-*«=«Ь
т . е . барьер между ямами увеличивается. Тогда А -*• I , и получаем

do cOf- О; е£$ СА)А = О

Таким образом, движение частицы з каждой яме происходит неза-

висимо.
Второй предельный случай получается при К —* 0,т .е . барьер

между ямами исчезает. Тогда h -» fz1, л частица движется одно-
пименно в двух ямах.
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Рис. 2. Комплексные плоскости г для трех возможных случаев.
Сплошная линия - действительная ось, пунктирные линии (+) или
(-) - линии Стокса, волнистая линия - разрез.

Обратимся теперь к рассмотрению второго случая. Комплексная
плоскость 2 для этого случая изображена на рис. 2с. Так же как
и в предыдущем случае нам нужно затухающее на действительной оси
решение f^ справа от Щ продолжить на действительную ось
в область слева от х£ . Получим

^

где oJrJpte) Ji , o u ^ J / / ^
Приравнивая нуле ко&ффициент при f[ , получаем условия для
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определения энергетических уровней

$.CM(CJ(+O)J) + е *ам foj,- и)л )= О, (б)

которое можно переписать в виде

(7)

Для анализа полученных выражения можно так же рассмотреть два
предельных случая. Первый предельный случаи осуществляется при
£-» о ° . Тогда £•* ъ*3., д, -* I и £66(0,* ь)±) »0. Таким об-

разом, с увеличением энергии состояния влияние комплексных точек
поворота на эти состояния уменьшается.

Во втором предельном случае £ -*» 0, тогда £—* 0, $ -»v2 и
уравнение (7) совпадает с предельным случаем уравнения (5), что
свидетельствует о непрерывном переходе при описании энергетических
уровней с £< О и £ ? 0.

С методической точки зрения представляет интерес нахождение
условия, определяющего уровень энергии в особом случав, <*С< О
и £ =0. Комплексная плоскость 2 для этого случая изображе-
на на рис. 2в. При сшиваний решения в данном случае нужно помнить»
что точка поворота хл •- кратная,и коэффициент Стокса при пере-
ходе через линию Стокса кратной точки поворота отличается от ко- ,
эффициента Стокса простой точки поворота. С учетом сказанного,
получаем'

^

Приравнивая нулю коэффициентпрн^ ,. получим уравнение

которое находится в полном согласии с предельными случаями урав-
нений (5) и (7).

Э. В этом разделе мы сравним результаты численных расчетов
энергетического спектра ангармонического осциллятора, вычислен-
ного по формулам (5) и (7), с результатами расчета другими мето-

дами. Для нашей цели представляют интерес два метода: метод ВКБ я
численная диагонализация. В методе ВКБ уровни энергии для £> О
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определяются из условия

а при L < 0 из условия

Данную задачу можно решить численно путем диагонализации гамиль-
тониана ( I ) . Для этого волновую функцию Ч*(х) уравнения ( I ) раз-
ложим в ряд по собственный функциям ^гармонического осциллятора.
Увеличивая число членов разложения V(x) , можно находить энер-
гетические уровни ангармонического осциллятора с любой степенью
точности. В наших расчетах мы использовали матрицу 23 х 23., Ре-
зультаты всех расчетов сведены в таблицу.

Сравнивая результаты расчетов отметим, что наибольшая ошибка
получается при нахождении энергетических уровней с энергией £ ~ 0 .
Результаты расчетов по методу Цваана, учитывавшие комплексные точ-
ки поворота, лучше согласуются с результатами, полученными с по-
мощью численной диагонализации. Особо отметим, что в методе Цва-
ана благодаря непрерывному переходу при нахождении уровней с £ < 0
и £ > О, не пропускаются и не появляются лишние энергетические
уровни, как в методе ВЕБ (см. при оС = -2 и оС = -А).

В заключение авторы благодарят А.П.Будника за возможность ис-
пользовать в настоящеч работе его программу.
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ТАБЛИЦА
Энергетические спектр ангармонического осциллятора

в зависимости от <=<.
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