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ВВЕДЕНИЕ 

Гиперсферические функции представляют собой ес­
тественный базис в квантово-механической задаче не­
скольких тел. Существуют разные возможности построе­
ния этих базисных функций; самой простой кажется 
использование так называемых функций деревьев' и • 

Нам известно, как преобразовать функции деревьев 
между разными сферическими системами координат, 
которые соответствуют разным разложениям Зп - 3 -
мерной группы вращения. Однако во многих случаях 
возникает необходимость изменения базиса внутри Зп - 4-
мерного пространства путем вращений на некоторых 
двумерных плоскостях. В частности, перестановки частиц 
приводят к вращениям и отражениям, которые сводятся 
к двумерным вращениям. Для того, чтобы производить 
эти вращения, необходимо обобщить ^-функции Вигнера. 

В настоящей работе мы, не затрагивая общего случая, 
рассматриваем случай шестимерного пространства, со­
ответствующий задаче трех тел. Потребуем, чтобы трех -
частичные базисные функции имели определенные свойст­
ва перестановочной симметрии. Из этого возникает не­
обходимость вычисления матричных элементов операто­
ров перестановки между гиперсферическими функциями 
типа деревьев. При этом надо помнить, что перестановки 
могут быть представлены в виде вращений в шестимер­
ном пространстве координат Якоби J, ч . В дальнейшем 
обозначим операторы этих вращений, как R^(|, if) , a 
соответствующие матричные элементы, как 

з 



Отметим здесь, что общий случай вращения выража­
ется в виде произведения R^ с разными парами |,т?'. 
Матричный элемент, соответствующий углу поворота 
ф , был получен в работах Рейнала и Реваи /з / , Смо-

родннского в Эфроса' 4'. Результаты этих двух работ 
почти тождественны, хотя и техника вычислений и ко­
нечные формулы отличаются; не совпадает ни фаза, ни 
нормировка, и, кроме того, в ' 3 ' одна из сумм оказы­
вается лишней. В настоящей работе мы ставим сво< <-
целью понять связь между двумя вариантами коэффици­
ента <jjjg| j , j 2> $, и продемонстрировать геометриче­
ский смысл операций R0 более наглядно. 

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Начнем короткой сводкой обозначений. Для трех 
:тиц массы m , m , 

ординаты Якоби в виде 
частиц массы m ,, п . , т„ определяем, как обычно, ко-

1 с, А 

£-
(nigOnj+mg) 

£- т + т „+ т„ 
1 2 3 

7) = J m*m* r i \ . 

т x t + т 2 х 
( Х ) t 

1 ш „+ т „ 
1 2 / 1 / 

т 1 + т 2 

При этом на радиус-векторы х4(1 = 1,2,3) накладывается 
условие 

m l X l + m 2 x 2 + тзхз = 0. / 2 / 

В дальнейшем мы ограничимся случаем частиц с равны­
ми массами m s = 1, для которого имеем 

b-v/|(x1+x2), ; ~ < * v v . /»/ 
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x + x + x =0. / 4 / 
1 2 3 ' 

При этом 

где р - радиус пятимерной сферы. Поэтому можем 
написать: 

£ = о совФ, 
9 / 6 / 

rj = р sin<t>. 

Трехмерные векторы £ и т) разделяют шестимерное 
пространство на два подпространства 0(3). Очевидно, 
что такая операция никак не однозначна; можно выбирать 
другую пару подпространств с соответствующими век­
торами £ ' , г; ' . Различные пары векторов связаны 
ортогональным преобразованием 

Г]' = СОЗфт/ + В1Пф4, 

/У 
£' = -sin<£»j + cos<£f. 

Ортонормированная система собственных функций лап­
ласиана, определенного на пятимерной сфере, пишется 
в виде 

. j l ' i 2 , -» i „ „ JM А^2 г а 1 г а 2 ,"» t 



г д еу;.:ч;.п)= s C J M 
Y , „ ("О*, „ («)• 

m+m =M J l 1J8 2 J l 1 J 2'" 2 

Ф (Ф) = N (sin<I>) J l(cosO) J 2 x 
K j l J 2 K J I J 2 

x pUj+M.^J*) ( с о з 2 ф ) ) 

(K-jj-J 2 )/2 
/ 9 / 

m = —, n = -r-. 
V S 

Нормирующий множитель равен 

K J 1 J 2 

K - j - j K + V J s 
(2К+4)Г( i — 1 . + 1)[X - ~ - к 2) 

Г( 
K~h+h , 3 ) t x

K + J r Ja 

2 ^ 2 
3 i 

+ y> J 

, / 1 0 / 

a j j и j 2 - моменты, связанные с векторами >> и £ . 
Во многих случаях будет полезно выражать полином 

Якоби через d -функцию Вигнера: 

J t+ и 
(sin4>) (СОБФ) P 

j 2 + ,л_а1+ W,J 2+ и) 

к - j r j 2 

(cos 2Ф)= 

М Г М 2 ( L - M )!(L +M )! ,/ L 

= (-1) I $ — ] d J (2Ф), 
(L-Mj)!(L +М,)! М 1 М 2 

/ 1 1 / 

где 

2 1 2 

j i + J 2 + x ., •• 1~-"г 
"' М 2 = ~ 



В этих обозначениях нормирующий множитель / Ю / при­
нимает знакомую форму 

(2L+ 1)(L - М ,)(L + М ,)! й 

2 [ 1 j , 
2(L-M a)!(L + M2)! 

и таким образом мы получаем 

М , - М „ 2 L + 1 •/, I 
«И (Ф)=2(-1) * 2\ ] " й м М ( 2 Ф ) . / 1 2 / 

K V 2 sin 2Ф м 1 м 2 ' ' 
-Vi Фактор (sin2<I>) возникает и з - з а разной нормировки 

полинома Якоби и d-функции. Он исчезнет при переходе 
от шестимерного элемента объема cos20s in 2 OdO к d-
функции, нормированной в обычном трехмерном простран­
стве и имеющей меру зт2Фй81п2Ф. Появление d-функ-
ции в / 9 / облегчает интерпретацию разных формул в 
настоящей работе с помощью шестимерных вращений. 

Вернемся сейчас к паре векторов f ', i j ' . Разложим 
.к-" l̂  г/-»//.-» по функциям исходных векторов: 
4 KJM 1 7 > " = ' 

*KJM <4V0- £ <^\^ААт <*& /13/ 
J 1 J 2 

В дальнейшем мы будем изучать коэффициент <j' j ' |j j > . 
Заметим здесь, что и в ' 3 ' , и в ' 4 / / используются пре­
образования, несколько отличающиеся от наших /орто­
гональных/ преобразований. Ъ'*> 

г)' - cosфг) + sin<££, 
/ 1 4 / 

-» -» -* 
£' = sin 07) - cos 04. 

Соответствующий коэффициент будет иметь вид 

-,-,, Ф . ji 
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В работе' 3' рассматривается преобразование 
-* -* ? 
n'=-COS<6n + Sin«i£ , 

/ 1 5 / 

f =-sin^>7/ - cos<££, 

для которого коэффициент преобразования выражается как 
< Г О J > ^ ~ S =(-i)K<J'J'lJ J >Ф • 

1 2 1 2 KJ 1 8 1 8 KJ 

3. ВЫВОД КОЭФФИЦИЕНТА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

При выводе изучаемого коэффициента мы следуем 
работе '*'. Вычисление производится в два этапа. 
Сначала рассматриваем коэффициент, соответствующий 
представлению, в котором вектор if разложен по двум 
"новым" векторам f, щ', а потом делаем то же самое 
для второго вектора £. Итак, пусть у нас имеется 
специальная функция деревьев Ф к ' ; , в ф с компо­
нентами только в подпространстве т|. Вращение / 7 / 
переводит ц в f в т\' , и мы придем к функции 
*ir ('Ь^')- Как показано в / 4 / f соответствующий 

K i J l m i 
коэффициент имеет вид 

<й 2 8 
<pq|j, o\ , = (-i) 2 x 

1 ¥ 1 

Kj-p - q Kr +p + q K1-J1 
( 2 )K 1 - + l)l(~)l(K1+J1+iyA 

-,* I 

K 1 + J 1 
(K rp+q+ 1)!!(K 1 + p-q+ 1)"(—--+ 1)!(K ̂  + l)!l 
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p q J, i£ 
x( )[(2p+l)(2q+l)] (cos<£)p(sin<£)4 x 

2 

и является на самом деле функцией деревьев в SO(6). 
Формула / 1 6 / похожа на формулу, описывающую SO(2) 
вращение, которая преобразует полином Лежандра с по­
мощью функции D 0M= PJM . являющейся функцией деревь­
ев в SO(2). Факторы, стоящие перед функцией 
(cos<£) (sin</>) P K pLq (-cos2<£), связаны с нормировкой 

g .-^ 
и упрощаются при переходе *к d-функции. 

Таким образом, мы получили коэффициент преобразо­
вания Ф3

К

1, m(n) в Ф,?̂  m («',£'). Такая же процедура 

может быть проделана для функции, имеющей компоненты 
только в подпространстве г\ . Коэффициент преобразова­
ния, соответствующий этому случаю, пишется в виде 

<rs |0j>^. =(-1) 2 2 2 х 

К 2 - г - s Kg+r + s Ka-j„ 
(_S ).(_-* + i)j(-i_i)!(K + j + 1)1, 

8 2 2 ^ B 

, К 2 + * 2 ..(Kg-r+s+DnCK^r-s+DlK-l-S+DKKg-jg + l ) !^ 

x ( S Г jS)[(2s+lX2r+l)] , / 4 .(cos<^)s(sin0)' x 

xP (° + *"+*>(-oos2*>. / 1 7 / 
K g - 8 - Г ^ 



Каждое из преобразований трехмерных векторов )у и £ 
ведет к возникновению новой пары векторов в обоих 
подпространствах с моментом j . > р i q и j„>r i s соответ­
ственно. После этого нам надо собрать моменты по 
схеме р ь г = j ' - и qt к - j ' . При этом мы все время 

находимся внутри"мультиплета" с полным моментом 
J / и , конечно, с данным К KjiK^,/. 

Почти очевидно, что после суммирования по всем 
магнитным квантовым числам все эти операции сводятся 
к HJ -коэффициенту. Основная идея заключается туг 
в использовании вращений для преобразования одного 
момента в два, а также в сложении этих двух моментов 
в один с помощью коэффициентов Клебша- Гордана. 

Не вдаваясь в подробности, отметим лишь, чп> и на­
стоящем расчете вращения вшесгимерном пространстве 
и коэффициенты Клебша-Гордана в трехмерном прост­
ранстве фигурируют в некотором смысле как дополни­
тельные величины. Этот факт может быть исполь юван 
для вывода различных соотношений. /Подобного рода 
исследования будут рассмотрены в другой работе/ . 

После получения специальных случаев / 1 6 / , / 1 7 / 
коэффициента преобразования мы можем написать общий 
вид коэффициента, следуя схеме, описанной выше: 

л t 

•WW**'?-» 
K . - j . К . < j . t - 1 К 2 - Ь К., t j „ . 1 
i_L_L) i (_J—1—)!<_£—i)4- -— )! •. 

( — ~ - ) H — £ - * - + шк-i'^ j^i)M(K*j' rj% i)!! 

K-.j.-].., K 4 J , + J ? 
j L_r . . ) ! ( L_£. + 1 } ! ( K - j t , j 2 * 1)! |(K+j r j 2 + 1)!! 

10 



/Р г J„ 
! q s 4 
f j . J„ J • J * J ) ) к г Р ' Ч 3 Kjtp-q з K^-rts 3 K>r-s 3 

|>^ s ч ' г 
• (cos</>! (sm</>) 

P 1 1 " 4 ' " " ' ( - ( 4 . s - o . | ' , s " : ' " ! M (-COS2./-I. 
К Г | . - < 1 К 2 - s - r / | 8 / 

')десь мы ввели обозначение 

| ч s \:M - и ~'i, > nt2j., • iк -'j; * »(2j ; ; . ni 
i, ь J 

/ 1 9 / * U1> f l)(2q i lK2s . l((2r • 1) x 

S P r J'. 
4 

ч s '*>• 

которое подчеркивает способ преобразования моментов. 
Выражение /18/ совпадает с формулой /38/ в А- • 

Переписывая /18/ в терминах d -функций, имеем: 

:• ( . )!(. . l!v — ) ! ( H x 

11 



K-JJ-JJ- K+J;+JJ- K-j ' 1 + J2+1 K+i i - J2 + 1" f 

K.-p + q+l K,+p-q+l K,-p-q K+p+q -U 
x 2 [( », )!(-11 ) М )1(-i +1)1 x 

P'Qs 2 2 2 2 
К„-ы-г+1 K „ + s - r + l K p - r - s K„+r+s _V4 

x [( g , )1( 2 • )!(->= ) ! (— + 1)!] x 
2 2 2 2 

t i ' \ K t x K 2 + l 

' l ' . ' ) ) 2 ' 2 2 ' 2 /20/ 

Как уже было отмечено, фактор (sin2$) _ 1 связан с нор­
мировкой: он исчезнет, как только мы будем рассматри­
вать d-функции, нормированные в трехмерном прост­
ранстве вместо шестимерного. 

В формулах / 1 8 / и / 2 0 / на самом деле имеется сво­
бода выбора К 2 . Если, например, положить K^jg / в слу­
чае чего только j g =s+r даст член, отличный от нуля/, 
выражение для коэффициента преобразования становится 
намного проще. Параметр К 2 не имеет физического зна­
чения и не входит в конечную формулу. Неудивительно, 
что выбор K 2 = j 2 = s+r, который сводится к равенству 
верхнего индекса и одного нз нижних индексов второй 
d -функции в / 2 0 / , и дает самый простой результат. 
Окончательная формула таким образом может быть 
написана в виде 

ф „ , J+1 О +-5Г-Н 
«W'lVu-T^ [ ( j g + Î  x 

12 



'f-Vutfw- n*-w ^^ .p^^s^My 
K + j . + j g K ~ j , + Jg+l 

K-j -p+q+1 K-j+p-qt-l K-j - q - p K-j + q + p -% 
x 2 [ ( S )!( £ _ ).( 5 )!( 5 + 1)!] x 

prq 2 2 2 2 

x [(r + i ) ! ( i 2 - r + i ) ! ] " ^ . j j q j 2 - r j j } $ * 

Л j2 J 

K-jg+1 jg+1 

x i i fe d i2±LP2L ( 8 ^« ' i '• - ( 2 < A / 2 1 / 

2 2 

/ В терминах полиномов Якоби это означает, что второй 
из них становится равным единице/. 

Существуют другие возможности выбора К 2 , они 
подробно рассматриваются в ' *>. 

4. СРАВНЕНИЕ С ФОРМУЛОЙ РЕЙНАЛЯ 
КРЕВАИ 

В дальнейшем мы покажем, каким образом можно 
преобразовать / 1 8 / к виду, полученному в^ 8 Л Используя 
выражения' 5 ' 

J „(2icosd>)J .,(2sin<i) = P + V4 r q+W 

K.-q+W p+V4 q+14 
= 2 P ( r , / 4 , 4 + % ) ( - « > 8 20)i (совф) ( i n ^ 

13 



1 8 + й(21со8 0 ) Л г + й ( 2 8 ш ф ) = 

(s+W.r+vo . . . 
= ^ P K 2 - s - r ( - « в 20-

Ко —£ _ 

( 8 + У 4 . г + й ) , 1 <= (COS<£) ( s i n 0 ) 

2 — K o + S - Г о K o - S + r ч 

2 п — О П — +Ф 
2 « 2 2 

/22/ 
и выбирая только член с определенным значением К, 
можно переписать формулу /18/ в виде 

3J+J 2+jg 
Ф л 2 

С * ) ! ( — —)!(—-—-)!(— )! х 

К - J ̂  -J 2 , K + J'.+J2 K-jAj«+l K+jJ-j'+l-, ( L-£-)!( i S-+ !)!( — - - ) ! ( ~—)' 

. ( L _ ! )i( 1 — Ё _ + 1 ) | ( — 1 _ 2 ) ! ( _ — i _ a — j 
2 2 2 2 

x A i ' Q S j Sff J p (2icos^)j q C2sin0>j s (2icos0)j r (2sin0). 
j l j 2 J ff / 2 3 / 

По определению, 

P г j j 

q s J ^ = [(2J 1 +1X2J 2+ 1X8JJ+ D(2j'2+ 1)]"' / 2 x 

! j i j

2

J 
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у JM JM 

. ^ g m ' i m ' g J l m l j 2 m 2 j [ m l j 2 r a 2 * 

. . , , , . /24/ 
s c J l n ' l c J 2 m 2 c J l m l c J 2 m 2 ' 

прка РПГР Ч^8" P"W ' P 8 " 

Последние четыре коэффициента Клебша-Гордана мы за­
меняем выражениями типа 

j i - i c ^ Г M 2 i i + 1 ) V, 
'V* р 0 <> 0 "Up + l X2q + l ) J 

* Г^Р^чАЩ^Щ- /25/ 
Кроме этого, введением трехмерных единичных векторов 
Pj , P k , Q j , Q k можно переписать функции Бесселя в 
/21/вформе j (аР. P. eos<£), j (2iQ.Q.cos<£),j (2P.Q.sinc/>), p i к s i K cj i к 
Jr(2GjPksin</,). 

Используя хорошо известное разложение плоской волны, 
приходим к выражению 

3 J + j 2 + J 2 
— 2 

М—i-)!(— )!(———)l(— - )! х 
2 2 2 2 

K - j r j 2 w K + V j 2 K-JJ+j'-f- 1 K+j'-j'+l ( i—£-)!( ;±—£- + 1)!( i—S )!( * a )! 

K - j . - j g K + j . + jg K- j j+ jp+1 K + j . - j p + l 
( i—£_)!( L _ £ . + i)i( i _ £ )!( i _ L _ ) ! 

« - 2 2 2 2 
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„ _JM „JM 
W j « ; j i m l j 2 m 2 j i m i J 2 m 2 X 

- 2 P j P k c o s < £ - aQjQuOos^ + 2iQjP ksin<^+ 2iPjQ ksin^i 
x / e x 

xY. (P)Y. (Q.)Y*, ,(PJY*. .(Q)dP.dQ.dP.dQ. . /26/ 
V l J22 Ji mi V Y ' ' 

Написав эту формулу, мы практически пришли к той форме 
коэффициента, которая дана в работе >%'. Здесь коэф­
фициент преобразования определен как интеграл пере­
крытия ФJ

R1J2 Цг0 а ф ^ (̂  ;/'/см. формулу /33/ в ' 3 / /. 

..,.,,.. . <t> v r, JM p, JM 
J 1 J 2 I J 1 J 2 KJ т л т ( т ' 2 J 1

m

1 J 2

m 2 J i m i J 2 r a 2 

х Д Ф ^ " * (10)*Ф^т* C%h^l /27/ 

Без детального обсуждения отметим тот факт,что,под 
ставляя в это выражение / 3 4 / и / 3 5 / из работы/з/ , мы 
приходим к формуле, совпадающей с / 2 6 / . Отличается 
только нормирующий множитель, который объясняется 
лишней суммой в работе Рейналя н Реваи, эквивалент­
ной сумме по К 2 в нашей формуле / . 'в / . 

Таким образом, наша цель достигнута: разные формы 
коэффициента преобразования сведены друг к другу. 
Однако в этом месте становится ясно, что существует 
более простой способ вывода этого коэффициента. В са­
мом деле, если применить преобразование / 1 4 / к шести­
мерным векторам Р и iQ 

iQk = cos</>iQ ; + sin<£Pj , 

P k = sin^iQ. - cosc£P. , 
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то в / 2 6 / можно написать 

-2Pj PjtOOS^-aQjQijCos^+aiQiPhSin^+SiPiQijSin^ 2 ( P 2 - Q2) 

с условием P 8-Q 2=0, которое определяет шестимерный 
конус. Легко видеть, что коэффициент преобразования 
выводится просто, если начать с экспоненциальной функ­
ции e2(P 2-Q 2) вместо интеграла перекрытия, а потом 
шаг за шагом проделать все преобразования, описанные 
выше, читая настоящую работу в обратном направлении. 
Применив преобразование / 1 4 / и разложив результат 
по функциям Бесселя, приходим к сумме, каждый яз 
членов которой состоит из 4 функций Бесселя и из 8 
функций Лежандра. Положив P 2=Q 8=1, произведение двух 
функций Бесселя преобразуем в ряд по полиномам Якоби. 
Суммируя по магнитным квантовым числам соответст­
венно 9j коэффициенту, выделяем квантовые числа j , 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Мы показали два способа для вывода коэффициента 
преобразования в шестимерном пространстве. Второй 
способ: замена интеграла перекрытия матричным элемен -
том некоторой экспоненциальной функции /равной на 
самом деле единице/ дает возможность для обобщения 
разных коэффициентов в теории угловых моментов. 

Вычисленный нами матричный элемент завершает 
серию коэффициентов преобразования так называемых 
функций деревьев. Вместе с Т-коэффициентами, полу­
ченными Кильдюшовым, которые реализуют преобразо­
вания между разными деревьями, коэффициент <J1'Jg'lJr

i2>ifj 
дает нам все факторы функции Ввгнера для всевозмож­
ных линейных преобразований волновой функции системы 
трех свободных частиц /или трех частиц с гармониче­
ским взаимодействием/. Применение результатов на­
стоящей работы к задаче трех тел будет изложено в 
другом месте. 
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Отметим еще, что мы не рассматривали преобразо­
ваний, которые перемешивают разные компоненты £. и 
~TJ . Соответствующее обобщение почти очевидно, но оно 
не нужно в задаче трех тел. 

Авторы выражают благодарность Я.Реваи за много­
численные дискуссии. 
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