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1 - INTRODUCTION 

L'accroissement considérable des exigences de 
sûreté dans l'industrie nucléaire peut amener a entrepren­
dre des analyses élasto-plastiques de structures mécaniques. 
C'est le cas pour un certain nombre de problèmes rencontrés 
dans les structures de Liquid Metal Fast Breeder Reactors, 
lorsque les règles simples ne suffisent pas /l/. 

Des analyses de ce type peuvent aussi être utiles 
pour les structures de Light Water Reactor quand on cherche 
& vérifier directement la sécurité vis 5 vis des "modes of 
failure" considérés dans certaines réglementations nationa­
les /2/. 

Malheureusement, de tels calculs sont coûteux, 
sauf si les structures considérées sont de forme très sim­
ple. De ce fait, ils ne peuvent être entrepris que dans des 
cas très particuliers. Il est dune souhaitable ie disposer 
de moyens de calcul plus rapides et moins coûteux que les •-
procédés généralement utilisés et donnant néanmoins des 
résultats d'une précision techniquement satisfaisante. 

Les modèles globaux de plasticité permettent de 
telles économies lorsque la forme géométrique des structures 
s'y prête, ce qui est généralement le cas quand une (ou deux) 
dimensions sont faibles devant les autres (tuyauteries et 
coques). 

Le coût prohibitif des analyses élasto-plastiques 
est dû â ce que les équations de la plasticité sont explici­
tées en chaque point. En conséquence l'intégration est néces­
saire sur le volume entier de la structure et l'état des 
points considéréA doit être gardé en mémoire. 

Tout au contraire, avec les modèles globaux, les 
équations de comportement plastique seront exprimées pour un 



ensemble de points (une normale, une section droite) ce qui 
permet de limiter l'intégration 1 une surface ou a une ligne 
et réduit considérablement les indications 1 conserver en 
mémoire. 

2 - PRINCIPE DES "MODELES GLOBAUX" 

D'un point de vue purement intuitif, il parait 
naturel de définir les contraintes et les "strains" de façon 
habituelle. Cependant il convient de considérer également 
un point de vue formel /3/. La base de ce formalisme est la 
notion de contrainte généralisée et de "strain" généralisée 
introduite par PRAGER /4/ et qui est nécessaire â une bonne 
introduction des "minimum principles" /5/. 

Notons brièvement que les contraintes généralisées 
et les déformations généralisées doivent permettre d'écrire 
l'expression du travail virtuel des forces intérieures (strain 
energy virtual variation). De façon plus formelle, il est né-
cessaire d'écrire que l'espace E des "generalized strains" 
et l'espace S des "generalized strains" peuvent être mis en 
dualité par une forme bilinéaire <e.s > de valeur réelle 
qu'on nomme le travail virtuel. Les équations de plasticité 
peuvent s'exprimer directement avec les contraintes et les 
déformations généralisées : "yield surface, plastic flow 
laws and hardening properties". Lorsque l'écrouissage est 
supposé nul, on retombe sur les méthodes de l'analyse limite. 
Il est cependant important de noter qu'il est théoriquement 
possible de tenir compte de l'écrouissage /3/ avec les no­
tions de contrainte et de déformation généralisées. 

3 - FORMULATION GENERALE ' 

Un ensemble de points de la structure (la normale 
d'une coque, la section droite d'une barre ou d'un tuyau) 
est défini par un ensemble de coordonnées (xj, Cet ensemble 



est un point généralisé. En ce point on définit un 
vecteur "contrainte généralisée" de composantes (s.) et 
le vecteur dual "generalised strain" de composantes (e^). 

Une variation de <e^ de la "strain" « A corres­
pond S un travail virtuel 

«W - s i 6*L 

La "Yield surface" est définie par une équation 
contenant la contrainte généralisée s^ et les variables 
d'état y. représentant l'histoire du point généralisé 

F (s±, nfc) « 0 

L'écoulement plastique ou visco-plastique est 
obtenu en admettant une loi de normalité 

le calcul est alors poursuivi par les méthoaes incrémenta­
les classiques. 

4 - EXAMEN CRITIQUE DES METHODES TRADITIONNELLES 

A la première impression il peut sembler que les 
modèles globaux de plasticité ne sont qu'un grossière appro­
ximation, qu'une astuce pour faire des économies de calcul. 
Ils cnt en effet toute l'allure d'un prolongement de l'ana­
lyse limite. Une telle attitude n'est guère justifiée et 
n'est que l'illustration de deux séries de préjugés, l'une 
relative à la rigueur des équations traditionnellement uti­
lisées, l'autre relative aux possibilités des modèles glo­
baux. En fait, dans tous les cas il s'agit de connaître 
suffisamment les équations constitutives et d'utiliser 
des approximations convenables de ces dernières. 

Dans les méthodes classiques, il est fait un cer­
tain nombre d'hypothèses qui, du fait de l'habitude, ne sont 



pas toujours présentes 1 l'esprit. Tout d'abord il y a le 
choix de la "yield surface". Chacun sait qu'il existe deux 
hypothèses courantes à ce suje*, l'une basée sur le cisail­
lement maximal (TRESCA), l'autre sur le cisaillement octo-
hédral (VON MISES). L'expérience tranche difficilement en­
tre ces deux formes mais la seconde est généralement adop­
tée dans les systèmes de calcul, car d'un maniement plus 
aisé. Ce qu'il est important de noter ici est qu'il est 
admis que la forme de la "yield surface" reste constante au 
cours de l'histoire du changement (même si ses dimensions 
varient). D'un strict point de vue de physique expérimenta­
le, cela n'est pas exact. Comme il est exposé dans /6/ "The 
theoritical initial yield surface denotes the start of in­
finitesimal plastic strain. Experimentally, however, plastic 
strain is not observed until it grows to a measurable value ... 
although the start of plastic strain ... depend more on the 
maximum shear stress than on J., the stress causing the measured 
amount of plastic strain depends more of the mean square of 
shear stresses on all planes than on the maximum shear stress". 
Pis encore si des déformations plastiques se produisent on 
peut prévoir des modifications profondes de la forme de la 
"yield surface" avec formation de coins /6/. 

Or. observe er effet une tendance à une telle dé­
formation de la yield surface /!/ /8/. Lorsque les défor­
mations sont notables, le "strain hardening" se manifeste, 
nous venons de voir qu'il joue physiquement sur la forme 
de la yield surface, ce qui n'est jamais pris en compte dans 
les calculs. Même en acceptant cette hypothèse, le problème 
consiste, grâce aux résultats d'un essai de traction, S 
prédire l'évolution de cette surface. Les deux hypothèses 
les plus courantes, l'écrouissage isotope et l'écrouissa-
ge cinématique représentent grossièrement la réalité physi­
que. Aussi d'autres modèles mathématiques ont été proposés 
tels que "composite or over lay or multilayers models" /9/ 
or using a lot of internal state parameters /10/ qui se 
révèlent fournir une bonne représentation du comportement 
élasto-plastique des structures /11/. Il faut cependant 

j 



dire que de tels modèles sont peu employés de façon courante. 

Une loi d'écoulement est également nécessaire et 
en général choisie une loi normale, ce qui repose plus 3ur 
des considérations théoriques (DRUCKER's stability postulate) 
que sur une large vérification expérimentale /!/• 

Enfin, outre ces hypothèses sur les lois physiques 
de la plasticité, d'autres hypothèses sont implicitement 
admises. Il est supposé que le matériau est isotope et ho­
mogène. Une telle assertion est extrêmement éloignée de la 
vérité pour les tôles .et les pièces laminées. Les caracté­
ristiques de plasticité (limite élastique et courbe d'écrouis-
sage) dépendent du sens de laminage. D'autre part ces carac­
téristiques dans un sens donné sont loin d'être constantes 
dans l'épaisseur : la forme de la courbe contrainte déforma­
tion peut être très différente au centre de la tôle et sur 
sa peau, ainsi qu'on peut le voir sur la figure 1. 

5 - POTENTIEL DE DEVELOPEMENT DES "MODELES GLOBAUX" 

Tout ceci montre que la méthode traditionnelle 
utilisant les équations ponctuelles de la plasticité n'est 
pas l'application de lois physiques bien établies, mais un 
moyen technique de calcul utilisant de* modèles mathémati­
ques pour schématiser la réaliter physique. Aussi les résul­
tats ne peuvent être acceptés comme valables que si l'ensem­
ble de la méthode a pu être qualifié. Par qualification, il 
faut entendre un nombre de comparaisons suffisant entre les 
résultats du calcul et les résultats expérimentaux. 

De ce point de vue, les modèles globaux sont à 
soumettre aux mêmes règles d'agrément. En dehors de l'écono­
mie sur le coût du calcul, ils présentent l'avantage de pou-
vol1" prendre directement en compte certaines hétérogénéités 
de la structure. Par exemple les courbes de traction (et de 



flexion) peuvent directement être relevés sur des échantil­
lons de tôle. Ils permettent ainsi de tenix compte directe­
ment des caractéristiques mécaniques des éléments utilisés. 

D'autre part, les possibilités potentielles des 
modèles globaux sont bien plus étendues que l'on ne suppose. 
L'utilisation de descriptions perfectionnées de l'écrouis-
sage permet une grande extension. En particulier, les modèles 
multilayers permettent d'accroître leur efficacité lors de 
changements cycliques. 

De tels modèles ont été utilisés dans le système 
d'analyse CEASEMT /12/ /13/ /14/ pour les coques et pour les 
tuyauteries. Il convient donc d'examiner les formulations de 
ces deux cas. 

6 - EMPLOI POUR LES COQUES 

Le "point généralisé" est ici une normale ft la 
surface moyenne. Les composantes des contraintes générali­
sées /IS/ /16/ sont,(voir figure 2) : 

- Les contraintes de membrane Nj N 2 N 3 (ou NJJ N 2 2 N 1 2 ) 
- Les mc.nents de flexion M, M, M 3 (ou M.j M 2 2 M. 2) 

auxquelles correspondent les composantes suivantes de la 
"generalized strain" : 

- Les déformations de membrane e. e 2 e, (ou e., e 2 2 e 1 2) 
- Les variations de courbures Xj X 2 X 3 ou ( x n x 22 X l 2, 

Dans la pratique courante la yield surface utilisée 
est une généralisation du critère Von Mises (avec si besoin 
plusieurs sous matériaux). Elle s'exprime en fonction des 
invariants du second ordre des déviateurs des contraintes 
généralisées. 
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Il y a trois invariants de ce genre : 

N 2»!^ 2 + N 2
2 - NJHJ + 3H 3

2 

2 2 2 2 
M *M, • Mj - M,M, • 3M, "1 T "2 **l"2 T ""3 
Ml COS f - NJMJ + M 2N 2 - 0,5 (MJNJ + N 2N 1) + 3 MjNj 

grace auxquels s'exprime la yield surface 

F (M, N, cos f, Uj, ... ) • 0 

L'hypothèse de normalité de l'écoulement plastique 
permet d'écrire : 

/ Î î i - H 
dX 3N 

d e j . . 3 F N i - ° ' 5 N 2 , i 3F M i - ° ' 5 M 2 
dA 3N N N 3 cos? M 

d C 2 . IE W2 ~ °'5W2 1 8F M2 " °'5M1 
~ST " 3N N + H fc cos 9 M 

d e 3 "ST 3F 3 N 3 3M, „. - . 1 3F ^"3 
JH M I 3 cos?> M 

dXi 
"dT 

dx2 

-ar "râ 

3F 

3F 

M x -0 !5M 2 j a p W x - 0,5N2 

"H * R 3 cos? 

M 2 - 0,5Mj 1 3F 
M 

d*3 3F 3 M 3 
\ 

+ H 3 cos? 

3F 3 H 3 

N 2 - 0,5N] _ 

"3T 711 il R 3 cosç> T T 

Dans la pratique, on peut souvent négliger l'effet 
de cos ç>, ce qui permet de remplacer les dérivées de F par 
deux paramètres d'écrouissage isotope : 

de* - -2L y(dej) 2 • (de2) 2 • dSj de 2 + j de 3
2 
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d X
X " ̂  \ ( d x l ) 2 * ( d x 2 ) 2 + d x l d x 2 * T d x 3 2 

qui conduisent aux expressions classiques : 

d e l d«2 d e 3 de* 3IT" 

r d x i . d x 2 . d x 3 . dx: 
"l 3*2 "2 3^1 J 

qui conduisent a des calculs habituels. 

On notera que pour l'écrouissage cinématique il 
convient dans la formulation précédente de remplacer par­
tout M A et N A par les différences N^ - u^ et N A - v. où 
les y et v correspondent au déplacement de la yield surface. 

Des modèles de ce type sont utilisés dans les 
modules TRICO et PASTEL /18/ /19/ traitant des coques de „ 
forme quelconque, ou simplement des coques de révolution. 

7 - EMPLOI POUR LES "PIPING SYSTEM ANALYSIS" 

Le point généralisé est ici la section droite, 
et ses coordonnées sont simplement celles de la fibre neutre 
du tuyau. De ce fait, on arrivera a utiliser en plasticité 
et en vineoplastic!ty a beam type method. /20/ /21/ /22/. 

Les contraintes généralisées sont la traction 
d'ensemble, la flexion, la torsion et la pression, plus 
pratiquement on choisit comme composantes pour un tube : 

« « N « - W _ _ Mb _ . Mt 
•.-ne ;-ie "b- î̂ï "t-^î| 

auxquelles correspondent les generalized strain composants 
ci-après ; 

(f**--.' 



en " T ep "5" eb " T x e t " T • 

telles que la strain energy par unité de volume soit donnée 
par : 

n n P P o o t t 

où les notations utilisées sont : 
D diamètre moyen, t épaisseur, N effort de traction, 
p pression interne, M. moment de flexion, M f c moment de tor­
sion, ~L allongeront de l'axe, x variation de courbe, 
f variation de torsion. 

Le plus souvent, ont seules de l'importance, la 
flexion et la torsion. Les composantes utiles sont alors 
réduites 2 deux o. et o. (avec e f c et e f c). D'autre part il 
est en général utilisé un modèle "composite" avec des ma­
tériaux â écrouissage cinématique. Dans ce cas une formule 
simple pour la yielding surface est : 

2 
°y 2 " °b 2 < 0 b - 6 b , 2 + o t 2 ( ot-*t> 

où 0. et 0. sont caractéristiques de 1'écrouissage et où 
eu et a. sont des coefficients constants tels que : 

« t - v^>2 
ir 

où Y * une valeur qui tient compte de la courbure des par­
ties courbes telles que les coudes (elle s'exprime en géné­
ral en fonction du paramètre A • 4 Rt/D où R es*, le rayon de 
courbure). 

Les strain increments sont donnés par t 
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<»<b - -b 2 '-^ * • 

2 °t - 8 t dc t - a t
2 -±^-1 de' 

Les paramètres d'écrouissage 0. et B- varient 
suivant la règle de PRAGER modifiée par ZIEGLER : 

ae b - (o b - B b) d V 

^ e . (ot - B t) dy 

où la variation de dy peut être obtenue par dérivation de 
l'équation de la yield surface (où a est constant) et en 
tenant compte des expressions de dp. et d0 f c ainsi que de 
celle de l'incrément de déformation : 

dp 
dc b do b 

dT5" 
de t do t 

oy de» oy 
ce qui est utilisé dans les itérations internes. On trouvera 
des applications de cette méthode dans /22/ et /24/. 
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