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А Н Н О Т А Ц И Я

Рассматриваются аппроксимации нестационарного уравнения
диффузии, учитывающие экспоненциальный вид решения, характерный
душ импульсных нейтронных экспериментов. Доказывается в некоторых
простых случаях асимптотическая устойчивость я сходимость мегома.
дается краткое описание программы численного решения двумерных
многогрунповых уравнений диффузии мгновенных нейтронов.
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I. В в в д в н ж в .

В настоящее время среди экспериментальных средств иссле-
дования характеристик ядерных рнюгоров видное место занимает
импульсный нейтронный метод. Физические основы i проблемы ма-
тематического обоснования этого метода описываются ж [1,2] .
В овяэи о развитием импульсных методов актуальное вначение
имеет численный расчет соответствующих процеосов, т. е, решенже
нестационарного уравнения переноса нейтронов. При решении та-
кого уравнения присутствуют все трудности решения отационарного
уравнения и, кроме того, возникают новые и весьма значительные
[З]. Поэтому нестационарное уравнение реваюг чаче роего в прос-
тых прюйикениях, адесь будет обсуждаться многогрупповое диф -
фувионное уравнение* Важная область применения описанных мето-
дов - моделирование импульсных експершментов на быотрых сборках»
в которых существенную роль играют процессы замедления. Исходя
ив втого,алгоритмы строились с учетом возможности расчета при
наличии 20 и более энергетических групп. Соответствующие алгорит-
мы решения одномерных уравнений, рассмотренные в работе [ 4], '
показали свою работоспособность, однако далеко не всегда мим*
достаточно точно описать эксперимент с помощью одномерной модели.
Наблюдается потребность в многомерных расчетах, в связи с чем
некоторые свойства методов должны быть изучены более подробно.
Исследованию этих свойств и посвящена данная работа.

Л. Постановка задачи . .

При численном расчете импульсного икоперимента в мвогогруп-
повом диффузионном приближении решается следующее у]авненив:

#1|£ - eUv ЪулА* • i^^Sv *t«f (2)
о граничными условиями ^ Л * ' ^ &\
и начальными условиями Ф0Е,4)|^*о ~Vf,(I) ...-'(3)

З д е с ь : - G г число енергетических групп}

Х - полокятельные диагоназьше матрице
: г : ' ' соот»е*ствввио, »



групповых скоростей, коэффициентов диффузии, сечений увода и коэф-
фициентов граничных условий;

-матрицы § и f имеют следующую структуру:

!̂
1
 ^ f

1

I}*-сечения замедления, из группы ] в группу t ,
f - спектр деления, C j - сечения деления,
Ц> - среднее число мгновенных нейтронов на один акт деления.
Аппроксимация стационарного уравнения изучена достаточно хоро-

шо, нас будет интересовать в основном аппроксимация производной по
времени, поэтому сраау перейдем от исходного уравнения (I) к такому;

$.?
где ф определена на некоторой сетке по пространственным переменным,

Д аппроксимирует -V&tff i f itrf , а матрицы £ * , 3 « , t r
получены из £ , 3 , Т умножением на 0 • В дальнейшем будем
индекс "О опускать.

Эффективный алгоритм численного решения уравнения (4) должен
обладать следующий свойствами:
1) Не требовать при своей реализации большой памяти ЭВМ; лучше всего,
если схема будет двухслойной,
2) Правильно рассчитывать регулярный рекам, т . е . асимптотику. Это

I означает, что если при t » t» ^ ^ t ) * ^ ^ . ^ * ^ , то решение
;. ^fhU,i) 1»эностного уравнения, аппреюсимирущего у])аБиение ( I ) ,
| должно обладать теми ке свойствами: при t>t9 ^ Ч , 1 ) * ^ Д г ) е * * ^
| где Ц>„4 аппроксимирует \|fc , о)ц« * А% Л »to« случае будем наш-
!: вать схему асимптотически устойчивом (более подрооно см. в \р\ ) .
{•

| Ш. Схема для одномерного уравнения. Сходимость
| решения к регулярному рехлму в простейшие случаях.
| В [ 5 ] ебсуодаител охеми для решения одномерного парабол! ~
и ческого ураьнолия щца и 4-A\f » 0 » ГД6 Л ** положительно
У определенный дифференциальный оператор по X второго порадка. Иэ
р двухслоСлшх с ^ ц единственной безусловно асимптотически устойчивой

лвллется чист*.- пвяшия. Для симметричной схемы условие асимитотичес-
устейчиь^оти имеет вид * * ^ » в З . / { £ ^ • г д е ^* и 4 »

nosfrra f-ааностного оператора Д к , апп^юкешируищего А .
Для тигс^чтеоы с помгчлио чисто нолвной схёш получить показатель
оксг.ииеяти на аснютотике с точность© до 1%, необходимо условие
1 1 t A « 1/50J, . лали u,/J# j to*1 • 1Г0 условие д чя спимет;.-ячной схемы



не является обременительным, т .к . при этом Х<> * t A .
Однако в случае многогрупповой задачи границы спектра оператора
будут значительно шире; Возьмем для примера задачу с коэф[!ишо>п *-
ми диффузии одинаковыми во всех группах. Тогда £ = 8 0 «i>« v t£) ,

f W и условие асимптотической устойчивости симметрич-

ной охеш Ъ<1/Щ * 2 ^ { & - 5 Е & $ "Г'и ™»Х. iT^Vnuntf* £ 10ч

будет гораздо более жестким, чем условие аппроксимации с точностью
До 1% для неявной схемы: X < i/sOS . Таким образом, при решении
многогрупповой задачи естественно аппроксимировать оператор Л
на верхнем слое.

л

Оператор Т удобно брать на нижнем слое, при этом пешход
от одного значения времени к следующему осуществляется обичннми
прогонками последовательно по группам. Как показано в [4] ,
схема vjj *Л(р + 2Lvp * S4J • Tsp '̂/
(здесь и дальше ^ £ if tt-t), $ eflt-lt), .vp *<f U *t)
будет асимптотически устойчивой, однако обладает первым №)-идк™
аппроксимации. Для того, чтобы уменьшить погрешность на регушг -
ном режиме, в [4\ предлагаются поправки, приводящие ОЛЙМ;» к сю -
дущему виду:

 А в
 -

 А ш
 д . ^_

 Л Л
и

здесь ЭС , $ - диагоиалыше матришд и

Похожие понхашеи используются и с 1шЗотах |]б,7] , однако там
1-е игнеется доказательетт того факта, что ^ > оудут схедигвдл г
асимптотическому дшфемевту затухания.

Докажем такую сходимость сипчаяа для наиболее щюетого «л'.;ч,-«1
одногруппоБой задачи с<ез пространотйениой з;шнсимс)сти, т.о.. дли
обыкновенного диЭДершшдального у]«внпн?и?

леесь и далее Судом щиппонагать,- что onupaTopj Г » Л t T ;t
uo"-eiiu на V ) . Геиепяо такой задачи f̂ а ^ ^

А
.Тогда *f х ^

I. JL/(L-f
4
'«) + T*4* . . ̂  .-.ire. <rd #'**/



й Нала обозначить_с. = * - 1 * 2 . , то получаем

fc ;.«u.ii2TMM, что функция с д * ) * x/(e*-i) * 0 ,
 c

i^V -монотонно

I' ,/oijj.aoT. Отсюда ясно, что итерационный процесс (II) имеет единствен-
;| iiyvj неподвижную точку £, = 0. Докажем, что этот процесс сходится
$ к иуяю л]л любим начальном ̂

л
. Поскольку при Т - X < 0

(.тсюдя при Т-1<0 поучаем монотонную сходимость С к нулю.
Пои T-S. >о рассмоарим сначала случай £,*о • *0ВДа <(>О •

Дока: •.»"., что 1 • tt/Edt/lt*6-!) • Tt] ^ t t t : (В)
i получаем слодующие неравеистш, эквивалентные (12):

Tt ̂ (с )

•to последнее неравенство вернр, отсвда и (12) верно. Подставляя (12)
v ill), нилучавм, что и при Т-2.>0 для £

о
 >0 получаем монотон-

ную сходимость £. к нулю. При £,<0 имеем £ >£. и либо £.
сходятся к нулю слева, либо начиная с некоторого шага

t>6 , Таким образом, и в этом случае им«ем сходимость £> к
ну.то. Оценим скорость сходимости процесса (II) при . малых £, для
случая Т = 0.

Таким образом, сходимость первого порядка и при больших 3Ltr может
оыть иосьма медленной.

Рассмотрим более общую, чем в (9),аппроксимацию производной

по t : $У *Ч>* s ( B 4 f - ^ ) / t
, где коэффициент В найдем из условия: ешм

*? -- е** , то \f
r
 = 41 (6-M'

A t
ie « ^ .

 т
*

е
«
 в
 = ̂

 4tr

образом, у
ч
 * [ ^ « * ^

t
-

t e
) f - Л Л ^ ] / Г .

 s

Будем с помощью этой аппроксимация решать уравнение |jf+2f*0. §

2

V "



При малых t l * l U - i
Если взять Лге"

1
* , тс получаем сходимость второго порядка.

Сходимость при условии dt>-i очевидна. В случае наличия Т по-
лучается | * £ - 4 & » U * 1ХТгг)»т

'
е
*

 С Х
° Л

И М О С < Г Ь
 «пять первого

порядка, но, т.к. обычно Т < £. , т.е. рассчитываются подкрити-
ческие оборки, то в этом случае сходимость будет более построй.
Будем в дальнейшем пользоваться такой аппроксимацией

^ (К).

Сходимость при наличии пространственной я энергетической
зависимости в ос'чцем случае доказать трудно, поскольку полученная
схема нелинейна. Рассмотрим одногругповую задачу с коэффициентом
Т, не зависящим от пространственных переменных:

Решение можно разложить по собственным функциям разностного
оператора Л

 4
 Z. . Представим vf (i,i) * £

; ( )1
Ясно, что медленнее всего убывает первая гармоника, (т.е.

схема асимптотически^устойчива) и при достаточно большом Х>
пространственная зависимость будет целиком определяться функцией
У Д г ) . При втом мы приходим к уже рассмотренной задаче сез

пространственной зависимости для СД-i) и получаем сходимость
dl-» A e * T " i ~ X < « Точно так ?& доказывается асимптотическая
сходимость и при энергетической зависимости всех операторов, кроме
^ » Если Т зависит от пространственной и энергетической пере-
менных, такое доказательство не пройдет-схема не Судет монстошю
сходиться ни по dt , ни по гармоникам, тем не менее из ухе по-
лученных свойств можно окидать, что схема будет сходиться всегда,
на практике так и происходит.

1У. Разностная схема для решения Лумерной задачи.

Решение многомерной задачи по схеме, в которой оператор
целиком берется на верхнем слое, весьма трудое?«о. Воспользуемся
методам переменных направлений с уже описанными экспоненциальными
поправками для получения схемы, в которой на каг-яом шаге нугио

I



8
"бращать только одноме]ншй оператор;

Г

Здесь Л, + Д
Г
аппроксимирует оператор -V ouv (D gtacf )..

Исключая проме: уточним слой Ц»
1
, получаем rt (I9)

Цуогь коэффициенты "5,1. и Т не зависят от пространственных пе -
гемяшшх x t и 3^! • тогда операторы Д4 и Д ь перестановочны
и_мо но,раэлогить у по сосствентад функциям оператора Д=Л,4 Л
4 = 2 ^ C i j l M i j , где

коа^шциентоо С (, j ( t ) полутаем:

i( НтХГ) f
( 2 0 )

Для асимптотической устойчивости достаточно потребовать,
чтобы выполнялись следующие неравенства

iil-и tfc» 1,2.(21)

Для исполнения условий (21) достаточно потребовать

т < A/n*t UfiU*i); m»JtS С • OS • *7Х<ЬХ) 1 (22>
Условие (22) накладывает весьма жесткие ограппченпя на tiar t •
Mo: «о существенно увеличить средние шаг, если исг^пьзошть щ«уи:-
ческий набор йогов. Будем для отдельных частей спектра ш^ицать
свои tT , П]И которых быстро убывают гармоники этих частей спект-
ра. Виэодгм Хщ такое, что f# Л Л * ̂ Й2 ; A.*t'̂  s t r , J i: */5 ,
тогда cxof.a асимптотически устойчира Е чаити спо::тра: Of X *

$ ll/St» . Нигером t " t таким, чтобы но медяомнее, чом гармо-
uHica, СООТЙПТСТВ/ЮВ'ДЯ t . , усивали raiwoinuas слонинеii Ч«ЧЗТИ

i^ : l i / i t , 4 X.C li*(ll/3*«). Достаточно взять t , s t
Тгисям обратим, cur-niaii последгтатолыюсть «агов *С,

S ! <2Э)
* l l / * i , получаем асимптотачоглся

KI с х е ц / . •

нс па^'чмю. Однако ла нргистике устойчи^гть прп
Г г гаде t£3) всегда



Схема вида (10) обладает, так :?е следующим вцгиим с
После того, как произошел выход на регулярный ре-лим, каедсс яз
уравнений (18) точно аппроксимирует производную по времен», т.е.
мы получаем точную асимптотику урашения (4).

При решении таких уравнений обычным методом переменных направ-
лений может возникать значительная погрешность в определении асямпт;
таческого декремента затухания дане при расчете с весьма малшн
катами "С . Обсуждение таких погрешностей мфяо найти в [а] .

У. Описание программы
Обсужденная выше, схема была реализована в вдцо проградаы под

названием Т*2Р1" на язык& FORTH Д/V- Ш для ЭВМ BC-IO3O.
Задача, решается несколько более общего веда, чем описанная си: ?.
Раэностнш методом решаются уравнения следующего вида:

- оря • § * - i (сопряженная задача)

i



10

. !'
Коли p»O,&t|»l-решается нестационарное квазидиффузионное \

уравнение, p"l,A«j *1 - телеграфное уравнение. Можно по этой ' •
схеме решать и условно-нритическую задачу. При «том ищется минж-
мальное значение. Act'« ^ A t f , при котором возможно решение
уравнения о %% а. О • При решении разностной^задачи на каждом
шаге по t подсчитываетея % ц * A.^£l-d(tf*j*f)/(£i $)].

Для расчета асимптотики в программе используется последова-
тельность сеток: сначала решается задача на грубой сетке, затем
ка-дый интервал сетки делится пополам.' решение итерполируется в
дополнительные узлы сетки и итерации прододиььотоя.Такой процесс
повторяется необходимое число раз. При решении задач с большим
числом узлов в зоне такой метод позволяет существенно оократжть
время счета. •

Расчет возможен в двух геометриях - плоской ( X , £ ) ж
цилиццричеокой ( *-

 t
 * ) •

Возможности программы:

Число групп - до 30;
Число физических зон - до 20;
Число геометрических зон - до 100, причем по одному направлению -
до 20; общее число точек'по пространству - до 3000;
по одному направлению - до 100;

Используется около 150 К байтов оперативной памяти я магнитный
диск. Доя уменьшения занимаемого объема оперативной памяти до 80 К
байтов достаточно изменить один оператор в обращении к программе.
При этом максимальное число точек по пространству уменьшится до
1000. '

Программа была опробована на малогрупповых задачах. Прж реше-
нии двухгрупловой двухзонной задачи с использованием 1000 точек по
пространству потребовалось около 8 минут для получения ГС *{ с
точностью 5 знаков. Проводился также расчет следующей задачи?
в 2-х групповом приближении с 9 физическим» зонами с 1300 точками

по пространству:

1) Расчет К«< и соответствукцей функции V"* с точностью до
4 знаков.
2) Расчет J,\f «жвгготическжх о точностью до 4 знаков*
3) Вычисление функционалов ИЩ a. l***$ ,X4

l
'
+
j»A*(i>*'^

Решение такой задачи заняло около I часа. В настоящее время !i
• • • • • • • • • i v

ч вонможнооть испольвования 21 г гтупповоЧ системы констант 4
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