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АННОТАЦИЯ

Рассмотрены малые колебания тела о полостью, содержащей
мкдкооть с пузырьками газа» Показано, что из-за относительного
ДВИГАНИЙ пузырьков в жидкости динамическая плотность суспензии
отличается от "статической* плотности. В приближении потенци-
альности движения жидкости между пузырьками найдено, что динами-
ческая плотность в случае колебательного движения суспензии за- •
висит от объёмного гаэосодержания смеси, размеров пузырьков, вяз-
кости ЖИДКОСТИ и частоты колебаний. При достаточно высоких часто-
тах колебаний (<О»1в$/а

е
 , где >> - кииематкчеокая вязкость

жидкости, а - радиус пузырьков), динамическая шютнооть опреде-
лло?оя только объёмным газосодержанием суопеиз1ш * . /^ « -
•~

а
 &('•' ° У-'?

г
?<х

 i
 f.). Показано также, что суспензия газовых пу-

зир1>ков оолдлает демпфирующими свойствами. Д«4афярованнв колеба-
ний тела о гааодидкостной суспензией, обусловленное отнооитель-
И№1 движением пузырьков н соответствующей диссипацией гиергии,
также опрвд4лпетс« объёмным газосодержанием, размерили пучнрьков,
вязкостью ашдкостн и частотой колебаний системы. На основе иосу-
чоянмхрезультатов раоомотрени колебания упругого ниляндрическо-
го стержня в концептрической оболочке, заполненной газокидкоот-
ной суспензией. Прчиедвны числовне-примеры.'

осг.:и11 MIIOTM туг, I S'Vbi-*."



Введение,

Динамические свойства тел о полостями, содержащими жидкость
или тел, окружениях жидкостью,подробно иооледовались в ряде ра~
бот/l, 2]. При частичном заполнении полости считалось, что жид-
кость имеет свободную поверхность, а движение тела происходит в
поде силы тяжести. В ряде практических задач может оказаться, что
весь обьвм полости будет заполнен газожидкостной смесью. Инерци-
онность и демпфирующие свойства такого тела в общем случае будут
зависеть от структуры и газооодержания омеои, заполняющей полость.
В качестве тела о полостью может быть раооютрен не топко замкну-
тый объвм, но и участок трубопровода о протекаюдей газожидкостко*
смеоью. При вибрациях труб о двухфазном потоком инерционность оме-
он определяет одну из важных характеристик - собственную частоту
колебаний трубопровода.

. Больное практическое значение имеет также -исследование дги-
жения тел, окружённых гаэожндкоотной смесью. Такие задачи возни-
кают, например, при вибрациях топливное стержней' при внешнем об-
текании их двухфазным потоком. В атом случае, при расчёте собст-
венных частот колебаний, к кассе стержня добавляется присоединяя-
нал маооа жидкооти. Отличие присоединённой массы однофазной жял-
кости от присоединённой маооы оуспензии также связано с её дина*
мичеоквхх свойотвемя.

Ранее считалось, что для определения собственной чаототн ко-
лебаний трубопровода о тфргекяюцея газожкдкостной смесь» в ка-
честве колеблющейся массч (на едагацу длтт грубопролода) ол-зду-
ет брать собственную кассу труб* >; пассу суопен?ии, оп1хгделяв?лучп
по статической плотное ги. Оиггг' когвзнвают, что только ярч пяя~
ких чаототах колебаний результаты почёта собственной чсототи
по Статической плотноотй суеллнз*-.;- ртп- zimsmamsR результат / з/.
При достаточно больших частотах колебатгй трубопровода ьознкпа-
ст поперечное колебательное дяитоние газа отноогтольно «дпгости,
i.e. проявляются динамические гло^отва двухфазной смеои. г"ле}-«я-
онность и демпфпрущпв сяойсгап среда в колеблщомоя трубосроьо»
де в этом случае будут эеписеть пе толыго от гадооодерлашхя, ко
и от отруктурн двухфазной смоги (пузырьковая, оюрядкая,*рвосдо~
еннап, кольцовая и

 г
с*д,). Икж'з эти хпоакгеркстнки будут рае<ляот~

только для bysapbv.onotj стру\?г,7ры ?,рух$Аяной смеси.
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I. Динамическая алотность суспензии.

Рассмотрим тело с полостью, содержащей жидкость с пузырь-
ками газа. Пусть пузырьки имеет одинаковый радиус а. , и
объёмное газосодержание суспензии равно ос . Если такое тело
движется о некоторой скоростью U(i) в направлении X , то
в суспензии создаётоя градиент давления

. dp/dX - -f
c
 dU/dt ,

где f>
o
=ffr(f-ct.)+p

r
oc - статическая плоткооть суспензии. Пред-

полагается, что размер элемента суопенэии d x существенно пре-
вышает радиуо пузырька и, что оуопензию можно рассматривать как
гомогенную жидкооть. Предположим также, что давление в любом
месте суспензии, обусловленное ускоренным движением тела, доста-
точно мало, так что сжимаемостью газовых пузырьков можно пренеб-

Здесь X - характерный размер полости, Р
о
 - давление в непод-

вижной суспензии.
В окрестности каждого пузырька градиент давления определя-

ется плотностью жидкости и ооответотвенно равен - р
ж
^ ^ • Поэто-

му на каждый пузырёк действует выталкивающая сила

под действием которой пузырёк движется относительно элемента
суспензии со скоростью иГ(О . . .

Пренебрегая плотностью газа а пузырьках по сравнению с плот-
ностью жидкости, уравнение относительного движения пузырька за-
пишем в виде ',

Ш - присоединённая масса жидкости, определяздая инерци-
онность пузырька, R - сила сопротивления, действующая на пу-
аырёк лри ехч> относительном движении.

При движении группы пузырьков в жидкости каждый из них на-
ходится з условиях стеснённого обтекания. Так как поле скоростей
к окрестности каждого пузырька быстро убывает с увеличением-рас-
столлкч оч его центра, то основной вклад в кинетическую энергию
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определяющую присоединённую массу, внося» области иидкости.при-
ш к а щ и е к пузырьку. Следовательно, для праближёнаого вычисле-
ния присоединённой массы оложная а неопределённая форма ячей-
ки жидкости, содержащей один пузырёк,может быть заменена на сфе
рическую. На рис. I схематично показаны линии тока в ячейке
сложной формы и в эквивалентной ей по объёму сферической ячей-
ке. Окружим каждый пузырёк оферичеоким слоем жидкости радиуса в
такмм, что (а/6') = ос . Тогда используя формулу Стокса
для присоединённой массы сферы, окружённой концентрической обо-
лочкой/47, получим

а
3
 ф?* I *?**¥—tr-л

3
 3 * 1 -се

Силу сопротивления, действующую на пузырёк в условиях стес
нённого обтекания, найдём по скорооти диссипации внергни.

к
 г вит

При движении пузирьнов в ЧИСТОЙ ЖИДКОСТИ безотрывный харак-
тер их обтекания осуществляется я широком диапазоне чисел РеИнольд-
са /Се^аиГЛ* , Если скорость относительного движения пузырьков
достаточно велика, так что £<?» I, то поле скоростей близко
к потенциальному. Б этом случае основной вклад & диссшацию анер-
гии даёт потенциальный поток. Пограничный слой л область следа .
дают вклад порядки I/l/X^ . Для колебательного движения пузырь-
ка получен аналогичный результат: ори большое чзелах РеЯнольдса
сила сопротивления зависит только от мгновенного значения скорос-
ти пузырька и соответствует диссипации анергии в* потенциальном
приближении / 5/."

Отметим также, что ?еор:ш движения сферических пузырьков
справедлива, если число Вебера We « I.

В общем случав скорость диссипации энергии в жидкости, .
мащей объём V" , равна/б/
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ЕОЛЕ же движение жидкости потенциально, то «итвгрм по 00**
ему преобразуется в интеграл tto поверхности, ограничивай** О б -
ласть ; I № H « H I M Ж1адюст11/7/. '' " ' • "•'; .• ••'.

:
J • •••:'. \; ..л ' '•/̂  ;

Здесь ̂  я /4 - яоршишшя м тангенциальная ооогаияящм по-
ля скоростей на поверхности, ft * направление H H M H H M нормали.
Отметям, что т границах воображаем» ячеек Дбяжяы мпюлняться
следуицие условия: ' '.•.'• ;; • ," .• ?}Щ?? .•'

ir^ =0 ,, 31^/3/1*0 у ;; ; (к

на границах I и 3,

на границах 2 я 4 (ом. рис.1). Сяедователмо, и|теграл (б) по
поверхности ячейки равен нулю.

Тапш образ,ом, для вычисления окорости жяоошшцяя §м«рпш
•ta одном пузырьке интегрирование оледует провожать только во по-
верхности пузырька. Снова используя модель офернчеоко! шайкж,
е а л и ш е м ' .. •' • • . • . • - • ' . • • . ' • . . ' • • • • • . . • • • • • ' • . •

г
.

где We - тангенциальная ооотавляааря поляокоростай в оферичво-
кой ячейке должна быть втята в оястеме координат, связанной о
жущимся пузырьком (в ttot оястеме #

г
Щ/&г/

Гя
± равно нуло). ;

Потенциал ноля окоростей в «том олучае будет равен

.Соответотвутие распределения тангенциальной окорости и её произ-
водной имеют вид
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Подставляя (10) и (II) при V = а, в (8), получим

/ I-
3

Учитывая, что (#/#/ = <* из (3) получим силу сопротивления

При od = 0 из (13) следует известная формула для силы сопротив-
ления, действующей на одиночный пузырёк в безграничном объёме
ЖИДКО0Т1/7/.

Подставляя (2) и (13) в (I), уравнение относительного движе-
ния пузырька запишем в следующем виде:

/ = А

где

3
 '

Для абсолютного движения пузырька уравнение движения примет со-
ответственно вид • .

Определим теперь импульс силы, который нужно приложить к
ячейке, чтобы вызвать движение её со скоростью tl(£) .

(17)

Здесь Ttt) - мгновенная сила, Т - кинетическая энергия в жид-
кости в ячейке. Скорость движения пузырька upu этом долкна опре-
деляться к; уравнений движения (14) или (15).
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Воли сферэтеокая ячейка ж содержащийся в не! цувырёк двшжут-
он м одном направлении со скоростями (I ж V , то потешим по-
ля скоростей, удовлетворявши уравнению Лапласа v

z
P * 0 .ж гра-

ничным условиям '

§| , , ЦУ (18)

имеет вид [А] . • ' ' .

Кинетическая энергия ЖИДКОСТИ в ячейке равна

^ •; ;.:.". • . . . " ( 2 0 )

Знак минус перед вторым интегралом связан с тем, что направленно
нормали к поверхности при Г •= в протввополояиЮ /"....•

Подставляя (20) в (17), получим .

^]$ (21)
.3(7- <Х) L\ .• .-...< ; У Oil . . • • • . ./

Как видно из этой формулы, нмсульс силы сложным образом связан
со скоростью движения ячейки или тела U(t). и скоростью пузырьков
V(i) . В некоторых предельных случаях формула (21) уптоадается.•
• Если ускорение тела с суспензией достаточно мало или вязкость

жидкости велика'{'<lll/<Lt «&££ )% то пузырьки газа практически не
перемев«а»тся относительно -жидкости ( b'(l)*

;
U(i) , Ш/дЦ * / . ) . . Им-

лульс силы в атом случае равен произведению ститпческоД массы ячей-
ки на её скорость .-••'..',. .'

Если.жидкость iiMciOT. малую вязкость или. ускорение, тела" досча-
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)
t
 to уравнение движения пузырька нри-точно велико

иет вид

Интегрируя (23) н полагая постоянную интегрирования равной нулю,
получим

dli

Подставляя (24) в (21), получим в этом случае

Сомножитель ̂ -^jp^ goc+i назовём динамической массой ячейки.
Так как предполагалось, что все ячейки одинаковы, то разделив
динамическую массу ячейки на её объём, получим джжшютескую алот-
жость суспензии

9
дик

(26)

отличающуюся в f/(£°c+i) раз от статической плотности. Этот ре-
зультат имеет простой физический смысл. При ускоренных движениях
тела пузырьки газа смещаются относительно тела в направлении ус-
корения, а жидкость при атом перетекает в обратную сторону. Центр
массы жидкости имеет, следовательно, меньшее ускорение,чем геомет-
рический центр полости тела.

Рассмотрим ещё один случай движения тела,при котором выраже-
ние для динамической Ълотиостж прижимает относительно простой вжд.

Пусть тело с оуспензией совершает налив гармонические коле-
бания U(t) mjioSin cot ,. Учтём, что жмерцкоюии сжла, оп-
ределяемая джжаммчвокой плотностью суспензия к ускорением тела,
не оояершает работа за пвргод колебаши, т.а.'ГГТ'; :

 ;
 .,

(27)
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Так как гидродинамическая сила 9^ » dl/dt , то ждя выполне-
н а условия (27) импульс силы должен изменяться синфазно со ско-
ростью тела U(t) . Отсюда следует, что в качестве lf(t) в (21)
должна быть взята синфазная со скорость» тела составлящм ско-
рости пузырька.

Представим относительную и абсолютную окорости пузырька в
виде суммы составляющих

иГ(1) = /</, Sitt cot + !АГ
г
 Cos cot , (28)

ir(t) ̂  ir
t
 SUcot + trzCoseo£. (29j

Подставив (28} и (29) в уравнения движения (14) я (16) ж прирав-
няв члены^содержащие 5oio.it ш Cos cat , получим

( 3 0 )

Таким образом, подставив %/Мс в (21) и разделив результат и*
скорость и объём ячейки, получим динамическую плотность суспев-
зки в случае колебательного движения .

Р = о //-с, &£bL±*T ( 3 2 )

Если суспензия образована сравнительно маловязко! жидкостью
{ 3« (О ) , то формула (32) переходит в (26) . При больше! вяз-
кости вдшости ( 3 »<*> )» из (32) получается статичеокая плот-
ность "замороженкой" суспензии р с = рж(1-а) .

На рис.2, для примера, представлена зависимость динамичес-
кой ило. ости суелвиуии, образованной водой ( У » 1СГ* ом^/сек)
с пузирьк&ми гапа ( U = 0 , 1 см) от частоты колебажпЙ. Как видно
из рисунка,при увеличении частоты колебаний динамическая плотность
уменьшается, а при <О > 60 рад/сек становится постояюю! велм-

определяемой соотноюениек (26) .
ллл образом HHeptwojmocTb тела о полость», содержащей г*эо~

сусаензкю, будет pamia
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m
Вин = м + p V (33)

где М - собственная масса тела. -
Аналогичный образом может бить рассмотрено движете тела,

окружённого газожидкостной суспензией. При движении в однофаз-
ной жидкости инерционность тела определяется его собственной
массой и присоединённой массой жидкости. Очевидно/ что при дви-
жении тела в гаэожждкостяой оуспензии, присоединённая масса дол-
жна определяться по динамической плотности суспензии.

Цуоть тело о прлоотьй, оодержямей оуспеим» закреплено на
упругих пружинах. Тогда при колебаниях такой систем*, яэ-sa от-
носительного движения пуэирьков, в жидкости будет иметь место
диссипации энергии и, следовательно, дмтфироваше колебаний та-

характерами раамер лолоотн «ёмкого больм размеров пу-
внрьков, я, следовательно, число n)3itpbko»tH^xowMjnaMi вблям
стенок,мало по сравнению о их общим количеством, то можно счи-
тать, что наличие стенок полости практически не влияет т охо-
рость диссжшщн эмергян. .

гаЦищинамячиского я1М1И]Н1и«ам* холебанкй он-
ределвм через оредня) м вернод колебаигт скорость дясснпации
•нергни по формуле -

' У % : ' • • • • . ; ( 3 4 )

Отяохявм ремеиже уравиеижл (15) в виде
получим > • .

( з в )

Подставляя (35) в (13) Й интегрируй, яаидвм оредясе м период
колебаяяя скорость диссипации энергия »а одном пуямрысе

.:£ 2
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Так как в полости, имеющей объём У] содержатся 31&,
пузырьков," то полная скорость диссипации энергии будет равна

и коэффициент демпфирования колебаний тела с суспензией будет

Как видно из этой формулы,при ее = и коэффициент демпфирова-
ния колебаний равен нулю. Это связано с том, что в яркости при
этом отсутствует относительное движение, следовательно, отсутству-
ют и потери юшетотеской энерх'ин. Интересно отметить зависимость
коэффициента демпфировшиш от вязкости жидкости. Если при двикешш
суспензии, инерционные егьлы, действующие на пузырьки,существенно

. больше вяэкосишх сил ( со » 3 ), то коэффициент дешфирования
пропорционален вязкости. При увеличении ВЯЗКОСТИ аидкости относи-
тельное даияеенле пузырьков ослабляется и кеэффю^иеит демпфирования
уменьшается. •

3
т
Колебания стер;шн в газомэдкосвдоЛ суспензии -

Используя подученные результаты рассмотрим задачу о колебани-
ях цилиндра, окружённого концентрической оболочкой, .заполненной
газожидкостяей суспензией.

Известно, что'потенциал, ноля скоростей, оп.юнваилций движение
идеальной жидкости при колебан^шх цилиндра в концентрической обо-

имеет /

f) (39)

Здесь 1% и R. - радиусы колеблющегося по закону
цилиндра и неподвижной оболочки, & - У

г
°л между радиусом к нап-

равлением движения цилиндра. •
Соответотвуххцие распределения радиальной и тангенциально! соо

тавлящих скорости будут . • . '

и/г,**).- §f = - ы
о
^ ( 1 - gjc<*?M«>*, (40)
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Квадрат скорости элемента жидкости равен

/;." •' Применим теперь это распределение к элементу суспензии
•^Учлтывая, что в единице объёма суспензии содоржйтся п =;к

пуаыршда, запишем средний скорость диссшшцзд Э1шр:гап со всём
; объёме суспензии (на.ед&шщу длкны цишцщ^а) в виде

.#

ореднял скорость-'диссипации энергии на одном пузырьке.

• • 'Интегрируя,-цолучш» : ;

;' ' '.Кроме потерь эаерши^свяэаняш;.с относнтелышц да;-и;ок^он и^-
, шлеютПеото потерн энергий" и в аязмос иограшчных слшх,

/вознлкакща. на кодс-Оледзмся ЦИЛИНДЕЮ -И окружащей его облочке / б /

. • '..-.'Следует отметать, чч*С формула (#Ш) була пол^^еш\ ;'л.; однх-и&з
•но!'' ЗСКДУГООЧ;Й Б ' ' ^ R

• тт.: её на
ЗЗол»• •'•••размерн одзнрьков су1цеотвейир. иревыт&.от голи̂ и>у л с грани чн^.-,:
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слоя о , то можно считать, что пограничные слои содержат одно»
фазную жидкость и использовать при этом формулу (45).

Боли же размеры пузырьков малы по сравнению о толщиной погра-
ничного слоя и концентрация их достаточно велика, то величина вяа-
кооти должна быть изменена, напршер, в соответствии с формулой
Эйнштейна

fas =ft(t *•<*•)• (46)

Подставляя »:<34) сумму (44) и (45), подучим коэффициент демпфиро-
вания колебаний для рассматриваемой задачи

Бели цилиндрический стержень колеблется в безграничном объё-
ме суспензии ( £-><?>), то коэффициент демпфирования будет равен

11нтереоно отметить, что первый член в этой формуле равен ковф-
фицненту гидродинаг«.1чеокого демпфирования колебаний трубопровода
радиуса r

o t
 содержащего суспензию (ом. формулу (38), где в ка-

честве объёма V следует взять объём суспензии в трубопроводе
на единицу длшш * г £ 1 ).

На рио.З предотавленн результаты расчёта коэффициента демп-
фирования по формуле (43) в зависимости от частохнколебаний. Рас-
пет ирокеден для случая колебаний стержня радиусом I ш в воде
( )) « 10"* сМ*/сек), содеркащеЯ пузырьки рад^оа < 0,1 см и обра-
зующие суспензию с 10% объёмиш газссодержа1шем. 1фивая I соответ-
ствует демпфированию, обусловленному пузырькаш (первый член в
формуле (4й)), а кр1шая Z - демхфтровашш, обусловленному диссша-
• iVieii энергии в пограничном слое. Как Б::ДНО И З рисунка, при малых
частотах }'.олобая.л еуержш. основной ш\лад в деглпфирование дают
iii'viupbix, u при ыюоких - погранич1шй слой на поверхности стержня.
iia ̂ орг.-.ул!.! (48) ь;щно тшехе, что наиболее сильно коэффициент демп-
4''-jH?iiatt»ui sar.'UcuT о'г раз'лероо иузцрьков. Hpii уменьшении радиуса
;:y::;-;i.bvô  демьффоваш:© везрасгйо? и области вцеогаце частот и умень-
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Рис. I
Линии тока в ячейке
I, 2, 3, 4 и в ЕКВИ-

валентной сферической
ячейке. Направление
движения пузырьков -
вертикальное.

42

Рис. 2
Зависимость динамичес-
кой плотности суспен-
зии (32) от частоты
колебаний для различ-
ных значений объемно-
го газосодоржания ы. .
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Рис. 3
Г.'аг'! сп// от;: сое.: .илли-
"t'.'.i j:oai^i!tTin-!HTa демп-

фирован, is 1Т.Ц(?банпй

ст-.р)::ня or чаот',тн (43)
при Il/fr-o;.: i>6iif>f.i«oH
1 азосг\т1.-.-!:..;ц1;<;-. суопен-

з;?;;: . г-д .-.г^пг.ридлпип,

.: 4 i ; - : i (.; и- ,
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