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Р е ф е р а т

Изучается возможность применения метода регуляри-
зации А.П. Тихонова для обработки линейчатых спектров
с целью улучшения разрешения. Получена оценка, связы-
вающая улучшение разрешения с погрешностью задания
исходных данных. Приводится алгоритм расчета погрешно-
сти обработки, который проверяется на результатах вос-
становления модельных спектров.

Приводятся результаты применения метода регуляри-
зации для расшифровки сложных участков гамма-спектров
активационного анализа. Предлагается использовать метод
регуляризации для восстановления "истинной" формы рент-
геновских линий по данным рентгеноструктурного анализа.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В практике физических измерений часто встречается

ситуация, когда из-за недостаточного аппаратурного раз-

решения теряется тонкая структура измеряемых распре >.,*>•

лений, в частности, спектров. В таких случаях возникает

необходимость восстановления спектра по эксперименталь-

ным данным. Задача восстановления связана с решением

интегрального уравнения Фредгольма 1-го рода:

г

где
 с

- заданная функция, описывающая эксперименталь-
ный спектр;

- заданная функция, описывающая аппаратурное
уширение, аппаратная функция;

- функция, описывающая искомый, истинный спектр;

(C>cl) ~ интервал, на котором восстанавливается спектр

Приближенные устойчивые решения уравнения {1) мо-
гут быть получены методом регуляризации А. Н.Тихонова [1].
Этот метод обычно используется для восстановлепня не-
прерывных спектров, поскольку позволяет получать доста-
точно гладкие решения уравнения ( 1 ) .

Гамма-спектры активационного анализа, получломыо
с помощью полупроводниковых детекторов, и
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пределения линий на рентгенограммах кристаллов можно
рассматривать как линейчатые спектры, поскольку, за
исключением фона, они состоят из отдельных линий, есте-
ственная ширина которых меньше или сравнима с аппара-
турным уширением. При математической обработке гамма-
спектров активационного анализа возникает задача рас-
шифровки сложных участков спектра, содержащих неразре-
шенные линии - мультиплеты. Эта задача может быть ре-
шена методом восстановления спектра. Реитгеноструктур-
ный анализ облученных кристаллов ставит задачу опреде-
ления истинной формы рентгеновских линий, обусловленной
радиационными повреждениями кристаллической решетки.
Метод восстановления, позволяющий исключить аппаратур-
ное уширение, может быть использован для решения этой
задачи. В данной работе приводятся результаты примене-
ния метода регуляризации для решения задач восстанов-
ления в активационном и рентгеноструктурном анализах.

2. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ
ДЛЯ ВОССТАНОВЛЕНИЯ СПЕКТРОВ

Задача восстановления спектра по экспериментальным
данным относится к классу некорректно поставленных за-
дач: оё решение неустойчиво по отношению к малым по-
грешностям в правой части уравнения ( 1 ) . Обычно правая
часть уравнения U.(x) задается набором экспериментальных
точек, например, числами отсчетов в каналах анализато-
ра. При этом погрешность задания исходных данных опре-
деляются величиной среднеквадратичного отклонения :

Т

где
(O,t>V" Интерпол, на котором определен экслерммеитольный

спектр; '•

Jf П - ч.иг.ч<| -••кг.-лрримгнтальиых точ^к;



- среднестатистическая погрешность отсчетов в 1-м
канале.

Неустойчивый характер решения выражается в том,
что при численном' решении уравнения получаются сильно
осциллирующие функции, не имеюхщг ничего общего с иско-
мой функцией % CS) . Метод регуляризации позволяет по-
лучать приближенные устойчивые решения уравнения ( 1 ) ,
которые сходятся к точному при о -• О. Это достигается
сем, что задача (1) сводится к решению интегродифферен-
циального уравнения £1]:

Л
\

решения которого удовлетворяют заданным граничным усло-
виям: £(С> в О. *(с*)= О.
Здесь CWi)n <ta(S) - заданные неотрицательные функции;

о1 - параметр регуляризации, положи-
тельное число,*

'C*.,S>k<=c,t)dx. ? (4)
а

а

Для численного решения уравнения (3) на ЭВМ его обыч-
но заменяют системой конечно-разностных уравнений,
которые строятся на дискретных сетках аргументов х и &.
Экспериментальный спектр U.C*} задается в точках

O C t - a + k l , (6)

где 1= ОД,...,П, h.»fc^ - ширина канала измеритель-
ного устройства?
искомый спектр £ ($ ) определяется в точках



^ - C + Kl-j., ( 7 )

где ^ = О, lf...,№., Hi=^~~Sttl- число точек, причем
всегда т*.П .

В конечно-разностной аппроксимации уравнение (3)
с учетом ( 4 ) , (5) сводится к системе ( т ~ 1 ) линейных
алгебраических уравнений, которую удобно записать в мат-
ричной форме;

А* 2 » (АА + ЫЯ)2 - Ди. , (8)

где координаты векторов £., U и элементы матриц А , п , ц
определены соотношениями:

Ч * * ^ ) ,

it — символ Кронекера;

2 ; - коэффициенты формулы приближенного интегрирова-
° ния, по которой интегралы в ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) заменя-

ются суммами.

При е( = О система (8) сводится к системе уравне-
ний, получаемой методом наименьших квадратов. Дополни-
тельный член с множителем oL является стабилизирующей
добавкой, обеспечивающей устойчивость приближенного
решения. В матричной форме решение уравнения (8)
примет вид

JU-A^AtL, (9)

, обратная матрице А^ -



В регуляризованном решении %^ величина пара-
метра «L. должна быть согласована с погрешностью зада-
ния исходных данных о . Наиболее употребительным
способом определения oi является выбор по невязко, ко-
торая вычисляется следующим образом:

* do)
В качестве искомого значения al* берется такое, для
которого невязка равна погрешности измерения о , т.о.
оСн определяется из уравнения

( I D

Поскольку невязка является монотонной возрастающей
функцией ok , то уравнение (11) имеет единственный
корень, что обеспечивает однозначность выбора Ыи [2].
Решение # ^ ц , соответствующее выбранному значению ol» ,
описывает восстановленный спектр.

3 . ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ ДЛЯ
УЛУЧШЕНИЯ РАЗРЕШЕНИЯ "

Если линейчатый спектр измеряется при аппаратурном
уширении, существенно превышающем естественную ширину
линий, то форма линий экспериментального спектра цели-
ком определяется аппаратной функцией. Соответствующий
истинный спектр в этом случае молено описать набором
о -функций. Сведение задачи восстановлении (1) к зада-

че (3) предполагает, что решения ищутся в классе глад-
ких функций, непрерывных до первой производной включи-
тельно. Поэтому при восстановлении линейчатого спектра
методом регуляризации получается не набор о -функций,
а спектр, состоящий из линий более узких, чем линии эк-
спериментального спектра. Таким образом, применение ме-
тода регуляризации приводит к улучшению разрешения
в обрабатываемом спектре. Оценим улучшение разрешения
отношением полуширин линий в восстановленном и экспе-



риментальном спектрах. Предположим, что аппаратная функ-
ция описывается гауссовым распределением с дисперсией 6";

Рассмотрим две линии, имеюшие одинаковую интенсивность I ,
одна из которых представляется й -функцией и относится
к истинному спектру;

I 8 - s e \ (13)
другая является линией восстановленного спектра и описы
вается гауссовым распределением с дисперсией (51 :

В экспериментальном спектре с аппаратной функцией (12)
линия (13) будет представлена функцией

Г ?
e

v
Свертка функций (13) и (14) представляется выражением

с

где £ = S i - отношение полуширин линий в восстановлен-
ном и экспериментальном спектрах.

Если экспериментальная линия ( 1 5 ) получена с погреш-
ностью измерения О , то в соответствии с принципом не-
вязки ( 1 0 ) ~ ( 1 1 ) должно выполняться соотношение

После подстановки в ( 1 7 ) выражений ( 1 5 ) и ( 1 6 ) и за-
ЧРКЫ. сумм интегралами получается следующее соогнои\г*~
пне для определения 6»:



При малой относительной погрешности измерений (
иа этого соотношения следует

J
Если погрешность измерения 0/1 '"*"-' 1% и аппаратур-
ное уширение <2>~-3, то соотношение (18) дает следую-
щую оценку для улучшения разрешения: & « 1/3. Таким
образом, можно утверждать, что в практически интерес-
ных случаях применение метода регуляризации позволяет
в несколько раз улучшать разрешение в обрабатываемом
линейчатом спектре.

4 . ВЫБОР СЕТОК И ТОЧНОСТЬ ВОССТАНОВЛЕНИЯ

Метод регуляризации позволяет получать более точ-
ное решение задачи (1) , если в алгоритм восстановления
включены данные о характере восстанавливаемого спектра.
Выражение (18) дает априорную оценку для полуширины
линии в восстановленном спектре и ею можно воспользо-
ваться для задания сетки ( 7 ) , на которой получается ре-
гуляризованное решение. Граничные точки ( с , с/ ) жела-
тельно задавать таким образом, чтобы они определяли
интервал, на котором восстановленный спектр отличен от
нуля. Если интервал восстановления выбрать более широ-
ким, то в решении появляются осцилляции, которые приво-
дят к нежелательным эффектам при последующей интерпре-
тации спектра (рис.1,а). Пусть после вычитания фона
экспериментальный спектр определен на отрезке ( ft , & )
и аппаратная функция описывается распределением ( 1 2 ) ,
тогда концы интервала восстановления можно задать, на-
пример, следующим образом:

С = <Х + 2 0 У - « Ч ) - , C U i-2i(G-6i*). ( 1 9 )

Если интервал восстановления (с, d ) меньше интерва-
ла ( а , ( > ) , то соответствующим образом можно умень-
шить шаг к\ , что приведет к повышению точности вос-
становления.



Погрешность восстановления обычно определяется как
среднеквадратичное отклонение регуляризоваиного реше-
ния %А от точного, "истинного" решения # т . Будем
считать, что из-за статистического характера погрешно-
стей измерения спектра и(эс) восстановленный спектр

й<< представляет собой набор величин, определенных со
случайными отклонениями, поэтому погрешность восстанов-
ления определяется усредненным выражением

- [ S k i
t - 1

здесь черта означает статистическое усреднение;

дисперсия случайной величины (&e()i , являющая-
ся диагональным элементом матрицы ошибокSbf

- математическое ожидание величины

Из соотношения (9) согласно теории переноса ошибок [3]

где знак # означает транспонирование матрицы,

It S)(U.) - математическое ожидание и матрица оши-
бок вектора t i .

Полагая, что л

А ^ (21)

и координаты вектора IX статистически независимы, т.е.

полу чае ы окончательно
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. (22)

Первое слагаемое 4 1 в выражении ( 2 2 ) обусловле-
но погрешностями измерения спектра, оно содержит извест-
ные величины и может быть вычислено в процессе решения
задачи восстановления. Второе слагаемое Л 2 связано
с тем, что метод регуляризации сводит решение задачи (1)
к решению приближенного уравнения ( 3 ) . Поскольку функ-
ция %-j- не известна, то А 2 можно вычислить прибли-
женно, если вместо 2т подставить регуляризованное ре~
шение

5 . МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
И ВОССТАНОВЛЕНИЕ СПЕКТРОВ

В соответствии с вышеизложенным алгоритм решения
задачи восстановления на ЭВМ строится следующим обря-
зом ;

. задаются экспериментальный спектр, параметры
фона и аппаратная функция;

. на заданных сетках строятся матрицы А , Л , Q и
после вычитания фона вектор правой части 14 ;

. задается закон построения убывающей последова-
тельности значений <̂  ;

. для каждого значения at строится матрица Лы.
и решается уравнение ( 7 ) ;

. для полученного решения £*с строится невязка

. выбор {гашения прекращается, как только БЬПКХШШО т
с я условие (



. для выбранного решения по формуле (22) вычис-
ляется погрешность восстановления.

Указанный алгоритм был заложен в программу вы-
численлй для БЭСМ-6, написанную на языке АЛЬФА-6.
Проверка алгоритма восстановления проводилась на спект-
рах, полученных методом машинного моделирования. Строи-
лись участки экспериментального спектра, содержащие не-
разрешенные линии. Точный спектр дЬг задавался набо-
ром 8 -функций, определявшим положения fp\ и интен-
сивности \l\ линий. Аппаратная функция задавалась гаус-
совым распределением ( 1 2 ) или асимметричной, нормиро-
ванной на единицу функцией

которая достаточно хорошо описывает форму фотопиков
в гамма-спектрах; параметры 6 и $> определяют полу-
ширину и асимметрию линий (О £ $>< 1 ) . Заданный точный
спектр трансформировался аппаратной функцией в "экспери-
ментальный". Погрешности измерения задавались в каж-
дой точке спектра с помощью генератора случайных чи-
счл в соответствии с величиной заданной относительной
погрешности о/Х (где I - суммарная интенсивность ли-
ний). Параметры моделируемых спектров варьировались
в следующих пределах: интенсивности линий 1 0 0 0 f 6 0 0 0
(в относительных единицах), расстояния между линиями
0 - 2 6 , относительная погрешность измерения 0,5 -
5%. Для каждого набора параметров строилась серия
из пяти спектров, отличившихся только случайным распре-
делением погрешностей. Полученные таким образом спект-
ры восстанавливались методом регуляризации. Функции

J(£) задавались в виде <}(JS>)eO,

tyiUupb-gki)*. где 04 fr 4 0.1. •
Несколько примеров моделируемых участков спектра и ре-
зультаты их восстановления представлены на рис.1 и



Рис.1. Результаты моделирования и восстановления спект-
ров с аппаратной функцией, описываемой гауссовым (а, б)
(в = 3) и асимметричным (в, г) распределениями (6* = 3

}

Р= 0,1): —о- - "экспериментальный" спектр; - аоо-
становленный спектр; —•—-— - спектр, восстановленный

при неудачном выборе интервала восстановления
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Рис.1 . Продолжение
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Рис. 1. Окончание



Таблица 1

Сравнение параметров моделируемых и восстановленных
спектров

Но-мер
5УН-

ка

l .a

1.6

Моделируемый спектр

9

9

9

9

А
15

15

13

15

5000

1000

4650

4650

1а

6000

6000

1550

1550

Восстановленный спектр

Р<
9,05

8,6

9Д

9,05

Рг

14,9

14,7

13,4

14,77

Г,

5200

1070

4520

4350

6144

6100

1380

1320

Таблица 2

Погрешности восстановления моделируемых спектров

Но-мерри-w~
l . a

1,6

1,в

1,г

Аэксп

625

600

5 90

933

930

610

717

921

* % *

8,5

8,8

11,5

14,9

0,5

0,6

1,3

4,2

8

5 0

4 0

9 0

270

3,5

3,4

8

4 1



Результаты обработки модельных спектров (табл.1 )
были ис пользованы для проверки вычисляемой по фо|Гму-
ло ( 2 2 ) погрешности восстановления. Для этого опреде-
лялись отклонений положений и интенсивностей линий вос-
становленного спектра от заданных значений, а также от-
клонения полуширин линий восстановленного спектра от
полуширины, определяемой оценкой ( 1 8 ) . В каждой серии
из пяти спектров, отличавшихся случайным распределе-
нием погрешностей, эти отклонения усреднялись и затем
рассматривались как дисперсии указанных величин. Если
форма линий восстановленного спектра описывается рас-
пределением ( 1 4 ) , то можно показать, что среднеквадра-
тичное отклонение по спектру, соответствующее погрешно-
сти восстановления Д<* ( 2 2 ) , выражается через диспер-
сии интенсивностей >Q (Iy)j положений j[) (pv) и полуши-
рин 25(&/у)линий следующим образом:

где М - число линий в спектре.

При подстановке в ( 2 4 ) "экспериментально" получен-
ных дисперсий были вычислены величины Аэксп , которые
оказались сравнимыми с погрешностями Лы. (табл.2).

Для всех рассмотренных типов спектров результаты
вычисления погрешностей восстановления (табл.2) сводят-
ся к следующему:

. относительная погрешность восстановления Ао<м/Х
определяется не только погрешностью измерения 0/1 , но
зависит также от характера спектра и вида аппаратной
функции;

. вклады слагаемых 4 1 и Д2 в погрешность
восстановления ^ ^ при oL^oif^ сравнимы по величине;
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. погрешность А 1 зависит от параметра регуляри-
зации

А1(<*) (25)

где of - число, определяемое характером спектра, при-
чем всегда О1 £ О ; вид £i (ei) соответствует зависи-
мости, полученной для погрешности решения линейных не-
корректных задач [Л ] , частным случаем которых является
интегральное уравнение Фреугольма 1-го рода с ядром
вида ( 1 4 ) или ( 2 3 ) .

Результаты обработки модельных спектров методом
регуляризации показали, что оценкой полуширины линии ( 1 8 )
и выбором параметра регуляризации по невязке ( 1 0 ) мож-
но пользоваться, если выполняются условия & $5 Ъп. и

0/.I 51 0,5%. В случае большей точности измерений или
при большей ширине канала к- нужно учитывать погреш-
ность конечно-разностной апяроксимации ( 6 ) , ( 7 ) , что
приводит к более сложным выражениям для невязки (.5],
и для оценки полуширины линии,

6. ОБРАБОТКА ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ СПЕКТРОВ

Цель математической обработки $*-спектров актива-
циоиного анализа состоит в определении п ложений и пло-
щадей фотопиков, по которым впоследствии устанавливает-
ся содержание изотопов в исследуемых образцах. Иденти-
фикация спектров затруднена, если они содержат неразре-
шенные пики-мультиплеты (рис.2). Метод наименьших
квадратов, применяемый обычно для разрешения мультипле-
та на отдельные составляющие, обладает одним существен-
ным недостатком: он дает однозначное решение, если изве-
стны приблизительно положения составляющих линий и
порядок мультиллетности. В ряде случаев эти характеристи-
ки не известны, например, трудно заранее установить поря-
док мультиплетности фотопика 1 (рис.2). Г/рттмож-мше ме~-
топа наименьших кводратов для разделения ого ш» две
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составляющие не приводит к положительным результатам,
так как при этом оказывается, что ширина составляющих
линий не соответствует общей зависимости ширины от но-
мера канала (рис.2). В подобных ситуациях полезным ока-
зывается применение метода восстановления, который по-
зволяет установить тонкую структуру мультиплета, если
известна аппаратная функция. В гамма-спектрах она це-
ликом определяет форму одиночных фотопиков, поэтому
данные первичной обработки спектра (выделение одиноч-
ных пиков и определение их формы) были использованы
для построения завис лмости параметров 0 и £> от но-
мера канала (рис.2) и для задания аппаратной функции ( 2 3 )
на всем участке спектра.

Результат восстановления отдельных участков спект-
ра (рис.3) свидетельствует о триплетном характере фо-
топика 1 и подтверждает правильность предполагаемого
порядка мультиплетности остальных пиков. Сравнение пара-
метров триплета в восстановленном спектре с параметра-
ми, полученными при расшифровке экспериментального трип-
лета методом наименьших квадратов (табл.3), показывает,
что оба метода дают близкие результаты и сравнимую точ-
ность.

Результаты обработки сложных участков гамма-спект-
ров методом восстановления показали целесообразность
включения его в общую программу обработки спектра для
расшифровки мультиллетов. При этом может быть принята
следующая последовательность обработки:

. определение аппаратной функции по форме одиночных
фотопиков;

. выявление методом восстановления тонкой структу-
ры участков спектра, подозрительных на мультиплетность;

. окончательная обработка спектра с целью определе-
ния положений и площадей отдельных линий.

Рентгеноструктурный анализ кристаллов, подвергае-
мых механическому воздействию и облучению, ставит за-
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Таблица 3

:7);>.:г-.-.:>-."-гры триплета, полученные в восстановленном
спектре и методом наименьших квадратов

i

.-; о
,' *—.-'
9, о

г::, В

Ь'

о с

* • — - . i

^ (

'•' 1 !

1?~ !

j Метод восстановления j Метод наименьших
| | квадратов

Q, 88,85 i 0,0

02,76 ± 0,06

р,| 95,17 ± 0,04

34400 ± 3000

34800 ± 4050

60500 ± 4200

)
! 88,78 ± 0,05

92,79 i 0,07

95,06 ± 0,05

27245 i 871

37818 ± 15G5

53624 ± 1928

дачу определения сдвига и уширения структурных пиков и
выявления плавного распределения диффузного рассеяния [ 6 ] .
Изучение указанных рентгеноструктурных эс}}фектов затруд-
ь'епо из-за аппаратурного уширения линий. Задача исключе-
ния аппаратурного уширения может быть решена методом
ьосстапоБлешш. Изложенный выше алгоритм был применен
для обработки рентгенограмм, полученных на облученном
молибдене ( р и с . 4 ) . Аппаратная функция определялась по
фопм<- линий образца-эталона и. задавалась таблично, по-
скольку оО трудно описать единым аналитическим выраже-
нном ио--за "крыльев" линий. Характер линий восстановлен-
ного спектра (рис.4) позволяет судить о том ; что радиа-
ииониыо эффекты в молибдене приводят к сдвигу структур-
ных шисов, их уширению и появлению «• осч'ашшгошей д и ^ у а -
г,ого рассеяния в районе структурного тит. Г'>ь;долоиие
'.•. мех^уч'мтыьгх спектрах струк.т>рпыу ппкма п ( • • . • к - й
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диффузного рассеяния представляет собой самостоятельную
задачу, решение которой даст количественную информацию
о структуре облученного кристалла.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При обработке линейчатых спектров наряду с задачей
восстановления возникает задача улучшения разрешения,
которая может быть решена методом регуляризации. В ра-
боте показано, что соображения о характере гладкости регу-
ляризоваыного решения позволяют получить оценку улучше-
ния разрешения, использование которой в алгоритме вос-
становления приводит к повышению точности получаемых
результатов.

Приводимый в работе алгоритм расчета погрешности
восстановления проверялся на результатах обработки модель-
ных спектров. В результате проверки показано, что отклоне-
ние параметров восстановленного спектра от заданного, мо-
делируемого, лежит в пределах вычисляемой погрешности.
Обосновывается целесообразность применения метода регуля-
ризации для расшифровки сложных участков гамма-спектров
активационного анализа, при этом показано,что он дает точ-
ность, сравнимую с точностью метода наименьших квадратов,
но обладает тем преимуществом, что не требует априорных
данных о характере восстанавливаемого спектра.

Приводятся результаты применения метода регуляри-
зации для восстановления истинной формы рентгеновских
линий, анализ которой дает информацию о структурных
изменениях облученных кристаллов.
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