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Abstract A new generating function for the harmonic oscillator spherical
basis is constructed from the Laguerre pulynomials and sphericat
harmonics generating functions, Recurrence relations of interest for
calculating the Talmi coefficients are discussed. A new expression

for the Talmi-Moshinsky coefficients is presented, New relations which
are useful from a practical goint of view, between Talmi-Moshinsky

coefficients are established,

Résumé Une nouvelle fonction génératrice pour la base sphérique de

l'oscillateur harmonique est construite 2 partir de la fonction géné-
atrice des polyndmes de Laguerre et de la fonction génératrice

des harmoniques sphériques. Des formules de récurrence conduisant

au calcul des coefficients de Talmi sont exposées. Une nouvelle

expression des coefficients de Talmi et Moshinsky est présentée.

De nouvelles relations entre les coefficients de Talmi et Moshinsky

utiles du voint de vue pratique sont £tablies.
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Introduction

La transformation d'une base de représentation en fonction des
coordonnées de deux particules (représentation non couplée) en une
base de représentation en fonction des coordonnées du centre de mas-
se et des coordonnées relatives (représentation couplée) se rencontre
dans de nombreux problemes de physique nucléaire (voir par exemple
Wong 1970). Une expression simple des éléments de la matrice de
transformation (coefficients de Talmi et coefficients de Talmi et
Moshinsky) se prétant A des calculs numériques aisés présente
donc un grand intérat.

Diverses expressions des éléments de matrice de transforination,
notamnment celles des coefficients de Talmi et Moshinsky, ont éé
obtenues & partir de plusieurs méthodes (Talmi 1952, Moshinsky
1959, Baranger et Davies 1966, Kumar 1966, Wong 1970, Efros
1973 et Dobe§’1977). Parmi ces méthodes, celle de la fonctinn géné-
ratrice de la base sphérique de l'oscillateur harmonique a été em-
ployée par Kumar (1966) et Wong (1970). Généralisant la fonction
génératrice de la base 3 une variable, Kumar a construit une fonction
Zénératrice de la base sphérique de l'oscillateur harmonique et par
des calculs simples a obtenu une fonction génératrice des coefflicients
de Talmi. Mais il faut noter que l'obtention de ces coefficients par
1'approche de Kumar est loin d'gtre aisée. Dans son travail Wong a
rencontré les mémes difficultés pour calculer ces coefficients dans

la base de l'oscillateur harmonique non centré.

Dans les méthodes précédentes les difficultés rencontrées pro-
viennent du fait que le développement de la fonction génératrice de la
base A trois dimensions de I'oscillateur harmonique s'effecrue sur la
base sphérique et fait intervenir des polyndmes qui sont fonction des
parametres introduits pour construire la fonction génératrice. It
nous semble essentiel que le choix de la fonction génératrice de la
base sphérique soit modifié atin que son développement fasse inter-
venir non pas des polyndmes mais des mondmes dont la puissance
soit fonction des nombres quantiques de la base sphérique. La con-

struction de li tonction génératrice des coetticients de Talmi et de Lo



fonction génératrice des coefficients de Talmi et Moshinsky se fera
alors par le mame procédé que celui a2 Kumar, Mais 1'intér2t de

notre approche se révilera dans le caicul des coefficients de Talmi

et des coefficients de Talmi et Moshinsky qui se trouvera simplifié,
d'une part, par le fait qu'il suffira de connaltre la puissance des para-
metres et, d'autre part, par le fait que nous pourrons utiliser les
résultats de Schwinger (1965) et de Bargmann (1962) sur le groupe

des rotations,

Dans notre travail la fonction génératrice de la base sphérique
sera déduite de la fonction génératrice des polyndmes de Laguerre et
de la fonction génératrice des harmoniques sphériques. Nous utilise-
rons alors ia fonction génératrice des symboles 3-jm obtenue par
Schwinger (1965) pour construire la fonction génératrice de la repré-
sentation couplée. Ceci nous permettra d'obtenir une expression nou-
velle des coeificients de Talmi et Moshinsky oil n'apparaissent que des
symboles 3-jm alors que I'expression récemment proposée par Dobe¥
{1977) fait intervenir une combinaison compliquée de symboles 6-]
et 9-j. A partir de notre expression nous retrouverons le résultat
particulier obtenu par Efros (1973) A 1'aide d'une méthode différente.

Dans cette étude nous consacrons les préliminaires A {a défini-
tion des coefficients de Talmi et des coeificients de Talmi et Moshin-
sky. Dans la premikre partie nous construisons la fonction généra-
trice de la base sphérique de l'oscillateur harmonique, La seconde
partie est consacrée 2 la construction de la fonction génératrice de la
base de la représentation couplée. La troisiéme partie présente la
fonction génératrice des coefficients de Talmi et la méthode de calcul
de ces coeificients, L.a méthode pour obtenir les coefficiernts de Talmi
et Moshinsky est décrite dans la quatriéme partie ol nous comparons
aussi nos résultats 2 ceux de Efros. Dans la cinqui®me partie nous
donnons I'expression générale des coefficients de Talmi et Moshinsky,
Enfin la derniére partie est consacrée 4 une relation entre ces

coelficients.



2 Préliminaires

La base sphérique de ['oscillateur harmonique se définit dans la

représentation rr'} par :

1
2 (L t+=)
mem@s =N G e (-39 L 2 @Y Yom® (2-1)
ofi T = (=% vy, z) L(:: ++)( ;’2) est un polyndme de Laguerre [ voir

Messiah (1965) J, q(' m (¥) est une harmonique sphérique et

1/2
N =[er—%-r(n+l)]
nt T T3

3
1‘(n+L+2)

La fonction d'onde couplée de deux particules s'écrit dans la représentation

-2

- R
T rztlsous la forme :

L —>
g Fp >

Int,m, (F))>, (2.2)

Iy L () > = 7' <t e I3y !
|!1l4-[(x-1)nz PRCAERN i~ 1 2™ My A K sin

ol < Ll LZ m, m, JA u> désigne un coefficient de Clebsh et Gordan.

Pour simplifier nous utiliserons les abréviations :
|n(?)>=lnbm(?)>,

—_ - - -

. > = 4 .

[nl(rl)nz(rz),xu fnl 1(r])nzl,z(rz),)\u>,

—_ - -y —)
| >z >
fnp(ry) ny{r)>=In (r)) > Ia, (F,) >

— — . ) . .
Les coordonnées r, et r_ des deux particules sont liées & la coordonnée

1 2
relative -l?l et A la coordonnée du centre de masse .E_{>2 par une transforma-
tion orthogonale que nous écrivons sous la forme générrle [ voir
Smirnov (1962) 1 :

- - . -2 —3 . = >
T =cos:4>Rl + sin R2 , T, = sin? R.] - cosy R, ° (2.3)

La conservation de l'énergie et de la parité conduit aux régles de sélection

suivantes :

2(n1+n2) + 4-] +€2 = 2(N

4o+t L+ L
2
(-n'! = (-1 ! 2

]+N2)+Ll + L‘z'



Dans la dase de la représentation couplée de deux particufes le passa-
= I
ge de la représentation {r; ’ ?} 4 la représentation {Rl . RZ} se
fait & l'aide des coefficients de Talmi et Moshmsky qui s'écrivent
<n1(r1)n2(r2):xulN](Rl) (R),.\u>.Lescoem-
. : - -
cients de Talmi <n‘(rl)nz(rz)|N(R)N(-1) sont

liés aux coefficients de Talmi et Moshinsky par la transformation :

— -\ - —
<nl(r]) n, rZIINl (Rl) NZ(R2)>

=Z <iult b, m m,> <iu|L L, M M,>

A
- - - —_—
<n (7)), (7)) s M N (RY) Ny (R, ) ihu >
(2.4)
3 Fonction génératrice de la base sphérique de l'oscillateur
harmonique

En partant de la fonction génératrice des polyndmes de Laguerre
(Schwinger 1965) et de la fonction génératrice des harmoniques sphé-
riques (Schwinger 1965) nous pouvons construire une fonction généra-
trice de la base sphérique de l'oscillateur harmonique. La fonction

génératrice des harmoniques sphériques est donnée par :

+ + 4 - - st
(L)I/ZEL .L m ij i (b>, ;) o)
24 + 1 L +m)L - m) Lm &yl
— i 22
od b est un vecteur de longueur nulle (c'est-3-dire b“ = 0 ) dont

les composantes sont :

2 2
bx=-§+n:
2 2
by='1(§+n)‘
b, = 23 n.
z

En adoptant les notations de Bargmann (1962), nous poserons :

Lim ¢ -m

3(5) =, (3.2)
\'(¢+m),‘(b-m),l

Ty




I

o o
oi I = (z,mMn) et éLm( I ) représente une base dans l'espace de

Bargmann avec la mesure
-5 + m)
" 2
=x + iy ,

n=x'"+1iy',

d> = dxdy,
dn = dx'dy'
La fonction génératrice des polyndmes de Laguerre est donnée par

(Schwinger 1965) :

L’[]r) (-;Z

n

)(r+ 1 )‘

)=exp(;-)/(l (3.3)

s[4 e

=0

R s s -0 .
La fonction génératrice de la base sphérique G (z, 2 , r ) s'obtient

en multipliant (2.1) par , 47 .1/2 2" o
) ¢ (%),

N >
20 + 1 NnL {m

effectuant la sommation par rapport 2 n, £ , m et enfin en utilisant

puis en

les expressions (3.1) et (3. 3). Ceci conduit 2 :

n
Gz . 0=Y G022 & () n(P) >
nim nt
(
- (?1 3/4 Z[Z nL -)2)‘|
t " n
Tt 1/2 :":Z
4 2
[:Z (3557t (2)%,.]
—x?zz —2
1 -z - =1 LI
__1_)/4Ze (b.x) 72
" + Z“L.l
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3 r 1+2 b.r
1'4" "'z'(l-z)+z(l-z)
-y = : (3.4)
(1_2)3/2

L faut noter que l'utilisation de notre fonction génératrice
Q H 2 2 n e ” -
G (2, 5, r) et de la fonction génératrice utilisée par Kumar (1966), i
savoir @

- -2
GED = ) e (-7 > .

2-Q' 2%, T -T)

=z anr-(.Tl.'-)—’: Eh ry(.m (:>) ln(;5)>’ (3.5)
nf&m

simplifie grandement le calcul des éléments de passage de la repré-
sentation cartésienne isotrope ou anisotrope 2 la représentation
sphérique. Mais nous ne développerons pas ce point ici [ voir Hage

Hassan (1979) ].

4 Fonction génératrice de la base de la représentation coupliée

Pour calculer les coefficients de Talmi et Moshinsky il suffit de
construire la fonction génératrice de la base de la représentation cou-
plée. Nous la déduisons de la fonction génératrice de la base sphérique
G {2z §° , r) et de la fonction génératrice § (5, N,T) des symboles

3-jm introduite par Schwinger (1965), a savoir :

.21 =2 3 jl ‘jZ j3
FYERIE I D ST T o X R o N e (1)
I i T e T b BT
YT
sexp (1, 1502%1 + 1%y o reheh), (4.1
ou |
1 =
=0z, M)
et
T = = 2 - T
Lol =57y - 0ty



Nous exprimons Les harmoniques sphériques en partant de la relation
(3.1) et en utilisant les propriétés de I'espace de Bargmann. Nous
obtenons ainsi :

1

_— > L
f-— 24412 (6.7

4 8) =) T du (3) =7Lm(?). (4. 2)

En remplagant dans (2. 2) les coefficients de Clebsch et Gordan par les

symboles 3-jm et les harmoniques sphériques par leur expression

R et e
In (r,) n (r,)i%4 ,m > = _
171 2\ 2

N N
3773 ﬂ,3/2 n]L] nziz 4m

- (4. 2), nous obtenons :

1 1 - 31 = 2
«'1‘”2).,2) & 2) 2 (b - 7 (b, . r))
(ry L )
n, 1 n, 2 Ll 5
1 t
2 Ll 2 ‘«2.
| .
du (2) au (3%, (4.3)
En multipliant (4, 3) par
L.
M - tatmy I
z; z, (-1) ; (_3) . ()
41 Z ) .
4
NnL NnL i=1 (ZLi+I) Lama LI{Z 3
* 11 272

et en effectuant la sommation surn_, ¢_, n_, , 4., m_ nous

<
o2 T2 2 3 3
obtenons la fonction génératrice de la représentation couplée que

-
nous noterons G (;)l , rz)



4
n, n, 1 '.z+m3
- = 21 %2 -0
T =nz;. NN, 3
1 11 "2z Vit
n,
22

b, ) s M |n, () ny () 4, m, >
L3m3 lezbs 11 22 373

- L4 4y — 3 —
12 3 =
=f[l.%;. (mlm m ) QL A iﬂ= §l.rn (s’)]

rnlm3m 23 123 1 il

17273

2 1 2
. Gz, g, r) Ju(E) du(39). (4.4)

Dans (4. 4) nous pouvons remplacer la quantité entre crochets par
I'expression (4. 1) puisque le développernent des fonctions génératrices
G (zi , Ei, ri) s'effectue sur des valeurs entidres de Ll et LZ et que

de ce fait la valeur de ['intégrale (4.4} ne sera pas modifiée. Nous

obtenons ainsi ¢
—_ = {7 2 =1 =1 =2
GF,T)=f4E 1) M Gz, 5 r.} du (57) av (7). (4.5)

Notons que ce procédé peut facilement &tre généralisé pour obtenir
1a fonction génératrice de la représentation couplée de plusieurs

particules { voir Hage Hassan (1979) 1.

5 Coelficients de Talmi et coefficients de Talmi et Moshinsky

5.1 Coeflicients de Ta!mi
En utilisant la fonction génératrice de la base sphérique ;3. 41)

nous pouvons obtenir la fonction génératrice G (s, §. 3, T} des
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coefficients de Talmi., Pour cela nous remplagons dans I'expression
- —

(2.4) ln] (rl)> . In2 (?;) >, IN1 (Rl) > et IN2 (F—L—;) > re:pectivement

par leur fonction génératrice G (sl, gt rl). G (sz, 52. rz) ,

1 2,2
et =1 .
G(Sl. s, Rl) et G(SZ. 3 Rz). Nous avons :

1

J et

nP-s)(1-5) (1-5)(1-5)

o555 off [a s 2 o5, 3 Ry & E ]

22 145 B T s,
exp |- Dy gl L T2 2 T2 2
i ) Tos) T2t-s) T2 T-s, AT-sy)

-2 _ [ " 4 - — —_— =)
__Ih(1+sl)+Al'Rl _12(‘+52)+‘3'R2]d3—>d3—>
2 T8 TH(-5) 2185, HI-F) Ry d'R,.
>

(5.1)
= =) brd : N
ol a], az, Al et A, sont des vecteurs de longueur nulle construits a
£

partir des couples ( =:l R Tll) et (§'l, T]'i) avec i = 1, 2

Aprés avoir effectué l'intégration de {'expression (5. 1), nous
obtenons :

5 = B - 2
Gls 5, 5, T7)= exp [m—}]/ e (s, 9] 7, (5.2)
8P (s, 3 t

avec

- 2 - - 2 = - R
P(s,S) =1 - sin ,p(slSZ + 5251)-cos -0(5252+slsl)+ 55,5, S,
et

Q(s,-S-,';.;:')=_a°‘.§’2 (gz-gl) sinp cos® +Z>1 . K:(l - 5252) cos P

+‘;).i;>sin3(]-s§)+;) —:A-,(I-gs)sin‘&
1 2 271 2" 1 21

- = - -~ =

-, Ajcosy (1 - slSl) +A1 . AZ(SZ - sl) sin 2 cosz,
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I d22 T 002 o T 1732
A 1 RV A TETL LR A W FENL LS
- P _ L2 02 o = 2732 T T 715242
aZ.A1-2(> 3 aZ.AZ-z(: ER 1-ApE-2ls et

La fonction génératrice des coefficients de Talmi (5. 2) présente un
grand intér2t pour le calcul des coeflicients de Talmi et Moshinsky
que nous exposerons dans le prochain paragraphe. Le calcul des

coefficients de Talmi peut @tre déduit de la relation (2.4) dans laquelle

il suffit de reporter l'expression des coefficients de Talmi et Moshinsky.

Mais ici nous allons exposer une autre maniére d'obtenir les coeffi-

cients de Talmi en partant de leur fonction génératrice (5.2). Pour
. — = = -3

cela nous remplagons dans ['expression (5. 2} a’l, ay Alet AZ

- L

: - = = < S
respectivernent paraal, :laz. aAl et a 2 a étant un parameire,

puis nous restreignons le développement de G (s, S, 3, ;‘ ) aux

coefficients de Talmi tels que Lt '—2 + L+ L2 =g, 0 étant un nom-

1
bre entier. Ce développement de G (s, S, §, £'} s'écrit :

Q (5- S I, ')
531 3
a+ (5~3)

a1 22 [P (s.3)]

avec
- n) n, NN, . 2
Q0537 = 2 ¢, 4, LiL, | ¢, GE)e _ (D)
1 72 2 4 m L.m
nn |m m_ M M 11 272
ji Vil i B B
1%2
m, 1m,
¥
n N N
1 a1z 2 .
§ () % () s, "5, “5 " 5,7 (5.4)
LM, L,M, 1 1 22
et
1 (n!, n!) n' n', N' N!
11 "2 L S : -
=2 Pov, noy (30815, s,' s, °. (5. 5)
-~ "'n! :
p(s, 37T 172 2
1 1
NN
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Pour calculer les coefficients de Talmi il suffit de reporter les

expressions (5.4) et (5.5) dans i'expression (5. 3). Il est donc nécés-

saire de connaftre les .oefificients r:l 22 El EZ.‘ du développemment

l_m' mzzm‘ M2
ft 1 12

(5. 4) et tes polyndmes P, ! (@) . Nous déterminons les polyndmes
P (N}, N3
A M-

en développant __..__l__-_g- ce qui nous donne :
C =

[P (s, S}
(n*, nl) - ) 2(N! -n')
1’z m {g’- m)! ; ¥ . 1771
P G DO e 1(sin @}
(N‘l. NZ) — m ! o -1
* vy i
( Z(nl+N2) im . (tans)‘}‘
cosyp) s
{UN -nt +i + ~ i)t - i)
1 |.(Nl nl+1)!(Nz m l)(n‘ m -i);
(5. 6)
ol
3 r (r+q -m-1)!
Y et 1 e N [} = — PRI AL SR ¥ A
o nll-nz Nl+N2,r o+ .[a‘_m] oG -m
» Ry Ny N,
Les coefficients (.l LZ Ll L se calcuient, soit en dévelcppant le
rnl m2 MI MZ_,

premiar membre de I'expression (5. 4) et en établissant enstiic 1a
comparaison avec le second membre de cette m&me expression, soit
en utilisant des forrmules d= ricurrence. Les formules de récurrence
s'obtiennent 2n multipliant l'expression (5. 4) par %CI, . puis en
effectuant fa sommation par rapport & ¢, et en utilisant la dérivation

ST B Py TR

par rapport a2 chaque parametre, A savoir E! STy Ty v

?,ﬁ;.s,S,g,%.Ainsi:

2 - A |

tQ(s 5

3 ta(s 8 z.7Y
= e

3 (5.7)

st Qs 53T ) e
1

uh

1

\'l_l\

tQ(s.g.? }

Dans (5. 7) nous remplagons e

par son développement
déduit de l'expression (5.4} puis nous comparons les de'ix membres
de L'expression {5.7) ainsi obtenue ce qui nous donne la tormule de

récurrence
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npoomp NN,
<
&% oo
b} 2 ) 2
nz Nl -1 Nz "
t, -1 Ll LZ_ J(Ll+ml-l)(cz-mz)(&z-mz-l) sin® cos P
m, +1 M, Mz.l
n NI -1 Nz
I N N .
2 1 !.I Lz J(l.[ m.) (l.z + mz) (Lz mz) sin P con
™2 MM,
n2 N; Nz -1
Lz- 1 Ll !.‘2 (l.li-ml -1) (Lz-mz)(f-l-mz- 1) sing cosg
mz+ 1 Ml MZ
nz Nl Nz -1
Lz =1L L, V(l.l - ml) (Lz + '"2) (Lz - mz) sing cos?
m, MM
n2 NI Nz
Lz !.l -1 "‘z J;l.’+ml -!)(l.‘|+hl])(!.|+MI - t)cosyp
mz Ml -1 Mz
"2 N O
- [ -
LZ Ll 1 Lz J»l ml) (Ll + M‘) (!.l Ml) cong
m, Ml M

nz-l NI Nz-l
¢ Ll-l L JJ(Llf-ml-l)(Lli-Ml)(L'fMl-l) cos D

1
2
Lz .’ J(Ll - ml) (l..l + Ml) (l..l - Ml) cosp

2
n N N,
- t . .
4,2 !..l Lz 1 J( l+|-|-.])(|..l+}.1l)(L.l|»Ml 1} sing
m, Ml Mz-l
"N N,
L, L, L,- t \’“‘1 - rnl)(Lz + Mz) (l..z - Mz) sin g
m, M, M,
- -1
n, 1 N‘ NZ
L L, - - - in s
L, R 2! J(l.I +m, l)(L?_th] (L, +M, - 1) sinz
M_ -
m, Ml 4 1
ny-1 N -1 N,
I3 LI LZ-l J('.I -ml)([_,IG.\‘l:)(L.Z-MZ] sin
m M M

2 1 2
(5.8)
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tQ (s S 3, T

En effectuant la dérivation de e par repport a chacun

des paramtres considérés ﬂl. §2. 'ﬂz ,» ... housobtenons
des expressions analogues 2 l'expression (5.7) . Et en utilisant le
procédé développé précédemment nous déduirons de ces expressions

toutes les autres farmules de récurrence.

5.2 Coefficients de Talmi et Moshinsky

La fonction génératrice GTM des coefficients de Talmi et
Moshinsky est le recouvrement de la fonction génératrice de la repré-
sentation c--uplée dans la représentation (E: , ‘E-{.J;) et dans la repré-
sentation (¥ » ?;) [ voir (4.5) 1. Ainsi & L'aide de (4. 5) et de (4.4)

nous pouvons écrire l'expression de GTM sous la forme intégrale @

2

e e mmf G, st r) alsp 3 RY) 6 4R

EauE) aueh, (5.9)

I =t
G —ch (F» 7, G(R . K,)dR| oK

ou sous {a forme Géveloppée en fonction des coefficients de Talmi

et Moshinsky : n. ‘1\7
2 1 1
(4m) 2 01 Si -3 =3
Gong = ;B¢ Y2 5T e (B (M) (T
™ n Lt 2hi+1 i=1 Nn.{,. NN.L. A K %‘u ble)‘ %"ILZ)“
1 12 47 ii
NINZLILZ
A u
1

<Nl(i)l) NZ(?Z);)‘ulnl(?:) nz(;;);k.4.>. (5. 10)

avec
=2 = 24
[Li]—a.Li+let [Li] 2¢ 4+ 1,

2 =i i = =
witd S Tt &
La quantité ﬁ T, (G (si. , ri) G (Si’ T, Ri) ) de dR2 représente
La fonction génératrice des coefficients de Talmi et nous la rempla-

qons par son expression (5. 2).
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L'intégration de (5.9) est difficile et nous résoudrons ce probléme
en développant tout d'abord G (s, S 2 I7) et en effectuant ensuite

I'intégration. Le dévelcppement de G (s, S, £, -’_'_;) s'écrit

—_ m .
O 1 el

ijktmn 2°7 @jikrermin! [P, §)1°

(sin ‘P)i+k+l'+n (cos:p)i+j+m+n, (5.11)
ol — —_—
M_[_l 221@1_ 1 ZJ(_l_ Z)Zk(>2 12 (,_.Z;,Z)Zm[g,lg.ZJZn.
(5.12)

f2i= &, -5 11 -Sps ) (1-0 5 (1 - slﬁz)‘(l-slé‘l)m (s, - 5,)"
(5. 13)

g = i+j+k+L+m+n.

La détermination des coefficients de Talmi et Moshinsky exige que les
indices de sommation dar s I'expression (5. 11) soient les mames que

ceux qui interviennent dans I'expression (5. 10). Compte-tenu du fait
12 T2

que les modules £, 817, §” et £'” ont respectivement pour exposants
2 Ll, ZLZ. 2 L1 et 2 LZ' nous remplagons dans l'expression (5. 11}
la sommation sur i, j, k, 4, m, n par une sommation sur Ll’ LZ’ Ll'
Lz, i , Jjtelle que :
itj+k=4, j+t+tn=L_, k=4 -i-j,
1 1 1 I -3

i+(,+m=l.2, k+m+n=LZ, { = ‘+_lz—___i_j'

=0+ = - -
m +j, (L Ll + Lz Ll) R
t
© 20
J1=€1+LZ+)\, JZ=L1+LZ+)" nE———+i, (5. 14)
Dans l'expression (5.9) nous remplagons G (s, S, £, E—) par l'expres-

sion ainsi obtenue. Nous utilisons de plus :



- 16 -

SRR i Y F ) auey)

. Y.
Y1t “t2tst iy by

Ainsi nous pouvons effectuer l'intégration dans I'expression (5.9).

En tenant compte de fa relation ci-dessous [voir Racah (1942} ] :

Z('l)s (t-s)! __(t-x)t{t-2)!
s

s!(x~-s8)!(z-3s)! x'z!'(tex-2z)!

et de l'expression des coefficients de (lebschet Gordan [voir Edmonds

(1957) ] nous obtenons : 5
2
CRINNCHERIRNC AR R .

G

™ 25 .
R \I(JZ-ZLl):(JZ.ZLZ):(JI-zi,l):(Jl-sz)_zx+1

Ay

D D{CEV i
)

NIRRT t

(Jl-zn 1)!(J1-Z\-2i)! iltj'k!L!m!n!

. itk+4+ it+j+m+
nJ]l :“Z J3) — (sin »)" T eosz)tTITMTR
[P(s,85)] "2
2y T\ M HU —\A +u
6y %, 'y Ny)
{(»+tu) (v+a)!
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avec
J. -7J I -3
j=—1 2 ; N ) o
3=z 3 +Ll-1, _|2~»——2——+LZ-1, 13_)\_
(5.17)
m1=Jl-ZJ- mz=2m-jz, m3=-{'2+l'l'
{2}
Nous prenons pour développement de = 'expression
i (B(s, SII3*°
sulvante !
. N "N n n
f2} 3 i 1 2 M "
o 3 'Z N, ¥, nn)) 5,78 " s 5,7, (518)
{P(s,S)1 7

Nous reportons l'expression de ce développement dar.s (5. 16) et nous
comparons le résultat obtenu 2 ['expression (5. 10) ce qui nous permet
d'obtenir I'expression formelle des coefficients de Talmi et Moshinsky :
J
N (BN bt [, (B (25 A > 3 L
1(RPINGRE) Mt [y () ()5 hu

(4")2 zZo

VLTI TL I TL,T (3 - 20) (3, 20) 13, + 1) 1 (4, + 1)

2 m
Ny Ny )3 (1)
id i

VZi) 2k 1 (24) (2m) ! (jljz j3)
VO -2+ 015 -2 -28) 1itj k Timiat \mm,m,

‘s Lo+t -2j L,-t +2(i+}))
chd (singd ' ' (cosq) 2!
(Nl NZ' n, nz) .

(5. 19)
Ici i et j sont restreints par les Limitations habituelles du moment
angulaire et par les factorielles apparaissant au dénominateur., Pour
calculer les coefficients de Talmi et Moshinsky & partir de I'expres-

i
sion formelle (5, 19) il faut connaftre les coefficients C, J .
(NN, n nz)
172" 1
Le calcul de ces coefficients intermédiaires peut se faire de plusieurs

maniéres. icinous en exposerons une qui nous paraft particulizrement
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intéressante,

Nous remarqguons qu'en pcsant

g g H =
S =-—1-, 5. =2 , 8, = - L s =-_§-,
Lo 2 ", 1 fl 2 T

1a quantité dans l'accolade {2} de I'¢xpression (5. 18) s'écrit :

itk+m _i+j+t —i+m+n = jtk+n (5. 20)
n s !
1 2 1 2

f2}= (- 1" [> g (_2"2)J =l:' ) (427'1) (S 2 m[_IZ,.l]n]

S, . (eu) (€ liz) désigne la base de la représentation couplée dans
t
I'espace de Bargmann [ voir Bargmann (1962) J, Iz quantité entre

crochets dans I'expression (5. 20}, que nous noterons [ 3, sécrit:

C ]-2 <fttl-1t't2tu'“. 1> (El,

1
tl tzll t >

tu t' i1’

Q:‘tz(n-l) t'ti(c'u')[’ 5 ),

avec

<t e tdyereteru ]l ]>f €':e 122
12t ":I:Z(:u)" gty (eu)

C 1, f lauEh aueh)l

Le calcul de I'intégrale dans l'expressizn ci-dessus peut &tre mend a

bien A I'aide de i'expression (5.15). Ceci conduit & :

To2t + T +1)j k'L Pm
<t tti ety T [ Z(-l) 3 A %

(Tl—i+l)!(Tl-2t-i)!

By dL
2 . . \ {71 72 73
Mrzr l[(T[ -2t ).(TZ- 2, ).(Tl - 2t).(’r2 - z:).(m i

1273/




avec
= + = t! ! ' s o=t o=
T Sttt b, T, vt el =ty st
L o+ L_.aA + -
b oL . 2 A D
1 2 ' 2 2 2 2 2 '
Ly-L,+4,-1
A= .
2
o ,_l'l-l '_Lz-l I_L1~L2 ’ o
J3‘tl JZ' lJl— , m! = , o m' =j' - j,
2 2

Ve, S+ oa g
m, = -, T=3 + 3+

Dans I'expression (5.21) nous développons & (z liz et
* :(tz (t )
) t

(z°) ¢
04y ¥,

2
‘t’ t(ty 8 €'7) sur les bases § (gz) et
12

Qt' U'1 (i'l) ﬁt' , (§‘Z) [ voir Bargmann (1962) 1. puis nous utilisons
1

I'expression (5. 5) et nous obtenons alors les coefficients

Czl\}' N., n.n.) Il sufiit alors de reporter l'expression de ces coeffi-
12 172

cients dans (5. 19) pour obtenir les coefficients de Talmi et Moshinsky

sous la forme finale :
- )2
= 7 . png -y, 2 ———
SN RPD N (R duln (B ()i hu>= I

\/[LIJ [+, [I..IJ[LZJ (3 - 242y, - 2N+ 1T, + 1)

L0 BV e e 3 g -2, - 2 vy

t

(-np™ L
(50"
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fenter:@yi@em: Gt imed !
V(Ji-2i+1):(Jl-zx-zi):(Tl-in):(TZ-zk-i)-.

i 2 8 izt
m] m2 m3 m'! m! m!

! 2 3

L+L]-2j LZ-LI+2(i+j)]
{sin @} (cos 9)
/tl tZ t t'l t'z t
(o) ()
[ug'; Ay My Mp M
uzu'z
(n‘l . n:z)
P(N', ' Ny) (@)
. (5.22)
N RN HCN N R CET O RN

avec

1=
4.l+|.1)+nl n,
LA v t =
z-M.LZ+NI n,

ut t oz
L1+'1+Nl N

1t
Lt [
Lz+ 2+N2 Nz.
= - +u = - Pl
B (U u )= - () )

5.3 Cas particulier traité par Efros

Pour comparer nos résultats 3 ceux obtenus par Efros dans le
cas particulier qu'il a traité, & savoir le calcul des coefficients de

Talmi et Moshinsky dans les [imites imposées par la condition
n En, s 0, nous devons déterminer les coefficients C‘INJIN;,' 00)

Pour cela il suffit de poser s, = Q dans l'expression (5. 18) .

s =
I
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Nous obtenons ainsi :
AN N N
cli . o=(-1) 2 N,
' 1 4
(NN, 00) N, IN !

ot [voir (5.17) et (5.14) ]
i=N +N, . n=0, j =L
Pour suivre la notation de Efros, nous remplagons j, k, 4, m par

R AR TICE

k =

&

'
t“
+

t),

L o= t),

&

N
~n

- Nl—- Nl_. N[-—
—_
1
t
r

avec
4t =4 - N
1
En utilisant :

r(n+—g')= ‘/"— (Zn::])!! ,
2

ol n est entier, nous obtenons l'expression suivante des coefficients
de Taimiet Moshinsky :

o " — -
<0 (7)) 04,(7)); Xulnlm’l) N,(R,) i >

N +N Lo+

NZ 2
=(-1) (tan o) {cos p)

2

- (21.41 + 2L2+N] + NZ)
L]][LZ] (I, - ZX)!(JI +1)f2

v v - te L. F Tl [
NI.NZ.(ZL] 112 2 l)!!-Z(N]tLl)+I_!EL2(N2+L.2)+l]..

T SN2k ey @m) b A
\

2 2t (325
- . L 23)
t jtki!it!im: )(tanv]

'
L'at ot
1 t

-~

)
2 2 7



- 22 -

en accord avec le résultat de Efros (1973). Remarquons que dans le

travail de Efros ces éiéments sont notés :

- - - —_
3 s Ay DY .
<0 LI (x-l 0 > (rZ) HEg! N2 (RZ) N, (Rl), uo>

[ Relations entre les coeificients de Talmi et Moshinsky
Nous allons établir des relations antre les coefficients de Talmi
et Moshinsky & 1'aide de ia fonction génératrice de ia base sphérique
(3. 5) utilisée précédemment par Kumar (1966) et Wong (1970}, Ces
relations sont particuliérement utiles pour vérifier les calculs
numériques qui conduisent aux coefficients de Talmi et Moshincky.
Nous multiplions 1'expression (2. 2) de la base de la représen-
. . 2ny +% 2n, + EZ
tation couplée par K (l.l, LZ' n, nz) 2, z,

ou

4
+ A
mpEnt Ty te,

N -
Nn]'-l nztz( 1) [(z-:,l+ D (22,+ 1)]—5_—-
Ky, by np n)e .
n] ! n2 . 4mn

puis nous utilisons l'intégrale de Gaunt de 3 harmoniques sphériques

[ voir Edmonds (1957) J. En faisant ta sommation par rapport 3 ny

Ll’ my, n, "2’ m, nous obtenons alors :
2n +4 2n, +4
17T 2T [o (), @) ins >
E K(L],LZ, By nZ) 2, 2, nl(rl)nz(rz),*-.l
A
it
272

3
_ 2L . r2 2, .= = = |~ .
_(."_)_/:/l%’l(a o) exp.-z -2,t22 . rt2z,.1, - Z(rl +r2) b

(6. 1)

sin &' 43’ du' ,
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- —> Iy
avec z, =z 1 et z_ = z_1

1 2 2
>y .
i=i(2 ,9 ). Nous reconduxsons les m@mes calculs pour la deuxieme

s -
ol i estun vecteur unjtaire du type

—) =

fonction d'onde ’N (R ) N (R Au?> ., A partir du résultat ainsi

23
obtenu et de l‘expresswn (6. 1) nous déduisons :

znl+*-l zn2+42
. L4 : .
e KLy Ly Ny No) K b ponyny) 2y 22
11 272
N Ly Ny
2N, + L 2N_+ L
1™ 27 "2 =3 = -, A
< N. H Y
z, z, N (R) Np(R) i [y (7]) m,(B) i . >
__L_ 8 9 o - = = —> 1 - —>
= 3fyw(,tp)}/¢m( @) explQ(r, r,, Ry R)] aR| dR,
™
(6.2)
avec
i = 2 2, 2 2 e - =3
Q(rl,rZ,Rl.Rz)--(zl+zz+ z} +zz)+2(zl.rl+z2 r +z R_‘+z2.92)
1 22 —52 2 o2
-2(r1+ r, + R, +R2) ,
o =27 = -i_>;" z'—° =zt
ZoHl o 2T 3, 1524 #pEeyin

=I(9‘ o ).

- — . o
En remplagant Y et r’z par leur expression (2, 3) en fonction de R et

1
I—(’Z , puis en effectuant I'intégration dans l'expression (6. 2),nous

obtenons une relation nouvelle entre les coefficients de Talmi et

Moshinsky, & savoir:

L ¢
LZL K(L» L, N, N) K{t ),
M2

J
1\.1L1N2L2

27y

< NI(E:) N, (E;) e Inl (;)l) n, (F;) ;
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2N2+L‘2

- 2ne (-1) (2n'+A)!
T(n'+ l)r(n‘+X+;)\/(2N]+L])!(2N2+LZ)!(2nl+¢1)!(2nz+42)

J

dng, Mo (290 (6.3)
avec Ll+L2-)\ L -1,
1. —_ = o - ——_—
n (Nl+NZ) 3 N M (Nl Nz) 3 :

L 3 L. +L

1" "2 _ 17 "2

M=-(a -n)-—3 , (N +N)+ 3

Enfin d(JM M')(th\. .t Vélément de la matrice de rotation Lvoir Edmonds
s

(1957)]. La sommation sur o 4.,n_, ¢, Nl' Ll. N,. L2 est limitée

| R
par
L = L
2n1+ 1% 2n2+ 2=V
ZNl+Ll=z, ZNZ+L2=t,
od

X, y, z, t gont des nombres entiers positifs,

7. Conclusion

Nous avons construit une nouvelle fonction génératrice de la base
sphérique de l'oscillateur harmonique A partir de la fonction généra-
trice des polyndmes de Laguerre et des harmoniques sphériques,
Elte présente un grand intér@t car non seulement elle permet le calcul
des éléments de passage de la buse sphérique A la base cartésienne
isotrope ou anisotrope de l'oscillateur harmonique mais surtout elle
offre un avantage que ne possede par la fonction génératrice utilisée
par Kumar {1966) et par Wong (1970). Elle permet en effet de faire
usage des résultats de Bargmann (1962) et de Schwinger (1965) sur le
groupe des rotations pour le calcul des coefficients de Talmi et des
coeflicients de Talmi et Moshinsky qui sont trés utiles en physique

nucléaire,

Dans !'expression que nous avons obtenue de ces coelficients ne
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figurent que les symboles 3-jm, De plus A partir de notre expression
générale des coefficients de Talmi et Moshinsky nous avons pu retrou-
ver le résultat particulier obtenu par Efros (1973).

Dans ce travail nous avons également obtenu une nouveile rela-
tion entre les coefficients de Talmi et Moshinsky qui se révele utile
pour effectuer la vérification des calculs pratiques de ces coefficients.

Pour finir, signalons que notre fonction génératrice de la base
sphérique pourrait &tre intéressante pour la détermination des éléments
de matrice de certains types de potentiel (potentiel Gaussien, par
exemple). Enfin, notons que notre approche pourrait aussi atre utilisée
dans d'autres domaines de la physique (physique atomique et molécu-
laire, par exemple) : il est possible en effet d'adopter une autre base
que la base sphérique de l'oscillateur harmonique et de construire

par notre procédé la fonction génératrice de cette nouvelle base.
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