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Abstract A new generating function for the harmonic oscillator spherical 

basis is constructed from the Laguerre polynomials and spherical 

harmonics generating functions. Recurrence relations of interest for 

calculating the Talmi coefficients are discussed. A new expression 

for the Talmi-Moshinsky coefficients is presented. New relations which 

are useful from a practical point of view, between Talmi-Moshinsky 

coefficients are established. 

Resume Une nouvelle fonction génératrice pour la base sphérique de 

l 'oscillateur harmonique est construite à part ir de la fonction géné-

atrice des polynômes de Laguerre et de la fonction génératrice 

des harmoniques sphériques. Des formules de récurrence conduisant 

au calcul des coefficients de Talmi sont exposées. Une nouvelle 

expression des coefficients de Talmi et Moshinsky est présentée. 

De nouvelles relations entr-e les coefficients de Talmi et Moshinsky 

utiles du point de vue pratique sont établies. 
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] Introduction 

La t ransformat ion d'une base de représenta t ion en fonction des 

coordonnées de deux pa r t i cu le s ( représenta t ion non couplée) en une 

base de représen ta t ion en fonction des coordonnées du cent re de m a s ­

se et des coordonnées re la t ives ( représen ta t ion couplée) se rencont re 

dans de nombreux p rob l èmes de physique nuc léa i re (voir par exemple 

Wong 1970). Une express ion simple des é léments de la m a t r i c e de 

t r ans fo rmat ion (coefficientsde Talmi et coefficients de Taimi et 

Mo shin sky) se p rê tan t à des ca lculs numér iques a i s é s p résen te 

donc un grand in té rê t . 

D i v e r s e s exp re s s ions des é léments de m a t r i c e de t ransformat ion , 

no tamment ce l l e s des coefficients de Ta lmi et Moshinsky, ont élé 

obtenues à. p a r t i r de p lu s i eu r s méthodes (Talmi 1952, Moshinsky 

1959, Barange r et Davies 1966, Kumar 1966, Wong 1970, Efros 

1973 et Dobes 1977). P a r m i ce s méthodes , cel le de la fonction géné­

r a t r i c e de la base sphérique de l ' o sc i l l a t eu r harmonique a été e m ­

ployée par Kumar (1966) et Wong (197C). Généra l i san t la fonction 

g é n é r a t r i c e de la base à une var iable , Kumar a const ru i t une fonction 

g é n é r a t r i c e de la base sphérique de l ' o sc i l l a t eu r harmonique et par 

des ca lcu ls s imples a obtenu une fonction g é n é r a t r i c e des coefficients 

de T a l m i . Mais il faut noter que l 'obtention de ces coefficients pa r 

l ' approche de Kumar e s t loin d ' ê t r e a i s é e . Dans son t r ava i l Wong a 

r encon t r é l e s m ê m e s difficultés pour ca lcu le r c e s coefficients dans 

la base de l ' o sc i l l a t eu r harmonique non c e n t r é . 

Dans l e s méthodes p récéden tes l e s difficultés r e n c o n t r é e s p r o ­

viennent du fait que le développement de la fonction géné ra t r i ce de la 

base à t ro i s d imens ions de l ' o sc i l l a t eu r harmonique s'effectue sur la 

base sphérique et fait in te rveni r des polynômes qui sont fonction des 

p a r a m è t r e s in t rodui ts pour cons t ru i r e la fonction g é n é r a t r i c e . Il 

nous semble e s sen t i e l que le choix de la fonction géné ra t r i ce de In 

base sphérique soit modifié aiin que son développement fasse in ter ­

venir non pas des polynômes m a i s des monômes dont la puissance 

soit fonction des n o m b r e s quantiques de la base sphér ique. La con­

struct ion de In fonction géné ra t r i ce des coel l ic ients de Taimi et do la 
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fonction g é n é r a t r i c e des coefficients de Ta lmi et Moshinsky se fera 

a l o r s par le m ê m e procédé que celui de Kumar . Mais l ' in té rê t de 

not re approche se r é v é l e r a dans le calcul des coefficients de Talmi 

e t des coefficients de Ta lmi et Moshinsky qui se t rouvera simplifié, 

d 'une par t , par le fait qu ' i l suffira de connaî t re la puissance des p a r a ­

m è t r e s et, d ' au t re par t , pa r le fait que nous pour rons u t i l i se r l e s 

r é s u l t a t s de Schwinger (1965) et de Bargmann (1962) sur le groupe 

des ro ta t ions . 

Dans not re travail la fonction g é n é r a t r i c e de la base sphérique 

s e r a déduite de la fonction géné ra t r i ce des polynômes de L a g u e r r e et 

de la fonction g é n é r a t r i c e des harmoniques sphér iques . Nous u t i l i s e ­

r o n s a l o r s la fonction géné ra t r i ce des symboles 3-jm obtenue p a r 

Schwinger (1965) pour cons t ru i r e la fonction géné ra t r i ce de la r e p r é ­

sentation couplée. Ceci nous p e r m e t t r a d 'obtenir une express ion nou­

velle des coefficients de Talmi et Moshinsky où n ' appa ra i s s en t que des 
y/ 

symboles 3-jm a l o r s que l ' express ion r é c e m m e n t p roposée par Dobes 

(1977) fait i n t e rven i r une combinaison compliquée de symboles 6-j 

et 9 - j . A pa r t i r de no t re express ion nous r e t r o u v e r o n s le r é su l t a t 

pa r t i cu l i e r obtenu pa r Efros (1973) à l 'a ide d'une méthode différente. 

Dans cet te étude nous consac rons l e s p r é l i m i n a i r e s à la défini­

tion des coefficients de Talmi et des coefficients de Talmi et Moshin­

sky. Dans la p r e m i e r e pa r t i e nous cons t ru i sons la fonction g é n é r a ­

t r i c e de la base sphér ique de l ' o sc i l l a t eu r harmonique . La seconde 

pa r t i e e s t c o n s a c r é e à la construct ion de la fonction g é n é r a t r i c e de la 

base de la r ep résen ta t ion couplée. La t r o i s i è m e pa r t i e p r é sen t e la 

fonction g é n é r a t r i c e des coefficients de Ta lmi et la méthode de calcul 

de ce s coefficients. La méthode pour obtenir l e s coefficients de Talmi 

et Moshinsky es t déc r i t e dans la qua t r ième pa r t i e où nous comparons 

a u s s i nos r é su l t a t s à ceux de E l r o s . Dans la c inquième pa r t i e nous 

donnons l ' exp res s ion généra le des coefficients de Talmi et Moshinsky, 

Enfin la d e r n i è r e pa r t i e es t consac rée à une relat ion ent re ce = 

coefficients. 
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P r é l i m i n a i r e s 

La base sphérique de l 'osc i l la teur harmonique se définit dans la 

rep résen ta t ion j r ï par ; 
1 

— ' 2 , 1 ? 2 (<•+-£•) , 
| n t m ( f ) > =N , ( - L ) T e X p ( - 4 ) L ( ? ) î / . „(ï*) . (2.1) 

où "r = (x, y, z), ».. ~ ( 7 ) es t un polynôme de Lague r r e C voir 

Mess iah (1965J J, %(t (r ) est une harmonique sphérique et 

r 4- -}n 

»«• L r <„ + *+-§•) J 

La fonction d'onde couplée de deux pa r t i cu le s s ' é c r i t dans la représen ta t ion 

|"r* . r*~ j sous la forme : 

l » , ' , ^ " ^ ^ 1 ^ " B £ m 2

< V z n Y n 2 , X ' 1 * ! " l V l < f ? > 

' " z ^ z ' * ? * ' S 2 " 2 ' 

où < t .1 _m m | \ u > désigne un coefficient de Clebsh et Gordan. 

Pour simplifier nous utiliserons les abréviations : 

|n ( ? ) > = | n t m ( ? ) > , 

, n i ( " l ' n 2 ( ? 2 } = X M > = l " l *1 ( " ? > n 2 4 2 ( r 2 ' ; X * > • 

! " l ( 7 > 1 ' n 2 ( 7 2 ) : > = ! " l ( T I > > | n 2 ( 7 2 ' > • 

Les coordonnées r . et r_ des deux p a r t i c u l e s sont l i ée s a la coordonnée 
—> . —> 

re la t ive R. et a. la coordonnée du c e n t r e de m a s s e R ? p a r une t r a n s f o r m a ­

tion orthogonale que nous écr ivons sous la forme généra le [ voir 

Smirnov (1962) ] : 
—> ~? • T? - * ~* —> v 
r = cos sP R + sin cp R , r = sm 9 R - cos y R . - (2 .3) 

La conserva t ion de l ' éne rg ie et de la pa r i t é conduit aux règ les de sélect ion 

suivantes : 

2 (n f + n 2 ) + i , + v 2 = 2 ( Nj + N 2 ) + L , + L £ , 

*1 + t 2 L | + L 2 
( - I) = ( - 1 ) . 



Dans la oase de la représen ta t ion couplée de deux par t i cu les le p a s s a ­

ge de la r ep résen ta t ion jr" , r i à ia représenta t ion ( R , R 1 se 

fait à l 'a ide des coefficients de Ta lmi et Moshinsky qui s ' écr ivent 

< n ( 7 ^ ) n 2 ( 7* ) ï \^ I Nj { R^ ) N 2 ( R*2 ) ; \ u > . Les coeffi­

c ien ts de Talmi < n{ < 7*j ) »»2 ( 7 * ) I Nj (~R* ) **2 ( A 2 ) > sont 

l i é s aux coefficients de Talmi et Moshinsky pa r la t ransformat ion : 

< n I ( 7* ) n 2 ( r 2 } | N t ( R* ) N 2 ( R* ) > 

= £ <\iiU^2m\mZ> < \u | h^ L 2 M^ M 2 > 
\ __ 

< n 2 ( 7*j ) n 2 { 7* ) ; \U i Nj ( R* ) N z ( ? 2 ) ; \ u >. 

(2.4) 

3 Fonction g é n é r a t r i c e de la base sphérique de l ' osc i l l a teur 

harmonique 

En par tan t de la fonction g é n é r a t r i c e des polynômes de L a g u e r r e 

(Schwinger 1965) et de la fonction g é n é r a t r i c e des harmoniques sphé-

r lques (Schwinger 1965) nous pouvons cons t ru i r e une fonction g é n é r a ­

t r i c e de la base sphérique de l ' osc i l l a teur harmonique . La fonction 

g é n é r a t r i c e des harmoniques sphér iques est donnée par : 

, 4, yyj **m n* - m - - * -^ 
1 24 + l ' L» 

t V(* + m ) ! ( t - m)! 

où b es t un vec teur de longueur nulle ( c ' e s t - à - d i r e b 

l e s composantes sont : 

b = - ç 2

 + n 2 , 
X 

b = - H%2 + i 2 ) , 
y 

b = z ; -n. 
z 

En adoptant l e s nota t ions de Bargmann (J962), nous pose rons 

0 . '* + m 4 _ m 

* ft ) - - j = " , • < 3 - 2 ) 

- m

 X ( ' - + m ) / (4 - m ) ! 



où % 3 ( ; i ^ ) et i ( = ) r ep ré sen t e une base dans l ' e space de 

Bargmann avec la m e s u r e 

dji ( 5° > = d % d ri , 
TT 

OÙ 

5 = x + i y , 

n. = x ' + i y' , 

avec 

d S = dx dy , 

d H = dx 1 dy* . 

La fonction g é n é r a t r i c e des polynômes de L a g u e r r e es t donnée par 

(Schwinger 1965) : 

^ z L^ { r ) = exp ( - _ - - ) / ( 1 - z ) v ' . (3. 3) 

n = 0 

La fonction géné ra t r i ce de la base sphérique G (z, % , r ) s 'obtient 

en mult ipl iant (2. l ) par , 4 TT . l / 2 Z , , -° , 
iTTTT) N " * t m u *' p u , s e n 

n i 
effectuant la sommation pa r rappor t à n, t , m et enfin en ut i l isant 
l e s exp re s s ions (3. 1) et (3. 3). Ceci conduit à : 

n i m N . 
nv 

E./ iT7i ' / 2 } , m (=°)^m^] 

- > 2 

r z _^>2 1 . z ->_•>'- _ -L_ 

= r l ) 3 / 4 F e — ( b - ') . 2 

' (1 - z ) + 2 Z " 



2. " r 2 / 1 + z . bV 

M - L ) 4 e 2 " Z 2 " - Z ) - 0 . 4 ) 
U - z ) 3 / 2 

Il faut noter que l'utilisation de notre fonction génératrice 

G (z. % , r) et de la fonction génératrice utilisée par Kumar (1966), à 

savoir : 3 
-o> ->. , 1 , 4 , -J>2 , —> -> " r 2 , 

G (a. r) = (—) exp ( - a + 2 a . i>* - — ) 

=V; N ±j£. l ' 2 n «V (?) | n ( ? ) > . (3.5) 
*-* rA ni o{,m ' 

simplifie grandement le calcul des éléments de passage de la repré­

sentation cartésienne isotrope ou anisotrope à la représentation 

spherique. Mais nous ne développerons pas ce point ici [voir Hage 

Hassan (1979) ] . 

4 Fonction génératrice de la base de la représentation couplée 

Pour calculer les coefficients de Talmi et Moshinsky il suffit de 

construire la fonction génératrice de la base de la représentation cou­

plée. Nous la déduisons de la fonction génératrice de la base spherique 

G { z» b i r) et de la fonction génératrice $ (% , T] , T ) des symboles 

3-jm introduite par Schwinger (1965), à savoir : 

, . 3 w

j i h h 

J 7 J 2 J 3

 J l I * m 2 J 3 m 3 m i m z m 3 J , J Z

J 3 

e x p ( - , : ? V ] + T , [ ç V ] + T [ j 1 , ; 2 ] ) , (4.1) 
1 - ' = J 2 - - - J 3 ' 

<V V 

l = ! " ] = h-'i - ' . - r 

J 



Nous exp r imons l e s harmoniques spher iques en par tant de la relat ion 

(3. ]) et en ut i l isant l e s p rop r i é t é s de l ' e space de Bargmann. Nous 

obtenons a ins i : 

ye») #& 4ir d u (?) - "i *-{t) • ( 4 - 2 » 
En remplaçant dans (2. 2) l e s coefficients de Clebechet Gordan par l e s 

symboles 3-jm et l e s harmoniques spher iques pa r leur express ion 

(4. 2), nous obtenons : 

V l V 2 

-*2 .-»2 

1 z 2 ' t j ! 2 2 t 2 : 

d u ( ?' ) d u ( 5 Z ) , (4.3) 

En mult ipl iant (4. 3) par 

n l n 2 V t 2 + m 3 
1 - ( - 1 ) ' Z 3 

' 2 Ym,(' 3> hit ( 
\ \ \ ^ 1 ( 2 t i + " V " 3 V ' " 2 3 

et en effectuant la sommation sur n , ^ , n , ^ , t , m nous 

obtenons la fonction g é n é r a t r i c e de la r ep résen ta t ion couplée que 

nous noterons G Çr, , r ) : 
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Off 

"2 4 2 

"1 
*1 

" 2 
Z 2 

"2 4 2 

N JL 
N / 

" ^ * S 

1 } I 2 3 

V a " 3 ' V z S " i n l ( ^ ) n 2 ^ , ; S m 3 > 

•/[£, ^*^Lw] 
1^ 3 

m l m 2 m 3 

2 1 2 
IT G ( z., ?.. r . ) -->u(5 ) d j ( 5 ) . (4.4) 

Dans (4.4} nous pouvons r e m p l a c e r la quanti té en t re c roche t s par 

l ' e x p r e s s i o n (4. I) puisque le développement des fonctions g é n é r a t r i c e s 

G (z. , ?.> r .) s 'effectue sur des va l eu r s e n t i è r e s de <. et t et que 

de ce fait la va leur de l ' in tégra le (4.4) ne s e r a pas modifiée. Nous 

obtenons ainsi : 

GfF'.r"*) =/î(5, H. T) . = i r i G ( z . , î\ r . ) du (?') dU (5 Z ) . (4.5) 

Notons que ce p rocédé peut facilement ê t r e géné ra l i s é pour obtenir 

la fonction g é n é r a t r i c e de la. r eprésen ta t ion couplée de p lu s i eu r s 

p a r t i c u l e s [ v o i r Hage Hassan (1979) 1. 

5 Coefficients de Talmî et coefficients de Talmi et Mosbinsky 

5. 1 Coefficients de Talmi 

En ut i l i sant la fonction géné ra t r i ce de la base sphér iqu t ;3.-î) 

nous pouvons obtenir la fonction géné ra t r i ce G (s, 5, 5, " '} des 
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coefficients de Talmi . Pour cela nous remplaçons dans l ' express ion 

(2.4) l n j ( r ^ ) > , | n 2 ( F p > , | N j (R^) > et | N 2 (R^) > respec t ivement 

pa r l eu r fonction géné ra t r i ce G (s , % , r ) , G (s_, % , r_) . 

i ( S , ; ' ' . R , ) e t G ( s

2 > 5 ' 2 . R 2 ) - Nous avons : 

G (s . S, 5 , ? ' ) ^ 1 , [ G (SJ . ?'• Ï J ) G (Sj. S ' \ R.) d 3 R . " ] 

-rr r ! H 
• " U 2 ( l - S j X l - s 2 ) ( l - S , ) ( l - s / 

-> 2 , , _> —> -»2; , . —> —•> 
r r l , 1 + S 1 , , a l - r l r z / + 52,. V r2 

e x p L"T ( ~ > + 2 ( r ^ ) - — ( T T T 2

) + 2 (1 - s 2 ) 

(5.1) 

où "a*, â~*. A et A^ sont des vec teu r s de longueur nulle cons t ru i t s à 

p a r t i r des couples ( * , "H ) et ( 5 ' , T.) avec i = 1, 2. 

A p r è s avoir effectué l ' in tégra t ion de l ' exp res s ion (5. l) , nous 

obtenons : 

G(s, S, g. » ' ) ' e*P I " ' " " ' " ' V | / |P(<>. S)| T , (5.2) r Q ( - " a 5 - ! : l / [ p ' - ^ 1 
L 8 P (s, S )J / L J 

avec 

P(s , S) = 1 - sin S>(*,S 2 + s ^ l - c o s : p < S 2 ^ 2 + s l ^ l ' + s l 8 2^1 ^2 ' 

Q(s, S,t. , ? ' ) = â : ' ] - â 2 ( S 2 - Sj) sirop cos ï> + â^ . Aj (1 - S ^ ) cos 3 

_ i = » — _> •=-> — 
+ a ( . A 2 sinD (1 - s S ) + a A (I - S s ) sin 3 

-a ~> — T? •=» 

- a . A cos ç (] - s S ) + A . A (s - s ) sir. r c o s - , 



2 C ? 1 ? 2 ) 2 , 1 1 ( = 5 ' ' a j • A

2 = 2 (* * ) • 

-> =» , „ 2 „ 1.2 
a 2 . Aj = Z (5 ; ' ) , •V^=2(?v>2. 3 ; . r 2 - z * w 
La fonction g é n é r a t r i c e des coefficients de Talmi (5. 2) p résen te un 

grand in té rê t pour le calcul des coefficients de Talmi et Moshinsky 

que nous expose rons dans le prochain p a r a g r a p h e . Le calcul des 

coefficients de Talmi peut ê t r e déduit de la relat ion (2.4) dans laquel le 

il suffit de r e p o r t e r l ' exp res s ion des coefficients de Talmi et Moshinsky. 

Mais ici nous al lons exposer une aut re m a n i è r e d 'obtenir les coeffi­

c ien t s de Talmi en par tan t de l eur fonction g é n é r a t r i c e (5. 2). Pour 
_ > —i —> —~> 

ce la nous r emplaçons dans l ' exp res s ion (5. 2) a . , a , A et A 

re spec t ivement pa r ci a , et a , <* A et et A . o étant un p a r a m è t r e , 

puis nous r e s t r e i g n o n s le développement de G (s, S, l, =t ' ) aux 

coefficients de Ta lmi t e l s que l + t + L + L = <j , o étant un nom­

b r e en t i e r . Ce développement de G (s, S, %, ?'} s ' éc r i t : 

C Q ( S . S %, r ) ] a 

J f cl ZJ [ P (s, S)] 
0+-J- ( 5 . 3 ) 

[Q(s,S,i,V)Y 
"1 "2 

N N ? - l L* *1 S L l L? 
m M, M, 

t ] 4 2 L ' 1 2 
2 1 ^J 

MJM^ 

t l m i A 2 m 2 

(r 2) " 2 _ N 1 - N 2 
, S, ' s / ( 5 . 4 ) 

£ 
; p ( s , s) , -+T » 

' (N", N-) U ) 5 1 

N ' , N 2 

(5. 5) 
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Pour ca lcu le r l e s coefficient? de Ta lmi il »ulfit de r e p o r t e r l e s 

e x p r e s s i o n s (5. 4) et (5. 5) dans l"expr*.s«ion (5. 3). Il e s t donc n é c é s -

i connattru l e s coefficients | , 1 2 . 1 2 du développement 
I l 2 . 1 2 

s a i r e de 

jm. m_ M. M- j 

(5.4) et l e s polynômes p. . { ep ) . Nous dé t e rminons l e s polynôme 

en développant 

(»', • <> 

c + i 
•#- ce qui nous donne : 

' 1 2 m 

[p (s, S)J 

m (g'- m) 
] ( s in B ) 

2(NL - n> ) 

COSrp) 

2(n' + N ' ) - 4 m (tan 5 ) ,4 » 

î i l î N ' j -n'j + i J i tN^-m- i )^ ' - m - i ) : 

(5.6) 

i) : • , . . . . , . „ , 3 r r -, i r + -j - m -
'' = n ' . f n 2 = N ; + N 2 ' r ^ + T - [

g - - m ] = ( r - l ) ; t e - - ; 

se calculent , soit en développant le Les coefficients 
n n N N 

m m M M^ 

p r e m i e r naembre de l ' exp re s s ion (5 .4) et en é tab l i ssan t ensui te ia 

compara i son avec ie second m e m b r e de ce t te m ê m e express ion , soit 

en ut i l i sant des fo rmules d~ r e c u r r e n c e . L e s fo rmules de r é c u r r e n c e 

s 'obtiennent on mul t ip l iant l ' exp res s ion (5.4) pa r —•, . puis en 
n -

effectuant la sommat ion pa r rappor t à y, e t en u t i l i sant la dér ivat ion 
pa r r appor t à chaque p a r a m è t r e , à savoir = . , *\ , % , T» , V , " ' , 

~~ ~" s., S*. ~ r z' S . Ainsi : 

a e t Q(S, a ?,?') = t ( ^ Q ( „^.r . ) ) . ' Q {s- *• '-' ?'>. (5.7) 
1 ' i 

t Q (s, S, 9, 
Dans (5. 7) nous r emplaçons e "* , ~' ""' " ' ' pa r son développement 

déduit de l ' exp re s s ion (5.4) puis nous comparons l e s de-ix m e m b r e s 

de l ' exp res s ion (5. 7) a ins i obtenue ce qui nous donne la lo rmuie de 

r é c u r r e n c e : 



r 
>FT^, p , il ?; M 

Lm, - 1 m 2 t 1 M, M 2 J 

p i "Z N l " ' N 2 l l — 

Lm, m. M «J ' 

v 2 . . . 2 , i - j - 2 

1) sin V coi <j 

r-i -i N i V i / • 
1 1 , - 1 * j - 1 L, L 2 I V ( t , + m, - I) ( t 2 - m 2 ) ( t 2 - n ^ - I) .in tp cota 
Lm, - I n>2+ 1 M, M2 J 

f . °2 N l N 2 - ' l , 
I *. " ' V S L2 V ( t ' " m ' , ( t 2 t m 2 1 ( t 2 " ' 
Lm, m 2 M, M 2 J 

r - i "2 N . N 2 l /— 
*l • ' *I L . - ' L2 V' 4 ' 

Lm, - I m 2 M, - 1 M 2 J 

r-. "2 N . N2 ] , 
I V *2 L l - ' 4 V ' C ' " m ' H L ' 
Lm, m 2 M, M 2 J 

r n , V N i N 2 - ' l r— 
• * • - ' *2 S " 1 L2 V' 4 ' ' 
Lm, - 1 m. M, - 1 M,J 

• m ) «in 9 co» V 

! + m, - 1) (L, * M,) (L, t M, - 1) co.(p 

1 

n, - 1 N, N, - I " 

M, M, 

2 " ' l / 
M 2 J 

f l "2 N> "2 ] , 
1 * 1 " ' *2 L l L 2 " ' J ( ' | H « | ) ( I . | t H | | ( L 1 U l | . | ] . i „ „ 
Lm, - 1 m 2 M | Mj - 1 J 

r". "2 N . N2 ] , 
U , - l l , L , L 2 " ' y (', - m 1 ) ( L 2 + M 2 ) ( L 2 - M2) . i n a 

Lm, m, M, M, J 1 • l 2 

rn. " 2 - 1 N - ! 

* i -
1 4 2 

L , L f 
Lm, - 1 m 2 

M ! M 

V N l " ' 
4 -

1 
4 2 S L 

Lm, m . M , 

N , 1 
) (L, * M,) IL - M ) 



En effectuant la dér ivat ion de e . . ». => ^&f rappor t à chacun 

d e s p a r a m è t r e s c o n s i d é r é s *[ , % , ïï , . . nous obtenons 

des e x p r e s s i o n s analogues à l ' express ion ( 5*7) . Et en ut i l isant le 

p rocédé développé p récédemment nous déduirons de ce s exp res s ions 

toutes l e s a u t r e s formules de r é c u r r e n c e . 

5. 2 Coefficients de Talmi et Moshinsky 

La fonction g é n é r a t r i c e G—», des coefficients de Talmi et 

Moshinsky e s t le r ecouvremen t de la fonction g é n é r a t r i c e de la r e p r é -

—> —o 

sentation c .up lée dans la représen ta t ion (R , R ) et dans la r e p r é ­

sentation (r , r ) C voi r (4. 5) ] . Ainsi à l 'a ide de (4. 5) et de ( 4 . 4 ) 

nous pouvons é c r i r e l ' exp re s s ion de G—., sous la forme in tégra le : 

G V U ° f ° { r l - r l G ( R , . ^ 2 ) « Î « 2 

=ft ( 5 . n . T ) * ( J , . T . f ' ) / " i f j (G (s . , %\ r i ) G ( » i , 5 ' i . R . ) ) d R * dR> 

. f j du (?') du ( ; ' ' ) . (5 .9) 

ou sous la forme céveloppée en fonction des coefficients de Ta lmi 

e t Moshinsky : - r ; 
* n. N. 

.2 , s. S. 

1 2 12 a i i 1 
N . N 2 L l U , 

f 2 ] [ L J < N 1 ( R 1 ) N 2 ( ^ ) ; X a i n 1 ^ ) n 2 ^ ) ; U > . (5. .0) 

avec 

[ L . ] = Z L. + I et U . ] = 2 ^ . + l 

La quanti té / . w (G (s . , 5 \ r.) G (S., ! | 1 , R.) ) d R* dR* r e p r é s e n t e 

la fonction g é n é r a t r i c e des coefficients de Talmi et nous la r e m p l a ­

çons pa r son express ion (5. 2). 



L'intégration de (5.9) est difficile et nous résoudrons ce problème 

en développant tout d'abord G (s, S, %, *') et en effectuant ensuite 

l'intégration. Le développement de G (s, S, 5, ?.') s'écrit : 

oc-StD-E -4g—JiL- fj , 
i j k i m n z" i j j lk î t îmln! [ P(e, S)]° T 

( s i n V + k + i + n ( C o S ; p ) i + J + m + n , ( 5 . 1 1 ) 

°ji f=i%hT e ' r y j (5'§~
2)2k « v > 2 t e 2 s ~ v m [ 7 i r ¥ B . 

( 5 . 1 2 ) 

|Z|= (S, - s / (1 - ? 2 s 2 ) j (1 - s 2 ? , ) k (1 - 5 , 1 / ( 1 - s ,? , ) " 1 (s, - s / 

(5.13) 

a = i + j + k + i + m + n . 

La détermination des coefficients de Talmi et Moshinsky exige que les 

indices de sommation dai s l'expression (5. 1 1) soient les mêmes que 

ceux qui interviennent dans l'expression (5. 10). Compte-tenu du fait 
. . -1 =,1 . 2 -,2 que les modules 5 , s 1 , 5 et V ont respectivement pour exposants 

2-t., 2ly, 2 L et 2 L-, nous remplaçons dans l'expression (5. 11) 

ia sommation sur i, j , k, *t, m, n par une sommation sur £ , t y L , 

L, , i , j telle que : 

i + j + k = t . j + t + n = L , fc=t - i - j , 

i + t + m = t - i k + m + n = L, , 4 = L, + —'— = - i - j , 
^ & 1 2 

m = A + j , A - I ^ . ^ + ^ . t , ) . 

" J - J 
Jj = -tj + t 2 + X , J 2 = L [ + L 2 + X , n = 2 ' + i . (5.14) 

Dans l'expression (5. 9) nous remplaçons G (s. S, §, ?') par l 'expres­

sion ainsi obtenue. Nous utilisons de plus : 
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fi (t n, T) M?', ri', T ' ) e

E ( t ) . | i < d u (?') du <;'')) 

"3 ^ ^ ~ 1 ^ ÏV4

 + T i T

2 V T i Y 5 - T i V 3 ) 3 
S S (5 15) 

^ = t 1 [ ?

,

?

2 ] + . 2 [ ? I ^ + t 3 ( ?

1 P ) + t 4 ( ? V ) + t 5 ( ? V ) t t b r r i P ] . 

où t . , t . , t , . t . , t . et t . sont des p a r a m è t r e s et 1 2 3 4 5 ° r 

Ainsi nous pouvons effectuer l ' in tégra t ion dans l ' express ion (5 .9 ) . 

En tenant compte de la re la t ion c i - d e s s o u s [voir Racah (1942) ] : 

V V l ) s (t - s ) ! _ (t - x) I (t - z) I 

s s : (x - s) ; (z - s) : x : z : (t - x - z ) : 

et de l ' exp re s s ion des coefficients deCtebsche t Gordan [voir Edmonds 

(1957) ] nous obtenons : 

G^W " JL* 

J 2 
(- i) ( J , + i) : ( J 2 + i) 

' T M 
V z h h 2 " * > / ( V 2 V ; ( J

2 - 2 L 2 ) ; < J i - 2 V ; < J i - 2 V : 2 X• 
X H 

m ^ 2 j ) ! ( 2 k ) : ( 2 4 ) ! ( 2 m ) ! 

îj* ^ ( ï j - 2 i + 1)! (J - 2 \ . - 2 i ) ! i ! j ! k : 4 ! m ! n ! 

l'Jl h h \ ' 2 ' r • , i + k + ! + n .i + j + m + n 
L l l „ 2 ' J ; r S l n « ) c o s : ) 
*m, m^ m „ / _ 3 " 2 " " 3 ' [ P ( s , S ) ] 0 + - 2 -

( X + u ) : ( X + u ) ! 

J l - 2 '-l . J 2 " 2 i 2 . J l " »• J 2 " 2 L , J 2 - 2 L 2 . , J 2 " " 
3 

(5. l o i 
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J l 2 + L l - 1 ' V 2 - + V l - J 3 " X -

itij = jj - 2 j . m 2 = 2 m - J 2 , m ^ - t ^ Y , 

Nous prenons pour développement de = — * l'expression 

suivante: [P ( s ,S ) j | + -

(5. 17) 

hi .V- „ij c

 N l Q

 N 2 . » , . n 2 

r - t 4 
[p(s. s)r ™ 

I ^ ' V ^ , ^ ) S . ' S2 " s , ' s

2 ' ' <5"18> 

Nous reportons l'expression de ce développement dans (5. 16) et nous 

comparons le résultat obtenu à l'expression (5. 10) ce qui nous permet 

d'obtenir l'expression formelle des coefficients de Talmi et Moshinsky 

< i y fy N2(R>2); X u [ n ] Cr\) „ , ( $ ; X u > = <' 0 2 g 

( 4 TT) 2 

V [ t , ] C Ĵ [ L,] [ L 2 ] (Jj - 2 \ ) ! ( J 2 - 2X) ! (J, + 1) ! (J 2 + 1) I 

^ , < N , t .
N , L ) L <-'> m 

» i 1 i l ] 

>/(2 j) I (2 k) ! [ZK)\ (2 m) 7 / j l j 2 j 3 \ 

^(Jj - 2i+ 1) ! (Jj - 2 \ -2i) : i ! j ! k ! i !m! n! \m m m / 

i j L 1 + t , - 2 j L 2 - t 1 + 2 ( i + j ) 

C ( N , N , , n , n , ) ( s l n ^ ( c O S ^ 

(5.19) 

Ici i et j sont restreints par les limitations habituelles du moment 

angulaire et par les factorielles apparaissant au dénominateur. Pour 

calculer les coefficients de Taimi et Moshinsky à partir de l'expres­

sion formelle (5. 19) il faut connaître les coefficients Cf,
J. „, v . 

( N | N 2 ' " l ^ 
Le calcul de ces coefficients intermédiaires peut se faire de plusieurs 

manières. Ici nous en exposerons une qui nous paraît particulièrement 
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i n t é r e s s a n t e . 

Nous r emarquons qu'en pesant 

, 5 l s 5 * ^ . ^ 

la quanti té dans l ' accolade \z\ de l ' express ion (5. 18) s ' é c r i t : 

U h ( - i ) ' U » J <»»')<»»' ) U» ) ( » » ' ) U »' 3 J j 
' ' w i + k + m , i + j + i - t + m + n - j + k + n v ' 

T) Tl ri- T. i * 

1 2 1 2 
1- 2 Si I , x (Ç 5 ) désigne la base de la représen ta t ion couplée dans 

l ' e space de Bargmann L voir Bargmann (1962) J, la. quantité en t re 

c r o c h e t s dans l ' exp res s ion (5. 20), que nous noterons u J, s ' éc r i t : 

[ ^ « ^ t ^ . u . l t J > ^ ( t ^ > ^ ( t , u l ) ( ^ > 
1 2 1 2 

t u t' V 

avec 

^ t u ^ t . f u ' i c ] > / » V 2 , t , » e , n * t , i t k ( t . l l . ) 

C J . f , [ d u ( ? i ) du (?• ' ) ] . 

Le calcul de l ' i n t ég ra l e dans l ' e x p r e s ç i c r c i - d e s s u s peut ê t r e men4 à 

bien à l 'a ide de l ' exp re s s ion (5. !5). Ceci conduit à : 

< t l t 2 t u ' , t \ t 2 t ' a ' ^ ] > 

T - 2t 3 | [ ^ + i)!(x,+ i ) : j : k ; t : m : 

t t 3 \ (Tj - i + 1 ) ! (Tj - 2 t - i) : 

l / n KT - 2 t )!(T - 2 t ' ) : ( T - 2 t ) ! ( T , - 2 t ) : ( J , Z . 3 , ) fa = 1 l a 2 a 1 t \nv m- m ' ' 

: ' ; z i . r * ' 1 - 2 

K , „ . * < = = ) « . , > . , . „ > ( ? ' ; " ) . ( 5 . 2 D 
' t l t 2 ( t u ) < ? ' J , 1 V ' 2

( t d , ( ' ' '' ) 



I 

19 

T . = t . + t 2 + t 3 ' T

2 " i + t k + t 3 ' V i * ' ' 

S + l 1 * , - A L , +A L , -A 
«; • - i - ^ . t-

« 2 " 2 " 2 ' ' I " 2 ' «2 = — • 

,_ Li-vv\ 
2 

ji = t , i 1 = —i ii - _ i _ i ! 2 

T - J', + J!, + J ' • J l J 2 J 3 

Dans l ' e x p r e s s i o n (5.21) nous développons i , , f * 1 ? 2 ) et 
t , t 2 M ' " ; 

# t ' , t' ( t u ) 1 ' " ? ' 2 ) S U r l e s b a s e s *t Q < ? l ) * t ' u U 2 > « 
' ^ 1 1 2 2 

*t ' u ' ^' ' *t' pi ' ? ' ' ^ V o i r B a r g m a n n (1962) ] ,pu i s nous u t i l i sons 

l ' exp re s s ion (5. 5) et nous obtenons a l o r s l e s coefficients 

C ( N N , n n ) ' Û s u f i i t a I ° r s de r e p o r t e r l ' exp res s ion de ces coeffi­

c ien ts dans (5. 19) pour obtenir l e s coefficients de Talmi et Moshinsky 

sous la forme finale : 

< N , (Rj) N 2 (R 2 ) ; X u ^ ^ . f l ; X u > =•• 
1 1 2 2 ( 4 n ) 2 ZZ" 

"1*1 n 2 * 2 N r T l N 2 L 2 

Ç < i t + » <- " T • 2 t V(T 1 + l ) ! ( ^ + l ) : . | ] ( T 1 - 2 t . ) ; ( T 2 - 2 t . ) 

[ £ < - ": m I 

. ' J i ! i ! 
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(2 j) ! | Z X | l ( Z t ) l ( i m ) l Cj ! k •• <• ; m ; ] ' ' 

( J j - 2 i + 1) ! ( J j - 2 X - 2 i ) ! ( T j - i + 1 ) ! (T - 2 I - i) 

(h j 2 j 3 \ / j i j 2 ' \ 

\ m l m 2 m

3 / \ m l m 2 " V 

,. , W 2 J , , L

2 - V 2 < i + J>] 
(smcp; (coscp) -l 

/ ' . ' 2 ' \ / ' i '2 l \ 

LL L i ' 
2 2 

P ( N j , N ' ) ""> 

' T? ,C (t. +4 . ) !{ t . - U.) ; (t: + K') ! ft' - U' ) ! ] 
1 = 1 1 l i i v i i * i i ' 

(5.22) 

V u i + B \ = n r 
V^2 + N i = <V 
L + UJ + NJ = N , 

L 2 + ^2 + N 2 = N 2 • 

n = - ("j + u 2 ) = - (u'j + u ^ ) . 

5. 3 Cas pa r t i cu l i e r t r a i t é p a r Ef ros 

Pour c o m p a r e r nos r é s u l t a t s à ceux obtenus par Efros dans le 

cas pa r t i cu l i e r qu ' i l a t ra i té , à savoir le calcul des coefficients de 

Talmi et Moshinsky dans l e s l imi t e s imposées par la condition 

n , = n , = 0, nous devons d é t e r m i n e r l e s coefficients C„. . „, . 
1 2 ' N I N 2 ' ' 

Pour cela il suffit de pose r s = s = 0 dans l ' express ion (5. 18) . 
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Nous obtenons ainsi : 

N , N, + N , 
c J = r - i i 2 ' 2 

( N j N 2 > 00) l ' N ! N ! ' 

où [ v o i r (5. 17) et (5. 14) ] 

i - N, + N 2 , n . û . j j = L , , j 2 = L 2 , j 3 - X . 

Pour suivre la notation de Efros, nous r emplaçons j , k, K, m par 

j ^ ( ^ + L , - t ) . 

k . - I - f f , - L, + t ) , 

m = T ( 4 2 + L a - ' > • 

4 ' l = *1 - N l - N 2 ' *2 = *2 " N , « V 
En ut i l i sant : 

r ( n + | ) a vV ( 2 n ; ' ) i ! , 

où n es t en t ie r , nous obtenons l ' exp res s ion suivante des coefficients 

de T a l m i e t Moshmsky : 

< 0 t ] ( " | ) 0 t 2 ( r ^ ) ; X U I N ^ R * ) N ^ ) ; ! . ^ 

= ( - 1 ) ' ' ( t a n en) ' Z ( c o S T ) ' 2 

£ ' - (2L + 2 L + N, +• N.) 
C L J Î C I ^ K J J - ZX.)!(J, + I). ' 2 ' 2 1 2 

V N 1 ! N 2 ! ( 2 t 1 - l ) : : ( 2 < . 2 . D J ^ Z t N j t L ^ + l î l i C z t ^ + L j J + l] : 



en accord avec le résul ta t de Efros (1973). Remarquons que dans le 

t rava i l de Efros ces é léments sont notés : 

<0 l j (r~j) 0 ^ (7*) ; *H | N 2 (R^) Nj (R*) ; X H > . 

6 Relat ions ent re l e s coefficients de Talmi et Moshinsky 

Nous a l lons é tabl i r des re la t ions ent re l e s coefficients de Talmi 

et Moshinsky à l 'a ide de la fonction géné ra t r i ce de la base sphé rique 

(3. 5) u t i l i sée p récédemment par Kumar (1966) et Wong (I970). Ces 

re la t ions sont pa r t i cu l i è r emen t ut i les pour vér i f ie r l e s ca lculs 

numér iques qui conduisent aux coefficients de Ta lmi et Moshinsky. 

Nous mult ipl ions l ' express ion (2. H) de la base de la r e p r é s e n -
, 2 n l + * 1 2 n 2 + ^2 

tation couplée par K (t , t , n , n ) z z 6 où 

n, + ixJ- * . + l 

K ( V t 2 . nr n ^ -
" " • " - A 1 - " n z ^ D t z t , + D1-A-"1 1 " 2 2 | l - 1 ' ' ' ' " 2 

4TT 

( S *2 * \ 
\o Û o / 

puis nous ut i l i sons l ' i n tégra le de Gaunt de 3 harmoniques spher iques 

[ v o i r Edmonds (1957) ] , En faisant la sommation par r appor t a n , 

4* , m , n , -t , m nous obtenons a l o r s : 

2n +-C 2n + -t . 

E ^ . ' V V V I *2 [n I ^ ) n z (^) ; >.a> 

,1 .2 /" /" , , , ,. r 2 2 , - > -> . , -» - i 1 .->? ->2, _ 

= WjfyJZ'» «*P - - », " V " l • rl + 2 Z 2 ' r 2 - l ( r l + r2> " 

sin 5' d=' d^' , (6. I) 
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avec z = z i e t z = z i où i e s t un vecteur uni ta i re d u t v P e 

—i —» 

i = i (9 i-p ) = Nous reconduisons l e s m ê m e s ca lculs pour la deuxième 

fonction d'onde | N (R ) N (R ) ; l u > . A pa r t i r du résu l ta t ainsi 

obtenu et de l ' exp res s ion (6. I) nous déduisons : 

2n + t 2 n , + t , 

£ , ^ ^ " r ^ V S - V ^ l *2 
n l V l "2*2 
N t L l ^ L 2 

2N. + L 2 N 7 + L 
z , z

2 < N 1 ( R 1 ) N 2 ( R p ; X n | n 1 ( ? j , ) n z ( ^ ) ; W > 

= -hJjj^lJ*'-* e x p c Q ( v ^ ^ ) ] d V * 2 ' 
( 6 . 2 ) 

Q(r , , r ^ R , . R 2 ) - - ( » , + z 2 + , J + zl, ) + 2(z , . r, + z2. r^z',. R] t , ^ ) 

1 r * 2 . - ï 2 , 7 ? 2 , 7v>2i 
- 2 ( r l + r 2 + R l + R 2 > • 

où 
z , = z , i , z 2 = z z i z- = z j j , z 2 = z 2 j , 

7"= i'( 9 • «P ) . J ^ T t 9' , cp' ). 

En remplaçan t r et r par l eu r express ion (2, 3) en fonction de R et 

R- i puis en effectuant l ' in tégrat ion dans l ' exp res s ion (6. 2).nous 

obtenons une relat ion nouvelle entre l e s coefficients de Talmi et 

Moshinsky, à savoir : 

E K ( L 1 , L 2 . N l , N 2 ) K ( * ] , < V n , , : 0 
n l 4 I n 2 * 2 
N . L 1 N 2 L 2 

< N (R*) N 2 fc*) : X^ i n , (r",) n (r"') ; W > 



t 

JL 2 N 2 + L 2 
i » Z ( - 1 ) ( 2 n1 + X ) ! 

T(n'+ 1) T(n'+X +^VUNj + Lj) ! (2N2 + L 2 ) ! (2 n i +t ] ) ! ( 2 n 2 + t 2 ) 

<&, M . , < « > - <6"3> 

L + L -X L - L 

n" = (N, + N 2) + 2 • M1 = - (N, - N2) z • 

V S L l + L 2 
« = - ( - , - » z ) - - V - 2 - ' J = ( N , + N 2) + 2 • 

Enfin a, . ,,»(2co) ui L'élément de la matrice de rotation Lvoir Edmonds 
(M, M') ^ 

(1957)]. La sommation sur n , 4 , n , 4 , N , L , N , L est limitée 
i I ^ £ f 1 fa & 

par 

2 n 1 + t i = x , 2 n

2

 + V y ' 

2 N + L = z , 2 N 2 + L 2 = t , 

où 

x, y, z, t sont des nombres entiers positifs. 

7. Conclusion 

Nous avons construit une nouvelle fonction génératrice de la base 

sphérique de l'oscillateur harmonique à partir de la fonction généra­

trice des polynômes de Laguerre et des harmoniques sphériques. 

Ei'e présente un grand intérêt car non seulement elle permet le calcul 

des éléments de passage de la b^se sphérique à la basé cartésienne 

isotrope ou anisotrope de l'oscillateur harmonique mais surtout elle 

offre un avantage que ne possède par la fonction génératrice utilisée 

par Kumar (1966) et par Wong (I970). Elle permet en effet de faire 

usage des résultats de Bargmann (1962) et de Schwinger (1965) sur le 

groupe des rotations pour le calcul des coefficients de Talmi et des 

coefficients de Talmi et Moshinsky qui sont très utiles en physique 

nucléaire, 

Dans l'expression que nous avons obtenue de ces coefficients ne-
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figurent que les symboles 3-jm, De plus à partir de notre expression 

générale des coefficients de Talmi et Moshinsky nous avons pu retrou­

ver le résultat particulier obtenu par Efros (1973). 

Dans ce travail nous avons également obtenu une nouvelle rela­

tion entre les coefficients de Talmi et Moshinsky qui se révèle utile 

pour effectuer la vérification des calculs pratiques de ces coefficients. 

Pour finir, signalons que notre fonction génératrice de la base 

sphérique pourrait être intéressante pour la détermination des éléments 

de matrice de certains types de potentiel (potentiel Gaussien, par 

exemple). Enfin, notons que notre approche pourrait aussi être utilisée 

dans d'autres domaines de la physique (physique atomique et molécu­

la i re , par exemple) : il est possible en effet d'adopter une autre base 

que la base sphérique de l'oscillateur harmonique et de construire 

par notre procédé la fonction génératrice de cette nouvelle base. 
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