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А н н о т а ц и я .

Для систем с распределённима параметрами, описываемых
дифференциалышми уравнениями в частных производнях парабо-
лического типа со сложной границей, предложена аппроксншрупцая
математическая модель. На функции состояния системы и управления,
а также на скорости их изменения наложены ограничения типа
неравенств, что вызывает необходимость рассматривать оптимальную
Функцию управления как условную. .

Предлагается численна! метод и алгоритм поиска условно!
управляете! функции, выводящей систему в заданное состояние за
минимальное время.

Алгоритм поиска оптимально! управлшце! функции реализован
программно на ЭВМ и его возможности продемонстрирован!! на примере
расчёта систем» о цилиндрической одномерно! геометрией»

(£)-Фиэико-энвргетическиИ институт,1979 г.



В В Е Д Е Н И Е

В настоящей работе х м оптямиашдо систем с распределенными
параметрит, описываема довтяяям в чаетня* пронвводных, приме-
Hibfef слеяроте метаджЧесккб Приемеi

«» |§етодом конечных ршияормй ввогвюгонврная сжствма дифферен-
ур*1н«*йгЯ • Частных ^еиээодашх сводятся к сшстеме обик-

- пр« пострбвтп! аягоряял отшжяш* меподьэотш шетодн
творм опяпвлыгого упреждения еяртетмм, опмсмввекмш обккцо^ея-
ншн даффвр&мщвлыпыи традявшиол, к т наиболее рааработанные;

- решение м ю г о ю м ю ! задачи опшинваюш построено с исполь-
вомнием методов «йпуклок» !фогрвмаровею1Я.

Пврвчжслетшв мвюдапеомв привив обьвдянвны • единую
литедонуг ироевдур?, MWawtHj» ^wWeonot поотанадкв исходной
вадэти.

Достаточно подроЛшвютдадя в наотощв! работе приведены
как д м пояснения самого способе ренета эад§чж, так я для воз-
можного использования й itpenmeorant •адачах.



§ 1. Постановка задачи

Состояние физических систем досрочно широкого класса
уравнениями типа:

- функция С О С Т О Я Л И системы, «авнслцая от координаты
?очки Ч и времени чг ;

pc*),Xit) - физические параметра среды, зависящие от координата
точки системы;

<?сг) - функция распределения управлямцаго иоадайотввя по

- временная час.ь зависимости управляющего во«ла1отвия.
>• менфре области и на ее внешних границах для любого момента

времени % должны выполняться условия:

^ ^ о ал)

Начальное условие tct. «^ * о
 t
 <C • о. (1.3)

На динамическое поведение системы накладшшгел следуюшв
ограничения: .

на функцию состояния оиотеми

иа функцию управляющего воздействия

let* ил> t^oCt); о* ucti* t; u 4t> u w * a,. (1.5)

Ставится задача: за минимально возможное ьрамшЯ* сшомф,
описываемо уравнением ( I . I ) о условиями (1.2), (1.3) и ограни-
чениями (1.4), (#.б) вывести в оостояиив, характарюумюе # н -
кцией tct^»\«V«.Ct) •

Аналитичеокре решение подобной аадвчи свяаано со аначитель-
н ы ш трудностями [I, 21 и кроме того, может бит» пражтхчаокж ма-
лвпригодным [I, 6, 7\ , Метода приближенного рви»нвя подобно!
задачи, удовлетворительные о точки арония практической целасооб-
разности [4, 5, 6, 7]

а
в значительной степени зависят от конкрет-

ной формулировки задачи* С практической точки зрения оовдинвния
мощных методов конечно-разностной аяироксимации о методами опти-
мнзацш сиетеи, опиоываешх обыкновенными дифференциальяими урав-
нениями, дает мощное вычислительное средство для решения оптими-
зационных задач {l

t
 4, 5, 6, 7 \ . Основная трудность их решения

заключается в размерности задачи я времени её численного решения.



§ 2* метода конечно-разностной аппроксимации
модели процессов в системе

Пигодная математическая модель процессов в системе ( I . I )

может йшп оввдлц к виду:

где А - трвхдиагональная матрица коавищиентов следующего вида:

А
о \>:ч

(2.2)

. матрица-столбец ввда

(2.3)

состояния";

- функция управления, авмекащаяся во времени.

Вид ишмецтов матриц А,р сучественщш образом зависит от

*еомвтрмчеоко! коифи^ршшк системм, иовтому для подучеши ал-

горитмов их вшиолошм равчкйАм область, мшимаемую системой,

на мнокеотво более мелких с помощью равномерной сетки с шагом

, Схем» раасЖевия представлена на рис.I.

2 . 1 . Одномерная плоская геометрия ( d.= o )

Исходное /равнение (1*1) для прохаволыюй точки оетки (̂ %\

имеет «ле,
« 4

конечно-раэноствый вид:

(2.4)

где А ч - шаг решетки; индекс v соответствует значению функция

или параметра в точке Ь , а индекс i соответствует моменту вре-

мени %\ , &к - шаг времени.

а) при i^i уравнение (2.4) имеет следующий вид: гак как

l!-lJ«o , то



J-.h
14
*.1»\ - l L .

 u
i • (2.5)

d) при i««i уравнение (2.4) принимает ввд:

тек как при t»n.4>,*4-ll»
-
o , то

* >»1-ч * . Л Л \ 4 /1*4 i \ <Гн Ч

уравнений (2.4) может быть вашюана в следующем

виде:

i .1 л Л л Л А
FfU

1
. (2.7)

Д м вычисления; коэффициентов Ut+д , ° i , 0>-
v
.
4t̂
*v исполь-

зуются следующие рекуррентные формулы:

• И-< * . /о а\

ш п о л я
е е м

 сяетечг в форме (2.1), в которой

элемента матрац А, ? • компонента вектора 4 втюлявтоя по

формулам (2.8), (2о7). Ир* жнтегрщрованвн системы уравненж!

(2.1) пра ваборе «ига неоОходимо орщентМроватьоя на уоловме ус-

тойчявоош счета

2.2, Одномерная цилиндрическая геометрия (d-=i )

Исходное урвввенме (I.I) для произвольной точки разностной

сетки рисЛ принимает вид:



а) д м центре цилиндрического тела:
так как npii 1 « 1 ,

б) для внешен границе цилиндра
Хп-л **-* /Л

Ha сюяошаяия г*оивтри1вского рамкеюш рио.1 д м ашгиоления
жвлинш в форцулх (ЗЛО) - (2.12) испояьяувм слвдукжяв яар

Гравяввм (2»Ю) с n e t o n ломвтрячвскюс еоотнопмшИ ( 2 .
млиоммвкя 1 форме:

Д л 1 « 1 яоаммаюйтн < Ц . » а < » а » принишм шрачвяия

Дм I «2 мимшетпи U j , 0 1 , 0 ^ , F A слвдуадрв *.

, • J » 1 4 /

-

Дяя1*3 обит внраяеншя для элементов матриц имеют вид:



t

При &<z•"» О уравнения (2.14) приходят к системе (2.1), где
элементы матриц А

3
Р дед цилиндрической геометрия вычисляются

гю формулам (2.1б)-(2Д7). При интегрировании системы (2.1) .шаг
но времени выбирается из условие устойчивости счете (1-»пах<
где C4f дается выражением (2Д7).

2.3. Одномерная сферическая геометрия (ди& ).
Для произвольной тачки стоического пространстве исходное

(1Л) имеет слрдукадай конечно-раэностны! вид:

i*«. i i .
J
' - Л * * .»

а) в центре сферы:

для L-.i, i ^ - i o - 0
 И

 уравнение (2.16) имеет вид:

6) на внегояей поверхности сферы: O

На основании геометричеокого разбиение рисЛ для вичисленш
величин в формулах (2.18)-(2.20) используем следувцю жмражеяяя:

Уравнение (2.18) с учетом принятых обогнмекжй (2.21)

4 4 л < -.
Ддн t =1 коэффициенты G f t,Q^1 kQe> r i имеют слбдушре



Ш I - 2 коафЗвдменты ваписнваютсм в

4
Для &4чИ$Ч

общие выражения для алеивмтов матриц А , Р в
сферической геометрия имеют следующий вид:

г.

Pi

dti a
ctfi*V_

При &t-»o уравнения (2.22) сводятся к системе (2 .1 ) , а
элементы матриц А , Р для сферической геометрии вычисляются
по формулам (2.2Э)-(2.2б). При интегрировании системы (2.1) шаг
по времени й% выдирается иа условия устойчивости счета конеч-
но-ревностной .охемы: ( i - т а * а | & ^ * о для о < I* vv. (2.26)
где щ деется, внракениеи (2.25).

2 .4 . Симметричная трехмерная геометрия.

° В трехмерной геометрии процесс описывается общий уравнением:
iBk X. J^A л^ мк" JiiM-\ ^ь #^.

Условия в «ветре оиотеип ^ « ^ - « ^

Условие т вмшшй границе

. 2.28

4 ^ « ^ * t 1 • х . . Н Н И А И М условия:
Яоая^до^равиостная адпрокоимиии урввивняя

о условиями (2.28),(2.29) имеет оледуший вид:



10 «ид J /ew .u* M j ' _ЬМ

В ожстеме даяненжж (8.Э0) ксийшюим Q,ui,i,t »

1нчисляюто« по следующим реяудовпшм

•» Х и

wAtt '

Устремю Д^-» о э w оодпяи жв рамостяо! оасем (2.Э0)
сшстему сиЗикновеиннх дифференциальных уравнетЛ о
вичмсляемтш. порвкуррвитит форцглаи (2,31) .

1 Я 6 « М * W 4

(2.32)



II

Ори использовании системы (2,32) условие выбора величины

шаге УХ при интегрировании следующее!

"*

2.5. О сходимости и точности аппроксимации

При интегрировании систем дифференциальных уравнений (2.7).

(2.14), (2*22) и выборе шага интегрирования по времен» гл схо-

дкмооть и точнооть ашфоксимацни исходного уравнения (I.I) гиб-

рядными (2.7), (2Л4), (2*22) устанавливалась на основании ре-

комендаций [3\ • . .

После подстановки разложений приращений функции состояния

(2.34)

1 фор*сглах (в.4), (2.10)• (2.10) оледует, что ревностные опера-

торн сходятся к точным во всех точках ристеш а распределенными

н точное»- апдроксишц» имеет первый порядок по

Я ПО

S 3. Аввдитичеоков основание метода поиока
пркбликениого условного оптимального управления.

3.1. «ормулировка ограничений в у равляеиой системе.

Эамена ивходяогс математического описания управляемой сие*

Маю! (1Л) адпроксимируцааш (2.1) требует соответствующих фор-

мулировок ограиичивапасс условий (1.4), (1.5).

В кояечно-мвряой системе (2Л) формулировка условий поведе-

ния Сдекции состояния преобравувтея к оледупцему виду:

ограничение на абсолютные значения Фазовых коордмют

ограничение на допустимне градиенты функции



системе

Ограничения на управляющую функцию формулируются практически

•>«э изменений:

0&uft)«4\ U. № V VL(Я:\ it U^ (3.3)

Цель процесса управления формулируется в виде равенства ну-

лю суммы квадратичных отклонений текущих значений координат

состояния от заданных.

о.^^о (3.4)

где т. может принимать если не все, так некоторые значения из

ряда -*-v ,*• . Равенство (3.4) допускает эквивалентную фор-

мулировку:
V

4
* . «мл

(3.4)т Л

3.2. Аналитическое ооЧюнованив выбора критерия
оптимиэацин а налравлгнкя изменения управляющем

tin
Качество процесса управления зависит от того, насколько

велики будут нарушения в системе (2.1) условий (3.2) в процессе

управления и отклонения условии (3.4) в конце ароцеоов[5,6}.

Для фориирования критерия качества оптимальною ведения

процесса вводим две вспомогательные функции^следуя

у,
(3.6)

<3.5), (3,6) понимаем в интегральном смысле на

ьреыьинок интервале оптимального веде!шя процесса
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Для качественного ведения процесса управления системой без на-

рушения условий по абсолютным Значениям и разностям значений

функции состояния (3.1), (3.2) формируем

функционер крчеотва процесоа управления в форме

+ yfi) 6Х (3.7)

Достижение заданных значйшй функции состояния при опти-

мальном управлении uit) соответствует выполнению условия:

(3.8)

для некоторого разыскиваешго значения<*.»• Футшионал (3.0) яв-

ляется функционалом цели процесса управления. Совершенно ясно,

что условием достижения цели с соблюдением условий будет ипшмя

эация общего функциЬнала качества и цели. •

ft
В пространстве состояний [4] вычисляем вариацию миними-

вируе. юго функционала (3.9) как функцию вариаций ооновной u.it)

и вопомогательншс V«Ct) , *
v
^ управляющих функций.

SO. (ЗЛО)

нкцмя ВЦмЛ) является решением уравнения

условием $t(^*O. ;3.II)

6 силу выполнения условия (3.II) для любой хусочио-нонре-

рмвной вектор-пункции |V) справедливо интегральное равенство

в
Внрвжение ( З Л З ) добавляем в выражение для ^ 1 . , mitnvpvipy";V



слагаемоеj\t)Stft) no частям и собираем коэффициенты при §ltc)

О точностью до величин второго порядка малости получим:

^ ^ И л ^ *
 (ЗЛ4)

Приняты следующие обозначения:

принять условия

vo выражение (З.Х4) можно записать в виде:
st «г

• о •*

Вычислим ми!га»-<ум интогралй (3.17) ио luiti^^wi.t^it) при
* \« i

x
it\ * О, -11 ̂ »«M i О, о»,

дасти1'аетси при следующих вариациях управляющих функций:

(3.18)

(3.19)

Н качестве направлений изменения ись),^),^^) д м ш -

I4u/d
t
t) прпнишем направление:

lla внЗраниок нап])авленш( находим точку минимума функционала

mirt 11. f.u*^
t
«-»xU,'t), ^ * o (3.22)
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Так как мшшмианруемыв функционал выпуклый и дифференциру-

емый, то его минимум достигается там, где выполняется условие:

£ cfer-o
В выражении (Э.ЗЗ) приняты обозначения:

После подстановки выражений (3.34) в (3.33) получим'выра-

жения дяя частных производных

(3.35)

где приняты следующие обозначения выражении:

* **^' (3.36)

• ,
 {э

'
37)

Если ввести обозначения:

. (з:з8)

• Иа выражения (3.33) получаем выражение дхя вычисления

множителя х с учётом введеннкнх обозначений:

(3*39)

Для вычислении v необходимо от 0 до «t проинтегрировать

системы уравнений дхя ЗорДОЗДЛ* И 0 0 * 3 э т о г о вычисляется

я проверяется условие принадлежности управляющих футсш.д задан-

ным областям.
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Бели же Xtt«,«l, га выбирается ближайшее иэ принадлежащих даито-

м | отрезку.

§ 4. Алгоритм вычисления условного оптимального
управления

Перед началом к-го шага вычислений заданы числа

р« и функции **«),iff«r\,?
%
«»cc^^iti, и«ец,а

к
1чг) винтер-

вале времени lo.t*} .

Первый блох вычислений

От 0 до*!, интегрируем оледувдие системы уравнений с началь-

ными условиями:

Второй блок вычислений

Для f
w
«o полагаема^^*, и далее после интегрирования за-

поминаем на момент Х

а затем вычисляем

По вычисленному значению X производим выборку:

3L'

Далее вычисляем значения управляющих функций и фазовых

координат для следующего «га вычислительного процесса:

и заносятся в память ЭВМ.
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Третий блок вычислений
для £*>о с момента <с«. вместе о уравнениям первого

блока интегрируем

f « А

9 = е
4
к •

Параллельно с интегрирование приеденных уравнени! промзводам

внчиоленме функций. * • « - * « « №

г 4 о

Интегрирование ведется до того моменте, пока не выполнятся ус-

момент обо»начмм черезТ^^ и переходам на второй блок

внислення.
Четвертый блок вычислени!

От I»,* к 0 интегрируем следующие сястемн уравнений:

о,

о »

Эапомншем вычисленные «шчешш функций на интервале (о,ч«м)

Необходамне данные для вычислений следующего шага получены.

Блок-схема программы вычислений приведена на рис.2.
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§ 5. Результат реализации методов

Приведенный алгоритм был программно реализован для одной

системы о цилиндрически симметричной геометрией.

Распределение управляющего воздействия я объеме биотемм

приведено на рис.3. Критерий качества я целя управления формули-

ровался в соответствии с приводимыми в настоящей работе формулами

(3.7), (3.8). На рис.Ю приведена динамика условного управлявшего

воадейстаия в зависимости от временя, а яа ряс. 4*5, 6, 7, в дина-

мика изменения функция состояния я объеме сие темя.

Следует, заметить, что формулировка критерия качеотва я целя

(3.7), (3.8) существенно зависит от конкретного представления о

ходе процесса в системе, а точность вячясленнй от подбора зминри-

ческих весовых коэффициентов в минимизируемом функционале.

На ряс.9 представлены кривые изменения функции состояния сис-

темы в наиболее характерных точках управляемой система.

На ряс.11 приводится линяя явмвнеяяя гряяявмта функция состоя-
ния. • . '

В Ы В О Д И

1. В данной работе приведена разработанная авторами гибридная
математическая модель процессом в оиотеме с распределениями пара-
метрами я слояной геометрией» позволяемая воспользоваться хорошо
разработанными принципами управления системами, состоят» когорт
описывается обШшоаешшмн днфференциалышми уравнениями ( S , 8 1 .

2 . Применительно к рааработаняо! модели я яа оонованян обяях
принципов оптимального управления [4, 5 ] разработана методика пояока
прябляяеяного ^оювного оптимального по бяотродейотвпо упраялеяяя.



3. На ооновашш раэрвОотаняой методики получен ВЫЧЙСЛИТКЛ!-и*^

алгоритм решенжя ©формулированной яадачи и о его помощью присед»-;к ••

решение поставленнош практической аадачи.

Приводится реэультети вычислений.
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Ряс. I . Схема разбивши вдллндричвокого тем



Рис. 2. Блок-схеме алгор«тма оппшнзвщк
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Piic. 4. Распределение функции состояния С*Ло« о.а)
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Рис. 5. Распределение функции coctomme

Рис. 6. Рвспределеняе функдга спс^оятея



10 -

too

i ми» m

ш N
Л,

!

-as о аг &i ов йв
Рис. ?, Распределение функции состояния

1>.с. 8. Распределение• функции состоания С«Л* • Ю )



Рис. 9. Изменение
точках 1,2, состояния в
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