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Exposé de la méthode, suivi du calcul des coefficients de Talmi 
et de Moshinsky et Smirnov, de 1 'étude de la fonction génératrice 
des invariants de Weyl du groupe SU(N) et de l'application aux 
développements en quasi-bosons. 

ABSTRACT 

The method is developed and applied to the determination of 
Talmi*s and Moshineky-Smirnov's coefficients and to a study 
of the generating function of the Weyl Invariante of SU(N) and 
of quasi-bosons developments. 

J 



INTRODUCTION 

Lea fouettons génératrices dea polynômes orthogonaux a une variable sont largement 

utilisées depuis longtemps dans tous Les domaines des mathématiques et de la physique théorique 

surtout depuis Lfevènement de la mécanique quentique et l'introduction de l'espace de Hilbert en 

tant qu'espace dea états d'un système quantîque. En Les considérant comme noyau des transfor­

mations unitaires, Bargmann (1961} a donné une nouvelle interprétation <je ces fonctions généra­

trices ce qui l'a conduit à l'introduction de l'espace fonctionnel appelé espace de Bargmann et 

Hilbert. Ces résultats fondamentaux ont servi de point de départ à de nombreux et importants 

travaux dans plusieurs domaines de la physique, en optique quantique (Kibble 1968), en physique 

nucléaire (Jancovici et Schlff 1964; Hage Hassan et Lambert 1972), en physique des particules 

(Beltrametti et Luaato 1967; Scheweber 1967). 

En essayant d'étudier Les mouvements vibrationnels dea noyaux a l'aide de la méthode 

des coordonnées génératrices de Hill et Wheeler (1953) qui connaît un grand succès en physique 

nucléaire notamment pour l'étude des mouvements rotationnels des noyaux (Pcierls et Ybccoz 

1957[ PeierlB et Thoulesa 1962) et en essayant de comparer les résultats qu'elle donne avec lea 

résultats obtenus a l'aide du formalisme de quasi-bosons, noua avons été amenée à établir une 

nouvelle approche de cette méthode qui généralise les travaux de Bargmann. Noua appelons la 

nouvelle méthode à laquelle nous aboutissons, méthode de la fonction génératrice. Cette méthode 

permet de transposer tout problème d'un espace de Hilbert de La mécanique quantlque en un 

problème dont la résolution devient plus simple dans un espace fonctionnel ~T. Pour cela noue 

considérons une application linéaire et bijective entre l'espace de Hilbert et l'espace fonctionnel 

et nous pouvonB définir la fonction génératrice comme une somme de produits associant chaque 

élément d'une base de l'espace de Hilbert à son image dans l'uapace fonctionnel. A l'aide de cette 

fonction nous pouvons déterminer les images des opérateurs et les images dea vecteurs définis 

dans l'espace de Hilbert. A partir des fonctions propres et des vecteurs propres de l'image de 

l'Hamiltoniea dans L'espace fonctionnel nous arrivons à déterminer les vecteurs propres de 

L'opérateur HamiLtonien dana l'espace de Hilbert. Cette méthode se prête a. de nombreuses appli­

cations, non seulement elle permet Le calcul des éléments de passage d'une représentation à une 

autre représentation, calcul des coefficients de Talmi (1952), des coefficients de Moshinaky (1959) 

et Smlrnov (1962) et dea coefficients 3-jm dea groupea unitairea entre autres mais auaai elle donne 

le développement de l'Hamiltonten en quasi-bosons et permet de régler certains litiges a propos du 

développement de l'Hamlltonien par la méthode de Beliaev et Zelevinefcy (1962) ou la méthode de 

Marumorl et al. (1964). 

Nous noua Intéressons tout d'abord à l'étudn de la base de l'oscillateur harmonique & 

trois dimensions puisque les états à une particule se développent sur cette base et nous construisons 

une nouvelle fonction génératrice de la base sphérique,ainai qu'une nouvelle fonction génératrice de 

la base de la représentation couplée. De cette derniere>nous déduisons les fonctions propres de 

L et de La (carré du moment angulaire de deux particules et sa projection sur l'axe z) et nous 

étudiona.plus particulierement.pour la premiere fois à. notre connaissance le développement sur 

la base produit de deux harmoniques sphériques de La fonction propre *V * (** A r"*),généralisa-



z. 

tion du tenseur T (1 m) (Edmonds 1957). 

Puis nous nous intéressons à la transformation d'une base de représentation en fonction 

des coordonnées de deux particules (représentation non couplée) en une base de représentation en 

fonction des coordonnées du centre de masse et des coordonnées relatives (représentation couplée) 

qui se rencontre dans de nombreux domaines de la physique. En particulier elle est utile dans la 

théorie cinétique des gaz (Kumar 1967), en physique nucléaire (voir par exemple Wong (1970) ) et 

en physique moléculaire (Fieck 1979). De façon générale, elle est fondamental* pour calculer les 

éléments de la matrice du potentiel h deux corps dans la représentation aphérique de l'oscillateur 

harmonique. Malgré les grands efforts déployée par de nombreux auteurs (Moshinsky 1959, 

Kumar 1966 a, Gai 1966, Trlifaj 1972, Efroa 1973, Raynal 1976, Dobes 1977, Fieck 1979. 

llashîd 1979), une expression simple des coefficients de Talini et des coefficients de Moshinsky 

et Smirnov se prêtant à des calculs numériques aisés n'a jusqu'ici jamais été proposée, Dans ce 

travail A partir de la fonction génératrice de la base aphérique précédemment construite et en 

n'utilisant que des opérations mathématiques élémentaires nous obtenons une fonction génératrice 

des coefficients de Talmi de laquelle nous déduisons une expression nouvelle de ces coefficients, 

De plus nous obtenons une expression nouvelle de ces coefficients dans un cas particulier et 

finalement à l'aide de ceLtc dernière egression et d'une nouvelle formule de récurrence nous 

proposons une nouvelle méthode pour calculer les coefficients de Talmi dans le cas général. Par 

la méthode précédente (calcul des coefficients de Talmi) en utilisant de plus les résultats des 

travaux de Borgmann (1962) et de Schwînger (1965) sur le groupe des rotations nous obtenons une 

fonction génératrice nouvelle dus coefficients de MoshLnsky et Smirnov dont noua déduisons une 

expression nouvelle de ces coefficients. Cette expression permet alors de retrouver la formule 

obtenue dans le cas particulier traité par Efros. En outre nous donnons une nouvelle relation entre 

lea coefficients de Moshinsky et Smirnov, 

Le calcul des coefficients 3-jm des groupes unitaires est très important en raison du 

rôle que ces groupes jouent dans la classification des particules élémentaires à interaction forte 

et dans l'étude des structures atomiques et nucléaires. Dans le travail de Schwînger (1965) est 

exposée une méthode utile pour la construction de la fonction génératrice des symboles 3-jm 

mais cette méthode eBt difficile à généraliser au groupe SU (N). Bargmann (1962), Resnikoff 

(1967) et d'autres auteurs (Hongoh 1974) ont essayé de déduire les symboles 3-jm des invariants 

de Weyl qu'il leur a fallu construire mais cette construction se révèle difficile en général pour 

SU (N) quand N> 2. La considération de cette difficulté nous a conduit à procéder autrement. Notre 

approche consiste à construire la fonction génératrice des vecteurs de la base de représentation 

de SU (N) dans l'espace de Bargmann (1962) <ie laquelle nous déduisons la fonction génératrice 

des éléments de la matrice de représentation. Puis utilisant ces dernières fonctions et l'intégrale 

de Gaunt, nous aboutissons a la fonction génératrice des invariants de Weyl. Cette méthode exige 

l'utilisation des transformations finies et une nouvelle paraxnétrisatlon de SU (N) ainsi que la 
détermination de la mesure invariante sur le groupe. La modification de l'expression de l'intégrale 

de Gaunt par l'introduction de paramètres réels et positifs convenablement choisis permet de la 
calculer dans l'espace de Bargmann et présente l'intérêt de donner une expression de la fonction 
génératrice des invariants de Weyl sous une forme compacte et simple. Notre méthode se 



caractérise par sa simplicité. En effet ,cllc n'exige pas do longs calcula, soit qu'il s'agisse de 

retrouver des résultats bien connus ou d'obtenir de nouveaux résultats. Elle nous permet de 

construire simplement la fonction génératrice du groupe SU (2). Elle nous permet de démontrer 

qu'un ensemble des éléments de la matrice de représentation de SU (N) est solution d'une équation 

différentielle et que cet ensemble, dans le cas du groupe SU (3),est équivalent a l'ensemble des 

fonctions harmoniques déterminées par Beg et Ruegg (1965). 

Le développement de l'Hamlltonien d'un système physique,ainsi que le développement 

des opérateurs tensoriels.en fonction des opérateurs de création et d'annihilation de bosons, 

présente un grand intérêt en théorie du magnétisme (Mattis 1965, Kibler et Grenet (1979) ) pour 

L'étude des particules élémentaires (Hara et Goto 1968) mais surtout pour l'étude des mouvements 

collectifs des noyaux paLrB.pa.lra (Beliaev et Zèle vin sky 1962; Marumori et al. 196-1; Pang et al, 

1968; Sorenscn 1970; Otsuka et al. 1978; Chacon et al 1979). Deux méthodes ont été proposées. 

La premiere est celle de Beliaev et Zelevfnsky (196ZJ. Elle consiste à développer le produit *îs 

deux opérateurs de fermions en fonction des opérateurs de bosons . Elle exige que les relations 

de commutation soient vérifiées par les développements, n a été dit > a tort (Sorenscn 1966,1970), 

comme noua le montrons dans ce travail,que cette méthode ne permet pas la conservation des 

éléments de matrice de l'Hamlltonien. La deuxième méthode est celle de Marumori et al. (1964). 

Elle consiste a établir une transformation entre l'espace des fermions et celui des qua si-boson s. 

En utilisant cette transformation!nous pouvons déterminer l'image de chaque opérateur de l'oapace 

des fermions et en particulier de l'Hamlltonien,dont elle fournît un développement lentement 

convergent. En utilisant la méthode de la fonction génératrice ot en choisissant pour fonction 

d'onde la fonction d'onde normalisée de Thouleee (19oO),noits aboutissons à deux types de dévelop­

pements de l" Hamilton! en, Le premier est analogue au développement de Marumori et al. (1964). 

le deuxième n'est autre que le développement de Beliaev et Zelevînsky (1962) écrit dans un ordre 

différent et débarasaé de ses termes excédentaires, il converge rapidement et présente donc une 

grande utilité pratique. L'application de notre méthode à l'étude du modèle de Lïpkin (Lipkin 1965, 

Pang et al. 1968) prouve que cette méthode donne des résultats d'une manière simple et rapide. 

Etant donné que le développement de l'Hamlltonien en termes de quasi-bosons peut Être effectué 

•ans qu'il soit nécessaire de fixer les états à une particule, nous pouvons utiliser une méthode 

varlationnelle qui permet d'aboutir a une généralisation des équations de Hartree et Fock et de 

la R, P. A. 

La première partie de ce travail est consacrée & l'exposé de la méthode de la fonction 

génératrice et à des applications directes de la méthode : construction de la fonction génératrice 

de la base ephérique de l'oscillateur harmonique à trois dimensions* méthode de calcul des éléments 

de passage de la base cartésienne isotrope ou anisotrope a. la base sphériqae et construction de la 

fonction génératrice de la représentation couplée. Dans le deuxième cnapltre>nous développons la 

construction des fonctions génératrices des coefficients de Talmi et des coefficients de Moshinsky 

et Smlrnov, nous donnons de nouvelles expressions formelles de ces coefficients et une nouvelle 

relation entre les coefficients de Moshinsky et Smirnov. Le troisième chapitre consacré à la 

construction des invariants de Weyl des groupes unitaires, traite de la construction de la fonction 

génératrice de la base de représentation de SU (3), d'une nouvelle p&r&métrisatlon du groupe 

http://paLrB.pa.lra
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SU (N), de la détermination de la mesure invariante sur SU (N) et nous y montrons qu'un ensemble 
des éléments de la matrice de représentation est solution d'une équation de Laplace-Beltrami. 
Dans la quatrième partie IL est question du développement de rffemUtonien «n termes de quasi-
boaona et de sa comparaison avec lea développements de Beliaev et Zelevinsky et de Marumorl 
et al, , de l'application de notre méthode au modèle de Llpkin et pour finir de l'exposé d'une 
méthode variationnelle pour la déduction dea équations de Hartree et Fock «t des équations de la 
R.P.A. 

Nous signalonB que la majeure partie de ce travail est déjà publiée ou en cours de 

publication. 



CHAPITRE I 

METHODE DE LA FONCTION GENERATRICE 

La méthode de la fonction génératrice que nous développons permet de transformer 
tout problème d'un espace de Hïlbert de la mécanique quantique en un problùme analogue dont la 

résolution devient plus simple,dans un espace fonctionnel .appelé espace de Bargmann et Htlburt 

(Bargmann 1961jl96z). Si noua considérons une application linéaire et bîjective entre l'espace de 
Hilbert et l'espace des fonctions analytiques de Bargmann et Hilbort.nous pouvons définir la fonction 
génératrice comme une somme de produits,associant chaque élément d'une base de l'espace de 
Hilbert à son image dans l'espace fonctionnel. A l'aide de cette fonction nous pouvons déterminer 
les images des opérateurs et les images des vecteurs définis dans l'espace de Hilbert, En outre, 
l'image de L'operateur Hamittonien admet des fonctions propres dans l'espace de Bargmann et 
Hilbert ce qui nous permet de déterminer les vecteurs propres de l'Hamiltonien dans l'espace de 
Hilbert de la mécanique quantique. 

L'application de notre méthode à L'étude de la base de l'oscillateur harmonique à 

trois dimensions présente un grand intérêt puisqu'en physique nucléaire on développe les états à 
une particule sur cette base (Ripka 1968). C'est ainsi que nous pouvons retrouver simplement lea 

fonctions propres et les vecteurs propres de la base cartésienne de L'oscillateur harmonique a. 

trois dimensions (Messiah 1965);de plus,nous obtenons l'expression de la base sphérique sous la 
forme exposée par Bargmann et Moshinsky (Bargmann et Moshinsky I960). Nous sommes amenés 
& construire une nouvelle fonction génératrice de la base sphérique afin de pouvoir calculer 
ultérieurement les coefficients de Talmi et les coefficients de Moshinsky et Smirnov (voir chapitre 
II) et pour calculer la fonction génératrice des éléments de passage de la base sphérique à la base 
cartésienne isotrope ou anisotrope. De cette fonction génératrice nous pourrions déduire.par 
développementi les coefficients de passage et nous avons pu établir des relations de récurrence entre 
ces coefficients. L'application de cette méthode s'avère aussi utile dans le calcul des invariants 
de Weyl des'groupes unitaires à partir desquels s'obtiennent les coefficients 3-jm (voir chapitre III), 

Il nous a paru intéressant d'appliquer nutre méthode à l'établissement de la fonction 

génératrice de la fonction d'onde couplée des harmoniques sphériques et ponr cela nous partons de 

la fonction génératrice des symboles 3-jm établie par Schwînger (1965) et 4e la fonction génératrice 



des harmoniques sphériques. L'intérêt de la fonction génératrice de la fonction d'onde couplée 

ainsi construite est de permettre la détermination des fonctions propres de L* et de Lz- Parmi 

les fonctions propres de L z et Lz nous étudions particulièrement le développement sur Li base 

produit de deux harmoniques sphériques de la fonction propre % . (r^ A r . ) qui est une géné­

ralisation du tenseur sphérique bien connu T (1 m) (Edmonds 1957). 

Dans ce chapitre.les quatre premiers paragraphes sont consacrés a l'exposa de la 

méthode de la fonction génératrice. Dans le cinquième paragraphe noua appliquons la méthode en 

construisant la fonction génératrice d'un système de bosons, La construction de la fonction 

génératrice de l'oscillateur harmonique à trois dimensions et le calcul des cléments de passage 

d'une base cartésienne à une autre base cartésienne, isotrope ou aniaotrope fait l'objet du sixième 

paragraphe. Enfin,le septième paragraphe est consacré à la construction de la fonction génératrice 

de la fonction d'onde couplée de deux harmoniques sphériques et au développement sur la base 

produit de deux harmoniques sphériques de la fonction *U (ri A *"»)• 

1 - Caractériaation de la fonction génératrice 

Soient 5£ l'espace de Kllbert des états du système physique étudié et { | m > } une 

base orthonormée de J& Soient IT un espace fonctionnel pré-Hflbertien et { J m (Z)} une baec 

orthonormée de ou z = [z , z , , . . • i Z

N)- Ici z est un point de l'espace Euclidien réel ou 

complexe E . Enfin N est un entier arbitraire. 

La norme dans l'espace -r et>t définie à partir du produit scalaire : 

(f. 6)= / ' • £ ) Si») l l ^ t o . 1-1) 

où di-j (z) définit la mesure de l'intégration. 

Pour caractériser la fonction génératrice | ^ (*)•> de la base { | m > } de <$? il est nécessaire 

de définir une application T de ^v dans y" qui soit à la fois linéaire et bijeclive, 

P m ( z ) = T | m> . (1.2) 

Pour tout vecteur 1 ? > de fC nous pouvons écrire : 

(1.3) 

T l * £ » " S. «m T l m > = S, £ m P m <•> 

= f (*) . (1.4) 

Donc 5 tout vecteur | T,> de ̂ correspond une image f (z) dans 3"* qui possède les mêmes com­

posantes que | ? > , L'application linéaire et bijective T ' de $• dans JC est définie par : 

f ' t ^ W ] - I •»» (1.5) 

Nous définirons la fonction génératrice | $ (x)> de la base { } m > ) do $ par : 

| » (a) > ' ï P m M I "«> • (1.6) 



Il en découle que : 

1 y,> -- fW) ! f to» iaNl'> 

= T _ 1 f ( . ) , (1.7) 
où 

f to = <« («) | » , » - £ , P m W < ™ | » ,» 
* T | T £ > . (1.8) 

La fonction génératrice | 4 (z) > peut être considérée comme un vecteur appartenant 

remarquer que la condition d'orthonormalisation des polynômes P (a) est une condition nécessaire 
pour la validité de a résultats que nous obtiendrons dans la suite de ce travail. 
L'image A dans fr d'un opérateur A de JCeat donnée par : 

£ * T A T" *. (1.9) 
D'une foçon générale,si f (A) est une fonction algébrique ou développabl» en série noua aurons : 

/(À) = f (£) (MO) 
et par suite 

f(A} - T"' f(S) T . (1.11) 
L'action, de l'opérateur A sur un vecteur quelconque f (z) de l'espace zF s'écrit donc : 

Ê t (z) = fi (z«) < | (x) | A | | (z-) > dU N fe'ï. 0.12) 

De plus, du point de vue pratique, il sera utile d'utiliser la relation suivante 

£ < ft (z) 1 R Z < n I A I m> < m ( P (z) 
nu ' ni 

•- < f t » | A . (1.13) 

2 - Relations d'orthononaligation et de fermeture 

De la fonction génératrice | 4 (z) > de la base ( | m> } de $ £ définie précédem­
ment nous déduisons les propriétés suivantes. 

2.1. Puisnuela fonctionniez) L.M;|)_> •^ÇÏ**. ; 

<« M « (*')> = & P m « P m ( « ' ) , 0.14) 

toute fonction f (z) de £r satisfait la relation 

f(z) = Jf («•) <4 <z)| * (z')> d u N ( a ' ) . (LIS) 

Le recouvrement < f (z) [ S (z') > jouit donc d'une propriété analogue a celle de la distribution 

de Dirac. Ainsi nous écrirons par analogie : 

<t (*)\* W)> = ft (« -«*) • (1.16) 

Une étude détaillée (Bergmann 1950) dans le cas ou z appartient a E, ou à B, a montré que la 

fonction < | (z) \ I (»') > possède des propriété» mathématiques importantes. 



2. 2, La relation de fermeture s'écrit : 

f \ 9 (z)> d j l K U ) < * [z)\ = 1 • (1.17) 

La relation 0* ' 7 1 s'obtient de la façon suivante : 

f \ ? <z)> d^iN(8)<» (z)l = n E i l m > y p ^ ^ P n U ) d a N ( a ï < n I 

= m 1 m x m l 

3 - Propriétés de conservation 

3. 1. Le produit scalaire est conservé par la transformation T. En d'autres termes_ 

< * f I V g > = (f. g) . (1.18) 

3. 2. De la définition de l'opérateur ft il résulte que : 

&<» (»>1 ? (*')> - <« ( s ) | A | I (z'i> , 

soit encore 

* E P m <»> P m **'> = À* P m ( = > < m ( A | n> P (*') . 
m m m mn m n 

Puisque les vecteurs P (z') sont linéairement indépendants noua avons : 

À P (z) = S < m l A | n> P (z) 
n m m 

de sorte que 

(P ft P ) = < ml A 1 n> . (1.19) 

L'opérateur A et son image A ont donc les mêmes éléments de matrice, De même si A est un 

opérateur quelconque de JK-* et si 

(A - a) J 1£ > = 0. 

nous en déduisons que : 

(£ - a) f (z) = 0 . (1,20) 

Nous pouvons écrire l'équation (I. 20) sous la forme : 

ft (*'}[•*« (zïl A | 4 (z')> - a < * (z)ï 4 (*')>] d j i N ( z « ) = 0 . (1.21) 

Notons que cette équation est à rapprocher de l'équation de HiU et Wheeler (1953) qui rappelons le 

est obtenue par un procédé variatlonnel at joue un role important dans l'étude des mouvements 

collectifs du noyau. On comprend dès lors que la construction de la fonction génératrice 9 {z) 

présente un intérêt certain. 

3, 3. De la définition (t. 12) de Â1 nous déduisons successivement 

£g(z> = r < T ( Z ) | A | « ( z . > > g ( a . ) d t f (..) 
/ \ * N 
A + f(s) = J<t{z>lA + J|(z'>>f{z') du N(s'> 

» jf <«( a ' ) |A| | M >*!(*') dn N |z') 

et par suite : 



a. a Bï = yïï«i < * (•)! A i ? M > g (Z'Ï ^ N (z) d M N (••). 

( A + f . g ) = j f f " F ) < s { » ' ) | Al * ( z )> g(*> d j j N (z) d U N ( « ' ) . ».22> 

Il en résulte que : 

A « A , 

L' image de l'adjoint es t donc l'adjoint de l ' image. 

3. 4. De ^ d e f i n i t i o n (I. 17) et de l 'express ion (I. 12) d e s opérateurs intajeea^ j é s u i t e 

immédiatement que : 

(AB) « £ $ . (1.23) 

L' image du produit es t donc égale au produit d e s images . 

4 - Remarque Bur l e choix de l 'espace fonctionnel r 
Dan» la construction de la fonction génératr ice | i (z) > de la base { } m > ) de (fU , 

le choix de l ' e space fonctionnel CT est essent ie l . La base { \ m > ) de J& étant carac tér i s ée 

par l e s nombres quantiques m S' o - , . . . . . » noua cho i s i s sons pour hase de ZT une base 

(P (z)} te l le que chaque vecteur de base P (z) soit «n produit de monômes dont l e s exposants 

p. sont l i é s aux nombres quantiques a.. ?,> . .. , a : 

Pi P 2 P„ 
Pm<*> = V V \ °* h = h <»1 -J' 

Un tel choix nous amené à la propriété suivante : U étant une transformation unitaire dans Jtf, 
/\ ce 

qui a pour image U dans Z* . nouB avons : 

= E <n ) U ] m > P ( z ) l n > 
mn ' ' m ' 

- i pJTwi"» 

De sorte que l'on pent écr i re 

^ p n W = P n l^ W >' <L 2 4 > 

L'espace EF que nous cho i s i s sons e s t l ' espace de Bargmana-Hilbert , Cet espace joue un rô le de 

plue en plus important en physique notamment en optique quantique [Kibble (196B). Scheweber 

(1967) , Culehani (1979) 3 et dans l'étude d es mouvements col lect i f s du noyau {Chapitre IV). Nous 

e squ i s sons ic i l e * propriétés e s s e n t i e l l e s de l ' e space de Bargmaao-HJlbert, L ' e s p a c e d e Bargmann 

S C B e»t l ' espace des fonction» analytiques développantes eu s ér i e convergente 

V h l h ? hN 
f « 3 Ç . . h N \ . . . h N *1 *2 • " »N " ft'25> 

Nous posons [ h j ] [ h 2 j ^ 

z - i j • * 2 . . . « N 

C h J l - h,.' h 2 ' '•• V 



Ainsi nous pouvons écr ire la fonction f (z) SOUB la forme : 

L'espace 3 f „ es t norme avec la métrique : 

. . - N - s . * N . 
d u N M - « « - r a l d % d y f c 

ou 

\ = \ + ' ^k • 

H en résulte que la base de cet espace e s t donnée par 

CF.] « , h l » > . . . » * » 

" / [ h . ' ] />>, • n 2 . • • • " N I 

La fonction noyau < 6 (z) ] f (a) > de jtf, est donc : 

< l | z ] | l | . ) > = e j z ) = e * ' ' (1.27) 

de sorte que 

( e a . f) = f (a) = J e * * * t(z) d u N ( s ï . ft.W) 

Nous remarquons que ; 

(-gV *. g î - <f. » k g) d. 29) 

Ou Les deux opérateurs z. e t — — sont hermîtiquement conjugués L'un de L'autre. 

5 - Fonction génératrice d'un sys tème de bosons 

Dans ce paragraphe et dans l e s paragraphes suivants noua donnons des exemples 

d'application de ce qui précède à la construction de d i v e r s e s fonctions génératr ices : fonction 

génératr ice d'un sys tème de bosons , fonction génératrice de l 'osc i l lateur harmonique à t ro i s 

d imensions , e t c . . . L 'espace d'un sys tème de bosons a pour base l e produit des états de 

>• osci l lateur harmonique a une dimension : 

a + "hc 
| m > = k - | 0 > , (1.30) 

/ n V 
Où ] 0 > design* L'état vide. De plus a. et a. «ont respect ivement l e s opérateurs de création et 

d'annihilation de l 'osc i l lateur qui «atieiont l e s relation* de commutation suivantes : 

En prenant pour eepace fonctionnai - F l ' e space de Bargmann-Hilbert dC„. la 

fonction génératr ice d'un s y s t è m e de bosons e s t donnée par 



Z / ' - '" . ;'• -*» | . . 
h, . . . h „ / h . : . . . h „ : ' h , : . . . h „ : 

: a + = (a a N ). Nous remarquons que l'tsomorphtsme entre ff*C* 

et 3C~ est établi ici et qu'à tout état [ Y.» de J t correspond une fonction f(s) telle que : 
(• • * ) < * > * • <»?• 

r ( s ) = < * ( » ) | ? f > 

n n ' f 

. 5 «„ n a ( . ) (1.15) 
ou 

% • < » l v -
Lee images dee operateurs de création et d'annihilation se déduisent de la formule (1.13). Si nous 

nous limitons au cas d'une seule dimension, (1.13) nous permet d'écrire : 

S < « (s) J = < i M 1 a 

=. S ( . m t ' ) — • s™ < m + l | 
m V (m+ 1) i 

(1.34) 

et par suite 

T a T - l = S « dz , T a + T" 1 = a + = z 

L'équation a | 0> =0 a pour image — 1 = 0 

< < (>) 1 « 1 I (•') % = ~ 8 («-••> . (1.55) 

6-Fonction» géné'ratricce de l'oscillateur harmonique a trois dimensions 

6.1. La première fonction génératrice 

L'oscillateur harmonique a pour hatmiltonlea : 

H = S. % + % a y + ** S * "z"' & 3 6 > 
D'aprba le paragraphe précédent la fonction génératrice de l'oscillateur harmonique est ; 

—t —> 

| 9 (? , ?)* = e* a + | 0 0 0 > , (1.37) 

< W »3> «* »+ ' ' a x ' V ' S ' -
.tonien H de H l e déduit de la formule (l. 13) 

H <* {•)! s <* (*J| H . (1,38) 

Y 
L'Image de l'hamiltonien H de H l e déduit de la formule (l. 13) 



ce qui conduit à : _ ^ 

H = T>. (-£,) + 4 - . (1.39) 
A toute fonction propre f (z) de H correspond une fonction propre | Y > de H telle que : 

1 V = / f ( V V V ' M z ) > d u ( z > 

= f (a* , a 4 . a* ) | 0 0 0> (1.40) 

Oïl i- . — . - \ 
-{Z Z + Z Z + Z Z ) 

dU (z) = e * X y 7 Z Z dz dz dz . 
1 ' x y z 

6. 1. 1. La_dé^er_minati£n_des_fonctions jarogres et deo^aleurs_propres dç_H 

f_'obtient, enjrénolyant l'éguation_: 

rî" f(z) = E f (z) . (1.41) 

La résolution de cette équation s'effectue aisément et noua obtenons : 

Nous en déduisons (Messiah 1965) : 

l ' ( » " l Tn n n ' x y z 

(1.42) 

(1.43) 

11 est évident que cette fonction est bien une fonction de la base de l'oscillateur harmonique et 

<r* l n n n > = < x l n > < y | n > < z | n > (1.44) 

avec , 

< x | n > TA TTT e " H (x) , (L 45) 
< / ; 2 n x : ) I / Z " 

oï» H (x) est un polynôme de Hermlte. 

La fonction génératrice | 4 ( r* "E) > s'écrit dans la représentation ( r" ) (Wong 1970) : 

<?\ »<£ t) > = < x | < (x. r.̂ 1 » < y | 5 (y. z y ) >< z | • (z, i j > 

avec ttx X z 2 
"x _ ~T~ + ^ « x a x ~~T~ 

< x | » (x. z ) > = —jyj e (I. 46) 

V¥ -̂
Ici m représente la masse de la particule et W la fréquence de son mouvement selon l'axe x. 

Dans le cas traité ci-deaaus nous avons U) = tu = tu =1. Mais en général nous désignerons la 

fonction génératrice de l'oscillateur harmonique a trois dimensions par G ( f , x, z ). 

En effectuant l'intégration dans l'espace de Bargmann de l'expression 

* Quand aucune confusion n'est possible nous écrivons du (z) = d u (z) 



= t < x ! n > < x ' | n , > , 
O X ' X X 1 

où or - a , . x x' 
noua trouvons que : 

I (x. x'J « « (* . x'J. 

Ainsi, la méthode de la fonction génératrice nous permet de démontrer d'une façon simple que 
< x J x' > = 4 (x - x'), alors qu'habituellement dans l'étude de l'oscillateur harmonique (Messiah 19É&, 

p4JB), cette expression est imposée sans faire l'objet de vérification. 

6.1. 2, Nouajaouvonji déterminer les fonction8_proj>res de_H en^çherchantjes _y«cteurs 

grODres^de^H^ !>• 1* a v e c 

L? = C 2 = £ 2 -, t 2

 + t z . (i.47) 

Nous avons L = l r et L = - i s A( ) , ou L est l'image du moment angulaire. 
Les fonctions propres deîî, L et L se déterminent simplement et s'écrivent sous 

la forme : 

f (a , a . z ) = A , û ' Z n 11 . C?), (1.48) 
n i m * x y a' n£m g *"> 

où P1 = z + z + z , fU est une harmonique sphérique (Wong 1970) et 
A , -

ntti 
est une constante de normalisation telle que : 

(- 1)" 
n tm ,l n 

n • 2 

avec 

t . • J l J r " V ' 
* l r ( . » i 4 l 

(1.49) 

De la formule 0- 40) noue déduisons les fonctions propres de l'hamUtonlen H (voir I. 36) : 

I n l m> = f ' a l m •*„• ",• z

a> I * W» d u W 

avec 
+ 2 + 2 + 2 A + 2 0 ? a + a + a x y « 

Notons que la fonction | n ». m> donnée par (I. 50) a déjà été obtenue par Bargmann et Moehineky 
par une méthode différente (voir Bargmann et Moshinaki I960). 
Dan» la représentation { x ) nous pouvons écrire la fonction d'onde <"?] n t m > : 

<~T\ n i m> = J t n l m (2 x , i y , s ^ r * ] * (»)> du (z) 

». » 1 \ ' /4 2 2 ,->2, >»y ,-»»! 



oil 1. est un polynôme de La guerre (Wong 1970). 

La fonction génératrice (1.37) peut se développer sur la base sphtfrique «» tenant 

compte de* express ions [1. 46) et (I. 50) 

I î ( î ) > ! f f f ( t . i , z ) | n t m > 
' * ' n { m n e m v x y z ' ' 

E {- ] ) Q N 2

 a , , .2 n _ —» 
_ . , _ . _ , , - , - . . ( a + ) l o 0 0 > . 0 - 5 2 ) 

n ( m +.L n ; a m a* m 

2 ' 

Cette fonction génératrice a déjà é té exploitée par Kumar (1966) et ensuite par Wong (1970) pour 

calculer l e s coefficients de Talmî et l e s coefficients de Moahinsky et Smirnov (voir Moshlnsky 

1959. Smirnov 1962). Il es t a noter que dans l e développement de cette fonction génératrice {I. 52), 

l e s harmoniques sphérlquea apparaissent en fonction de trois paramétrer z , z , z dont la 

présence constitue à notre av i s la cause principale des difficultés rencontrées par Kumar et Wong 

dans leur recherche d'une express ion compacte d es coefficients de Talmi et des coefficients de 

Moshlnsky et Smirnov. Quant à nous, nous calculerons c e s coefficients au chapitre II en uti l isant 

une autre fonction génératrice dont la construction va être exposée c i - d e s s o u s au paragraphe 

6. 1.3. 

Nous terminerons le paragraphe 6. 1. 2. par Les deux remarques suivantes 

- De la conservation du produit scalaire nous pourrions déduire l e s é léments de 

paBaage de la base cartésienne ÎBOtrope a la base sphérique : 

< n n n I nX m > » (f , f , ) . (1.53) 
x y z * ' n n n n / m ' 

* x y z 

- La méthode précédemment décrite pour obtenir la fonction génératrice de l ' o s c i l ­

lateur harmonique a t ro i s dimensions peut être appliquée à un autre hamUtonien H. De manière 

générale cec i conduit à une équation différentielle image d'une équation différentiel le dans l ' e space 

de Hilbert et a l 'a ide de l 'express ion {I, 40), l e s fonctions propres de l'kamiltonlen originel peuvent 

ê tre obtenues. Notons que la p r é s e n c e du spin dans l 'hamiltonien ne présente pas une difficulté 

part icul ière (voir Scheweber 19a?), 
6 , 1 . 3 . La deuxième fonction génératrice d£ teJteaejplrér^qjie_deJ^aj:Utateu_r_a 

Pour plus de commodité nous rappelons l ' express ion de la base sphérique de l ' o s c i l ­

lateur harmonique a tro i i d imensions , so i t : 

| n f m > M - D n 1 — r Nnl P 2 n i y 4 m < « * H °0 0> , (T. 54) 
n +-y 0 

n ! 2 2 

La base de l 'espace fonctionnel a'é*erlt : 

_ _ n t* m j - m 

"n i ' m <»• *• 1 » * , . % * «• 55) 

Maj/nrr /ii4«n u -m); 



Compte tenu de la fonction génératrice des harmoniques sphériques (Schwinger 1965) que nous 

4TT -|T h' 1 «•.»«'>-«- t ' - -^ J - . (1.56) 

-g-I + m _ * - m 

« l» '*" ' ' ' ( . * n . ) ? ( t . m ) : "•"» 

st ou le vecteur b eat défini par : 

~b . b = 0, "h = ( b , b . b ) 
x y z 

avec 
bx = - zZ + n 2 . b y » - i {%z + TI 2) . b 2 = z ç r,, (i. 58) 

nous écrivons la fonction génératrice de la base sphérïque | G (i, ? , r) > : 

i c<•• "° "> • J ï« ' r r h - ' ^ - ? ; • « . (t"> i . « - » - B .w 
En remplaçant \ n % m>par son expression (i. 54) et en utilisant l'expression (I. 56) nous obtenons : 

| G(z. Ç<\ r)> • t (~ l f , ' " P , " ( ? . ? / | D 0 O > 

(_i_S. + b - * ) 
* « 2 2 / r I o a o > . (i. 60) 

Nous pouvons déterminer la fonction génératrice de la ba se ephérique dans la représentation} r \ (voir 1.51), 
(Sette Conctlon génératrice permetde vérifier les calculs des coefficients de Talmi, des coefficients de 
Moshinaky et de Smirnov , , . e tc . . . tout comme nous pourrions le faire à, partir de (I. 60) : 

G(«. t", P) = <t\ C(L. Ç°. r )> . 

Pour cela nous utiliserons la fonction génératrice des harmoniques sphériqnea Tvoir (I. 56) 1 et la 

fonction génératrice des polynômes de Laguerre que nous écrivons t 

£ »" L<T> ( • ? * ) • . ' - / ( I - . <I.M> 
" o 

Noue obtenons ainsi : 

c <- « ' • " • S - <-HTT' 2 - i *«- ^ ' ^ " i m > 

3 1 1 ~*^ 

-*2 
, 4 - T T T (b . * T . £ _ 

n ( i ) < I J J " • • 2 

^ —' —> 
= ^ > ~ H TÏ7Z 0-62) 



A notre connaissance cette fonction génératrice n'a jamais été mentionnée dana la littérature. 

Elle présente comme nous le verrons dans la suite de nombreux avantagea. Non seulement elle 

permet le calcul des éléments de passage d'une base isotrope ou d'une base anîsotrope, à trois 

variables à la base sphérlque (voir 6. 1.4, ) mais encore elle a'avère très utile dans le calcul, des 

coefficient» de Talmi et des coefficients de Moainoky et Smirnov (voir chapitre 11). 

6. 1.4. Eléments^Ç_pji5B^g^_d^ne_b^a_e^arté^^nne_iisotrop_e_pu anis_otrop,C à une 

ba_ae_ spjjcj,igue_ 

Des fonctions génératrices (1.62) et (I, 37} noua pouvons déduire d'une façon simple 

la fonction génératrice G (a,b, t ) des éléments de passage < n n n | n X m > d'une base 

cartésienne isotrope ou ani sot rope a une base sphérioue. En effet, G (s, b> t} s'obtient en rempla­

çant | n ( m > par la fonction génératrice G (s, Ç , r), voir (I. 6 0), et < n n n | par la fonction 

génératrice < ? (r, t ) 1 , voir (1. 37). Noua obtenons ainsi dans le caa ou la base cartésienne est 

isotrope : 

G (a, ~b* T) = <* (F*, 7 ) [ G (s, ç° . r }> 

= 01 

= e z 2 / y 

ou bien 

(1.63) 

x y z _1 

< = < ' ^ K » » '*„ <l ' '. i ' ÏTÎ - Ï ' 2 1 r •<mR°X'',»y».i»'•»>•<••«> 
x y z x y z ni ' 

Pour obtenir les éléments de passage < n n n | ntm> 11 suffirait de développer le deuxième 

membre de l'expression (1.63) puis d'établir une comparaison entre ce développement et le second 

membre de l'expression (1.64). En fait il eat préférable du point de vue pratique de calculer IeB 

éléments < n n n \ nfm > en utilisant des formules de récurrence que nous pouvons établir à 

L'aide des relations suivantes : 

^ G (.,•?, ?) = (|-£-> G ( . , f , 0 , 

f- G (., b, 1 ) = 
3 Tl a TI 

i . O <••"•«> - « n " 

Q = - J L i l + i_^L . 
2 2 rr 

Nous obtenons alors les formules de récurrence : 



it + m<n n n in£ m> = 2 x y z 

( /n^ (£ + m - 1) < n x - l n n | n / - 1 m - 1 > 

- i / n (i + m - 1 ) <>>xr) - 1 r i j l n J - 1 m - l > 

(t-m)<n ] [ i i n^njtmv = 2/T " * * - ^ /(I - ra)U - m - l | < n - I n n In * - l m+1> 

- 2 1 ^ YT~ ÏT— J l t - m ) ( l - m - T ) < i i ] i n y - l » J n . - l n > + l > 

+ 2 ^ - | f r r rT^~Jit -•">(*••»> < a x n y n

s - 'I» «-' m > - (••"> 
! 1 4 _ 

' "n«-I 

<n -2 n a | a-1 1 m> 

2 »,(",- ' !»„. 1 I 

, < » , « , . - 2 » , | . - I 1 m> 

2 n (n - 1)N 
1 Y n -

1 I 

, <n n n - 2 | n -1 x y a ' 1 i m > 

T f - t

< n » ° y n J n * m > 

(I- 67) 

La fonction génératrice dea éléments de passage d'une baae cartésLenne anisotrope à la 
base ephérique 91 obtient de la même manière que dans le cas isotrope. Cette fonction génératrice 

c r -i, r» rr -y jt 4^^-H4-^m^'^\ i r i6B1 
G ( . . a , t ) ^ ^ 0 - j — - ^ 3 « dxjj . (I.6B) 

a eat un vecteur de longueur nulle construit à partir du couple % = (£, T)), t s (t , t . , t.). En 
effectuant l'intégration noua aurons : 

G <s, -5*. T> = | [*[ — r- ' " — 3 2 exp [ Q ]] (1.69) 

4 t 2 ( l - s > | > f U - ë ) - t f 2 ( i + ï ) ] + 4 ^ a a 1 t I I i ( l - s ) + « 2 S 2 

* ad - ï ) o z ( i + i") + o 2<i - m 
Pour obtenir lea formulée de récurrence nous procéderions comme dans le cas isotrope. 

Pour clore ce paragraphe ne ton B qu'en utilisant la fonction génératrice G (o , Ç°, r) dea 
éléments de base <"?| o j m> nous pourrions calculer les coefficients de Wigner ou symboles 
3 - jm ainsi que l'expression 

qui «e déduit simplement de l'Intégrale j ^ (G (o. ; , «̂ J d ?.) avec Ç ' * ( * , t| ) . 



7 - Fonct ion g é n é r a t r i c e de la fonction d 'onde couplée d e s h a r m o n i q u e s s p h é r i g u e s 

e t déve loppement de V . { r * r ) 

7 . 1 . La fonction g é n é r a t r i c e de la fonction d 'onde couplée d a n s l ' çnpace de Bargmant i 

a déjà é t é c o n s t r u i t e Tvoir B a r g m a n n (1962) «t Schwïnger (1965) ] . Nous nous p r o p o s o n s de 

c o n s t r u i r e p a r ana log ie la fonction g é n é r a t r i c e de la r e p r é s e n t a t i o n couplée d e s h a r m o n i q u e s 

a p h e r i q u e s . 

La fonction d 'onde r e l a t i v e au couplage de deux h a r m o n i q u e s s p h é r l q u e s e s t ; 

.E 
t . - J , + m, 

1 2 3 /t £ l \ 

> 3 ^ r (i, 4 -J^fS^fi^ 
( h l 2 *3 \ 

OU l / sont lea symboles 3- jm. 
\ m m - m / 

De la fonction g é n é r a t r i c e (I. 56) et de la fonction g é n é r a t r i c e * ( Ç, ru T ) d e s symboles 3 - j m 

[ v o i r Schwinger (1965) "], nous déduisons : 

' l V s 3 3 * 3 m 3 ' l ' î ' 3 m 3 ' 2 

= _/* R , 1 . T) exp [ (f* . r"| + I * 2 . r"*)/2 1 du fe') du g " ) (1.71) 

a v e c 

S (ç, n , T) = e x p [ T 3 [ E ' e " ] + T j ftnçi)+Ti ( ç " ç ' " ) ] , (1.72) 

11 = J - 2 i 3 , ' = « 3 . n = ' [ - ' 2 • 

et ou a. et a . sont lea v e c t e u r s de longueur nulle cons t ru i t s à p a r t i r des couples : 

?' • (îi'\ > B t ï " = <^ 2'^z> • 
La fonction g é n é r a t r i c e de la fonction d 'onde couplée d e s h a r m o n i q u e s sphé r iques e s t déduite du 

ca lcu l de l ' i n t ég ra l e cons t i tuant le second m e m b r e de l ' e x p r e s s i o n (1. 71). P o u r effectuer l e ca lcu l 

e t pour s impl i f ie r l ' é c r i t u r e noua posons : 

| y> « exp T S°, - T", t ? j . ? z ) / 2 l , 

< « (t.. r j . T ) 1 = < « | . (1.73) 

Compte tenu d e s re la t ione (1.31) noue é c r i v o n s : 

3 ^ - < « l * > - s,<»!*:, | T > + 1 , <«• U , | T > . 

•JJ < « ! • > = 5 3 < » I Ç 2 I T » + T i } < » | t | J | v > d.74) 

avec 

< t U j l f » = ( - X j - i y j ) < i \Tt\y> + *j<*\ï'j\i>. 

< » | n j | T ï . = ( x J - i ,.) <« I ^ T i t > + . ^ i I T j l r » 0.75) 

et j - 1. 2. 



De mime nous avons : 

<« t"Çj 1 Y> = t 3 < ç j T i 2 l T > + T

z ? 3 < * 1 ? > . 

<« J ^ | V> = - t 3 < » i ? 2 l T > +T2T1J < * ! * > . 

< • I 7 2 l T > « - T 3 < i | t i 2 l T > + T i ç 3 < « | Y > l 

<« l n 2 l ? > = T j<« | î , | T> + T , H j < » I T> . (1-76) 

Si nous reportons lea relations (I. 76) dans (I. 75) noua aboutie Sun a & un système d'équations 

linéaires en fonction deB éléments < % | ç , l * > . . . . < S | T l l l 1 ! , > -

Nous reportons lea relations (1. 76) dans [I, 75) et nous faisons l'intégration du 

système obtenu. Nous obtenons ainsi la fonction génératrice de la fonction d'onde couplée des 

harmoniques aphérâques. Soit : 

&,«, ».i-«v v v v 3

 (?'"' \VB»3 (?>-^ 
= .xp t {T * rtf. T*>+*2 ? i 2 <Ï\ -îp] +T2 n»». ^ ) + T * Ï 2 g». ^>: 

+ Î T J T 2 t 3 i t â > . (?,«?.,) n / Z c f r , , ) ] « [ < • ! » > ! T 2 =T 1 = 0 ] . ft.") 

ou a est un vecteur construit & partir des couples ft-.ïl») et 

= ( T 3 ) . i + : , 3

2 ?[ . r z + T 3

4 Ï > 2 . ï » 2 . (1.78) 

Noua démontrons dans l'appendice que : 

[ < » U > | T , = T » 0 ] « J i - , . (1.79) 

Le développement du second membre de l'expression (1.77) et sa comparaison avec le premier 

membre de cette même expression fait apparaître sons une forme nouvelle L'expreeBion de la 

fonction d'onde couplée de deux harmoniques aphériquea • , , . _ , (r"f, * , )• 

7. Z. Dans le développement de l'expression (1.77) donnant la fonction d'onde couplée 

de deux harmoniques sphe>iquea apparaît la fonction ^ / , (*i A T?) °* o n t a notre connaissance, 

le développement sur la base 4f, (r\). N (rf).n'a jamais été exposé. 

v ' i l m I » diZTnZ • 
Pour effectuer le développement de la fonction Jy (r 4 r , ) nous nous plaçons dons 

la base de l'oscillateur harmonique a deux particules et ainsi nous obtenons; 

n î ' 2 m 2 (I.S0) 

avec _ . 

a = (a x • a , a , ) , b B 0>x • \ • »>B )• 

En utilisant l'expression de la fonction d'onde de la base sphérlque (I, 54) nous obtenons : 



-» 2», -! -J Zn -» 

«111 / ' f t 

S I ' , ' ' ' = < 0 0 | t ' s / . (?) b Z Û. W-V. ( a W ) 0 0 > . 

A partir de 1'expreaaio.n (I. 56) et de la fonction génératrice de la fonction d'onde de la base 

sphérique (I. 60) et par an calcul analogue au calcul précédent de la fonction génératrice de La 

représentation couplée des harmoniques aphériquca noua aboutissons à la fonction génératrice des 

(a\ *1 m ï M coefficients SI . _ } définis ci-de a 9u 9 : 

—> ~5 -* 
<«<!>>. ï , . 1,)» (Pj. ' . r r>2) exp ( 7 3 . [ 1 * A b , | ) | I I O > 

= e x p t j i 6>z ( ^ • ?3>2 + » t f j • ?3>+ | ?* • ( î fAfJ) 3 . 0.82) 

où r , "r-, "t. sont des vecteurs de longueur nulle construits à partir des couples ( Ç., ri.). Nous 

avons aussi : 

- * ~* , , «. 1 3 .2! -» —> - , 2 "T i 2 

T î • ( ? 2 A ? 3 > ' • « M s V l U V i C ! 1 ; 2 ] . (1.83) 

En développant (1.82) «t en utilisant la fonction génératrice des coefficients 3-jm (1,7Z)fqui devient l'expr ->.B-
sion (III. 46) dans le casoul . , t 2 e t i , sont fixés^l'cxpressiondescoefficUnts / n . 4 m. ( V 
«'écrit : ° U 2 ^ m 2 i » 3 / 

- /"l ' l " l *3\ ( - l l ' M ) " 3 V a ^ l ' i J ! ^ - ' " ) ' » . ^ 1 » / » , « 2 M 
W <2 ™Z " V ,,,.3/Z » 3 W - » 1 j) ! U , mj - « / « • " ' 

( 4 n ) ' " 2 

. ! = «, + » , + ! , . n, - - ! 
"I ' *2 ' *3 ' "1 2 ' "2 

En fin de compte nous obtenons la formule donnant le développement sur la base *¥. (r ) 
-9 r-* -> ff i m i 1 

fl/f (r_) de la fonction M . _ (r, A r ), à savoir : 
J ' 2 m 2 2 f? '3 m3 ' Z 

y m. m, n i * n 2 

"i' 72 Htmjfy- M5> 1,», ' 1 2 " ï i , m - " 2 «•^•"a 



La fonction M „, (f. A r_) est fonction propre de L. ( L = L. + L, ) et de L- et cette 
fonction eut une généralisation du tenseur sphérique bien connu T (l m) ~~j^ 0^*9') C voir par 
exemple Edmonds (H 57), expression (5. I. S ) 3 . 

8 - Conclusion 

La méthode de la fonction génératrice que nous venons d'exposer (voir paragraphes 
de 1 a 4) et que nous illustrons dans le cas d'un système de bosons (voir paragraphe 5) présente 
beaucoup d'intérêt car elle ne fait appel qu'a des calculs élémentaires. Non seulement, elle 
permet d'obtenir les éléments de passage d'une représentation a une autre représentation (calcul 
des coefficients de passage d'une base cartésienne isotrope ou d'une basa cartésienne anieotropc 
à une base aphérique, par exemple, (voir paragraphe 6) } mais au a si elle nous permet de construire 
de nouvelles bases, fonctions propres d'un bamiltonien H (voir paragraphe 6). En outre, la 
fonction génératrice de la base aphérique que nous avons construite (voir paragraphe 6) s'avère 
particulièrement utile, à 3a fois dans le calcul des coefficients de Talmi et des coefficients de 
Moshinsky et de Smirnov (voir chapitre II), dans la construction de la fonction génératrice de la 
fonction d'onde couplée de deux harmoniques sphériques et dans la détermination pour la 
première fois à notre connaissance du développement sur la base produit de deux harmoniques 
sphériques de la fonction H . (r A T , ) généralisation du tenBeur sphérique bien connu 

T (1 m) (Edmonds 1957). ? 



J 

APPENDICE 

Mous avons à calculer 

•=» - > _ a, . r , a , . 
i<T 3)=/««PC' 3c« ,s"n «»PC V ' * z \ 2 i dut?') <iu«2) 

>nt deux vecteurs de le 

ç 1 = fer tij) et S 2 = fe2, n 2 ) 

1 a, et 8_ sont deux vecteurs de longueur nulle construits à partir des couples 
I c -

[ ç ' <» 3 = ( , n 2 - r^r,, 

En utilisant 1«5 relations (I. 29} nous aurons : 

i(T 3)=/ exp[-T 3

2(-2jJ)] e«pr ° 2 ^ T ' ] and") 

1 1 

* i 3 - 2 t . + l v 2 1 _ + l m . i i . , V * i m i 2 2 

v»»'î ^ i - n * * , 4 * 2 - > 2 
1 " r 2 
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Z 5 . 

CHAPITRE II 

COEFFICIENTS DE TALMI ET DE MOSHINSKY ET SMIRNOV 

DAMS LA BASE DE L'OSCILLATEUR HARMONIQUE 

La transformation d'une base de représentation en fonction des coordonnées de deux 

particules {représentation non couplée) en une base de représentation en fonction de» coordon­

nées du centre de masse et des coordonnées relatives (representation couplée) se rencontre dans 

de nombreux domaines de la physique. En particulier, elle est utile dans la théorie cinétique des 

gaz (Kumar 1967), en physique nucléaire [voir p a r e x e m p l e Wong (1970)] et en physique molécu­

laire (Fleck 1979), De façon générale, elle eat fondamentale pour calculer les éléments de la 

matrice du potentiel a deux corps dans la représentation sphérique de l'oscillateur harmonique. 

Une expression simple des éléments de la matrice de transformation (coefficients de Talmi et 

coefficients de Moehinflky et Smirnov) se prêtant à des calculs numériques aisés présente donc un 

un grand intérêt. 

Diverses méthodes (Talmi 1952. Moshinsky 1959. Kumar 1966 a. Gai 1968, Trlifaj 

1972 et Raynal 1976} ont conduit leurs auteurs 1 des expressions des éléments de la matrice de 

transformation. Certains auteurs (Barânger et Davies 1966, Efros 1973, Dobes 1977, Fieck 1979) 

utilisant l'une ou l'autre des méthodes précédentes ont proposé de nouvelles expressions des élé­

ments de la matrice de transformation. Parmi ces travaux nous en distinguerons deux : le travail 

de Efros (1973) et celui de Kumar (1966 a). Efros (1973) a utilisé la méthode proposée par Moshin­

sky ainsi qu'une propriété des symboles 9-j [voir Yutsis et Bandzaltie (1965)] pour obtenir, dans 

le cas où deux nombres quantiques principaux sont nuls, une expression des coefficients qui eBt à 

notre connaissance la plus simple de la littérature. Kumar (1966 a) a utilisé une fonctioi généra­

trice de la base sphérique de l'oscillateur harmonique et a obtenu une fonction génératrice des 

coefficients de Talmi ainsi qu'une expression de ces coefficients à la fois simple et remarquable 

par sa symétrie. Mais pour le calcul des coefficients de Talmi, Kumar (1966 a) a développé aa 

fonction génératrice sur la base de la représentation couplée de quatre moments angulaires ce 

qui rend inévitable l'Introduction dans l'expression de ces coefficients, des symbole» 9-j dont 

le calcul s'avère long. 



26. 

Le grand intérêt qu'ont suscité, notamment sur le plan théorique, mais aussi sur le 

plan pratique, les travaux de Schwînger (1965) et de Bargmann (1962) sur le groupe des rotations 

nous a incité a utiliser leurs résultats et à étendre leurs méthodes au calcul des coefficients de 

Talmi et des coefficients de Moshinsky et Smirnov. Dans les travaux de Schwînger et de Bargmann 

les fonctions génératrices utilisées sont choisies de telle sorte que Leur développement fasse 

intervenir exclusivement des mondmes complexes dont la puissance est exprimée par des paramè­

tres qui sont fonction de nombres quantlques de la base de la représentation employée; ce qui fait 

que dans le calcuL des éléments de passage d'une base de représentation à une autre, U suffit de 

connaître ces paramètres pour obtenir les éléments de passage. Dans notre travail nous propo­

sons une fonction génératrice de la base sphérique [voir chapitre 1 expression (I. 62) J dont le choix 

est fait comme le font Bargmann et Schwînger et, en n'utilisant que des opérations mathématiques 

élémentaires, nous obtenons une fonction génératrice des coefficients de Talmi. Par la même 

méthode en utilisant en outre des résultats des travaux de Bargmann et Schwînger sur le groupe 

des rotations nous obtenons une fonction génératrice des coefficients de Moshlnsky et Smirnov. 

DanB cette étude nous consacrons la premiere partie à la définition des coefficients 

de Talmi et des coefficients de Moshinsky et Smirnov. La deuxième partie présente la nouvelle 

fonction génératrice des coefficients de Talmi £cf. la relation {If. 9)3. Nous déduisons de cette 

fonction génératrice une nouvelle expression des coefficients de TaLmi [cf. la relation (II. 21)1. 

De plus, nous obtenons une nouvelle expression de ces coefficients dans un cas particulier 

[ cf. la relation (11.25)]. Finalement, à L'aide de cette derniers expression et à partir d'une 

nouvelle formule de récurrence [cf. la relation (11.27)] nous proposons Une nouvelle méthode pour 

calculer les coefficients de Talmi, Daaa la troisième partie nous donnons la nouvelle fonction 

génératrice des coefficients de Moshinsky et Smirnov r cf. la relation (11.33)1. Nous déduisons de 

cette fonction génératrice une nouvelle expression des coefficients de Moshinsky et Smirnov 

rcf. la relation (II. 38) 3. Cette expression permet alors de retrouver la formule obtenue dans le 

cas particulier traité par Efros (1973). Enfin, la quatrième partie est consacrée à une nouvelle 

relation entre les coefficients de Moshinsky et Smirnov [cf. la relation (il. 42) 1. Dans l'appendice 

A noua donnons quelques propriétés de la fonction Z définie à partir du. travail de Kumar (1966 b) 

et utile pour le calcul des coefficients de Talmi et de Moshinsky et Smirnov. Dans l'appendice B 

nous remarquons que notre fonction génératrice des coefficients de Moshinsky et Smirnov se 

développe de différentes manières et nous exploitons ceci pour dériver une nouvelle expression 

de ces coefficients [cf. la relation (B.3) ] parallèle à celle de Dobes* (1977), 

1 - Préliminaires 

ha hase sphérique de l'oscillateur harmonique se définit dart la représentation {r) 

par : 



ui'i 7V = (x. y, s). J-n "^"l"? ) csi un polynflmc do L;.guerre C voir SchwLnger ( 1965) ] , 

Ui (r ) est une harmonique sphcriquc a 

r -4- l / 2 

N • . r " ^ r t " ; ' > 1 . 
"' L r ( , » i »4> J 

La (onction d'onde couplée de deux particules s'écrit dans la représentation J T , > r_ [sous La 

forme : 

l " l t | < ? l , n Z 4 2 < 7 2 » i X t l > = X , < t l t 2 m > n ' î | X ' " l ° l ' ' l " ' l < ^ ' » 

(II. 2) 

où < * t m m- l ^ u > désigne un coeliicient de Clebsh et Gordan. 

Pour simplilier nous utiliserons les abréviations : 

|n ( ? ) > • l l t » ( f ] > , 

! » , ( • ? , ) - j l ^ l ' - l n , ! ^ ) > l " 2 ( " à ) > • 

Les coordonnées r et r . des deux particules sont liées à la coordonnées relative R. et à La 

coordonnée du centre de maflfle R_ par une transformation orthogonale que nous écrivons flous la 

forme générale C voir Smirnov (1962) 2 : 

r . = coe «p R. + sintp R 2 . r 2 =-sm«p R ( + c o » <p R • <it. S> 

La conservation de l'énergie et de la parité conduit aux règles de sélection suivante* : 

2 (n ( + n 2 ) + 4j + ^ = 2 ( N. + N 2 ) + L. * ^ , (11.4) 

* • * L + L 

< - » ' 2 " ( - » ) ' 2. 

Dan» la base de la représentation couplée de deux particules le passage de la représentation 

{?* , r* } à la représentation ( R , R } ae fait à l'aide des coefficients de Mo shin a ky et Smlrnov 

qui s'écrivent < ^ ( ? ) n^ {"r^ ); X } N ( R ) N g ( R 2 ) j * > . Les coefficients do TalmL 

< nj ( r^ } n 2 ( rj) ] Nj < Rj ) N 2 ( R ? ) > sont lie's aux coefficients de Moshinsky et Smlrnov 



par la transformation : 

< n ( { 7* } n 2 ( r* ) ] N ( { R* J I*2 IR* ) * 

X 
X<n ( (7*( ) n 2 ( 7 ' 2 ) ;X J N, ( R* ) N g ( R^ ) i X >• (II. 6) 

2 - Coefficients de Talmi 

2 .1 . Expression générale dea coefficients de Talmi 

En utilisant la fonction génératrice de la base aphcrique (l. 62) nous pouvons obtenir 
la fonction génératrice G(s , S, : , *' ) des coefficients de Talmi. Pour cela nous remplaçons 
1 »>, l~*.) > < I n

2 t *? ) 5 , ' 1 N, t ^ i ^ et | N ( R 2 ):> dans l'expression {II. 6) respectivement 
parleur fonction génératrice G ( S ( , ç 1 , F j ) . G {a^ %

2

t Tjt C[S)t «'l, R}) et G (T^ ç , Z , R2>. 
Noua avons : 

3(». S, 5, V) Jl , [ o (•,. ?'. rf) G (S.. F/'. R.) d R ' 

J 
K ^ T T ^ ^ 

"2 

- - - i (1 . S 2 )J R l " R 2 • 

(II. 7) 

o(..s.ç,;')-



( ? ! - i p e t f ? 1 . . n| )avec i = I, 2. 

Apres avoir effectué l'Intégration de 1'expresBion (IL 7) noua obtenons : 

G(.. S, ç. r.) = e*p f 0 1 ' '^ %- ? ) 1 / fe (s. S)l 7 . (II. 9) 
L 8 p ( 5 , s)J / y i 

• 2 ' 2 T ' l - | " " l " a - | " 2 ' 

S , ( l - S 2 » 2 ) cosç 

où 

7.7.•-z:('f}i. ? . . Â, = 2d 1 V >f. i. i 
i j 

1. 2. 

[ Ç 1 S ' J ] = îjTi'j - r ^ î ' j . ( 5 ! V J ) «.SjS'j 

La fonction génératrice des coefficients de Talmi (II. 8) présente un grand intérêt pour le calcul 

des coefflciente de Moshinsky et Smlrnov que noua exposerons dans le prochain paragraphe. Le 

calcul des coefficients de Talmi peut être déduit de la relation (IL 6) dans laquelle il suffit de 

reporter l'expression des coefficients de Moshinsky et Smlrnov. Mais ici nous allons exposer 

une autre manière d'obtenir les coefficients de Tairai en partant de leur fonction génératrice 

(II. 9). 

Le développement ds C (s, S, ç, f ) s'écrit : 

Aii\m fii UL 
CPv>.sJ30 

. i + j +m +n 

i j S i m n Z" i!J'.k:«n>!n! C P J B . S ) ] 0 ^ 

<n. io) 

(u • c t" efl ev*f> e'«¥ k « V f u'rV-tr 1 s-21to m. »> 

(2) = ii; - V s a -7j . 2 )
J u - . 2 ^ ) k (i - . , 7 / u . . 1T 1>

, n(., - . / m.i2) 

û - s l + j + k + l + m + n . 



La détermination des coefficients de Moahineky et Smirnov exige que les Indices de sommation 

dans l'expression (II. 10} soisnt les mêmes que ceux qui interviennent dans l'expression (II. 8). 

Compte-tenu du fait que les modules Ç , *' , £, et? ont respectivement pour exposants 2 l , 

2 L. , 2 t et 2 L. , nous remplaçons dans L'expression (II. 10) la sommation aur i, j , k, L, m, n 

par une sommation sur t , l , L , L., i, j telle que : 

i + j + k = 4j. k = 4 } . i . , 

i + t *m = t . , * * L. - A, -

j + «i + n = L , m = A + j 

k + m + n a L,» n = A + i • 

A = u . 2 - L , * v v i \ 
L. + L , - ( t . + * J 

(II. 13) 

Par la auite nous conserverons la notation i, j , k, JE, m, n. Pour écrire le développement des 

expressions ( l ) et Cz) nous utilisons des coefficients de couplage _ i _ / I Z 1 2 (i i l 

\""l " 2 " M l " M Z ' / 

où i . . L.» m, et M. sont les nombres quantiques orbitaux et magnétiques (voir l'Appendice A). 

Ces coefficients Z possèdent les propriétés de symétrie des coefficients S que Kumar (1966 b) a 

introduits dans son étude des couplages symétriques du moment angulaire maia ils different de 

ces derniers par un facteur de phase (voir l'Appendice A). 

Ainsi : 

# \ n, <«'> «t M B"'> i = 1 «i1»! V i 

( - 1) 

01. 14) 

s,(U>M(2i)! (zj>! (2k): (zt): (zm); (zn):)" ', J ^ + ^ + L ^ + I^ . 

Oe même : 
t T 
, ? - ' t i + u . _ ' i + ' ' , 

P 

i ^ + u 2 h'U3 '4-"4 
"l °2 

(II. 15) 



1 2 3 4 X. ". ' 

exprimer en fonction des symboles 3 - jm , soit : 

it u: tu') : (r -u | ) : 

(11.16) 

I " I " 2 ' 2 2 2 ' J } 2 ' 

u i " - 1 1 , - T ' U' 2

 = - u 2 - ï ' ">° - u 3 " f ' 

et en utilisant la formule de récurrence suivante : 

(11.17) 

qui est une généralisation de la formule de récurrence dea symboles 3 - jm (Edmonds 1957), nous 

obtenons toua les coefficients Z. Pour le calcul complet des coefficients de Tal mi il est nécessaire 

de connaftre les coefficients du développement de _ - ^ _ — , 

[ P C i)]° 

1—^y^'t^-;''?*"'?-
C P ( . . S ) f + 2 N ! N f 

le changement de s en S et a en S ne modifie pas l'expression ci-dessus de même que le 

changement de s, en e_ et S. en S_ ainsi : 

^ ' • ^ . . ° J N ' ' - N ^ ^ ' l ' u <.<N2' f"lJ, , 

De l'expression (II. 18) nous déduisons : 



* n i ' n"J « m TM j . - t m . 2(N' -n',) 

< N | ' N2> m " r r r T 7 

î ( n ' + N ' J - 4 m 4 1 
X c o s , ' 2 V S5L2 (11.19) 

Dan. le caa particulier ou n' s 0 l ' express ion précédente a'écrit : 

(0, n ' ) r < ° + » i t ' j > 2 N ; 2NL 
p i N . ' w ) — ; ' • " » ' ( c ° * » ' • ( t t 2 < " 

Nous obtenons l e s coefficients de Talmi en reportant dans l 'express ion (II, 10) le développement 

d e s express ions (IL 14), (II. 15) et (II. 18) puis en etablîaaant la comparaison avec l ' express ion 

(II. 8) , Ceci conduit à l ' express ion finale : 

» » j ( l . i ) ^ ' ^ (amo.) (coacp) (11.21) 

, i j r(Tti)'7 T- ' 7; / ' I V Î ' * . A 

„ _ ^ J V 

t 3 - Uj + n-, = n , . i 

(II. 22) 

(n . 23) 



Il (nut noter que l'expression (H. Zl) cat particulièrement adaptée à un calcul machine. A ce sujet 

noua pouvons faire lus remarques suivantes. Pour calculer les coefficients de Talmi, nous avons 

utilise ICB expressions (II. 16) cl (II. 17) qui donnent les coefficient» Z les indices i et j devant 

satisfaire les relations (II, 19), ceci entraîne que le nombre de coefficients Z est limité. Par ailleurs, 

leurs propriétés de symétrie diminuent considérablement le nombre des coefficients a calculer. 

Le calcul des coefficients *P . 1 ' 2 ( 0 ) s'obtient a l'aide de la relation (II. 19) et le nombre de 

ces coefficients qu'il faut calculer esc grandement diminué du fait des symétries qu'Us présentent. 

Connaissant les coefficients Z et F . 1 „,2 .(m ), il est aisé de calculer les coefficients 
l i * N V N 2 ' 

C c M w \ d'après la relation (II. 22) en tenant compte de (II, 23) qui limite le domaine des 
1 n 2 l 1 2 valeurs des indices U , u , u , et restreint les opérations de calcul. 

recurrence 

Nous allons traiter un cas particulier où dans l'expression générale des coefficients 

de Talmi deux nombres quantities radiaux sont nuls et un nombre quantiçue magnétique prend sa 

valeur minimale. Dans le cas où n. = n = 0 l'expression (II. 22) devient : 

. . N (N + N ). 
c i . o ,N l ( . 2 ] ' ' -" ^:4 ' • . » , ' V - ' • ( n - 2 4 ) 

ai noua prenons m. = - I , noue obtenons à partir de la relation (II. 16) une expresaion des coeffL-

clenta Z que noua reportons dans La relation (II. 21). Ceci nous amené à l'expreBBion nouvelle : 

< 0 t , - 4 , irj) 0 l a m z (r^) | N, (R,") N 2 (R*) > 

(•Il ' ^ , ( Z ^ 0 ( 2 4 i t ) ) i 

H > ) i f | ( V,V V ^ W W " ^ 

i/(S-"i> !'4"*,>•' . V * i V h 
X V ( L , + H)!(L,VM,)! •'"'' , «""" (Lj + M,)!!^*»^)! 

(2 1. - 2j): ( 2 4 + î j ) ! 

I (L, - M, - 2 j): (24 - I , 2 - M 2 + Z j>: (C, - N ( . Nj - j)! 

I (cotan qj * 

* (Atjii ( L , - j i ! r r • ( U - Î S ) 

Pour le calcul numérique des coefficients de Talmi dans le cas général nous pouvons alors utiliser 

l'expression précédente conjointement avec deux formules de récurrence que nous établissons 

maintenant. 

Nous reportons la relation (II. 17) dana l'expression {ft. 21) et nous obtenons une 

relation de récurrence entre les coefficients de Talmi (relation de récurrence qui peut aussi être 



obtenue à partir de l'expression (11. 5) ), à savoir : 

£ V < V n \ H i + V l ) < 0 V r V a i , l ) ( ^ ) 0 t 2 { r n 2 t B i , 2? ( ~2 ) ! N

1 ^) N

2 <^ > 

2 
= Z ) V( L i + MjHL. - M. + 1)< 0 1 , m, ( ; * } 0 t 2 m 2 ( ^ ) | 

(II. 26) 

Ainsi noua arrivons à calculer tous les coefficients < o / m ( r , | 0 L m„ (F„J I N. (R ) N (R ) > 
1 1 1 2 2 2 i i ^ i 

en utilisant (II. 26) et (II. 25). 

Les autres coefficients de Talmi s'obtiennent en utilisant de plus La relation de 

récurrence suivante : 

+ 1 2 

- (N, + I l t i ) t n 1 - l . n 2 | N I L 1 - l , N 2 - l l ï + i : 

t t n , - 1 . n^N, - I.I., + 1, Hj - 1. 1^ + 1 ]} . (11.27) 

V.\ , .rr^Vw2' (- o 

V <n ' 1 4 1 m 1 ( r " J ) n ' 2 t 2 m 2 ( r ^ ) l N| ^'(Mj+v)(B^ÏW2L^(M2->J)^) > 

[Nous avons obtenu la relation (II. 27) en utilisant les propriétés des polynômes de Laguerre et 

des harmoniques sphérîquea. ] 

L'expression (II. 25) et les formules de récurrence (II. 26) et (il. 27) permettent une 

autre alternative de calcul des coefficients de Talmi beaucoup plus simple que la méthode habi­

tuelle. Habituellement pour calculer les coefficients de Talmi on utilise l'expression des coefficients 



de Moahinsky et Smirnov. On part de l'expression donnée par Efroa (1973) dans le cas oit deux 

nombres quantiques principaux sont nuls qui est à notre avis L'expression la plus Impie des coef­

ficients de Mosninsky et Smirnov dans ce cas particulier puis on utilise des formules de récurren­

ce qui permettent le calcul de loua lea autres coefficients de Moahinsky et Smirnov; enfin utilisant 

ces derniers et la relation (11.6) on aboutit à l'expression des coefficients de Talmi. 

Notre méthode est plus avantageuse que la méthode habituelle parce qu'elle est plus 

directe; en effet les âçux méthodes font intervenir des formules de récurrence analogues mais le 

calcul de l'expression (II. 25) est plus rapide que le calcul de l'expression de Efros (1973) parce 

qu'elle ne contient qu'une sommation sur un seul indice et la méthode habituelle est encore plus 

longue que la notre du fait Je l'emploi de la relation (II. 6). 

2.3. Autres cas particuliers 

Dans le cas ou n = l = m = 0, la relation (II. 21) se simplifie considérablement 

et, a l'aide des expressions (II. 20) et (II. 16), conduit à : 

<0(r*,î. n ^ J l N , (*'), N 2 (R*) > 

.V 
W N 00 N n,t , 

"?Z 

\ 0 0 o A - m 2 M, M 2 / * 

Nous constatons que cette dernière expression est la même que celle obtenue par Kumar (1966 a). 

Dans le cas oïl tous leB ïndiceB sont nuls sauf les n. et N., nous avons : 
i i 

< Uj 00 ( ? J n 2 00 (7 2) | Nj 00 (R*) N 2 00 (R^) > 

i = 1 1 . „ (n., n j w«r 
P ( N . N J < « " ' 

expression qui est difficile à obtenir par la méthode de Kumar (1966 a )» 

Dans les autres cas particuliers, pour obtenir les autres coefficients par exemple, 

dans le cas où n ( = û et oîl les autres nombres quantiques sont différents de zéro U suffit de poser 

1 = 0 dans l'expression (11.9) puis de la développer et enfin de la comparer a l'expression (11.8) 

on on pose aussi s. - 0 . 

3 - Coefficients de Moshinskv et Smirnov 

3 .1 . Fonction génératrice de la base de la représentation couplée 

Pour calculer les coefficients de Moahinsky et Smirnov il suffit de construire la 



fonction génératrice de la base de la représentation couplée. Nous la déduisons de la fonction 

génératrice de la base sphérique G { z, % , r) et de la fonction génératrice? ( ç , T|, T ) des 

aymboleB 3 - jm. La fonction génératrice de la base de la représentation couplée de deux moments 

angulaires dans l'espace de Bargmann introduite par Schwinger (1965) s'écrit : 

m l m 2 m 3 

• « P ( 1 | ( S V ] + V s Y l + T 3 [ | ' , 5 2 ] ) , (11.28) 

on 

Nous exprimons les harmoniques sphériques en partant de la relation (I, 56) et en atUlsant les 

propriétés de l'espace de Bargmann. Nous obtenons ainsi : 

JZptxrf %77 **,5) " ? * - ("?) • '»•"> 
Bn remplaçant dans (II. 2) les coefficient a de Clebach et Gord&n par les symboles 3 - jm et les 

harmoniques sphériques par leur expression (II. 29), nous obtenons : 

> f l g | < a * l * '->. -> .a, t i \ J * 3 Vi *1 ^ 2 *i 

s&oiïd^w*-'1** 
"I ' "2 " " ! , 

3 V 

W. 30> 

En multipliant (II. 30} par 

n l "2 

v, v,^.'"i+" , t 3 m 5 < 5 3 1 S t ' v > 
I 1 "2*2 



et en effectuant la sommation sur n . , t.. n . % , t . m nous obtenons la fonction génératrice 

de la représentation coupli'c que noua noterons G ( r* , r ? J : 

, _-2 , . „ * , - s ••», 

X V a VzS ' ' 2 2 5 3 

De plus en utilisant une fois l 'express ion (II. 3D) et deux [ois l ' express ion (I. 62) nous obtenons : 

X i ï l G ( s i ' l'- rJ < i M ( î ' ) du ( S 2 ) . ( " - 3 D 

Dana (il. 31) ne J S pouvons remplacer la quantité en t r i crochets par le conjugué de l ' express ion 

(II. 28 ) . En effet, le développement des fonctions génératr ices G { a , Ç , r.) s'effectue sur des 

valeurs entière» de t et 4 et de c e fait l ' intégration dans l 'express ion {21.31} ou l e c r o c h e t a 

été remplacé par l e conjugué de (II. 28) donne une contribution nulle lorsque * ou * es t d e m i -

ent ier . Moue obtenons a ins i : 

Q ( r 4

r r J ) - / ' W t n . T ) i / 1 G ( * . . S 1 , r.) d u (S 1) dH ( 5 2 ) . (IL 32) 

Notons que c e procédé peut faci lement être général i sé pour obteaix La fonction génératr ice de la 

représentation couplée de plusieurs part icules : i l faut faire var ier i de 1 n n danB la relation 

(II. 32) et U faut remplacer r (Ç, il. T) par la fonction génératrice de la représentation couplée 

de n momenta angulaires (Schwinger 1965) dans l ' e space de Bargmann. 

3.Z. Coefficients de Moahineky et Smirnov 

La fonction génératrice G _ deB coefficients de Moshlnsky et Smirnov es t le recouvre ­

ment de la fonction génératrice de la représentation couplés dans la représentation (H. , R ) e t 

dans la représentation (r^, r"2) [ voir (11.32). Ainsi à l 'aide de (il. 32) et de (11.31) nous pouvons 

é c r i r e l ' express ion de OM& sous l a forme intégrale : 



« S M S ^ ' V ^ = < V K 2>«K; "»2 

=/i(5.n.')»(5'.f.' ,)/" iï 1 (G(0i. ç i.r.)G(S i,ç''.R,))iR l JfÇ 

x . § , dues') dud-') . (n.33, 

ou sous la forme développée en fonction des coefficients da Modhtaaky et SmlrnoT : 

om • E t , ^ r ,i,«t^d'V* V , , ' 'V/ 'W' J i i H «2

 f i - J >* «EJlt IS'3* 

u 
01.34) 

X > ) ^ ^ < ' ' , ( 5 : , ^ ) : l | " , < n " , 2 ( ? ? i X > ' 

La quantité / , ïï (G (s.i 5 , r.) G (S., Ç'\ R.) ) dR dR 1 représente la function génératrice 

des coefficients de Talmi et nous la remplaçons paT son expression (II< 10). Noua utilisons alors 

(Bargmann 1962) : 

/*«• 1 . T) * « ' . 1 ' . T ' ) . E , , ) ifjlda-fS 1) du «')) 

"7 •» c S T i ( - ï r . '<• T i V 2 " i V 5 -'.'V,>] • « " • " > 

E(o = t 1Cî ,i 2]+t 2Cç ,e- ,].+t 3(ç
1ç' i !)tt 4(s

2î' 1)+t 5B
2s' z)tt 6(s' ,? i 2j, 

oû t., t«, t.i t„, t_ et t. sont des paramètres et 
1 7 3 4 5 o 

S - 1 - T j t , - t j t j + T ^ T3 < V t - t 2 t 5 + t 3 t 4 ) . 

Ainsi nous pouvons effectuer l'intégration dans l'expression (IL 33). 

En tenant compte de l'expression des coeCHcients de Clebach et Cordan Qvoir 

Edmonds (195?) 3 nous obtenons : 



(- I) (J , t l ) ! ( J 2 + 1)1 

x£<-Dm v 

V(J, - 2 i + I).' (J. - 2 * - 2 1 ) : i ! j ! Jt ! t .• 

" W . > T^r^—»" 

x 

1 2 » C P C * ] " * * " 

(X + u ) ! ( !i - u) ! 

X ' l T 2 T 3 ' i ' z T 3 ' 01.36) 

J l ' J 5 J ! - J ? 

" j ' - W <"'3 7> 
J . = t. • * , + x . 

En remplaçant t2> et - — par Leurs express ions respec t ives (il. 15) et ( n . 18) 

dans 1'expression (II. 36) puis en comparant Le résultat obtenu à la relation ( n . 34),. nous obtenons 

L'expression des coefficients de Moahùisky et Smirnov : 

< N I ( R > 2 . 5 ^ K < ï > 2 ( ^ > » - ^ Ï 

VV[t 1 Kt,JCL 1 ] [L 2 : (J 1 -2X)!(J i , .21 l ) ! (J 1 t l ) ! (J 2 +l) ! 

V(2J).'(2*).'(2*).'(2m).' / j l j J j 3 \ 
* V t J i - 2 i t l ) ! (1 , -2^-21) ! - i ! j ! k ! 4 • „ • „ . V i^n^nu/ 

i l S * V * ' L , - * , + 2( l+j) 
(II. 38) 



ou les coefficients C, M ., , sont données par l'expression (il. 22) précédemment exposés 
1 "2* I 2 ainsi que la méthode qui permet leur calcul numérique. 

Comparée a l'expression des coefficients de Moshinsky et Smirnov donnée par 
RaynaL (1976) [voir (12) et (61) ] ou à l'expression donnée par Dobes (1977) ("voir (6) 1. notre 
expression dont la dérivation ne lait intervenir que des opérations mathématiques élémentaires 
s'avère nettement moins compliquée que celles de ces auteurs. Le programme de calcul des 
coefficients de Moshinsky et Smirnov est d'une mise en oeuvre rapide en partie du fait de la sim­
plicité de l'expression formelle «t d'autre part parce que les coefficients Z et les polynOmea 

P . ' 7. . (q> ) qui interviennent dans les étapes du calcul possèdent des propriétés de symétrie 
et que les indices ont un domaine de variation limité qui permet de réduire considérablement le 
temps de calcul-machine. 

Dans l'Appendice B nous exposons une autre manière d'obtenir une expression formel­
le permettant le calcul des coefficients de Moshinsky et Smirnov. 

3,3, Cas particulier traité par Efros 

Dana le cas où deux nombres quantiques principaux sont nuls, c'eat-à-dire le cas 

traité par Efros (1973). nous déduisons simplement de l'expression (II, 38) le résultat obtenu par 

cet auteur. 

U suffit de poser n = n_ = 0 pour obtenir : 

et de (II, 37) nous déduisons que : 

Pour ,uivT« la notation de Efroa, noua remplaçons j , k. I, m par : 

) " f 1 " ] + L l - 0. 

k =-f ( t , l ' L l * , K 

<• = T ( < i - L 2 + •>• 
m = i ( » + !.. . , ) , 

• » . - " , . 

En utilisant 

>•§) - v r ( 2 n + 1 ) ! i 

ou n est entier, nous obtenons l'expression suivante des coefficients de Moshinsky et Smirnov 

donnée par Efros (1973) : 



<°*,(FJ) °'2<~2); >• IN^R'JINJI^A 

M - I ) Z(t:>n,) ' Z (co.»J ' Z 

I - ( 2 L + 2L +N +N, ) 
| :L | lCL a , 1 (J 1 -2 ' . ) ! (J 1 t l ) ! 2 1 2 1 2 

, j i k . ' t : m ; \ t j - , . n j t 2 . t j / 

Remarquons que dans le travail de Efroa ces cléments Bont notés : 

CO*, (r̂ > 0* 2 (r^) : l ) N., (ï^) N, ( f y ; » » • 

EÎTQB calcule les coefficients de Moshinsky et Smirnov dans ce cas particulier en 

utilisant une propriété des symboles 9 - j I! voir Yutais et Bandzaltia (1965) ] tandis que dans 

notre méthode nous avons pas a faire état de cette propriété (qui est implicite) de telle sorte que 

le calcul se fait simplement en remplaçant, dans l'expression générale deB coefficients de 

Moshinsky et Smirnov, les nombres quantiques par leur valeur particulière dans ce cas. 

4 - Relations entre les coefficients de Moahinakv et Smirnov 

Noue allons établir des relations entre les coefficients de Moshinsky et Smirnov a 

l'aide de la fonction génératrice de la base sphérique {I. 52) utilisée précédemment par Kumar 

(1966 a) et Wong (1970), Ces relations sont particulièrement utiles pour vérifier les calcula 

numérique* qui conduisent aux coefficients de Moshinsky et Smirnov. 

Nous multiplions l'expression (IL 2) de la base de la représentation couplée par 

* 2 * 
K W ^ . , , , . » , ) , , ' » . • ' ! , 2 * " ^ 

« V Sr 1 °J' , , L ' J 

*\o o 0/ 

puis noua utilisons l'intégrale de Gaunt de 3 harmoniques sphériques [ voir Edmond» (1957) ] , En 

faisant la sommation par rapport k ny l j , n y n . I j , m nous obtenons alors ; 



"2 4.2 A 

XsinO' de' *p* , (11.40) 

—» , w^ 
a v e c l £ = s . et x = z où 1 eat un vecteur unitaire do type i = i ( 8 , cp }. Nous recondui­

sons l e i mEmtB calcula pour la deuxième fonction d'onde | N . ( R, ) N , ( R ? ) ; Ï.U > . A partir 

du résultat a ins i obtenu et de l 'expreBsion (11.40) nous déduisons : 

V K ( I . 1 . I . J . N ] . N 2 ) K « . 1 . t 2 . „ 1 . „ J ) , ; ^ ' . k 

"ft "A 
2N t L ZN, + L 

'•^f^J^H^f'^ .xpCQjïJ.^,^. ^ )3 «1^ d ï j (11.41) 

0 ( r , . l y R, . R 2 ) = - ( » , * • a£+ a j ' + . p + 2 ( * , . r, + ^ . ^ + ̂ . H, + » i . R j ) 

- j "ï* -» T* "T* , T* -;» , T * 

En remplaçant 7 ? et "r_ par leur express ion (H. 3) en fonction de K. et ft, * puis en effectuant 

l'intégration dans l ' express ion (11,41)) nous obtenons une relation nouvel le entre l e e coeff ic ients 

de Moshinskjr et Smirnov, a «avoir : 

J K N ^ R ^ N j e J - x Injffj n 2 ( ^ ) , ». > 



2ff Z { -_I ) [ 2 n ' + Q : 

r(n' + ] J ."(n' + \ + 2 J V ( 2 N I + L I ) ! [ 2 ^ + L 2 ) ! ( 2 n I + 4 I ) ! ( 2 n 2 t 4 i ) i 

L , L 2 - X L 

n' - (N, * N 2 ) t - 2 . M* = - ( N ( - N 2 ) - - 1 

J = ( N, + N.) + ' Z 

Enfin d . . . , , ,» { 2 <p } e s t l 'é lément de la matr ice de rotation [ voir Edmonds (1957) J . La 
(M , M ) 

2 n} * *j = x, 2 n 2 * l2 = y . 

2 N + L x « » . 2 N 2 + L 2 ^ t . 

où x, y, 2, t sont des nombres entiers posi t i fs . 

5 - Conclusion 

Une fonction génératrice de la base sphérique de l 'osci l lateur harmonique a été 

construite puis ut i l isée pour calculer par des opérations mathématiques é lémenta ires l e s coef­

ficients de Talmi et l e s coefficients de Moshinaky et Smirnpv en suivant la méthode de travail 

de Bargamann (1962) et Schwinger (1965). 

L e développement de la fonction génératrice des coefficients d« Talmi s ' impose 

naturel lement dans la base de la représentation symétrique (Kumar 1966 b) et nous donne one 

express ion des coefficients de T a l m i qui es t nouvelle, qui possède une symétr i e équivalente à 

c e l l e qu'on observe dans l ' express ion donnée par Kumar (1966 a) et qui ne fait pas intervenir l e s 

symboles 9 - j . L'express ion d es coefficients de Talmi peut être faci lement programmée , e l l e 

permet un calcul rapide d e s coefficients en raison des symétr i e s qui apparaissent, du fait que 

beaucoup de coefficients sont nuls et que l e s indices de sommation ont un domaine de variat ion 

l imité . De cette nouvelle express ion des coefficients de Talmi nous déduisons naturel lement l e 

calcul des coefficients dans d es c a s part icul iers , retrouvant a ins i certa ins résul tats de la l i t t éra­

ture et en obtenant de nouveaux. Dans l e cas où deux nombres quantiques radiaux sont nuls et où 

un nombre quantique magnétique est minimal, noua obtenons une express ion s imple des coeff icients 

de Talmi qui ne contient qu'un seul indice de sommation et qui noua parait part icul ièrement 

inétressante non seulement par e l l e - m ê m e mais surtout parce qu'el le permet la déduction par 

récurrence de tous l e s autres coefficients. 

De la fonction génératr ice des coefficients de Moshinsfcy et Smirnov nous déduisons 

une express ion nouvelle de c e s coefficient* où n'apparaissent que d es symboles 3 - j m et de s 

coefficients de la représentation symétrique (Kumar 1966 b) ca lcu lés à partir d e s symboles 3 - j m . 
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Tone ces éléments possèdent de remarquables propriétés de symétrie; de pLue un grand nombre 

d'entre eux s'avèrent nuls ce qui diminue considérablement le nombre des opérations de calcul 

numérique. Notre expression est particulièrement simple en comparaison de l'expression propo­

sée par Raynal (1976) T voir (12) et [61) ] et de l'expression récemment proposée par Dobea* 

(1977) C v o i r (6) 3 e t elle se pr&te à un calcul numérique rapide des coefficients de Moshinsky et 

Smirnov. Dans le cas ou deux nombres quantiques principaux sont nuls nous retrouvons .par simple 

remplacement dee indices par leur valeur, l'expression donnée par Efros (1973) sans être obligé 

de faire appel aux propriétés des symboles 9 - j . Cet exemple est significatif car il illustre 

l'intérêt de la méthode que nous utilisons; en effet notre méthode se prête à une généralisation 

dans les cas où la baae de la représentation est fonction des coordonnées de plus de deux particules, 

le calcul des éléments des matrices des transformations de Moshinsky et Smirnov pouvant être 

effectué sans connaissance préalable des symboles 3 n - j , résultat que les autres méthodes ne 

peuvent pas atteindre. De la fonction génératrice des coefficients de Moshinsfcy et Smirnov nous 

déduisons, dans l'Appendice B, une autre expression des coefficients de Moshinsfcy et Smirnov 

qui peut se comparer avantageusement à l'expression donnée par Dobes (1977) car elle est moins 

compliquée; de plus elle contient des coefficients qui possèdent des symétries ce qui présente un 

grand intérêt dans les calculs numériques en minimisant le temps-machine. 

Dans ce travail nouB avons également obtenu une nouvelle relation entre les coeffi­

cients de Moshinsky et Smirnov qui se révèle utile pour effectuer la vérification des cal eu La 

numériques de ces coefficients. 

Pour finir, signalons que notre fonction génératrice de la base sphérlque de 

l'oscillateur harmonique pourrait être intéressante pour la détermination des éléments de matrice 

de certains types de potentiel (potentiel Gauaeien par exemple). Enfin, notons que notre approche 

pourrait aussi 4Cre utilisée dans d'autres domaines de la physique (physique atomique et molé­

culaire par exemple); il «st possible en effet d'adopter une autre base, que la base sphérlque de 

l'oscillateur harmonique et de construire par notre procédé La fonction génératrice de cette 

nouvelle base. 



APPENDICE A 

Nous donnons d'abord la définition dea coefficients Z, puis noua les comparons aux 

coefficients S introduits par Kumar (1966 b). 

Les coefficients Z sont déduits de l'expression ci-dessous : 

où les n , . sont des entière positifs et où tu = ( . " - a i i ' ) 

divisons les deux membres de l'expression (A. 1) par. n n.. et si nous posons 

obtenons le résultat suivant : 

V m i 

(A. 2) 

En comparant l'expression (A.2) à l'expression ( II.7) donnée par Kumar (1966 b), noua remarquons 

que la seule différence consiste dans la façon d'ordonner 1rs termes du produit désigné par 

i<j ^i " V 1 J d a n S 1 , e x P r e 8 S i o n ( A * 2 ) e t n o t û ." * (*£ - *jï dans l'expression ( II. 7) de Kumar 
(1966 b). Ceci explique que les coefficients Z et lea coefficients S ne diffèrent que par un facteur 
de phase. Plus précisément on a : 

Il est clair de cç fait que les coefficients Z possèdent des propriétés de symétrie 

identiques a celtes des coefficients S. Ainsi, en permutant lea colonnes (j.. m.) et ( j , , m,), il vient : 

= (-D (-0 Si } 
V • m k - " , < . " / 

= (-1) M * * I. (A.3) 
\ . . . m k . . . m t . . . / -

De même, on peut montrer que : 

J J ' '* J3 J « ) . ( - . r l l J ' «('• J 2 h M . ( A 4 , 



APPENDICE B 

Dans l'expression de la fonction génératrice des coefficients de Monhinsky et 

Smlrnov (II. 36) la présence de 1—1— qui peut être développé* de plusieurs manières 

- ° + T 
[P(e. S)] 

entraîne la possibilité d'obtenir plusieurs types de formules donnant les coefficients de Moshinflky 

et Smlrnov, Nous exposons ici une autre manière d'obtenir une expression formelle, fonction des 

symboles 3 - jm, qui permet ie calcul des coefficients de Moahînsky et Smlrnov. 

Nous remarquons qu'en posant : 

{ 1 _ ?2 *ï H 

V — s

2=^~- '.--irç- -,-TJ-. 
la quantité dans l'accolade ( 2 } de l'expression { II. 36) s'écrit : 

i , t . ( ,," h'ft\i&Mïh*tW)\%Vr\.T?ïi-r\ (a.-) 
^ i + k + m^ i + j t i - t W n - j*k*„ 

SI * . t ( t u j ( Ç % ) désigne la base de la représentation couplée dans l'espace de Bergman» 

r Voir Bargmann (1962) ] , la quantité entre crocKcta dans l'expression (B. 1) que nour, noterons 

T ] , B'écrit : 

tu t'i" 

' s v " W , | [ i > / » V 2 ( t U ) ( | , 5 2 ) S < i . k ( t - u ' ) l ! ' l 5 ' 2 ) 

xl 1 J j C d u S 5 ) d n B ' s ) 3 . 

t-e calcul de l'intégrale dans l'expression ci-dessus peut être mené à bien à l'aide de 1'egression 

(II. 35). Ceci conduit a ! 
T-Jt tT,+ l)KX+l):j'.k.H.!m'. 

« . l - t U î t ' . t ' f u ' C ] > = £ < - ! ) V - 3 ~ — 
' * , 2 t ^ Y ( ^ - i H l M - r . - z i - i ) : 

x | / f .ttx, -2« a M T , - 2 , ; H T , - 2 « ) ! ( T 2 - z a Ç . t 2 , i 3 . ) 

*V^,u e V '» , 1 , . I <.M)* , p , i . (B.2) 



T, = l , H , t t , T, = I1, t = t* = t , 
' I " ' I • ' 2 ' "3 • 2 1 2 3 ' 3 3 " 

A + 4 l 2 - 4 

' l = - 7 — • V _ 2 ~ ' 
Lj + 6 L 2 - 4 

: 2~~' tZ ~ 2 

j : = • . J ' • - > ; - > • 

Dana l ' e x p r e s s i o n (B. 2) noua développons * ft ul ^ ^ ' e t * t ' V (t J ^ ' 5 ' ) s u r l e s b a s e s 

J (Ç1) 3 r ( 1 ( ? * ) et * . , . (Ç' 1) *„ , f§ ' 2 ) C voir Bargmann (1962) ] , P u U nous u t i l i s o n s 
M U I 2 * 2 ( 1 U I l 2 ^ 

L 'express ion (II. 32) et nous obtenons a Lor a l e a coefficients C , „ , . ,. U suffit a l o r s de 

r e p o r t e r l ' e x p r e s s i o n de ces coefficients dans (II. 38) pour obteni r l e s coefficients de Moshin&ky et 

Smi rnov sous la f o r m e finale : 

h 
<N 1 (?;)N 2 (R 2 ) ; J. | n 1 ( ^ )n 2 ( rp ; \ > = 

(- 0 

»VEtjÏÏIaHl^Ti:i ïJ (J, -2i)l(J 2- 2X):(J, + 1)!(J2+ 1]! 

" lS "2S V l N 2 L 2 

x J^( 2 ' + , K-i) T ""VcT l t i ) !cr î t ] ) : i | I (T; . j t l }!r r ! ! - Î I ; | : 

L" J • I j ! 

/ ( 2 j ) ; ( 2 M i { 2 < ) : 
1 V(J - 2 i t 1) ! <J. 

(2 m) i Cj ! k ; l i m ; ] ' ' 

• 2 X - 2 i ) i ( T j - l + I ) i ( T 2 - 2X . i) ; 



~l 

r ( N l 3 2 (<p) 

VinVvVW! ' i; + "]> :(';-«)!] •] 
(B.3) 

t. + u, + K! - N, 

t 2 + » , • N' » . + «', • n. 

Vexpreaaion ei-deasu. de. coefficients d. M 0 an,„ . k y « S m l r „ o v re.eenibl. à L'expresalon d e n e . 
P » Done. , . , „ , m a U u . ^ a t u . „ , „ ^ ^ ^ a c a t < a i t d a n < ( m b M ( i M | > M - > d e 

trie que n'offre pa. l'expresaion donnée par Dob.S'. 

J 
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51. 

CHAPITRE III 

FONCTION GENERATRICE DES INVARIANTS DE WEYL DU GROUPE SU (N) 

L'étude des groupes unitaires prend de plue en plus d'importance en raison du role 

qu'elle joue dans la classification des particules élémentaires à interaction forte et dans l'étude 

des structures atomiques et nucléaires qui est l'un de leurs principaux domaines d'application 

(de Swart 1963, Karmer et Moshinsky 1968). 

La technique des opérateurs de boaons a été développée par Schwinger (1965), pour 
le groupe SU(E),puis étendue par Bargmann et Moshinsky (1960, 1961) et d'autres (Moshinsky 1963, 
Baird et Biedenharn 1963) au groupe unitaire U(N). Dans l'ensemble de ces travaux, les opérateurs 
Infinitésimaux des groupes unitaires exprimés à l'aide des opérateurs de création et d'annihilation 
des bosons ont été employés pour la construction des vecteurs de l'espace de la représentation 
dans l'esapee des bosons ainsi que pour le calcul des coefficients de Wigner (Moshinsky 1963, 
Chacon, C if tan et Biedenharn 1972). Dans le travail de Schwinger (1965) est exposé une méthode 
utile pour la construction de la fonction génératrice des symbole a 3 - j mais cette méthode est 
difficile à généraliser au groupe SU(N). Bargmann (1962), Reanikolf (1967) et d'autres auteurs 
(Hongoh 1974) ont essayé de déduire les symboles 3 - j des invariants de Weyl qu'il leur a fallu 
construire mais cette construction se révèle difficile en général pour SU(N) quand N > 2. 

La considération de cette difficulté nous a conduit a procéder autrement. Notre 
approche consiste à construire la fonction génératrice des vecteurs de la base de représentation 
de SU(N) dans l'espace de Bargmann (1962) da laquelle nous déduisons la fonction génératrice des 
éléments de la matrice de représentation. Puis, utilisant ces dernières fonctions et l'intégrale de 
Gaunt, noua aboutissons à la fonction génératrice des invariants de Weyl. Cett-> méthode exige 
l'utilisation dee transformations finies et une nouvelle paramétrisation de 5U(N) ainsi que la déter­
mination de la mesure invariante sur le groupe. La modification de l'expression de l'intégrale de 
Gaunt, par L'introduction de paramètres réels et positifs convenablement choisisjperrnet de la 
calculer dans l'espace de Bargmann et présente l'intérêt de donner une expression de la fonction 
génératrice des invariants de Weyl sons une forme compacte et simple. 

Notre méthode se caractérise par sa simplicité. En effet, elle n'exige pas de longs 



calculs, soit qu'il s'agisse de retrouver des résultats bien connus, ou d'obtenir de nouveaux 

résultats. Elle noue permet de construire simplement la fonction génératrice du groupe SU{2). 

Elle nous permet de démontrer qu'un ensemble des éléments de la matrice de représentation de 

SU(N) est solution d'une équation différentielle et que cet enaemblsi dans le cas du groupe SU(3) 

eat équivalent à l'ensemble des fonctions harmoniques déterminées par Beg et Ruegg (1965). 

Enfin, notre méthode permet de calculer les éléments des matrices de passage d'une représenta­

tion à une autre : coefficients de Talml, coefficients de Talmi-Moehinaky (voir Wong 1970). 

Dans cette étude, nous consacrons lea préliminaires au rappel des propriétés de 

l'espace de Bargmann et des propriétés des groupes unitaires et nous exposons la méthode de 

travail. L'application de la méthode au groupe SU[2) fait l'objet de la premiere partie. Dans la 

deuxième partie, prenant pour point de départ la fonction génératrice des symboles 3 • j de SU(Z) 

nous construisons la fonction génératrice de la base de représentation d- SCT{3). Nous démontrons 

que l'ensemble des fonctions harmoniques déterminées par Beg et Ruegg (1965) eat équivalent à un 

ensemble des éléments de la matrice de représentation. Nous construisons une fonction généra­

trice d'invariants de WeyI. La troisième partie expose une nouvelle paramétrfsatton de Stl(N). 

Nous déterminons un ensemble des éléments de la matrice de représentation qui est Solution d'une 

équation de Laplace-Beltrami, nous déterminons la mesure invariante sur le groupe Stf(N) enfin, 

nous construisons la fonction génératrice pour un ensemble d'Invariants de WeyI. L'appendice i 

est consacré à la résolution de l'équation de Laplace qui nous est utile. Dans l'appendice Z est 

exposé le calcul des éléments de la matrice de représentation du groupe SU{3). 

1 - Préliminaires 

1.1. Espace d« Bargmann 

Nous résumons ici les propriétés essentielles de l'espace de Bargmann mais pour 

plus de détails voir chapitre IE ou Bargmann 19&Z. 

Nous appelons «r l'ensemble des fonctions analytiques entières f(z) oo 

z = (z , a , . . , z J est un point de l'espace Euclidien complexe à n dimensions C . 

v » - * • — * " * 

Le produit scalaire a . b de deux vecteurs a et b appartenant à C est défini par : 

*•* " £ "*'"'' (ni.D 

ou a est le conjugué de a. 

Nous utiliserons aussi le produit (ab) défini par : 

n 
(ab) = J! »••», • (in. 2) 

i=l » » 

1.1.1. Espace de HUbert 3* 

Le produit scalaire de deux éléments f et V de -** «'écrira : 



avec la mesure 

d|»„M = n"*e«? [ - ( ^ V , *\ = »«WiS| d» k.
 < I n - 4 ' 

oti 

Le complexe conjugué de £(z) est £(«:)• 

Oe la relation {III. 4) on déduit que : 

" * • • ? » - « « V ^ 

On. 5) 

M C e " 1 . • | t e j , = e » P â y - PU. 6) 

; — «ont d es opérateurs sur j et Bent ad. L e s opérateurs s . et d. = — sont d es opérateurs sur «/" et sont adjoints l'un 
K K «J 3S. n 

de l 'autre car on vérif ie que : 

( s k * . g) = U . ^ g ) et {A^f . g) - (f . z k g ) 

l . t. 2 . Transformation unitaire T » U 

A chaque transformation unitaire U de C on fait correspondra un opérateur u u 

oefinl sur 3? par l 

i°évt)(z) « f{'ns). (m.B) 

("6 'u) = ' "eu . <^v • (ni. 9) 



I.n transformation U étant unitaire, elle poaebde les propriétés : 

Premièrement : U est un opérateur linéaire et unitaire qui laisse Invariante la 
mesure du (z). 

Deuxièmement : La matrice U étant unitaire» il en découle (voir Hage Hassan 1970) 

que dans Le déterminant de la matrice 17, si nous remplaçons les k vecteurs colonnes i, . . . i 

(k £ n) par k vecteurs j , , . j , cKoisia parmi les n vecteurs de la base { e. = (0, 0. . . . 0, 1. 0, 

. . . 0 ) ) le nouveau déterminant eat égal & det (U. ) det (U), m, m* = 1. . . . k . 
m J m ' 

Troisièmement : Si la transformation U appartient au groupe unimodulalre SU(N) 
elle ne dépend que de N - 1 paramètres indépendants et le det <tl„) = 1. Moue choisissons de 

remplacer dans la notation U_, par U„ et de poser B' = U,T (z) dans l'expression (HI.8). 

1.1.3. Espace produit direct 

L'eapace produit direct J T ^ , S 9 " ^ , . . . H 9 ^ „ , „ , , „ „ „ * m . decompo-

.ition 4 . T M = 9 s " , + n ) . . . e n = « , • ! . , + . . . + n p l 

I Z p 

1 , 1 1 1 I . 
X = b l , . t . M 3 . . - . , . ^ 1 , 

•<*n,'< 

«P . <J> .P ,P .p . 
« t . , . z 2 . . 3 , •••,*}, (m. io) 

t (.')« y (I.,). 

'<*> = f. , '<*'> « * w . * » . w = £ , ^ n , ^ ' - (m. u ) 

a. » . . . = n = n l'espace produit direct .ara noté */* Ĵ î et dan. le cas, 
a P » ) 

T„£(=) = f t ' u . 1 ) » . . . x l M , (in.12) 

M) efW - » « 
^"B a «u a . . . a T » 0 . 

nous posons : 

T, 

• ÎP'W 

1,2. Représentation du groupe unitaire 

1.2.1. Les élément» de base * " / » d o la représentation 

Noua considérons l'espace D. . i des polynômes homogène» qui est un sou»-e»pace 
Toute fonction appartenant à D_ . -, est définie par : ; . . * ouïe loncuon appartenant a u. . -. (n) [ h J 

, xa,»> , ifi x*a ... x ^ id 1. * z

 z \ (m.is) 



et . , = k, - k 2 , h 2 . k 2 - k 3 , . . , h n = kn . 

L 'espace produit d i rec t e s t : 

• V . „* h*, • " V J " " V J "• " V - j - ( i n - 1 4 ) 

avec 

u k j = t^."z n|;j. 

La base de représentation du groupe unitaire qui a été construite (trfoshinaky 1963, 

Baird et Biedenharn 1963) dans l 'eapace dea boBone correspond dans, l ' espace de Bargmann à 

l ' ensemble des vecteurs orthogonaux appartenant au eous-eapace Dt-.-i q.ue nous notons : 

V l # = 1 7 $ ( . ' , « * ">• U n . 15) 

L e s opérateurs des transformations Infinitésimales seront écr i t s : 

C , j = ( . V ) , c . (s.dj) , ( m . 16) 

i , i i l . # 1 2 n 

L e s e l e m e n t s de base doivent sat isfaire le» conditionB : 

vu) * k*J 

C « i r W = 0 pour K | . 

< * $ • * " > • • « . « • « . . , • > . (III. I») 



'MM" "Mi", . . . " v v 
Il en résulte que c e s vecteurs de base V » ( sont fonction de déterminants indépendants formés 

de colonnes des mat l i c e a (2 .), j S i S n . 

Pour U M appartenant.» SU(N) la base de représentation dépend que des 

(ni. 19) 
I=J 

Pour N = 2. 

tf"*1,. «M. on.») 
et dans cette représentation eat fonction propre du carre" du moment angulaire et de sa 

projection SUT l 'axe des z . 

Pour N = 3 . 

J'axe d e s z et de y qui représente l e triple de l 'opérateur hypercharge. 

Dans la suite de ce travail , i l ne sera question que de vous-groupes unlmodulairea. 

1 , 2 . 2 . La représentation irréductible D^ h J (U ) 

Cette représentation es t définie par la restr ict ion de l 'action T. . au sous espace 

La matr ice de représentation a pour é léments : 

Les é léments de la matr ice de représentation satisfont l 'Intégrale de Gaunt : 

r/D-3 M 0>3J\ / M M fi>3J\, 
0 Vfc'i) («V t»- 3y f \ « . , ) i« z ) «. 3 y , (ID. 24) 

ofe d UL̂  e«t ia meiure Invariante sur le groupe SU(N), eu P exprime la multiplicité et où : 



sont les symboles 3-j de Wigner.. 

Lee éléments satisfont ainsi : 

\*\ 

Soit G (t) la fonction génératrice de la baae "V ,**; 

<V«> = £ W^j V \$ . GN ( 1) , » C h ] , (m.zt) 

où (t)V . est l'ensemble d'un produit de paramétrée réels ou complexesconstituant en général 

une base de l'eapace de Bargmann a un facteur multiplicatif près, introduits pour donner une 

forme exponentielle à G„{t). 

t j > ] 

Noua écrivons a l'aldo de l'expression (111.22) la fonction génératrice de 
D <°'>, ( « ) ( V 

Dans l'espace produit direct D 1 2 k<> la fonction génératrice sera notée : 

et la transformation unitaire s'écrira : 

De l'expreealon (lit. 24} noua déaulaon» G^ (t) : 



(111.31) 

1,9 ^»lAtion (IJJ.25) permet d'écr ire : 

T ( l . 2. 3) 
U N 

^ ' ' " • " ^ p • * % • « • • » > 

1 ^ . e s t donc un invariant de Weyl. 

L e s invariants , 

«trt déterminés comme l'ont déjà montré Brody, Moshlneky et Renero (1965). IL est important de 

remarquer que le Calcul de s symboles 3 - j provient du développement de j ç ' (t) développement 

qui donne aux symboles 3 - j l e s f o r m e s l e s plus s imples que l'on n'obtient pas par l e déve lop­

pement des invariants de Weyl, Pour obtenir une express ion G (t) sous une forme compacte, 

U faut introduire d«s variables rée l l e s e t posit ive a dans G „ (t. U .J et effectuer l ' intégration dans 

l ' e space de Bsrgmann c o m m e l e montrera c e qui va suivre . 

2 - Cas du groupe SU(2) 

La fonction génératrice des é léments de la matrice de rotation D3 , (U.) a pour 

express ion : 

j ta-T) , 
cos . 

a 2 * e t in z . (111.34) 

9,9 et v sont l e s angles d'Euler. 

L e s é l éments D _ , (U , ) forment un ensemble de polynômes orthogonaux (Edmonds 1957) 

"'-•.««V • «L. •>••«> • '""""'"i.-.m»'»"" a 



d U « y s în 9 de —- dtp ~ d » . (IU. 53) 

L e s é l é m e n t s de la b a s e D. sont fonctions p r o p r e s du c a r r é du m o m e n t angulaire J 

et de Ba pro jec t ion J su r l ' a x e d e s z . 

2 ^ / I j t m ) J Ij-m)' ." ' 

J 2 • 1 (J -1) + j ' j 1 , j l = c , 

J 2 " 2 < C „ - C 2 2 ) ^ , 1 = C J I ( m . J6) 

Dans ce qui va su iv re , nous r e m p l a ç o n s $ (x, z) p a r f (R ,x , z) ©Û. R_ e s t un p a r a m è t r e 

r é e l et positif. Nous poaona : 

2 n o " ' 

*l = R 2 a l = " l e ' 

A. • R 2 8 2 ' P2 ' ' ( m - " ) 

'1 " V 8 ! • »2 = V » t • «, " -*?• »2 • " f • 

où 0 < f l < r r , 0Sfp<4TT , 0<YS4n . 

Il en résulta que : 

i (R 2X, • ) = exp t V* * ! • , + l \ x , » 2 - y* « 2 * , t y ^ j ' j l . ( m . SB) 

L e déve loppemen t d e c e t t e e x p r e s s i o n p e r m e t d ' é c r i r e : 

D«> l ' express ion <U1.38) découle 

2 
x . i ) = 0 . p l i . 40) l 2 - ^ î - 2 - Z ' ) • < R Z 

L ' o r t h o g o n a l i t é d e V ' i m p l i q u e : 

\ z ~2 2 - r J 
^ « y . a y , a y , j y - « 

(m. 4i) 

1 <• »2 »»2 

La resolution de l'équation différentielle ( n i . 4 l ) dans l e c a s général e s t exposée dans l 'appendice 

1. Nous remarquons que ! 



2 , »î 
a y i *»i = T ^ " t a * " ' I d*2 d R z (tn.«l 

/
—i —» t — * — » 

D ' , m <y • v ) D _ (v . y ) au, (y ) = m .1 m. z ' 2 ' 

( 2 j , + » ) ! • , - » „ ' „ . m . • <I1I .«) 
1 ' l ' 2 " ! * ! m l m 2 

Le changement de domaine de variation deep, ettp à 0,Z* ne modifie pas l e résul tat de l ' e x p r e s ­

sion ( m . 43). 

j - * ^ v 

Ains i l e s é léments Er , ( y . , y_) appartiennent à un espace homogène qui a la 

m ê m e m e s u r e que l ' e space de Bargmann. La fonction génératr ice d es symboles 3 - j s'obtient 

par Integration de l ' express ion : 

Nous obtenons l e deuxième membre de L'expression (III. 44) en utilisant l 'expresBlon (ill . 38). En 

regroupant 

obtenons : 

regroupant l e s coeff icients de y , . y , y . , y , et en nous servant de l ' express ion (UI. 6) nous 

c2 • «^[Ç&vW^-ivX'i'!] 

Jji^my ' ' \ m ' l m '2 m W m l ""ï "V 

ou J = Jj + i 2

 + J3 «* L * 1 ^ = * Î 4 - 4 4 ' 

La d e m i e re express ion ( in . 45) es t obtenue en effectuant l'intégration de l ' express ion (III, 44) où 

t (se , a ) a et* remplacé par son développement (III. 33) . Ensuite de la multiplication de (III. 44) 

par . n . V * (*,) e t de l'Intégration par rapport à n d u , U . ) du résul tat obtenu noua 
i - i m 4 i j j j j * « 

déduisons l e s Invariants n pour . *1 *Z J 3 » . . 
™ I m 2 m 3 



J - 2 j J - 2 j , J - 2 j 

h > = _ ! _ f-'A r.'.h r.Vi 
V(J*D! [(J-2jj)J (J-2JE)! (J-2jj)l] W 

" £ C » i ^ m ^ ' ^ m *J ,>«'- ( * V < m• 4 6 , 

j . m m . m m_ m , " m n»_ 

L e s i n v a r i a n t s h sont l e s v e c t e u r s n o r m e s a p p a r t e n a n t au s o u s - e s p a c e i nva r i an t p a r la t r a n s f o r ­

mat ion : 

T 0 . 2 . 3 ) = T U > B T W B T W (,„.„, 

La cons t ruc t ion de la fonction g é n é r a t r i c e d e la b a s e de r e p r é s e n t a t i o n de SU(3) nous 

i m p o s e le déve loppement qui su i t : 

( J 3 1 2 l 
La fonction g é n é r a t r i c e d e s é l émen t s de La b a s e \ "V {x . x. )f de l ' e s p a c e p rodu i t 

d i r e c t Cil • J2 J )l iz fle déduit de h en r e m p l a ç a n t x . p a r Z et se p a r - Z ? , en 

(j. * J2+4) J3 
mul t ip l ian t p a r ( J+ 1) : » , * ( t . , t ) fl .. . . ( T . , T , ) r t « effectuant l a s o m m a -

( J 3 + £ ) ' Z W ' V ! 2 

t ien pa r r appor t à j , du r é s u l t a t obtenu : 

= I , e*P k t j C * 1 * 2 ] * t ^ ! ( x ' z ) . + t j T j t x 2 " ) ! 

T* (J+)>! O . + i j + v ) j . 

3 3̂ i 2 
* (Z) W (x . x ) . ( m . 48) 

n»3 m 3 

fonction g é n é r a t r i c e d e s symboles 3 - j de l ' e x p r e s s i o n qu 'à cons t ru i t e Schwlnger (1965) T vo i r 

r e l a t ion (111. 56} 3 • 

48t fonction p r o p r e d e : 

J 3 ( J 3 - I ) + J* j " = J <J z - l) + 3* j " , {m. 49) 

J* - i < C " - 0 " ) . 

A l ' a ide des r e l a t ions (III. 6) nous pouvons m e t t r e Y sous l a fo rme ! 



exp [(• '» ' )+(»V)] du^S) 

=o^>(t... Z. ( î ' . | Z ) ) e x p [ ( r ' x V f r V ) ] . (IH.SO) 

^3 I 2 Nous remarquons que la fonction génératrice W (x , x ) s'obtient par application de l'opérateur 

££ (t, T, Z, ( » l , f2 ) ) a la fonction génératrice du produit .n V l {x

l) . 

3 - Cas du groupe SU*(3) 

3, 1, Fonction génératrice de la base D. -t 

JLe* vecteurs tfç frase . fz , s ) de l'espace EL ., sont fonctions 
lt. tç, y) 2 I X . U J _» 

propres de l'opérateur de Casimir du second ordre T , de la projection T de T sur l'axe des x,t 

du triple de l'opérateur hyper charge Y et ont pour valeurs propres respectivement t ( t + !), t 

et y. 

Nous avons : z = ( z . s , z.), 
Z , 2 2 2 , 

L'opérateur de Casimir du second ordre a'écrit : 

i= 1 

D'après la relotion (III. 17) des préliminaires . 

c , 2 1 / £ , = o . (m.53) 

Les vecteurs ^J .. . (z , a ) appartiennent à l'espace D H D K D qui a pour 

««ment, de bise ' U ! l ' V *! ' V ^ ( ' l ' *2 ' * ^ m * *3 • *fJ «• I » " fonction 
génératrice exp CjÇ* (*.*J 3 • 

La fonction génératrice des fonctions propres Wt (z,, a ) de T et de T se déduit par l'appli­

cation de l'opérateur % (t, T, Z, (Xj, Xj) ) [ Cf. relation (III. 50) ] a exp [ . | (x z ) ] : 

«, - t, "*P C «, t j i f ' 2 ) + t , Z , (T a L ) * t t î 2 (t z 2 ) l exp t (XJSJ) ] , (m. 54) 

.(1,2) , ! 2 1 2 , 
»3 • ' ' I ' Z - * 2 " l > -

En tenant compte des relations (III. 49) et (III. S3) et en appliquant à l'expression (III. 54) l'opéra-



t e u r <o (f , Z \ T , ( T , X ) ) on peut o b t e n i r l a fonction g é n é r a t r i c e d e s v e c t e u r s d e b a s e 

A t. XU , 1 2 , 

Sg^ -- v \ =xp [y 24
1 , 2 ,»Y'Ji'i zi*i + ti v X 

< l i V Ï " . z

2 * X ] + « ,.z,.frfaz.*!«.Vz> 

g é n é r a t r i c e G 3 (t}. 

G , (.) . t , t - , e * P t . , t 2 » « • 2 ' + f 1 f 2 t , ( Z , » { ' • " - ï , »« ' • 2 ) ) 

. D „,<>">+•»<»+*--•" j y - z > ; x ' p «A 4 1»' H*1*•* V * z V \ f 
pq t VU + U (2t+ 1 ) V^t-qlMx-pl l l l+pt l^ l i tX-q+lWt+t^Xt- tJ !» . : 

x * 

Nous avons : 

•S"-*) = u ' 1 ' 2 ' . ^ 1 ' 2 ' . » ' 1 - 2 ' ) 

/ , 1 2 1 2 . , 1 2 2 1 . , 1 2 1 2 A 
= ( ( 2 2 Z 3 " *3 ZZ > ' ( Z 3 *I " S 3 *I h ( »I Z Z " *Z * I 7 • 

Dans le c a s ad z 1 = (aj a ) et z 2 - ( Z j , . . . . z^) l ea m ê m e s p r o c é d é s de ca lcu l conduisent 

à la fonction g é n é r a t r i c e de la b a s e 1/ , . (z i z ï-

3 . 2 . E lément» de la b a s e de la r e p r é s e n t a t i o n I> 

La p a r a m é t r i s a t i o n de SO(3) e s t déjà connue . Dana ce t r a v a i l , nous r e p r e n o n s l a 

p a r a m é t r t a a t i o n de Nelson (1967) à l aque l le noua a p p o r t o n s que lques modi f ica t ions qui vont nous 

p e r m e t t r e d ' é t a b l i r une nouve l le p a r a m é t r i n a t i o n de SU(N). 

Nous pouvons é c r i r e '.a m a t r i c e U = (U. . ) sous l a f o r m e : 

(uf.) = u2(r;) g3 U-.Oi'l'g, (in.S7) 

/ a . *z o\ / ' ° ° \ / c i H °\ [\ ° ° \ 

" \ o o i/ \o -B^/Vo o i/ \o o (d,)2/ (Ut. sa) 



e cos 2 ' b l * e o B 2 ' C I = e c o 8 2 ' **l = e 

e Bin | , b 2 = «in J , c 2 = e ' • ' " j • ( m - s ' ) 

•(» S M < 

/ l 0 0 

|que 

• 0 j ^ 

Nelson (1067) écrivait / b i ° b

2 \ 7"' * "A 
( o î o 1 »i u 2 to) = o 2 | 
\--b2 o T / 

Comme dans le chapitre précédent t voir (111. 37) 3 nous remplaçons dans l'expres­

sion (IQ. 56). 

V 2 'z' Z , " Z 2 

respectivement par 

Dana la fonction génératrice des éléments de la base V , -. nous posons u = q et p = 0 et nous 

écrivons : 
-2 ip 

(+ip+^ (p
,-Y'>finï 

2 e 

3 „ ô' (+ip+^(<p'+ï')) 
y* e R 3 sin» sin Y e * (HI. 61) 

En tenant compte de la deuxième propriété des transformation» unitaires (Préliminaires) nous 

pouvons écrire que : 

^ • { • ^ • . • ' M l ' i V Ï ] • 011.6!) 

Par déduction : 

\jylayi ay 2eï 2 « y 3

a ! W (,.=,] 
(ni. 63) 

file:///jylayi


Les fuerncnts de bnsc de V ,XU, éM nt ortlionormés, nous pouvons écrire : 
(if ) r 

(,y (o.o. - 2h-u.ll «(•»)- ('.'„.y). (m.64) 

La résolution de cette équatio-. ^oir appendice 1) noua donne l'expression des 

D"(v.B'.V.<p.(» 
( t . t 0 .y) , (o ,o , -2hTi8 

1 iJTL~ (vl x 

(s) , (m. 65) 

" l = ï&--"-y>J ;(y+2ft-u), 

et où dJ , (6)= DJ , (0,9,0) (voir Edmonds 1957). 

Ces éléments sont orthogonaux par rapport à la mesure : 

, ( y '> "a, (<: , (y,) " u , <y,)- (m. 66) 

Puisque est fonction propre de T et de T nous pouvons en déduire que les éléments 

L'équation différentielle {ill. 63) donne les éléments D' 

de phase prfcs dont la détermination s'effectue à partir des éléments de la matrice ( U. . ), 

(p. • p . . cp sont donnés par : 

D<«). t . ' i 

(m. 67) 

{ U, ) à un facteur 

¥ , = -Zp\ 

Le calcul des elements D' 

(111,68) 

. (U } dans le cas gênerai est exposd dans l'appendice 2. 
•(-). ( - „ ) ' 

Les éléments de l'expression (III. 65) sont équivalents aux fonctions harmoniques de Beg et Ru egg 

(1965) et ceci confirme le résultat déjà obtenu par Nelson (1967) après un long calcul.. 

5. 3. Fonction génératrice des symboles 3 - J 

Un des intérêts de notre approche réside dans la détermination de la fonction géné­

ratrice des symboles 3 - j à l'aide de la méthode d'intégration. Dans l'exposé du caB p = 0 ou 

M = q s'illustre la simplicité de la méthode. Nous utiliserons la relation (III. 30) comme noua 

http://2h-u.ll


l 'avons déjà ut i l i sée pour calculer l e s symboles 3 - j du groupe SU(2) [ voir relation (IH.44) ] 

Nous posons : 

£ j l * 2 ( j - 1) + 1, j = 1, 2 . 3, OtL69) 

la fonction génératr ice GJ_ (t*. U. ) C voir (III. 56) 3 : 

o{(J. u,) = rM .xp[ J , ( J ^ i L C J ^ ' ^ p J ^ ^ 3 ) ' ] • Oïl.") 
J 3 1= 1 i i 

St dans notre traitement nous noue l imitons au c a s où q = u » noua avons a ca lcu ler l ' express ion : 

*ë,«i^i<4 0 ' , J* , w, 

où [ t ] = " l 1 ! ' 1 , (IU. 71) 

Nous notons (z) et (z) l e s transformés d'an vecteur (z) par U et par U- et nous écr ivons : 

u 3 = u z u 3 . u 2 = u 2 

R2UpV =-"TÎ(z[j])2 • I f t ^ ' V • (m.M) 

Reportant l e s express ions (IU. 72) dans l ' express ion (III. 71) et effectuant l ' intégration par rapport 

a y . comme dans l ' express ion (111.44), nous obtenons ; 

c3(,) . / M « , C J Î , v i < A 3

< C j l , r n + " > ' *si«^* j a»' 

• I&J R 3 ( p i p 2 " P kl>i ) ( 's ^ ' ^ l ' " U Î ^ 3 ) - W - " ) 

Dans (lïl . 73) noua avons : 

( â i (tji tnv . , . t iv t.t"V - (zîk:i)2(z^3)2 

• u

3 < * { J ] * i k l - » ï k M i 3 > - 6»-w> 
D'après la deuxième propriété" des groupes unitaires (voir Pré l imina ires ) , 

v , t J V • «^««S 1 1). » , ( » , t , X 0 , + , ) ' - t 7 ( . t ' J - « * ' 3 * » ) . 

de m ê m e 

« . t o » 1 ' ' * 3 ) ' • f » J ( » J l X t H ) . 0B.75) 

Reportant l e s express ions précédentes dans (III. 73) et effectuant l'Intégration à l'aide de la 

relation (111.6) U vient : 



o 3 ( . , . r t ] < : I I P : E < ^ P 5 4 i : • • i l t l • : k l ) • ' ' " ( n I • p ^ • p 3 " ^ 3 • 5 , ' • »"• 76) 

P* ' (P| . »\. Pj) . i= 1. 2. 3. 

Noua avona exactement l e m ê m e procédé ai au l ieu du cas q = u nous traitons le cas p = 0. 

L e développement de G (t) s 'exprime en fonction des invariants de Weyl ^Jhj p 

(III. 3 ) } . Moshinsky (1963) a construit l'opérateur X tel que 

X. "M,*- X(o) . 3 & » . (III.77) 

L e s v a l e u r s p r o p r e s X ( D ) de X sont d i s t i nc t e s . 

En u t i l i san t ce t o p é r a t e u r , noua pouvons s é p a r e r l e s dif férents i nva r i an t s ^ 6 P , ce 

qui p e r m e t l e calcul des symboles 3 - j . 

4 - Cas du groupe SU(N') 

Pour d é t e r m i n e r l e s symboles 3 - j dans le cas géné ra l , noua s o m m e s a m e n é s à 

c o n s i d é r e r un e n s e m b l e de p a r a m è t r e s qui nous p e r m e t de c o n s t r u i r e la m a t r i c e (u. .) de SU(N) 

d 'une part et de d é t e r m i n e r la m e s u r e invar ian te su r le groupe d ' a u t r e p a r t . 

4 . 1, P a r a m é t r i s a t i o n du groupe SU(M) 

N'ous fa i sons r e m a r q u e r tout d ' abord que si l e n o m b r e de p a r a m è t r e s dont dépend 

U ( T > J , i e s t u = (N - 1) - 1 et si le n o m b r e de p a r a m è t r e s dont dépend U es t v = N - 1 la 

différence v - u = 2 N - 1 c o r r e s p o n d au n o m b r e d 'angles d'un v e c t e u r appa r t enan t a C dont l e 

module est égal à 1. 

Pour N s 3 ce vec teu r e s t ( U , , . U , _ , l l , ) q u i compose la d e r n i è r e l igne de la m a t r i c e de U_ = ( 

U 3 = < " , ; ' « 

U 2 = U 2 . (III. 78) 

Pour N ïï 3 nous posons U „ sous la forme récurrente : 

"H* U N - 1 ° N = » N - l ' ^ " " " ' T S N ' - « ' •" ) 

Noue imposons au vecteur qui compose la dernière l igne de l a matr ice (U. ) de dépendre d e s 

2 N - 1 paramètres qu'il faut ajouter à ceux dont dépend U pour trouver ceux dont dépend U « 

Nous notons A M * .* * " l e déterminant de la matr ice (z .) i , j = 1 N, et 
(l . N-ir N 3 

AJ * ' l e cofacteur de z" . 

D'après la deuxième propriété dea transformationB unitaires (voir Pré l iminaires ) nous écrivons : 



L e s m a t r i c e s "fë et g., sont : 

(H1.8I>> 

!N-2 ° ° 
: N = ( 0 c o a ^ N , «in " N I 

- sin -r— co» - £ -

*N - 2 

0 £ V . . S T I 
N 

e s t la matr ice unité d 1 ordre n - 2 , 

a e s t i 

( m . fii) 

** « - t s imple de vér i f ier que la transformation U e s t unimodulaire et que l a 

dernière l igne de la matr ice U N ne dépend que d es paramètres à ajouter a ceux de la transforma* 

tion Vj. . pour obtenir ceux de la transformation U,.. 

4 . 2 . L a m e s u r e invariante 

L e s é léments IT ; . de la base de l ' e space % h - i t e l s que : 

i l ( » ) 1 ( « ) 

c V t h 3 

0 pour à< j , {in. 82) 

où k eat défini dans (UI. l î ) , forment ï e a é léments de poids maximal d« la base et ont pour 

fonction génératrice : 

G « w m • « » l (in.83) 

(m. 84) 



Nous remplaçons t1 par t', P. et t par t. p. avec : 

«t pour jS: 3 

i 

Où les paramètres R sont réels et poBltlfa. 

Si nous nous limitons au cas particulier ou les t. et Les t*. sont nuls sauf pour i s K et si nous 

tenons compte des relations (III. 60), nous avons : 

GN(..u>m. . « p [ v y "-"l'.vyW 

Nous remarquons que : 

Et de l'orthoganaiité des éléments \J « . nous déduisons que : ChJ 

*N-2RN D ( . L ' 0 ) ' V - »• O*8" 

La résolution de l'équation (IH.8?) est développée dans l'appendice 1, Lee solutions de cette 

équation sont orthogonales par rapport à la mesure d u (y ) il en résulte que les éléments 

D; » / . \ (U.J sont orthogonaux par rapport a la mesure (9 J, (or J W 

d u ( y > " & *»iiY) 3 f ( e R» * d U N ' (m.88) 

Nous pouvons calculer dU * Aj -dU. . sachant que Jd U-, = 1. 

Les opérateurs infinitésimaux C.. ont pour correspondants 1er opérateurs C . qui se déduisent 

de la relation : 

C l J G ' K < f c 0 » m - ê i i 0 , M < « - 0 » „ - ("•»') 



Nous obtenons : 

L e e é léments TC . . , . (U ) forment un ensemble de fonctions harmoniques. Ce résultat es t 

la généralisation a SU<K? dee ré qui ta ta de Beg et Ru egg (1965) pour SU{3). 

4 , 3 . Fonction génératrice des symboles 3 - j 

Nous considérons la fonction génératr ice C „ (t, U) déduite de l ' express ion (ID. 84) 

(III. 90) 

oo [ k j • (k - l ) ( N - l ) + l ; k= 1,2.3. 

«* * J j - « . . ( [k l . rk l + l Ckl +i -2) . , [k3 + m. L e s é léments des déterminants A;1- ' sont ( B V ) i n 
a v e c O S m S i - 1 et l ï c S i , 

En util isant l ' express ion #11.30) et l e s re lat ioas {111.60) nous pouvons é c r i r e : 

/*,, «£<«•»«>«,"""M-/«-I|j £ »? 

lJ.^,fc«.M«,-IH«^,'. ( m . , 2 ) 

C o m m e dans l e c a s do SU(3) nous s o m m e s amenés à effectuer l ' intégration par part ies en 

utilisant Les relations (III. 80) : 



1 

[ME-ï-S V X ^ H K ^ J I * 

x t Ï 4 «•i'» > 

Aprto intégration, noua obtenons : 

r v .*" k'« J h W 1 t k N l tN,Ck,NlJ ) 
' l ,2-1, ' N V "l»l 

'„ . '*, * N - l N - l N 

^ N . P . C W '•-I kN-?*N- ,-<: k ,

Nl), 1 ( I D ,4, 
l ù N + l ' J 

Ces calculs montrent que l 1 integration ne présente pas de difficultés part i cu l i ères . 

Nous pensons qu'il existe une méthode simple pour effectuer l'intégration dans le cas général 

sachant que la construction de la fonction génératrice G „ (t, U„) peut être déduite de la base de 

la représentation du groupe unitaire dans l ' e space des bosons (ou L'espace de Bargmann). 



72. 

5 - Conclu a ion 

Dons ce travail, nous avons présente une nouvelle approche dans la détermination 
des symboles 3 - j des groupes unimodulalres. Notre approche consiste à partir de la fonction 
génératrice des éléments de la matrice de représentation préalablement déduite de la fonction 
génératrice des vecteurs de la base de représentation dans l'espace de Bargmann (1962). puis 
& utiliser l'intégrale de Gaunt pour obtenir la fonction génératrice des invariants de "Weyl. 

Dans l'étude du cas SU(N), nous avons introduit une nouvelle paramétra sa tion du groupe SU(N), 
N Cette param£trlaation récurrente, peut être symboliquement décrite par U.. = U et U , = 

N - l N - 2 2 N - J 
U . U . . . U au la dernière ligne de La matrice de la transformation U M notée 

N (U,,) dépend des 2 N - 1 paramètres qui complètent les paramètres de U„ . . 

L'intérêt de la méthode apparaît quand l'ayant appliquée a l'étude du groupe SU(2), 
nous avons obtenu la fonction génératrice de Schwinger (1965) à partir de laquelle, nous avons 
construit la fonction génératrice des vecteurs de la base de représentation de SU(3). A partir 
de la fonction génératrice des éléments de la matrice de représentation de SU(3). noua avons 
démontré simplement que les fonctions harmoniques déduites par Beg et Ruegg (1965) sont des 
éléments de la matrice de représentation! ce qui confirme la conclusion que Nelson (1967) a 
obtenue par une méthode nécessitant un calcul complexe dans le cas de SU(3). Nous montrons 
que cette conclusion est valable dans le cas gênerai et nous en déduisons la mesure invariante 
sur le groupe 5U{N). Nous donnons aussi l'expression des éléments de la matrice de représenta­
tion de SU(Î). 

Dans le travail de recherche des fonctions génératrices des invariants de Weyl. 
U nous a paru important d'étudier des cas particuliers qui illustrent bien l'intérêt de notre 
méthode. Dans l'étude de ces cas particuliers, nous avons été amenés à introduire des paramètres 
qui nous permettent d'utiliser les propriétés de l'espace de Bargmans (1962) datte le calcul de 
l'intégrale de Gaunt, ce qui noua donne one expression compacte et simple des fonctions généra­
trice*. L'étude complete des fonctions génératrice* des invariants de Weyl» qui n'est pas traitée 
ici. fera l'objet d'un travail ultérieur. 



APPENDICE A 

Nous cherchons l e s solutions de l'équation &p7 - 0 sachant que : 

p*2 
2 

y, %7 { 

( A . l ) 

y = R c ^ l coa 6 . , 

y = Rw™ 2 s in 9 . c o s 0 , 

y = Re 3 B û i ô B i n * 2 COB 0 , 

y , = Re^fr+l) •!» 9 , «in 6 , s in 6 cca 6 ^, 
'p+l T * 1 2 p p+I / 

V* = R'1 ,+z)»i'>e1»i-'82 • i » V 

Peur exprimer à en coordonnées polaires^oue devons calculer la métrique 

D+2 

de 2 = T J oVi d?j. 

Si nous posons : 

(A. 2) 

' i RP| » 

de 2 = (dR)2 + R 2(ds' 2) , 

dP, dp." . (A. 3) 

p j " • s i n B j p j , l S j « p + 2 , 

nous pouvons écr ire : 

(dp) d i p = dB 2 t c o s ' S j d Ç j + s u A ^ j P d | î Z d p T ) ; (A. 4) 

p+2 P+2 
g (dp? dp^) =. d e 2 + c o s 2 6 2 d 0 | * . t o 2 « J ( Ç d p f d p f ) . (A. 5) 



Sachant que d(3 . dp = dV nous pouvons calculer ds et l'expression de ô en coordon­

nées polaires. En tenant compte du fait que ds = e g. , dx dy est une métrique, l'opérateur 

de Laplace-Beltrami s'écrit : 

Si nous pose* i à fe, T (9,. 

pour p = 0 

i(m cp +m tp ) » 

1 < m r m 2 ) . - ( m 1 + m 2 > 

d'' (fi ) - D* . fO. 8 , 0) {voir Edmonds 1957), 
m , m m', m 

dan a le cas général : 

Y (S ( S . . . . . . 8 , , , » , , . .cp ) = n , pr-t 

=,•03 

*"?" . (2V 

3pL> »„,> 

ï ( " , (pt l )+ m (pM)'- ï ( n , (p«) . n , (p«)> 

e t 2 

Oi> D l = P t H , [ » P = n j t l ( { j ] 1 n 1 = , . (A..7) 

Les n. sont dee constantes entières et n. a n , > n . . . & n ^, & 0. Les fonctions y sont 1 1 Z 3 p+l "n 
orthogonales entre elles et aont fonctions propres de l'opérateur de Laplace-Beltrami &' qui a 

2 P 

pour métrique ds* . La fonction de poids est : 

6 = P J | ( • l a t l « M 9 1 ) J», ( . t a 8 i ) ^ ( p + 1 - i , . (A.B) 



APPENDICE B 

ELEMENTS DE LA MATRICE DE REPRESENTATION DE SU(3Ï 

Soit C = exp [ r . tt + s . z ] t t' la fonction génératrice de la base de 

représentation îf 'j" . de SU(3] r relation ( 1 1 . 5 6 ) ] . 

»• • >', ' ' , ' , z , • » , " • ' . l . ' ' , z . • ' 1 l l * 2 ' 1 ~ 2 ' ' 2 " ' 1 l l ' 2 " 1 

"l * t l , ' l Z ' l T ï Z l - "2 * V ' l Z ' l T . - 2 ' "3 " r l ' - | ' l -

D'après 1'expression (III. Z6) nous écrivons : 

».- £W<>*-V?$ V[,Î,V <.•..*]. <-.o 
Dana G nous remplaçons respect ivement ; 

V . ' , . t2. f y Z , . Z 2 . Z ' , . Z . z . r*. , , . r , . r y V . 2 . . ^ 

P " _ _ 

V *V »r »V V V *Y "'a- vr V "a1 "3-
 v r V V 

noun obtenons la fonction génératrice do v . , que nous notons : 

O'j = F , P 7 , eiq>[ î . 4 ( 1 , 2 , + » . » ' î (B .2 ) 

ou bien 

G i = £>- z -^V> « " M «•'•«'»- <*« 
h') 

La fonction génératrice dee e lements D7 . . . . (U ) eat 
io1 J> ter J i 

D - f ( I a C , ) G ' t du M ( B . 4 ) 

soit 

B - 2 J , !'-Z"î>W < " - Z - V M %).(»•) ( U3'- (B.5) 
Xu(a) 

(B. 5) es t obtenu en remplaçant G et G par leur développement respect i f 

C voir relations (B. 1) et (B. 3) ] , 

L e calcul de l 'Intégrale «'effectue par l a méthode d e l a dérivation sou* l e s igne 

somme en considérant l e * composantes de t, s , ~ur v comme d es paramètres et nn util isant la 

relation (III. 7) . 



Nous obtenonB : 

'" '"' P ' F ' ' exp [ v . • - tu . v M v . r )] ( B # 6 J 
'< ''< P- P ' « c 7.3 - tf.fl (v*. ?)] 
< l - û \ ? ) 2 

-» t -» - * t-_ - » 
avec S' = U 3 (»• } , r' = U^ (r J . 

La comparaison du développement de l 'express ion c i*dessue (B, 6) et du développement 

de (B. 5} noue permet d'obtenir l e a é l éments R ,, , , (U_> . 
{<*)< (a I 3 

Alnai .nous pouvons écr i re ; 

„"" ,„ , = >fft.ti),'tttti)ftf^7 
\: 

cJ>'fft.tp+i):l>.-tii-q+i):q:(u-q)ipHK-p)! 

î 
ai+p'+Dift-hi-q'+iWiU-q'Jip'ift-p'):]1 x 

X 

. k i f'0tJ ztM t)i(ktJ 1-M 2)it.- l i^j.k):(p'.j»k)!"l 

p' C""1, x - 4 < V M i ) : l V M i ) 1 ! V M 2 > : < V M z ) ! i 

J l J 2 
X d M l ^' ]

( v > d M z ^' i , ( v )D t V i M , (n ' )D; , M , 3 ( . Y . -ftH»), 
\B. 7) 

. . .c n- = fo'.e-.T-j, D ' . M - V * dy „,[».) 
(voir Edmonds 1957) 

• ' , x - ( l t j ) n • ( i t H , 
J l = 2 ' J 2 2 

M , 1 - i P U I l - O M - 2 q < - H l - k ) 
M l 2 * * 2 2 

X . 2 p t (1 - 1) I» - 2 g - H l • fc) 
M l 2 M 2 2 

M , . " - P' - •»' t ( ] • It) , M' , = " ' i f ' < l i - k ] 

o S I S l - p - , o S k S U - q ' , o S j s p * . 

- 1 M V 
a * 
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79. 

CHAPITRE IV 

LA METHODE DE LA FONCTION GENERATRICE 

ET LE DEVELOPPEMENT EN QUASI-BOSONS 

Les techniques de développement des opérateurs de systèmes de fermions en 
{onction d'opérateur de création et d'annihilation de quasi-boBona^se sont révélées efficaces 
pour étudier les hamiltonlens collectifs et les opérateurs de transition des noyaux pair-pair. 

Deux méthode de développement ont été employées, celle de Beliaev et Zelevinaky 
(Beliaev et Zelevinaky 1962) et celle de Ma ru mari et al (Marumorl, Yamamura et Tokunaga 1964). 
Mais ces développements convergent lentement et ne respectent plus le principe de Pauli. Quand 
Us sont tronquée nous allons montrer comment la méthode de la fonction génératrice permet de 
Comparer ces développements et de construire Les développements en quasi-bosons qui respectent 
rigoureusement le principe de Pauli et qui par ailleurs sont rapidement convergents. La méthode 
d99 "coordonnées génératrices" s'est révélée être tout particulièrement bien adaptée à l'étude des 
mouvements collectifs des systèmes de fermions en interaction (Hill et Wheeler 1953, Peierls et 
Yoccoz 1957, Peierls et Thouleaa 19o2, Jancovici et Schiff 1964, Wong 1970). A partir de l'appro­
ximation la plus simple qui consiste à décrire ce système par une fonction d'onde | S (« . x) *> de 
particules indépendantes placées dans un potentiel moyen V fo) dépendant de paramètres (a) nous 
construisons une fonction d'essai plus générale en superposant linéairement les états correspon­
dant aux déformations passibles du potentiel. 

l ï («) > - fi (ûO | « {a , x)>dor. (IV.1) 

La meilleure solution |? (x )>est définie par la fonction de poids t (or) qui minimise la fonction­
nelle <T | H | ? > . 

On a déjà montré antérieurement (Jancovici et Schiff 1964) comment cette méthode 

des coordonnées génératrice;s permet de retrouver l'approximation en quasi-bosons ou la-R. P. A. 

•ans toutefois améliorer les précédentes méthodes d'approximation. Noua nous proposons de mon­

trer qu1 est très Intéressant *s choisir pour fonction de poids f (o> ) des (onctions analytiques 

t(Z) app tenant à un des sous-espaces fonctionnels de l'espace de Bargtnann. Nous pouvons alors 



définir une [onction | Ç (Z, «)•> n/nénitrice de toua les états \ •» (x)> du système physique étudié 

qui l'tablit un îsomorphisinc entre ce eoua-espacc/ de Bargmann et l'cspnco des états physiques 

de telle aorte que 

1» U)> B y " r ( 2 î | # ( z , x ) > d u ( z ) , (1V.2) 

du (Z) est In mesure de Bargmann «t la fonction f (Z) est l'image dans3* ' de Tet.it | ï <x)> . 

Tout problème de recherche des étata propres ou des valeurs propres d'une obser­

vable A du système physique est transformé en un problème semblable mais de solution plus aisée 

qui concerne l'opérateur A dcA dans le aous-espace ' J 'de Bargraann. Par ailleurs del'isomorphisms 

qui relie les espaces de Hartmann et tes espaces dea états des oscillateurs harmoniques, il résulte que 

tout opérateur A concernant un système de fermions admettra pour image un opérateur (A) concernant 

un système de qua si-bosons. Lu méthode de la fonction génératrice permet d'obtenir des développements 

rigoureux en termes dequnsi-bosons des observables d'un système de fermions, valables jusqu'à, un 

un ordre '/levé. Ces développements se révéleront très rapidement convergents et donc très utiles. 

La première partie de ce chapitre est consacrée a l'étude du premier type de 

développement et h la comparaison avec le développement de Marumori et al. Dans la deuxième 

partie noua noua intéressons au deuxième type de développement et nous le comparons au dévelop­

pement do Beliaev et Zoluvinsky. Le développement des operateurs à un corps et a deux corps ainsi 

que le développement de l'Hamiltonien en quaai-bosone fait l'objet de la troisième partie, Dans la 

quatrième partie nouB exposons l'application de notre méthode au modèle de LipkLn. Enfin, une 

méthode variationnelle pour l'obtention simultanée des équations de Hartree et Fock et des équa­

tions de la R. F. A, est proposée dans la cinquième partie. 

1 - Premier type de développement 

Pour étudier commodément les propriétés d'un système de fermions nous allons 

voir qu'il est nécessaire d'associer a, l'espace Jfe des états liés de ce système un des sous-

cepaecs P de l'espace de Bargmann (1962) qui notamment lait correspondre à, tout opérateur A 

de •}&_, un opérateur A de p . Nous noua proposons de déterminer tout d'abord l'expression de 

ft en fonction de celle de A. De l'iaomorphisme entre l'espace de Bargmann et l'espace d'un 

système de bosons nous établissons l'isomorphisme entre le sous-espace (5* de Bargmann et 

l'espace physique du système de bosons correspondant. Nous obtiendrons l'expression de tout 

opérateur [A)„ BOUS la forme d'un développement en fonction d'opérateurs de création et d'annihi­

lation de quasi-bosoas, 

1.1. Fonction génératrice de la base d'un système de fermions 

La base de l'espace <r£_ > { | n > >, sera constituée d'un état de référence j fi > 

(déterminant de Slater qui peut être la solution d'un calcul préalable de Hartree et Fock) et de 

toua les états n trous n particules déduits de ] t > . 

A toute paire constituée d'un trou » et d'un état particule i noua ferons correspondre 

une variable complexe Zio- at la fonction génératrice s'écrira alors i 

http://Tet.it


U(z )> 

* S î-rrr § <- l>P 2 i . - i * i ^ H « > < I V - 3 > 
v n i 

La base *£/ (Z) -—p=s T.(~l) Z. . . . . 2. est an sous-espace fl' de l'espace de 
n v» : P *l »j *n ffn 

Bargmann ft . 

( - 1) est la signature des permutations p. 

Chaque terme d'ordre n du développement précédent apparie un état n trous (<y., a?, . ..), n 

particules {i , i , . . . ) a un vecteur appartenant au aous-espace p de p . 
Il est intéressant de remarquer que la fonction génératrice n'eat autre que la renor-

malieation de la fonction d'onde de Thouleaa (I960) : 
| V < Z ) > > 5 - £ | » > 

* n 7 ^ U n (
z > ! » > 

= rOt' n (z)|«> (iv. 4) 

Cette dernifere n'est pas normalisée "dans le sens de Bargmann" : 

fll'a (Z) V-l <Z) du (Z) ^ 6 n n , 

du (Z) est la mesure de Bargmann. 

Et de ce fait elle peut s'écrire sous la forme (1.7} qui est celle d'un» fonction génératrice appa­
riant les états | m> de <&••* *• d e B vecteurs U- (Z) non normalisés, dans l'espace de Bargmann, 
Dans ce cas la plupart des propriétés de l'isomorphisme T étudiées précédemment (chapitre 1) 
ne sont plus vérifiées. U en résulte en particulier que ta transformation définie par la fonction 
génératrice (IV. 4) ne conserve plus l'hermiticité bien qu'elle conserve Les valeurs propres. Il 
est important de signaler que noua avons établi La généralisation du développement de Jancovld 
et Schiff (1964) (voir appendice) et que nous avons constaté que l'hermiticité (dZ) ^ Z n'est pas 
conservée. 

1.2. Inu80*.desj^é2rateuraade i itr&p 

Le transformé Wd'un opérateur A se déduit de l'axpresaion : 

® (ï (Z) ) = / l ( Z ' > < « (2) | A | t (Z-) > du (Z-) (IV. 5) 

En partant de cette définition de ̂  noue déduisons que : 

* ( f ( Z ) ) = 1 si f(z) n'appartient pas à p' (IV. 6) 



L'opérateur A n'est autre que l'opérateur nul à l 'extérieur de B . Compte-tenu de l ' iaomorphisme 

entre B et l ' espace /&_ des étale d'un s y s t è m e de bosons nous déduisons que l ' image (^L do l 'opéra­

teur A dans l ' e space des quagî-bosons es t nulle à l 'extérieur de JE , 

Nous remplaçons ( ? ( 2 ) > par son express ion (IV. 3) . 

Noua avona : _ _ _ _ _ 

< 4 ( Z ) | A j « (Z' )> « 5j 1 l j ( 2 i < i | A | j > l i ^ Z » ) 

et 
* ( f ( 2 ) ) = I 1 U i ( Z ) < i | A | j > y " ' 2 Z j ( Z ' ) f ( Z ' ) d . l ( Z ' ) (1V.7) 

« ?. 1 i , (Z)< l |A | j> [ 1 / . J 

L e premier vecteur (n s 0) de La base de B peut s ' écr ire ; 

. - Z 7 . Z Z 7 . Z _ , . . k z t z ' k z ' z 

' £ < - » " — ( ^ > l e ' - ' (iV.S) 

- (Z. dZ) Z' . Z 

Et il en résulte compte tenu de (1. 34) et (I. 35) : 

(Ifj.f) = (1, t^ tdZJf ) 

= y e - ( Z , dZ) z'.Z ^ ( d Z ) f ( z ' ) d u ( z ' ) (1V.9) 

. . e - (z .dz ) < u . . ( d Z | f ( z ) , 

f ina lement: , ,- . _ , A , 

« = ^ ' U j l z x t U l j » e - ( z ' d Z ' l i . fdz) . (iv. 10) 

En utilisant ensuite ,1'ieomorphisme établi précédemment entre B' et l ' espace < M , qui a pour base . 

| . ) . I L . O f t l . J . t M f B ^ B*2„2 .... B ^ j o ) 

f » ' t* ) est l e vide nous obtenons l e développement de l 'opérateur (A) image de A dans l e aoua-

espace des quas i -bosons 3tL : 

W „ = I 1 i l ( B + ) < i | A l j > e " ( B • B ) 1l.{B) 0 V . 1 1 ) 

L'opérateur de projection e * * opérateur de Schwinger n'es t autre que l e projecteur sur l e 

vide | 0 ) ( 01 de l ' e space des quas l -bosons . De la relation (IV. 6) nous déduisons que : 

( A ) . £ ( B + ) t O ) = 0 s i f ( B * ) 1 0 ) n'appartient pas à ^ (IV. 12) 

L e développement de l 'opérateur (A) »T voir (IV. 11) _, «n fonction des opérateurs 

de création et d'annihilation de quas i -bosons es t analogue an développement de Marumori et a l 

(1964) saut en ce qui concerne l ' express ion du projecteur | 0 } ( 0 | que pour notre part noue 

écr ivons \ 0 ) ( 0 \ = « p [ - ( B + , B) ] . 



Z - Deuxième type de développement 

Mous noua intéressons dans cette partie à la détermination des images des opérateurs 

trou-partîcule dont nous pouvons déduire les images des opérateurs 2-trous et 2-particules et 

par conséquent l'Image de l'hamiltonîcn (voir 3), ainsi qu'à la comparaison entre les développe­

ments que nous obtenons et le développement de Bcliaev et Zelevineky (1962). 

Nous adoptons comme fonction génératrice des opérateurs trou-particule l'expression 

(IV, 4} et nous on déduisons l'opérateur image A de tout opérateur A de K p par application de la 

relation de définition : 

Â<MZ)1 = <i (Z)l A . (IV. 13) 

2. 1. Images des opérateurs trou-particule 

Compte-tenu de la conservation du nombre de fermions Les seuls opérateurs trou-

particule qui ont une signification physique sont : 

a. a. , a a„ , a a. , avec leurs hermitiques adjointe dont les transformés se déduisent de 

la relation I& - K . 

2. 1. ï. Agrb8_ayoir_dén»ntr^ J^^£cs«£i!C£la<yalidit6_do_la_r iglatiOB 

C (A + )" . a t ] - Z Z, < A + ) n - l a + . (IV. 14) 
i v iy y 

il eet ai?c de déterminer l'Image de l'opérateur a. a. : 

( a i -J>1I • *IJ • J z i V TTT 

(a* a j ) „ f <Z) - « oi f (Z) % B". 

2. 1.2. S&npSmejiouj^t&bllssonBjfr 'Ç la î^ l , 

ï a . (A+)° = « ? Z, ( A * ) " " ' » . . {IV. 16) 

et nous en déduisons l'opérateur image de a a à savoir : 

(IV. 15) 

%'p'a ï " j , ï ï 'iP 
( a , . * ) u l ( Z ) = 0 V1(Z) Ç B 1 . 

2.1.3. EnfJnj^ra^Bo.isgment_pji*_ri 

<^i'n=-o T * £ - I S \ , 77- ••* A \ , * * a i - • •- { , v - 1 8 ) 

2.1. 3. Eniyjjm_r^^8Q.isainj^tjja.r_réçu£Mnc5£Bjnjet d.,â$S})irLU^51

lftS5^'&41c!Pi?£t£liî 

( '« ' i 'n 1 * 2 ' ° ° "'«W^ B ' • 

A . . = ? z,. - ^ 

et la convention de notation •aivA&te .' 



•P Pv . 2 , , f î » k . a Z j a K ^ t Z n 

Le cale il des des coefficients » , rc a s'effectue en exigeant que les cléments de la 

matrice de l'opérotcur a D n soient conservés par la transformation et en remarquant que l'action 

de a éléments d'ordre supérieur a n + 1 dans l'expression a* a.< 9 I n> - < Ç | a + a . | n > eat 

nulle. Le terme général est défini pnr la relation de récurrence : 

n s o . n { n . I f s J + n(n-I)(n-2) a., + + (-l)nn ' aa_l ' n/n , (IV. 19) 

avec a = 1 , o 
Lea développements des opérateurs ainsi obtenus sont rapidement convergents 

(voir tableau page 86)* Des développements précédemment établis dans l'espace de Bargmann 

(1962) nous déduisons les développements correspondants en quasi-boflons : il suffit pour cela 

d'utiliser t'tsomorphîsme établi entre B' et Jéf-o et de remplacer : 

ce qui nous donne : 

P " B i« 

<"»»;)„ •? 4 B

j p 

l " « a i > ] I 3 < , o K o + ° ' 1

K l * ' " 2 K

2

t - - - ( I V - 2 0 » 

avec 

K i - p i B l p B j . ** 

Z. Z, Comparaison des développements des opérateurs trou-particule avec le 

ï!éïS l tJEKm5 n-J d é Jïeliaev - Zelevinsky 

Z. Z. 1. _£<& développement .des opérateurs toq"tfartigu^ejar. la .méthode de_ 

Brt^ev^^el^vlnâlçyJlJ^Z) s'ojATe_en, £ejpe«tant les £«i^£nj^f_eommntatton 

ia lvantei j 

t (a* . j ) B . (a* a ^ B J . « J f c (a* . ( ) B - ^ , (a* a j > B , 

f <s 'S»B • < v « \ , ] • \ p <-: V B - \ . <% a J ' B i ( I v- 2" 

et nous obtenons : 

K » | > » • Y1 B«Y B i , ' 



avec ^_^ 

- v 2

 A « . , A

v z

 B l« 2 • 

K'n ' « . « £ . « A .« . V . - " \ . « , Ae ,« B l . • 1 2 n 1 1 2 n -2 n-1 n-1 » n 

Lea coefficients cr sont déduits de la formule de récurrence (IV. 19) tandis que les coefficients 
»' sont donnés par : n _ | 

*'i = m7' a ' n " " ? J=* i C ™ C ™ a v e c n 2 2 . (IV. 23) 
1 Z n c m= - 1 m n - m 

2. 2.2. De l'expression ft. 23) nous déduisons que lea opérateurs images des trou-
particule du deuxibme type de développement vérifient les relations de commutation (IV. 21) et 
par suite les opérateurs Images trou-particule sont identiques dans le deuxième type de dévelop­
pement et dans le développement de Beliaev et Zelevineky (1962). Pour passer de la forme du 
développement de Beliaev et Zelevinsky a la. forme du deuxibme type de développement, noue 
remarquons que les imagée des opérateurs a. a. et a a. sont identiques. La comparaison entre 

En tenant 
= 0 , propriété valable uniquement dans l'espace B et 

des relations Je commutation suivantes : 

<• B i „ • B Î . B . 3 '«il.»™. • 

t » t o . " W > - t»L- '!•.•> = 0 , (IV. 24) 
il vient i . 

K, = L Sj K't . (IV. 25) 

ou ta. coefficient, sj .ont aolution. du «yeteme d'équation, linéaire. : 

-S? + s " 0 - l ) - s 5 U - l > Z t . . . *[.lft%(l-l)'"1 - 0 (IV.26) 

avec j - 2 . 3 n et sjsl Y j . 

Noua avona, d'une part : 

«'.Vil " £" i K i 

(IV. 27) 

d'autre part : , j ^ 
(a«'i>H = E "' i K ' i ' ( , V ' M ) 

Nous écrirons donc : 

= E ( £ «I^>K'I 

J=I 



En utilisant lea relations de recurrence (IV* 19) entre le» coefficients et et l e s deux express ions 

(IV. 23) et (IV. 29) de s coefficients ar* nous ayons calcule* jusqu'à l 'ordre 8 l e s valeurs de ce» coef­

ficients que nous donnons dnna le tableau cUdessoue : 

(V.. - 0,14142 - 0.0481H - 0,00774 - 0.001 18 - 0,00016 - 0,00002 - 0,0 - 0.0 

• " V B Z • 0.5 - 0. IZS - 0.0625 - 0.03906 - 0,02734 - 0, 0205 - 0,016)1 -0,01309 

"l'a - D.49 IDS - 0.102ÎJ - 0.02B91 - 0,00624 - 0,00086 - 0,00006 - 0.0 - 0,0 

Dans 1'cxprusnion {IV. 27) Hi noua limitons 1 h n lea t'it'munta de matrice de l 'operateur a a. sont 

l e s mOmua que ceux de l'opi'riitiîur (n a ) dans l.-i base J \ _ = ( 1 i > . I l t - L p > , . , . l n t -np>) 

et dans l ' image de cette base ft dans l'wsp.ieo des quasl-bouons. Dans le calcul des coefficients 

i*', A partir de l 'express ion (IV. 29) *" voir a u s s i le tableau c i -deeeus ] nouB remarquons que la 

convergence de la s ér i e (IV. 29) es t t rvs lente; par conséquent s i on l imite i a n dans (IV. 28) Les 

é l éments de matr ice de l'opérateur (a a * ^ n 7

 n * sont P ° 8 conserves ce qui fait que l 'usage du 

développement de ttclinev - ï c l c v i n s k y (1962) ne donne pas de résultats satisfaisante [ voir a u s s i 

Sorcnscn (1970) 1 , Par contre le deuxième type de développement s'avfere Intércaeanl car 

lorsqu'on l imite i a n daim l 'express ion {IV. 27) l e s cléments do matrice de l 'opérateur a a, sont 

l e s m ê m e s que cuux du l'opérateur (a a.) - Jusqu'à l 'ordre de la troncature c ' e s t - à - d i r e dnns 

î F T ut dan» C T . 

On peut encore chois ir une base de ^tb constituée d'un état ] 4 ~> vide de quas i -part icules 

et des états qui s'en déduisent par action des opérateurs ( a a } créateurs de qua s i -par t i cu le s , 
« p 

La fonction génératr ice correspondant à cette nouvelle base peut s ' écr i re : 

«(Z> .£-
Zn n '. /{itt. I}! ~w> 

avec r^ _ 
A = «-* Z a a . 

L e calcul des opérateurs images correspondants à cette nouvel le fonction génératr ice s'effectue en 

appliquant la m ê m e méthode que précédemment . 

3 - Développement des opérateur a a un corps et a deux corps et développement en 

quasi-boaona de l'hamlltonlen 

L'hamiltonien du cys teme étudié a la forme générale ! 

H ' £ h i j "i 'i * 1 ikt v i j .k i "i a j a i 'k BV.30) 

où h.. désignent l e s é léments de matr ice d'un opérateur à un corps h et V . . désignent l e s 

é léments de matr ice a n t l - s y m é t r i s é s de l ' interaction V a deux corps . 

SI nous cho i s i s sons pour nouveau vide de référence un état | 4 > d'énergie moyenne 



Ë • ce nouveau vide définît des quasi-particules dont certaines sont dca trous repérés par des 

indices grecs : <v, p, Y . . . Nous noterons respectivement a et b les opérateurs de création 

d'états "particule" et d'états "trou". L'hamiltonicn s'écrit alors : 

H - E o • H l , t < H Z O t H Z O > + H

2 2

 + < H 4 0 t H I o » + H k 2

 + < H 3 . + H M ' ( I V - ' " 

a < V o i— an 2 „ op.op 

. j - r ' - i . ' <-J " £ «"«p* ^ W b > , 

H M = £ (h l a » E V ) , * b * 
10 p K H 

£ *, «,' b] «,' K 

Dana le cas où l'état de référence | S > choiai est un état de Hartree-Fock le 

terme H, , est nul. 

Nous avons donné précédemment les développements en opérateurs de quaal-bosons 

des opérateurs de création et d'annihilation dea paires "trou-particule". 11 noua reste à calculer 

les opérateurs qui figurent dans les expressions des termea d'interaction à deux corpo, H_, t H._ 

ou K i H_, , H_. ou H~. . Ces opérateurs peuvent évidemment s'écrire sous la forme de 

produits de deux développements d'opérateurs à deux corps cependant lea calcula directa qui 

suivent permettent d'obtenir des développements plu a convergente. Dans ce qui suit nous noua 

sommes toujours limités au calcul des termes d'ordre inférieur ou égal a 4. 

3.1. Image de l'opérateur a. b b a 

k 'k.'Vk! v *v y ' " > 

k L ' k! VÏ! mT » y mt m ' K & * 1 V j 



En utilisant l'ieomorphisme établi précédemment entre l'espace de Bargmann p et 

l'espace Q&„ dee quasi-bbsons, il suffit de remplacer dans les développements 2 . par B , v et 

il- • par B, pour obtenir le développement de l'opérateur considéré en fonction des opérateurs 

de création B. de quaei-bosnns. Noua obtenons ainsi : 

- + ._+ L ». . -£ 
3.2. Image de l'opérateur b . a. b a 

et par suite : 

V I - . V B ' ' . BJP B i . • ' l £ B M »*» BJV B l . * - ( I V ' " ) 
kY 

avec* . ~ /z « 2 = / z ~ - / ô " = - 1,035 

Le troisième terme admet pour coefficient 

° 3 • ( i / ï t

2

/ T - z/s> r o , . i . 
il est donc négligeable. 

S < t | » — r A " " 1 Z. - b . a . b ». 
D ' n! /nT kp p j or 1 

et par suite : 

f ' k V . V B = / ï i B k P

 B JP \ > • • • • « V - M > 
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3 . 4 . ImfiRC de l 'opfrnleur a. a. n 

k k.-Vk! o n " " J " " » « k 

et donc : 

".**;*«"k>B • - £ » L » ; » , . » „ • < , v- 3 5> 
op 

3* 5. Image de l 'opérateur b, b b b 

* v » * k , , . , / ïr • •» • » 
• E < l | IslidL £ z_. z •_ •_ Ak"' b_ b, 

k kivk.' mn 

«vfT 

~ a i « u w-
n4 ny m n o p 

Rin ma np 

et donc ; 

( b t b * b b „ ) n = - E l > * , B B D „ t . . . « V . 3 6 ) 

3 . 6 . frnajie^dfl IJop^rntcur b b by JI, 

et par suite : 

3 . 7 . Image de l'HamLltui.li 

Il suffit maintenant de rassembler lea résultats partiels précédents et de porter 

l e t développements obtenue dans l ' express ion (IV, 31) pour obtenir l e développement de l'hamilto» 

nlen jusqu'au 4 e m e ordre : 



3fc- =„ *Z (.,-«„> B^B,. • ,£ V . J B*a B j p 

•77? £ , [*u. .» B i . B i*H 

t L ^ £ J ) r B t „ • B + B t h e ! (IV.38) 
Z V T i jWapv I "••* " JV W kV J 

Ce déve loppement l i m i t é aux t e r m e s du second o r d r e e s t différent de l ' hami l ton len de la R. P . A. 

Dans ce déve loppement noue avons conse rva t ion des é l é m e n t s de la m a t r i c e de H pour | n > , 

n = 0, 1, 2 et p a r consequent ce déve loppement fourni t des équat ions du mouvemen t du s y s t è m e 

é tudié d i f fé rentes de ce l l e s de la R. P . A. bien que d ' a p p a r e n c e fo rmel l e Ident ique. 

4. - Appl icat ion au modè le de Lipkin 

La méthode qui vient d ' e t r e développée s e r a ma in tenan t app l iquée au m o d e l a de 

Lipkin (1965) afin de c o m p a r e r n o t r e méthode à l a mé thode de Be l i aev et Ee lev insky (1962) et a 

la méthode de M a r u m o r i et a l . (1964). 

P u i s q u e ce modè le a déjà é t é a m p l e m e n t c o m m e n t é p a r sea i nven t eu r s nous r e n ­

voyons le l e c t eu r aux a r t i c l e s o r ig inaux [ F a n g , Klein et D r e i z l e r (1968); L ipk in , Meshkov e t 

L lck (1965), A g a s s i , Lipkin et Meshkov (1966) ] . 

L ' hami l t on l en du s y s t è m e é tud ié s ' é c r i t : 

kvec : 

[ j + , J _ 1 = z j C j , J 3 . i j ( r v . 3 9 ) 

l a b a s e J n > de la r e p r é s e n t a t i o n adop tée e s t définie p a r : 

J | n > = (n - J ) i n > , 

1 
J + | t t > = [ ( 2 J - J t ) ( « + 1 ) ] 2 ( a + l > . 

J I n > = [ < 2 J - n + l ) n . ] 2 l n - l > (TV, 40} 



la fonction génératr ice s 'écr i t : 

|S(Z)> • T" -4r 1 i> «V-41> 

4 . U Image d e _ J _ 

s : 

"J = Z - ^ r - J (IV.42) 
O »Z 

4. 2, Image de J + 

>v A 7n N , k r - 1 / 2 

n=0 -y/nî n=l V ^ ! L J 

On remarque que J doit Otre développé BOUB la forme : 

M _ I l 

• £ • . < • • " z ' < i - . i 
(i-DMi-J-i).' 

.tU *' r I 1 / 2 

= £ 4 r (2J-1 + D1 < l - Il 
i=0 ViT L J 

L e s vecteur» i é tan t l i n é a i r e m e n t Indépendante nous en dédu i sons que : 

;?„' -i Ha - [«»—«r <•»•«> 
Le calcul tas coefficients a . se fait par récurrence. 

4 . 3 . Image de J 

En opérant c o m m e précédemment (calcul de J + ) nous obtenons la relation suivante : 



Des relations (IV.4 3) et {IV.44) noua déduisons les premières valeurs de», et (3 

» - fTS 

* = /ZJ - I - /zT 

« 2 = -̂  / 2 J - 2 - / 2 J - 1 + ~ JTT 

p = fà J {2 J - ! ) 

|l -g /(2J - Z) (ZJ - 3) - y(2J - 1) (2J - 2) + ~ /ZJ (ZJ - ï ) 

11 est important de remarquer que les transformes des opérateurs J • J , . . . 4 sont dee opéra­

teur a nul a îi l'extérieur du Bous-capnce C (, . . . Z J. 

i.'expression de l'hamiltonien pour l'ordre quatre est donc : 

ft.ï^j.J^VtlI.^xH,. b Z . . . . , , _ 

Dans l'espace dos quaBl-bosons noue aurons : 

H,j = D*"Q+iv(jlD* 2 *p 1 B + Z B + fJ B 2 + pj D + B 3 J- J . (IV.46) 

Notre méthode permet donc d'obtenir rapidement la forme condensée des coefficients 

du développement. L'étude qui a été faite par Pang et al. (1968) de ee modèle par la méthode des 

quasi-bosona montre que l'approximation nu bien la limitation a l'ordre quatre sont très oatiatai-

santee. 

5 - Généralisation de la méthode de la R. P.A. 

Nous allons déduire de la transformation de l'hamiltonien dans L'espace des quasl-

boaans une généralisation de La méthode de Hartree-Fock et de la méthode de la R.P.A. 

Nous remarquons que l'image de l'hamiltonien H dans l'espace des quasi-bosons 

peut Ctre déterminée sans que la fonction d'onde \ $ > soit la fonction d'onde de Hartree-Fock, 

noue supposons que ] i > est un déterminant de Slater construit à partir des états à une particule 

| X > dont les développements sur une base choisie restent a déterminer : 

U> = ç c f I i > . 
J J 

L'image de l'hamiltonien H dans l'espace des quasi-bosona s'obtient a t'aide des développement 

en quasi-bosona des opérateurs à un corps et à deux corps. Noue avons donc : 

+ (^O + "Ïo I * "22 * '"31 * «31 ' • < I V - 4 " 

Nous considérons une transformation de BogoHabor dans l'espace des qnaoi-booona de la forme ; 



< • H : 
A* = £ X* r S + U ' S* . (IV.48) 

mar r mûr r (f mar r 
5 et S sont das opérateurs de création et d'annihilation des bosons : 

r s p . s r , ] = r sj , sj, ] = o , 
r s . s \ ] = 6 , 

r r1 r r' 
et S | 0 )' = 0 . (IV. 49) 

La recherche do l'état fondamental | 0 )' se fait en minimisant E (C, X, Y) = ' (0 | H | 0 ) ' . Les 

contraintes dont nous devons tenir compte sont : 

1 , La normalisation des dtats à une particule 

» I V » J ) = <^i v = £ ct'* s j • V j ( I V ' 5 0 ) 

2. La condition d'orthogonalitd 

0 ( m, , m',1 = S (l{T % r, . - X* X f . = 6 , 6 , (IV. 51) 
* 1 * i ' r gmv tfm'a' m» m'a* mm' act* y ' 

3. La restriction à l'espace physique 

R ( m o t ( m ' o ' ) = ^ f c U * X r , . - X r ' U ' . ^ + C l / * . X * . - X * ,Ur ]] 
v . . « , •• « , r L Jï m or m» ^ m'or' 3 m»' m'or ma 1 / m t r j 

- f) (IV. 52) 

Faute d'une généralisation du théorème de Bloch et Messiah (1962) au aystbme des basons,,nous 

sommes obligés de rendre symétrique l'hemiltonien (H)_ en fonction de A et de A n . c 'est-à-
. B m î tn L 

dire que noue devons remplacer A m £ A „ , , , P " j t A * , ^ , , , , , + V l ' A « i ' ' « • ' ' « • • ' 

pour pouvoir aboutir par la méthode variatlonnelle aux équations de la H.. P- A. 

Posons : 

F (c, x, ^ ) - E (c, x. /p . V j « fc^) -u m l _ m , „ e ( m i , m . i.) 
(IV. 53) 

la minimisation noua donne 
3 2— (F (C. X, li) ) = 0 , (IV. 54) 

- -A* « a c; 

( F (C, X, <y ) ) = 0 . (IV. 55) 

I 

• ( F ( C . X,<U)) = 0 . (IV. 56) 

I mor 

1^ premiere equation représente une généralisation des équations de Hartree-Fock. 

La deuxième et troisième relations constituent un système d'équations qui est une 
généralisation de la R, P. A. 

En posant X , = ty. . = 0 nous obtenons l'équation ds Hartree-Fock. Mais si nous négligeons 



les termoB enharmoniques dans le système [ {IV. 55) , (IV, 56) 3 nous obtenons des équations qui 

ressemblent aux équations de la R. P. A. Cela eat dû à la conservation des cléments de matrice 

H par la transformation Jf - QH&„ . 

Parmi les méthodes proposée» f Faesler et Piastlno (1969); Mihaflovic et 

Roslna {19M}; Providoncia (1968); Drelzler , Klein, Krcya et Drclae ([971) ] , la 

méthode précédente qui tient compte des corrélations dans IOB équations de Hartrce-Fock nous 

semble être la plus simple, la limitation au quatrième ordre du développement de l'hamUtonlen 

étant une bonne approximation. 

6 - Conclusion 

La mâthode de la fonction génératrice exposée au chapitre 1 permet la transposition 

de tout problème de mécanique quantique posé dans l'espace }&>-, ou rfô-, des systèmes de fer-

mions ou de bosons en un autre problème à traiter dans un espace fonctionnel Zr <î u e !'<"> choisit. 

En appliquant cette méthode dans le cas ou l'espace fonctionnel ^T est l'espace de Bargmann il a 

été facile d'exprimer rigoureusement tout opérateur de <#t> notamment l'hamiltonien, en un 

développement d'opérateurs de création et d'annihilation de quasl-bosona. Les développements 

ainsi obtenus sont rigoureux et semblables à ceux de Beliâev et Zelevinehy et de Ma rumor l. 

Ile en different d'une part pat l'ordre des termes, en ce qui concerne les développements de 

Belîaev et Zelevinekjf et d'autro part par l'absence de termes excédentaires dont L'action est nulle 

dans le sous-espace dans lequel Us agissent. Les développements ainsi obtenus sont donc plus 

simples et plus rapidement convergents. 



APPENDICE 

La méthode dite des coordonnées generatrices, cherche % minimiser la fonctionnelle : 

< * 1 H | V > 

en adoptant pour fonction d'essai ; 

] »> = ft (Z) |MZ)>dZ 

| * ( Z ) > = exp T £ ) z i a a* a a ] \i> 
i* 

| $ > désignant un determinant do Slater, solution des equations de Hartree-Fock, 

La minimisation de la fonctionnelle conduit à l'équation intégrale : 

fr< , cs ï l H 1 * (z ')> - E < « (z).| • (z ')> 3 t ( z ' ) dZ1 = o 

La transformation complbte et rigoureuse de l'équation intdgrale ci-deaBua en une 

équation différentielle en Z, o/?) Z est rcalieée en utilisant Les résultats préliminaires suivants : 

(a) <» (Z) | # ( Z ' ) > = d e t < A

f f p > 
avec : ç-* 

A „ = * „ + i - Z. Z' 
op op 1--N+1 1 W 'P 

Avec la notation R = exp r Z_- Z a a 3 , on établit Lee relations suivantes : 

ft a„ = a R 
et a t 

Ra. * (a„ - I * Z. a. ) R 
• * j « N + l J" J 

Ra , = a. R 
i i N 

R a t ' <aî + . ? 1 Z i , «I» R 

d'où l'on dfiduit : 

< « | a J a i R l « ( Z ' ) > = - ^ T -=«(2)1 « (Z')> 

< « u . ; . i « « z ' ) > . ( Ê Z

P „ ri— ' < » ( z ) ! » ( z i » 

<« |Ra s s>v ! < 2 ' ) > = ( i . Z , , -jr=— ! < » ( Z | î ( Z ' > > 



< , U » > , M*')» • <*„,,-£, ^ p i j . r l ^ ) < t ( Z ' ) l I (Z ' )> 

En utilisant lea résultats partiels précédents, on obtient le développement suivant de l'faamilto-

nlen (31) : 

H U . 4?)- £ • <«<-«„> a , . a z . 

4- * • v r ? is 7 7 ^ T o 
I« jp i p . a j l ' l » nY IY no 3Z J »Z .„ 

+ î - i F » P V i J , . ( î C Z i . - n V Z i V Z

n . a T ^ J p ' n H V Z m P " ^ : 

+ v" r n i E v Z z z —— —— 
+ V l j . ï p l 9 Z j p a Z i ( ,

J 4 i jk« l j .k« »p ior'jfS i Z M i z ( ( | 

+ i S y S z Z -î— - ^ -
4 opYS «p, YJ i j jo iY o z B Z i ( ( 

• T iS* ' V«k'2i. - S z»« ?i^>< ? v ^ 7 » 

+ V* ( E Z — ^ - 1 - î — ] 
vlj,»k ( ? z k p o z j ( î > a z . a 

* T Jp\ C V i . , pV (Z1Y " S Z

i 5

 Z „ Y ^ " j ZJp î î ^ » 

+ V.PY ( j Zi« ^ ~ ' iTT ] 
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CONCLUSION GENERALE 

En prenant pour point de départ la méthode de Hill et Wheeler (1953) noua avoua 
construit un formalisme appelé méthode de la fonction génératrice qui permet de simplifier les 
calculs qui s'introduisent dans l'étude des mouvements collectifs des noyaux. Cette méthode 
repose sur l'idt'e de base suivante : on essaie de transposer Le problème quantique posé dans 
l'espace de Hilbert jjic- en un problème à traiter dans un espace fonctionnel l'on a choisi . 

L'essentiel cet de définir dans une base orthonormée P (Z) correspondant au choix d'une 

métrique u (Z ), la variable Z pouvant être réelle au complexe 

(P . p « ï s frV, (Z) P „ ( Z ) u ( Z ) dZ = 1 
* m ' n ' J m* ' n % ' * ' mm' 

Cette base ( P î permet d'étudier une correspondance biunîvoque avec une base (1 m> ) de 
3 ^ et de définir une fonction : 

! * (Zî> = m P m ( Z M ™ ? -

génératrice de tout vecteur 1 7 > £ 3 ^ • 

Tout tft;it | v > € crsû admet ainsi une image f ( Z ) et tout vecteur A agissant dans (ffo admet un 

oplfntcur image A agissant dnna tels que 

A f (Z} = / < 5 ( Z ) l A 1 $ (Z*)> f (Z 1) u (Z') dZ- . 

La signification physique des paramètres Z ainsi introduits dépend évidemment du problème 

étudia. 

En appliquant notre méthode dans le cas oïi j % est l'espace de l'oscillateur harmo­

nique a trois dimensions noua avons retrouvé les résultats essentiels d'une leçon très simple, 

a s.tvoir U méthode de détermination des éléments de passage d'une représentation à une autre, 

qui e'avere très utile dans les calculs en physique nucléaire ainsi que ta construction d'une 

nouvelle fonction génératrice de la base sphérjque et d'une nouvelle fonction génératrice de la 

base de la représentation couplée des harmoniques aphériques qui nous a permis d'entreprendre 

pour la première fois a notre connaissance, le développement sur la. base produit de deux 

harmoniques aphériques de la fonction $4 (r, A r_ ) généralisation du tenseur sphérique bien 

"™" T ( 1 m ). 

La fonction génératrice de la base sphérique de l'oscillateur harmonique précédem­

ment construite est utilisée pour calculer par des opérations mathématiques élémentaires les 

coefficients de Talmi et les coefficients de Moahinaky et Snurnov en suivant la méthode de travail 

de Bargmann (1962) et Schwinger (1965), 

Le développement de la fonction génératrice des coefficients de Talmi s'impose 
naturellement dans la base de la représentation symétrique (Kumar 1966 b) et nous donne une 
expression des coefficients de Talmi qui est nouvelle, qui possède une symétrie équivalente a 
celle qu'on observe dans l'expression donnée par Kumar (1966 a) et ne fait pas intervenir les 
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symboles 9 - j . L'expression des coefficients de Talmi peut être facilement programmée, elle 

permet un oïl cul rapide des coufticients en raison des symétries qui apparaissent du foi t que 

bunucoup de coefficients sont nuls et que les indices de sommation ont un domaine de variation 

limité. De cette nouvelle expression des coefficients de Talmi nous déduisons naturellement le 

calcul des coefficients dans des cas particuliers, retrouvant ainsi certains résultats de la littéra­

ture et en obtenant du nouveaux. Dans le cas où deux nombres quantiques radiaux sont nuls et où 

un nombre qunn tique magnétique est minimal, nous obtenons une expression simple des coefficients 

de Talmi qui ne contient qu'un seul indice de sommation et qui nous parait particulièrement intéres­

sante non seulement par elle-même mais surtout parce qu'elle permet la déduction par récurrence 

de tous les autres coefficients. 

De la fonction génératrice des coefficients de MoaMnsky et Smirnov nous déduisons 

une expression nouvelle de ces coefficients où n'apparaissent quo dos symboles 3 - jm et des 

coefficients de la représentation symétrique (Kumar 1966 b) calculés à partir des symboles 3 - jm. 

Tous ces éléments possèdent de remarquables propriétés de symétrie, de plus un grand nombre 

d'entre eux s'avèrent nuls ce qui diminue considérablement le nombre des opérations de calcul 

numérique. Notre expression est particulièrement simple en comparaison de l'expression propo­

sée par Raynal (1976) T voir (12) et (61) 3 et de l'expression récemment proposée par Dobes (1977) 

t voir (6) ] et elle se prête -\ un calcul numérique rapide des coefficients de Moshinsky et Smirnov. 

Dans le cas oîi deux nombres qu antique s principaux sont nuls nous retrouvons , par simple rem­

placement des indices par leur valeur, l'expression donnée par Efros (1973) sans être obligé de 

faire appel aux propriétés deB symu.'f" 9 - j . Cet exemple eat significatif car il illustre l'intérêt 

de la méthode que nous utilisons; en effet notre méthode se prête à une généralisation dans les 

cas oïl la base de la représentation est fonction des coordonnées de plus de deux particules, le 

calcul des éléments des matrices des transformations de Moshinsky et Smirnov pouvant être 

effectué sans connaissance préalable des symbol as 3 n - j , résultat que les autres méthodes ne 

peuvent pas atteindre. De la fonction génératrice des coefficients de Moshinsky et Smirnov nous 

déduisons une autre expression des coefficients de MoshbtBky et Smirnov qui peut se comparer 

avantageusement a l'expression donnée par Dobes (1977) i elle est moins compliquée, de plus 

eLLe contient des coefficients qui possèdent des symétries ce qui présente un grand Intérêt dans 

les calculs numériques en minimisant le temps-machine. 

Dans ce travail nous avons également obtenu une nouvelle relation entre les coeffi­

cients de Moshinsky et Smirnov qui se révèle utile pour effectuer la vérification des calcula 

numériques de ces coefficients. 

Kous signalons que notre fonction génératrice de la base sphérique de l'oscillateur 

harmonique pourrait être intéressante pour la détermination des éléments de matrice de certains 

types de potentiel (potentiel Caussien par exemple). Notre approche pourrait aussi être utilisée 

dans d'autres domaines de la physique (physique atomique et moléculaire par exemple); il est 

possible en effet d'adopter une autre base que la base sphérique de l'oscillateur harmonique et de 

construire par notre procédé la fonction génératrice de cette nouvelle base. 



Dans ce travail, nous ,-ivons présenté une nouvelle approche dans la determination 

des symboles J - jm dus groupes uttlmodulaircs. Natre approciie consiste à partir de la fonction 

génératrice dus éléments de la matrice de représentation préalablement déduite de la fonction 

génératrice des vecteurs de la base de représentation dans l'espace de Bargmann (196Z) puis à 

utiliser l'intégrale de Gaunt pour obtenir la fonction génératrice des invariants de Weyl. Dans 

l'Étude du cas SU(NJ, nous avons introduit une nouvelle paramétrisatîon du groupe SU(N). Cette 
N N - 1 

paramôtriaation récurrente, peut titre symboliquement décrite par U., = U* et U.. , = U 

U . . . U où la dernière lignu de la matrice de la transformation U N notée ( Uî\ ) dépend 

des 2 N - 1 paramètres qui complètent les paramètres de VN 

N - 1* 

L'intérêt de la méthode apparaît quand l'ayant appliquée à l'étude du groupe SU(2), 

nous avons obtenu la fonction génératrice de Schwinger (1965) u partir de laquelle, nous avons 

construit la fonction génératrice des vecteurs de la base de représentation de 5LT(3), A partir 

de la fonction génératrice dus éléments île la matrice de représentation de SU(3), nous avons 

démontre simplement que Ica {onctions harmoniques déduites par Bcg et Ruegg (19&5) sont des 

éléments de La matrice de représentation, ce qui confirme la conclusion que Nelson (1967) a 

obtenue par une méthode nécessitant un calcul complexe dans le cas de SU(3). Nous montrons 

que cette conclusion est valable dans le cas général et nous en déduisons la mesure invariante 

sur le groupe SU(N). Nous donnons aussi l'expression des ^lamenta de la matrice de représenta­

tion de SU(J}. 

Dans le travail de recherche des fonctions génératrices des invariants de Wcyl, il 

nous a paru important d'étudier des cas particuliers qui illustrent bien L'intcrSt de notre méthode. 

Dans l'étude de ces cas particulier j nous avons été amenée a introduire des paramètres qui nous 

permettent d'utiliser lea propriétés de l'espace de Bargmann (1462) dans le calcul de l'intégrale 

de Gaunt, ce qui nous donne une expression compacte et simple des fonctions génératrices. 

En appliquant notre méthode dans le cas où l'espace fonctionnel est l'espace de 

Bargmann, il a été facile d'exprimer rigoureusement tout opérateur de -yt-p notamment l'hamil-

tonien, en un développement d'opérateurs de création et d'annihilation de quasi-bosons. Les 

développements ainsi obtenus sont rigoureux et semblables & ceux de Beliaev et 2«levlnsky et de 

Marumori, Us en different d'une part par l 'ordre des termes en ce qui concerne les développements 

de Beliaev et Zelevinsky et d'autre part par L'absence de termes excédentaires dont l'action est 

nulle dans le sous-espace dans lequel ils agissent. Les développements ainsi obtenus sont donc 

plus simples et plus rapidement convergents. 

Notre méthode ne s'applique pas seulement aux cas que nous avons traités, elle a 

un champ d'application étendu. En effet elle permet le calcul des éléments de passage d'une 

base de n'importe quelle représentation à une autre (calcul des coefficients de Raynal et Rêvai 

entre autres). Non seulement elle est utile pour l'étude des groupes unitaires mais encore elle 

peut être étendue a l'étude des groupes compete dont le rdle en physique n'est plus à démontrer. 
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