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RESUME

Exposé de la méthode, suivi du calcul des coefficients de Talmi

et de Moghinsky et Smirnov, del ‘Etude de la fonction génératrice

des invariants de Weyl du groupe SU(N) et de l'application aux

dével ts en quasi-b .

PP

ABSTRACT

The method is developed and applied to the determination of
Talmi's and Moshinsky-Smirnov's coefficients and to a study
of the generating function of the Weyl lavariants of SU{N) and

d t t

of quasi-b develor




INTRODUGTION

Les fonctions génératrices des palyndmes orthogonaux 2 une variable sont largement

utllisées depuis longtemps dans tous les de i des h et de la physique théorique
surtout depuis Lave de la 31 et 1'intr de 1'espace de Hilbert en
2 i En lee i noyau dce transfor-

tant qu'espace des états d'un sy
mations unitajres, Bargmann {1961} a donné une nouvelle interprétation de cee fonctiona généra~
trices ce quil'a conduit A 1'introduction de 1'espace fonctionnel appelé espace de Bargmann et
Hilbert. Ces résuitats fondamentaux ont servi de point de départ 3 de nombrenx et importants
dans pluefeurs domaines de la physique, en optique quantique (Kibble 1968), en physique

nucléaive (Jancovici et Schiff 1964; Hage Hassan et Lambert 1972), en physique des particules
(Beltrametti ot Luzato 1967; Scheweber 1967).

En essayant d’etudier les mouvements vibrationnels des noyavx ) }'aide de la méthode
des coordonnéea génératrices de Hill et Wheeler (1953) qui connait un grand succts en physique
nucléaire notamment pour 1'étude des mouvements rotatiannels des noyaux (Peierls et Yoccoz
1957; Peierls et Thouless 1962) et en essayant de comparer les réaultats qu'elle donne avac lea
résultats obtenus i 1'aide du formalisme de quasi-bosons, nous avans été amenés A {tablir une
nouvelle approche de cette rméthode qui généralise les travaux de Bargmenn. Nous appelons la
nouvelle méthode & laquelle nous aboutissons, méthade de la fonction géndratrice, Cette mdthode
permet de transposer tout prabidme d'un espace de Hilbert de {a mécanique quantique en un
probléme dont la réeolution devient plus simple dans un espace fonctionnel f‘ Pour cela nous
coneidérons une application linéaire et bijective entre 1'espace de Hilbert et l'espace fonctionnel
et nous pouvons définir la fonction génératrice comme une somme de produits associant chaque
élément d'une bage de 1'espace de Hilbert & son image dans 1'vspace fonctionnel, A l'aide de cette
fonction nous pouvons déterminer les images des opérateurs et les jimages des vecteurs difinis
dans 1'espace de Hilbert. A partir des fonctions propres ot des vecteurs propres de l'image de
1'Hamiltonien dans L'espace fonctionnel nous arrivons 3 déterminer Jea vecteurs propres de
L'opérateur Hamiltonien dane 1'espace de Hilbert, Cette méthode se prite & de nombrensss appli-
catlane, non seulement elle permet Le calcul des éléments de pagsago d'une repréaentation 3 une
autre repréaentation, calcul des coefficients de Talmi {1952). des coefficients de Moahinaky (1959}
<t Smirnov (1962) et dea coefficients 3-jm des groupes unitairea entre autres maie ausai elle donne
le développ del en quasi-b et p de régler ins litiges 2 propos du
dével t de 1'Hamiltonlen par la de Beli et Zelevineky (1962) ou la méthode da

Marumorl et al. (1964).

Nous nous intéressons tout d'abord 3 1'étud:: de la base de 1'oscillateur barmonique &
trois dimensions puisque les états 2 une particule ae développent oyur cette base et nous construiscne
une nouvelle fonctlon génératrice de la base sphérique,ainai qu'une nouvelle fonction génératrice de

13 base de la repré plée. Da cotte i nous déduleona les fonctions propres de
l.z et de Lz (carré du moment angulaire de deux particules et sa Projection sur 'axe z) ot nous
Etudh lus par n P 12 premitre fois & notre 1 le dé t sur

1a base p it de denx h iqt & de la ion propre 'yjm G') A ;;),gén!ralln-



tion du tenseur T {1 m) (Edmonds 1957).
Puis nous nous intéressons a la tranaformation d'une basc de repréaentation en fonction

des coordonnées de deux particules (représentation non couplée) cn une base de représentation en

ées relatives (repr ion couplée}

fonction des coordonnées du centre de massac et des
qui se rencontre dans de nombreux domaines de la physique. Enr particulier elle cat vtile dans la
théarie cindtique des gaz (Kumar 1967), en physique nucléaire (vair par exemple Wong {1970} } et
en physique moléculaire (Fieck 1979). De fagon ginécale, elle est fandamentale pour calculer lea
éléments de 1a matrice du potentiel A deux corps dans la représentation aphérique de l'oscillateur
harmonique, Malgré les grands cfforta déployée par dc nombreux auteura {Moshinsky 1959,
Kumar 1966 a, Gal 1968, Trlifaj 1972, Efros 1973, Raynal 1976, Dobe¥ 1977, Fieck 1979,

flashid 1979), une expression simple desa coefficicnts de Talini et des coefficients de Moshinaky

et Smirnov se prétant 3 des calculs numériques aiaés n'a jusqu'ici jamais été proposée, Dans ce
travail A partir de la fonction génératrice de 1a base aphérique précédemment canstruite et en
n'utilisant que des opérations mathématiques élémentaires nous obtenons une fonction génératrice
des coefficients de Talmi de laquclle nous déduisons une expression nouvelle de ces caocflicienta,
De plus nous obtenons une expression nouvelle de ces coefficients dans un cas particulier et
finalement 2 i1'aide de ceite derniere expression et d‘une nouvelle formnle de récurrence nous
proposons une nouvelle méthode pour calculer les coefficients de Talmi dans le cas général. Par
la méthode précédente {calcul des coefficients de Talmi) en utilisant de plus les résultats des
travaux de Bargmann (1962) ct de Schwinger (1965} sur le groupe des rotations nous obtenons une
fonction génératrice nouvelle dus coefficients de Moshinsky et Smirnov dont noue déduisons une
expression nauvelle de ces coefficients. Cette expression permet alors de retrouver la formule
obtenue dans le cas particulier traité par Efros, En outre nous donnons une nauvelle relatian entre

les coefficients de Moshinsky et Smirnov,

Le calcul des coefficients 3-jm des groupes unitairea est tris important en raison du
t8le que ces groupes jouent dana la classification dee particules &lémentaires b interaction forte
et dans L'6tude des structures atomiques ct nucléaires. Dans le travail de Schwinger (1965) est
expnaée une mlthode utile pour la construction de la fonction génératrice des symboles 3-jm
mais cette méthode est difficile 3 généraliser au groupe SU (N). Bargmann (1962), Resnikoff
(1967) et d'autree auteura (Hongoh 1974) ont essayé de déduire les aymboles 3-jm des invariants
de Weyl qu'il leur a fallu construire mais cette construction ge révele difficile en général pour
SU (N) quand N» 2. La consicération de cette difficulté nous a conduit A procéder antrement, Notre
approche conaiste A construire la fonction génératrice dea vecteurs de la base de représentation
de SU (N} dane {*espace de Bargmann {1962} de laquelle acus déduiaons 12 fonction génératrice

des ¢léments de la matrice de représentation. Puis utilicant ces dernitres fonctions et 1'intégrale

de Gaunt, nona abouti Ala i i €né: ice des invariants de Weyl. Cette méthode exige

1'utilisation des finies et une nouvelle paramétrisation de SU (N) ainsi que la
del ion de 1*is Le

détermination de la meaure fovarlante sur le groupe. La
de Gaunt par 1'introduction de parametres réels et positifs coavenablement cholsis permet de la
calculer dana l'espace de Bargmann ef préesente 1'intér2t de donner une expreasion de Ja fonction

génératrico des invariants de Weyl sous une forme compacts et simple. Notre méthode se



caractérise par sa simplicité. En elfet,elle n'exige pas da longe calcula, soit qu'il s’agisse de
retrouver des résuitats bien connus ou d'obtenir de nouveaux résultate, Elle nous permet de
construire simplement la fonctlon génératrice du groupe SU {2). Elle nous permet de démontrer
qu'un ensemble des fléments de 1a matrice de représentation de SU (N) eat solution d'une équation

dillérentielle ct que cet ensemblz, dans le cae du groupe SU (3),est dquivalent 2 1'ensemble dea

i ha i déterminées par Beg et Ruegg {1965).

Le dé PP del ien d'un systime physeiq insi que le PP

des oplirateurs tensoriels, en fonction des opérateurs de création et d’annihilation de bosona,
présente un grand intérdt en théorie du magnétisme (Mattis 1965, Kibler et Grenet {1979) ) pour
}'étude des particules élimentaires (Hara et Goto 1968) mais surtout pour 1'étude des mouvements
collectifs des noyaux palre-paira (Beliaev et Zelevinsky 1962; Marumori et al. 1964; Pang ot al,
1968; Sorensen 1970; Otsuka ot al, 1978; Chacon et al 1979), Deux mé ont été prop

La premitre est celle de Belinev et Zelevinaky (1962). Elle iate & dét pper le p it da

deux opérateurs de i en des op 3 de bogons . Elle exige que les relations

de ion soient vérifites par les développ g, 1 a 6té dit, 2 tort (Sorenscn 1966,1970),

comme nous le montrons dans co travail,que cette méthode ne permet pas la conservation des
f1éments de matrice de 1'Hamiltoni. La 5 éthode est celle de Marumori et al, {1964).

Elle consiste 3 établir une transformation entre l'espace des fermijons et celui des quasi-bosons.
En utilisant cette transformation,nous pouvons déterminer 1'image de chaque opérateur de l'ospace
des fermions et en particuller de 1'Hamiltonien,dont elle fournit un développement lenternent
convergent. En utilisant la méthode de la fonction génératrice ot en choisissant pour fonction
d'onde la fe ion d’onde normatisde de Thonl {1960),nous abouticzons 2 deux types de dévelop~

pements de 1'Hamiltonien. Le premier eat analogue au développement de Marumori et al, {1964),
le denxieme n'est autre que le développement de Beliaev et Zelevinsky (1962) écrit dana un ordre

différent et déb & de Ben éd. ires, il converge rapidement et préscnte donc une

grande utilité pratique, L'application de notre méth A 1'étude du modtle de Lipkin (Lipkin 1965,
Pang et al. 1968) prouve que cette méthode donne des résultats d'une manitre simple et rapide,
Etant donné que le développrement de I'Hamiltonien en termes de quasi-bosons peut 2tre effectué
#ans qu'il soit nécessaire de fixer les états A une particule, nous pouvone utiliser une méthode
variationnelle qui permet d'aboutir A une généralisation des équations de Hartree et Fock et de

la R, P. A,

La premitre partie de ce travall est consacrée 2 1'expoeé de 12 méthode de la fonetion

86 ice et A des i 1 de la méthode : construction de la fonction génératrice

de la base ephérique de l'oscillateur h. i A troia di H éthade de calcul des Eléments
de passage de la bage cartési H pe ou ani pe A la base sphérigne et construction de la
foncti & ice do la repré i plée. Dans le 1 hapt développ 1a
construction des & 1 gé i des friel de Talmi et des coefficlents de Moghinsky

et Smirnov, nous dannons de nouvelles expressions formelles de ces cosfficients et une nouvelle
relation entre les coefficlents de Moshinsky et Smirnov, Le troisitme chapitre consacré i la
conatruction des invariants de Weyl dee groupes unitaires, traite de la conatruction de la fonction
génératrice de 1a base de représentation de 5U (3), d'une nouvelle paramétrisation du groups
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SU (N), de la détermination de la meaure invariante sur SU (N) et nous y montrone qu'un eneemble

dea é1émenta de la matrice de repré: ion est ion d'une équation de Laplace-Beltrami.
Dans la quatridme partie il est g jon du développ de 1'Hamiltonien en termes de quasi-
bosone et de sa i avec lea dé& p de Beliaev et Zelevinsky et de Marumori
et al,, de 'appl ion de notre méthode au dtle de Lipkin ct pour finir de 1'exposé d'une

variati 1e pour la déduction den &quati de Hartree et Fock ¢t des équations de la
R.P.A.

Nouns aignalons que la majeure partie de ce travall est déji publiée ou en coura de

publication.



CHAPITRE I

METHODE DE LA FONCTION GENERATRICE

La méthade de la fonction génératrice que nous développone permet de transforner
tout problime d'un espace de Hilbert de la mécanique quantique en un problime analogue dont la
résolution devient plus simple,dans un espace fonctionnel,appelé espace de Bargmann et Hilbaert
(Bargmann 1961,1962). 5i nous considérons une application linéaire et bijective entre 1'espace de
Hilbert et l'espace dea fonctions analytiques de Bargmann et Hilbert,nous pouvens définir la fonction
génératrice comme une somme de produits, associant chaque ¢élément d'une base de l'espace de
Hilbert & aon image dans 1'espace fonctionnel. A l'aide de cette fonction nous pouvons déterminer
les images des opérateurs et les images des vecteura définis dans l'espace de Hilbert, En outre,
1'image de l'opérateur Hamiltonien admnzt des fonctions propres dans 1'espace de Bargmann et
Hilbert ce qui nous permet de déterminer les vecteura propres de I"Hamiltonien dans l'espace de

Hilbert de la mécanique quantique,

L'application de notre méthode A 1'étude de la base de l'oscillatevr harmonique &
trois dimensions préseate un prand intér2t puisqu'en physique nucléaire on développe les états &
une particule sur cette base (Ripka 1968). C'est ainsi que nous pouvons retrouver simplement les
fonctions propres et les vecteura propres de la base cartésienne de 1'oscillatenr harmonique &
trois dimensiona {Measiah 1965);de plus,nous obtenons l'expression de 1a base sphériqua eoue la
forme exposée par Bargmann et Moshinsky (Bargmann et Moshinsky 1960). Nous sommes amenéa

4 canstruire une nouvelle fonction génératrice de la baae sphérique afin de pouvoir calculer

ultérieurement les coefficients de Talmi et les fficients de Moshinsky et - (voir chapitre

i) et pour calculer la fonction génératrice des £léments de passage de la base sphérique A 1a base

cartégi i )pe ou ani pe. De cette f ion génératrice nous pourrions déduire,par

développement, les coefficients de passage et nous avons pu établir des relations de récurrence cntre

ces ffici L ication de cette méth s'avire aussi utile dans le calcul des invariants
de Weyl dee groupes unitaires 4 partir deequels s'obticnnent lea coefficients 3-jm (voir chapitreIlI),

1l nous 3 paru intéressant d'app nutre méthode A 1'établi de la £ i

éné: ice de la £ ion d'onde iplée des har sphériques et pour cela nous partone de

la fonction génératrice des symboles 3-jm établie par Schwinger (1965) et de 1a fonction génératrice



des harmoniques sphériques, L'intérét de la fonction génératrice de la fonction d'onde couplée
ainei construite est de permettre 12 détermination des fonctlons propres de 1.2 et de Lz. Parmi
lea fonctions propres de-ltz et Lz nous étudions particulitrement Je développement sur i base
produj: de deux harmoniques gphérignes de la fonction propre ’ytm (;; A ;;) qui est une géné-
ralisation du tenscur sphérique bien connu T (1 m) (Edmonds 1957),

Dane ce chapitre,les quatre premiers paragraphes sont consacrés A l'exposé de la
méthade de la fonction génératrice. Dans le cinquitme paragraphe nous appliquona la méthode en
construisant la fonctlon génératrice d'un syattme de bosona, La construction de la fonction

génératrice de 1'oscillateur harmonique 2 trois dimensions et le calcul des fléments de pagsage

d‘une base cartésienne & une autre base cartési i pe ou ani pe fait 1'objet du sixitme
paragraphe. Enfin,le aeptibd paragraphe eat € 2 13 conatructlon de la fonction génératrice
de 1a f ion d'onde plée de deux h i iq ct au développ t sur la base

P it de deux har igt sphériques de 1a fonction ﬁl tm (i-‘; A F;).

1 - Caractérisation de la fonction génératrice
Solent M 1'espace de Hilbert des états du systtme physigue tudié et { | m>) une
base orthonormée de]{. Soient Fun sapace fouctionnel pré-Hilbertien et { ?m {2}} une base
orthonormée de F oh z = (:]
complexe E . Enfia N est un entier arbitraire,

By e zN). Ici z esat un point de 1'espace Euclidien réel ou

La norme dand l'espace EF est définie A partir du produft scalaire :
€ g= [t gl duy =) 1}
ol mN (=) définit la mesure de 1'intégration.

Pour caractérlser la fonction génératrice l § (z)> delabase{ | m>} de M i1 est nécessaire
de définir une application T de % dens F qui soit 2 1a fois linfaire et bijective,

Pm(=)=T|m>. (1. 2)

Pour tout vecteur | V> de 1( nous pouvons &crire :

fe>=§ £, Im> w3
et
Tlom = Bf, Tim> = 3 ¢ Py (s)
=1 {z). (1.4}

Donc 3 tout vecteur | v£> de#u:rnpond une image f (z) dans g‘—qul posstde les mémes com-
posantes que | v,> . L'application linéaire et bijective T “lde F dane ﬂnt définie par :

-1
T lep (1= | m> s
Nous définirons }a fonction génératrice | % (z)> dela base (| m>) de x par :

Jsi>=¢g P (=} |m5. L6)

in



11 en découle que :
Lo = f1 lein)> day o)
=1 @), .7
ol
flm)= <t le) Jy,> = LP G@lem|v>
=Tle>. (.8)

La fonction génératrice | 4 (z)> peut 2tre considérée comme un vecteur appartenant & # . It faut

remarquer que }a dition d'or lieation des poly Pm (2} eet une coadition nécessaire

pour 1a validité des résul gque nous obtd onsa dans la suite de ce travail,
L'image A dana f d'un opérateur A de xgst donnée par :

Re1 a1l .9
D'une fagon génfrale,si £ {A) eot une fonction algébrique ou développable en série nous aurons :

@ BY ) {t.10)
et par auite

=t i@ T, )
Ltaction de l'upérateur’A\ sur un vecteur quelconque f {z} de l'espaze F gtécrit donc :

~

Rie = fte) <r=laje@> duy =), (1. 12)
De plus, du point de vue pratigue, il sera utile d'utillaer la relation sulvante

Rca @] = I <njalmrem{®

“<t(a)}A. (1.13)

2 - Relationa d'orthogonalisation et de fermeture
De la fonction génératrice | 4 {z)> dela baae { | m» } deo }ﬁ définie précédem-

ment nous les P

s .

<¢@iE)>=§ PGP &, (5.14)

toute fonction £ (z) de F satisfait la relation

£e) = fr(x) <o @} |8 (€)> duy (=9, . 15)
Le recouvrement <§ (z} l § (z') > jouit donc d'une propriété analogue A celte de la distribution
de Dirac. Ainel nous &crirona par analogie :

<t ()} 6 @@)> = 8(z-27. (L 16}
Une étude détaillée (Bergmann 1950) dans le cas ol z appartient A E, ou a Ez 2 montré que la
fonction < ¥ (£} § (=')> posskde des p & thémati i

in



2.2, La relation de fermeture a'éerit :

fl 8 (2)> dpglad<t ()] = 1. (t.17)
La relation {i.17) s'obtient de la fagon auivante :
fl P> duy @<t @] = B Im> [F @) P ) du (=)<l
= ;‘| m><ml
=1,

- Propriétés de conservation

<Y Iv > = (f, g) 1.18)

3, 2. Dc la définition de 1'opé 2 il rénulte que :

Rer ) s @)> =<t @Al =)>,
8bjt encors
AI‘.P (z}P (=" = m(z)<m|A|n> Pn(l').
Puieque les vecteurs Pn (2') sont linéairement Indépendants nous avons :
Y P (z) = §n<m| Al n> P_ (2

de sorte que
“~
(pmApn)=<mlA1n>. (1.19)
L'opérateur A et son image'ﬁ ont donc les m2mes éléments de matrice, De méme 6i A est un
opérateur quelconque de et sl
A -a)} >z 0

nous en déduisons que :

A - a)f{z) = 0. @, 20)
Nous pouvons écrire 1'équation (1. 20) sous la forme :

St @ Alat)> —a<e @a )] aug=a, (.21
Notons que cette est & rapprocher de 1'& ion de Hill et Wheeler {(1953) qui rappelons le
est Par un p: 4 ] at joue un rble important dans 1'étude des mouvements
collectifs du noyan. On comprend dte lora que Ia de la {i i éné & (z)

présente un intérat certain,

3,3, De la définition {t, 12) de & noua déduisons successivement

Rs) = fermlal szt > ale) au i)
M) = [N At > e auy 9
o [ <4 ENAl 1ta) 5" (2 ay 120

et par suite !



(R = fTR <t @l Als EI> 86 dug ) auy ).

W) = < 1Al @5 g6 auy () auy 6, n.22)
11 en réeulte }n{e :

(PR

L‘image de l'adjoint eat donc l'adjoint de [‘image.

3.4, De 1a définition (1. 17) et de expreasion (1. 12) des opérateurs images résulte

immédiatement que :

N
KB) « 2% . {1.23)
L’image du produit est donc €yale au produit des images,

4 - Remargue sur le chojx de 1'espace fonctionnel T
Danp la construction de la fonction génératrice | § (z)>dela base{ | m>) de M,
jonnel F ecat jel. La base {| m>} de J &tant caractériade

le choix de 1'eapace f

par les nombres quantiques m ¥ @) o-0s @ ROUB choisissone pour base de f une base

(Pm (2} } teile que chaque vecteur de base P {z}] soit vn produit de 8: dont les exp

pi sont 1iés aux nombres quantiques “l’ PO
B, B [
e 2 n _
Pm(l)-ll 2,0 ez, o B g (al.....an).

Un tel choix nous amine & la propriété suivante : U &tant une transformation unitaire dans %
n
qui a pour image U dans f » NOuUB avons :
>z L
Ul ¢ {=) um(z)U]m>

= £ <a) U’m>Pm(l),n>

mn
= § Pn‘ =} n>
= E (?Pn(z)|n>.

De sorte que 1'on pent Ecrire
L P @ =P (V@) (1. 24)

L'espace grquc nous choisissons est 1'espace de Bargmann-Hilbert, Cet espace joue un réle de

pluc en plus important en phyaique en optiq que [ Kibble (1968), Scheweber
(1967) ,Gulehani {1979) ] et dans 1'stude des mouvements collectifs du noyan {Chapitre IV). Nous
qui icilesp i62& 1elles de 1'espace de Bargmann-Hilbert, L'espace de Bargmann
M ent )'espace des foncti 1ytiq loppables en série convergente
® ¥ bR N
t{z) = [ z 2 PP . {1. 25)
hl...hN. hl"'hN 1 2 N
Nous posons
m '[th l[l:z] zEnN]
z LN . By ez



e

Ainei nous pouvons écrire la fonction f (z) sous la forme :

1) = § ooy Jnl

L'eapace #B eat normé avec la métrique :

-Ne-l.:N

duN {z}) = ]’::ldlk \‘lyk

TR T ENe
N en réeulte que 12 base de cet espace eat domnée par

h
:‘h] l 222...2N

U ) = f[_h_’j ?-==—h___ {1, 26)
La fonction noyau < & (z) | ¢ (a}> de JﬂB est donc :
<tfz)}e(a)> = e {z) = ea' ® (1.27)

de sorte que -
(e 0 = 56 = Je® % £(a) quy {1, 28)

Nous remarquons que ;

2, 5 ) = (r.-;-f;)
(-a—a?i< Lg} = (& L 8) (1. 29)

ol lee deux apérateurs 2, al—a—l- gont hermitiquement conjugués l'un de l'autre,
k

5 - Fonction génératrice d'un aysttme de bosone

Dans ce paragraphe et dans les par h nous & des pl
d'application de ce qui précdde A la conatruction de diverscs foncti énératrices : i
génératrice d'un systtme de bosons, i 1 & jce de ) h A trois
dimeneiona, etc... . L'espace o"gd'nn systime de bosons a pour base le produit des tats de
Yoscillateur har 1 2 vne di fon @
“
| m» = 1 o>, {t.30)
Sm !
od| 0> désigne I'état vide, De plus a; et 2, aont reapectl ¢ 1oa opé s de création et
d‘'annthilation de 1’0scillateur qui iefont len relath de i H

SECARY
Tag » 2d = 8o 31
En prenant pour espace fonctionnel f 1'espace de Bargmann-~Hilbert xﬂ' la

fonction génératrice d'un systdme de bosona est donnée par

le () = F Uple)IN>



h h
h, _h .1 +'N

Z, ... B a Y
. 1 N_ /1 ‘ N los
T 7
N A N By L oes Byt
-
cexp (3.2 ) 0> (1. 32)
-
e a (= ceas B )ctn (n e n ). Nous remarquone gue }'isomorphisme entre %
et Jf am‘. établi icl et qu'd toul Ctac | Y > du ZB correspond une fonction £{z) telle que :
|Yf> s 5, I n>
£(z) = <4 (7.)1‘#' >
: % UH<n]V >
n n
= E e, U, {z) (1.33)

ol
a, = <nl¥l>.

Lee images des opérateurs de création et d'annihilation se déduisent de 1a formule {1.13), Sinoua

nous limitong au cap d'une seule dimengion, (I, 13) nous permet d'€crira :

F<t )} =<pin)la
m

=k ;_ <ml|a
m:

(m+1) m
%ln_mz <m+1)
d

=g < =], (1.34)
et par suite
~
TatT 's 8= dz. rat 1! sat -
L'équation a | 0> =0 a pour image g-’ 1L=0
<t lali@is= L oG-, (1.35)

6 -Fonctions génératrices de 1'oscillateur harmonique 2 trois ditmensions

Liosciilateur i a pour hamiltonien :
+ + + 3
Hea a + 2, 2y + 8, 8 4 5. (L. 36)

D'aprte le paragraphe précédent la fanction génératrice de [‘ascillateur barmonique eat :
-
= 2
le(T D> = e 2 [oao>, )

—
3 + o+ 4
;) et &l e (ax.ly>=‘ ).

L'image de l‘lu:mu:onienﬁ de H se déduit de 1a formule (1.13) :

"I’ z 2

ﬁq(z)l =<y ()| H, {1. 38)



ce qui conduit 2 :

- (=) 4%_ (1.39)

A
A toute fonction propre f (z) de H correspond une fonction propre | ¥, > deH telle que :

l¥p> = fre, oz ) e @>

1
+ + +
B I(ax,ay.az)looll) (1. 40)
_
ou “Eez, t Tz, + Ez)
dup (2} = e Yy dz dz_ dz
x ¥ z

o
He@z) = E1(). (1. 41)
La résolution de cette équation 8'effectue aisément et nous obtenons :

f(zx, zy, z.z) =1 (z‘) i (zy) £ (zz)

x ¥ z
n n n
2 * oz ¥ oz *
[ SV S JE— {L.42)

Vo, ! ng - Ay-
Nous en déduisons (Messiah 1965) :
B A
a a a
% z

11 est évident que cette fonction e8t bien une fonction de la base de 'oacillateur harmonique et

fo00 » . (1.43)

->
= >
<T l"x"y"z> <xlnx><ylny <=|nz) (1. 44)
avec
1 - x
<xfn > = = e H (x), {1. 45)
x (fF 2 x “x! )1 2 a

ad l-ln (x) est un polyndme de Hermite.
La fonction génératrice | § (T, Z)»> s'écrit danp la repréaentation { ¥} {Wong 1970) :
<P D> = <xft lx zx)><y| & (v, zy)><z 14 (2, z,)>

avec e x 22

X X
g, - + Taz, -
x 2 x x 2
<x|® (x zx)>=—-"‘/4 e (1. 46)

o

Icl m représente la masse de la particule ot ﬂ)x la fréquence de 80n mouvement selon 1'axe x,

Daus le cae traité ci-dessus nous avons @ x> my =w =l Maise en général nous désignerons 1s

fonction génératrice de l'osclllateur har 3 trois di 1 par G (e, x, z).
Eq x
Eq eHectuant 1'intégrntion dans l'espace de Bargmann de 1'expression

* Quand aucune confusion n'est poasible nous &crivons dyy {z)=dy (z)



Uix, x) = fc (v % 2) Gl x'e ) du (o)

"

‘:Tx <x} nx><x'| "x'>'
= <x] x>

ol o x Tt
noua trouvons que :
T(x, x'} = & {x -~ x'}
Ainsgi, la méthode de la fonction génératrice nous permet de démontrer d‘une fagon simple que
<x| x's = §(x - x'), alors gu'habitucliement dans I'§tude de 1'ascillateur barmonique Messiahl9%5,

p+18), cette exprenslon est imposée sans faire 1'objot de vérification.

6.1.2. Nous pouvons déterminer les fongtions propros de H en cherchant les vecteurs
A A
propres de B —‘<Li Bvec
A,
-L2-fF *’fyz +T 2. (1.47)
~

Nous avons sz = l.z et L = - T) N oh L est l'image du moment angulaire.

Lea Iunct:anu propres de ﬂ 2 o L‘ 8e déterminent simplement et s'écrivent sous
la forme :

Zn -3
g
£y m % 2.2 2 * At 0 ’g‘mlz). (1.48)
z 2 2 2 . N
oup®=a 4 L T im o8t un¢ harmonique sphérique (Wong 1970) ot
A est une conatante de normalisation telle que :
nim
\n
A LR Vi
nim £ ni
n +-z-
nlz2

avee

N .= (1. 49)

ne Tlase+d)

De la formule {1. 40) nous déduisons les fonctions propres de 1'hamiltonien H (voir I. 36) :

Intm>» = ‘nlm('x' L £=)|.(1)> du (2)

42 n —:
A, m ® ’5“,," ylooos (1. 50)

avee

ot 2. 2 t2 4 8t o t?,

% 14 %

Notens que la fonction | n £ m> donnée par {I,50) a déjd été obtenue par Bargmann et Moehineky
par une méthode différente (voir Bargmann et Moshinski 1960).
Dans la représentation {T) nous pouvans écrire la fonction d'onde <?| ngm>:

<PIntms= [t

4 (z .zy, z )<r’|9(=)> du (2)

4
e, . ® L Y, (@) )



ou 1'n est un polyndme de Laguerre (Wong 1970).
La fonetion géndratrice (1. 37) peut se développer sur la base sphérique en tenant

compte des expressions (1. 48) ot (I, 50)

l@(l)>=n‘m fngm(zx'zy";)l""""
-1 N2 2n —
. ne ) - t
_Em —7 —o—ylm(')lgzm(“ ylooo>. (1.52)
2

Cette fonction génératrice a déjd 6té exploitée par Kumar (1966) et enenite par Wong {1970) pour
calculer les coefficients de Talmi et les coefficients de Moshinsky et Smirpov {voir Moshinsky

1959, Smirnov 1962}, II est i noter que dans le dével de cotte L {on génératrice {I. 52},

les harmoniquea aphériques apparaissent cn fonction de trois parambtrer z. lv, s, dont la
le dea difficulté €es par Kumar et Wong

présence constitue X notre avis la cauae pri
dans leur recherche d'une expression compacte des coefficients de Talmi et des coefficients de
Moshineky et Smirnov, Quant 3 nous, nous calculerans cea coefficients au chapitre 11 en utilisant
une autre fonckion génératrice dont Ia construction va &tre exposée ci-dessous au paragraphe

6,1.3.
Nous terminerons le paragraphe 6. 1. 2. par les deux remarques auivantes

~ De la conservation du produit scalaire nous pourrione déduire Lles éléments de
passage de la base cartésienne isotrope 3 la baee sphérique :

<a, n ";l nimy = (ln aon * In‘m). {1.53)
X ¥y z

14

~ La méthode précédemment décrite pour obtenir la fonction génératrice de l'oscil-

lateur ha § A trofs peut 2tre liguée A un autre H. De manidre
générale ceci conduit A une équation différentielle image d'une équation différentielle dans 1'espace
de Hilbert at A 1'alde de 1'expreasion {I, 40), les fonctions propres de 1 originel p

&tre obtenuea, Notons que la présence du spin dana 1' ien ne pré: pas uno 1

particulidce {voir Scheweber 1947),

6.1.3, La denxidme fonction génératrice de 1a_bage sphérique de 1'oscillaten

Pour plus de commodité nous rappelons L'expresclon de la base sphérique de 1'oacil-

lateur h ique A trois dl spit :
Ingm> ={-1)° ! N pE® (—"‘Hooo
> L Mo 7"“ a >, {1. 54)
atz *
avec
uz T .
x b4 z

La base de i'elpace fonctlonnel a'Serit :

L+m 4 em

n
Uy (e 8 = L — {1.55)
N“/z'nl Srm)fE-m)!




15,

ol
1

. =

) t o+ 3

Compte tenu de la fonction génératrice des harmoniques sphériques (Schwinger 1965) que noua

écrivons :

an % ('i: 30

° +y o . _a !
Te01 0 L %m (8 )7”.‘“) T (1. 56)
oh

o +t+m—_t-m
PR AN ; B,
am S T A o .57

-3
ot ot le vecteur b eet dé&fini par :
=

= o -
b. b =0, b= (b,b.b)}
x Ty oz
avec
H 2 2 2
by = -8°+n . b = -i(s" +n). b, =28, (1.58)
nous &ccivons la fonction génératrice de la base sphérique | G (2, £2, 7)> :
° P 4rn —;' i °
¢ S —_— g
lG@ e’ > 2 B ey Nn£5‘m(-.)|nlm>. {1.59)
En remplagant | n ¢ m > par son expression (I. 54) et en utilisant }'expreasion (1. 56) nous obtenons :
n -n 2n —
| Gz 2% 1) =2 nr'l _ﬁ_‘_ L_% (b . ?)‘]noo>
ni 2" A z
- 2 2 3
(-2, R at )
2o ° 277 {ano0>. (1. 60)
Noua pnnvon.dﬂermmer 1a fonction génératrice de 1a base ephérique dans 1a représentation { r} {(voir 1.5}
Cette € é {ce permetdo vérifier les calcula des coafficients de Talmi, des coefficientsde

Mogehinaky etde Smirnov ,,. etc,,. tout comme nous pourriona le faire & partir de (1. 60) :

Gz €% 5} = <F] Gl 2% x> .

Pour cela nous utiliserons la £ des har i sphériques I voir {1.56) ) etla
! & ice des poly de Laguerre que nous écrivons
-z ¥°
IR S P RN (R A w.en
n=0

Nous obtenons ainsi :

1
n
4«,21‘

[}
G(A.!°.r)=§m(—— “n‘ Lmk)<r aim>
3

4
N|"N

(£ + -
- AR P, ﬁ;z)]rz zzn) ' ‘go)glm(-;)] e
-
O TR
7 fe z 3 - e
&3 -tz 2.

]
= (T)‘ £ -2 57z . (1.62)



A notre connaissance cette fonction génératrice n'a jamais ét€ mentionnée dana la littérature.
Elle présente comme nous le verrons dans la suite de nombreux avantages. Non aseulement elle
permet le calcul des éléments de passage d'une base isotrope ou d'une bage anisotrope, 2 trois
variables A la base sphérique {voir 6.1,4,) mais encore elle a'avere trea utile dans le calcul des
coelficients de Talmi et des coefficients de 1osinsky et Smirnov (voir chapitre 1I).
6.1.4.

base sphérigue
Des fonctions génératrices (I. 62} et {I. 37} nous pouvons déduire d'une fagon simple
>
la fonction génératrice G (5,%, €) des @léments de passage <n_n n_| nsm> d'une base

cartéaienne jsotrope ou anisotrope A une base asphérigue. En elfet, G (:, —b). -t)) a'obtient en rempla-
gant| n ¢ m> par la fonction génératrice G (s, £°, r), voir (1.60), er< n n n, | par 1a fonction
génératrice <3 A -t’) |. veir (1.37). Noua obtenons ainsi dans le cas ou la base cartésienne est
isotrope :

>

Gla b t) = <4 (. T)] G g%, r)>
—2 —'_:4‘-
_ ) - a3 +
<o)t e 2 /7 | o>
-3 _
. stz . b t)
= e ? e (1. 63)
ou bien
a_ n n
x Yy_z 1
G T 2 2y %z 4m )_z =, ° | N
8B ZaTaTn Zerl) N tem € ) <nnon Inim> . (164)
XYy z x Y z nt

Pour obtenir les éléments de passage < n, nv nz[ ntm> il euHirait de développer le deuxitme
membre de 1'expression (I. 63) puis d'établir une comparaison entre ce développement ot le second
membre de 1'expreasion (I. 64). En fait {I eat préférable du point de vue pratique de calculer les

éléments < n.m n“ ng¢m > en utilisant des formules de récurrence que nous pouvonsa &tablir A
L'aide des relations suivantes :

2 o 23Q =
FeWED = g T,

3 - .30 — =,
3 G(s, b, t)= (a_ﬁ) G(s. b, t}

3 —>- 30 - =3,
at 3 Ge b, t) = (a-) G(s, b, t)
avec
-2 —_ =
Q=_lt + b .t A
2 2 /7

Noue obtenons alors les formules de récurrence



N
_ nt 2es ]
/zam‘<nxnyn1|n¢ m> =2 %, v_ﬁ_z‘ -

(nxt+m l)<nx lnynllntlml>
AT M Den, o -1 nlng-1 m-1>

+/h E-ml<n n n <i{nt-1 m>}), (1. 65}
£ x Y 2

N
_ - 22+) nt ~moil<n - -1 m+1>
@ mk"x"y"z‘“‘ m> anx 211 _Nn = J(l ~m)E -m-1) "x 1 “y";ln 2 m

N
Y i /h-mﬂl-m-l"n"ny-lnz|nl-lm+l>

y2e-1 N,

N
2001 Mot e T
1‘2./1:z i1 an.l Tt -m){t+m, B n Uat-1 m>, (166}

<nx-z nv nz‘ n-l 2 m>»

n [}
—w—<n_n nlngm> = -3
an x"y 8 2 nx(ﬂx—l)Nn_‘ .
N <n‘ny-2n=ln-llm>
2 g dn, S M, gy
L <n nz-Zln-ll-m>
P . {1.67)
2 nz(nz-”Nn-ll

La fonction génératrice dea €léments de passage d'une bage cartéslenne anisotrope 2 la

base ephérique #'obtient de la méme manitre que dans le cas isotrope. Cette fonction génératrice

est : 2 a,
2.2 )1 8 p2z @« 2145 %
Gle, TV ‘_‘l;il[["_—_];la ¢ e[- A Gt 'Til_-ﬁ]ul], (1.68)
n{1-9)
estun de 1 nulle it A partir du couple € = (2, 1), = (tl. Ty !3). En
effectuant 1'{ntégration nous aurons :
G BH: 3} [[_ﬁu—_]—;‘ exp[Q]] {L.69)
AL SN s )

K Z-atel 0-5) - 0f (4B saEoa, 5, (1-3) +aP )

3 80 -H 0 +D+el i -51]
Pour obtenir les formules de récurrence nous proctderionecomme dans le cas lsotrope.
Pour clore ce paragraphe notons qu'en utilisant la fonction génératrice G (o , g°, T} des
éléments de base <?l o & m> nous pourrions calculer les coefficients de Wigner ou aymbolee

3 - jm ainsi que l'expression
JYym (00 Y o, (501 Yy o (0.0 atne a0 dg

qui se déduit slmplement de 1'intégrale L;l {G o, z‘.rl) d?‘}) avec 8= (1,0, ).



7 - Fonction génératrice de la fonction d'onde couplée des harmoniques sphériques
- >
et développement de ;’L m (FpAe)
7.1, La fonction géaératrice de la fonction d’onde couplée dans 1'capace de Bargmann

a déja &té construite [ voir Bargmann (1962) et Schwinger {1965} 1. Naus nous proposona de

ire par logte 1a ion génératrice de la repré i p des har Q)
aphériques.
La fonction d’onde relative au plage de deux har g sphériques est ;
Y . ) =<t T te, 2, ¢, m>
ll‘2‘3m3 1’2 172171727373

-z Tk ke l’) @ DT
_ml m, ./2—;3_1»1' m, m, -mz(yl'lml rl);lzmz ) 4

( AN )
ol ml mz .ms eont les symboles 3-jm,
De la fonction génératrice (I. 56) et de la fonction génératriced (€, n. t ) dea symboles 3 -jm

[ voir Schwinger {1965) ], noua déduisons :

U im T Tt ) 2 €Y ;. )
‘1‘2’3"’3 nim 172t '3 L,my L1L21.3m3 1 2
e
Sfienn enl & .7 45, 21 wE) wE) I
avec
bl M) =expl v erend e, @ne)+T, B, (1.72)
n=J-le. ‘=13, n=Ll-lz,
et ol E; et -T;; sont les vecteurs de longueur nulle constraits 2 partir des counples :
g = (3, M) et = (T,T,).
La éné: ice de la £ ion d'onde couplée des bha i héri eot déduite du

calcul de 1'intégrale conatituant le second membre de 1'expression (1. 71), Pour effectuer ie caleul

ot pour simplifier 1'écriture noua posons :

= =
1> = empr @ .7, + az.;;)/zl.

<ale,mr)l =<2, (1.73)
Compte tenu des relationa (I.31) nous écrivons :
d
EEn <tlv> -z <hje fv> +my, <eln fv>
d
Fl <Il'l>=§3<|l§2|1>+n3<||ﬂz|'> (1. 74)
avec
> = (-x - 'y .
<|l§j| (-x lv,)<|l§jlv> &;J<!|n!|v>.
<tlnlys=tg-1y) <tiTlv >+ sl v 0.78)

etj=1, 2



De mdme nous avons :

<2l 1¥> s v calnly> + 1,2, <8lv>,
<|]71-,|v> = -1'3<H§2['v> +Tymy <g|v>,
<ol'i217>= -13<i|v\2\1>+rlg1<.|v>,

<€l-ﬁzl">=13<€l5)‘7>f1‘."‘.)<'lY>. (1. 76)

Si nous reportons les relations (I. 76} dans (1. 75) nous aboutissuna A un gystbme d'équations
lin€aires en fonction des &iéments < 4| glr>, <eln lv>.

Nous reportons les relatiana (1. 76) dans (I, 75) et nous faisons l'intégration du
syettme obtenu. Nous obtenons ainsi la fonction génératrice de la fonctlon d'onde couplée des

harmoniques aphérigues, soit :

U, (T T T) e, o (em Y .
ll¢213m3 atm ' 3 2} 3™, ‘I‘Z‘Sml ) 3

cem [t FI@ BRI @ AN @ ey )

> ? =
t21 1,0 i@ FaR) ) 2ze b ) Ixl iyl =0 0. @)
od 7 est un vecteur construit A partir des couples {8 3'“3) et
_ I 4 -2 52
c{rgd=1+20,  F LT e LT (1. 78}
Noua d ons dans l'app ice que :

1
[<ll\'>|'rz=fl=0] aﬁ(?:)?‘ (1. 7v9)

Le développement du second membre de *expression (I, 77) et sa comparaieon avec le premier
membre de cette m2me expreasion fait apparaltre sone une forme nouvelle l'expression de la

=
fonction d’onde 1ée de deux k g sphériquea ¥ &, )
8y2a8gmy Y T2
7.2. Dans le développement de 1'expression (1. 77) donnant 1a fonction d'onde conplée

de deux harmoniquea sphériques apparaft 1a fonction y tam (Ff'\ ?;) dont A notre cennajssance,

3
g
1le développement sur la base 7‘"“1 (T-’l). y‘zmz (rz.)' n'a jamais été exposé.

Pour eff e dével de 1a fonetl 7““ (;:4?;) noue naus plagona dans

1a baee de l'vacillateur harmonique A deux particules et alnsi nous obtenons:

' %
7. 3™ (:3"3)‘ 00> = nzl m, <2 4™y "z‘z"’zl;, lam;wn h))l 00>]n,2,m >t m>

nl‘lml

2272 (1.80)
avec
2% + 4 + i + o+ 4
a =(ax.ay.az)» h'(bx.by.b.).

En utilisant 1'expression de la fonction d'onde de 1a baee sphérique (I, 54) nous aobtenons :
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3 Z Moo Ny (4 z n, &, m, €
_ 11 2'2 1718 3)
713,,‘3(: AN 00> = 2 ( n ) s(

D n, L, m, m
n;l;m; (n +n +~—l-s—) 2"z 72 73
n'n;!2
= 2n - -, 2n -
> <M 4 z +
a 2 e (' )oos ., (1.81)
Z ™ Lomy

avec

n, £ m ¢ 2n —2n - -
e Bl B s 2 — g — 2 7P
s( ) <o0l? @ b & a’'av’oo> .
n, L, m m, 7‘1"’1 7"2"‘! y13m3

272 2 %
A partir de 1'expresaion (1. 56) et de 1a f éncratrice de la ion d'onde de 1a base
aphérique (I, 60) ot par un caleui logue au calcul pré de la génératrice de la
repr i plée des har i sphériquen nous aboutissona & la fonction génératrice des
B A omy 4

caefficients B( ) définis ci-dessus :

By L My
> - >
<t (P2 M)E(p 250 my) exp (T, . @5 ab¥)) 00>

b3 =

zem(k 0, (7] -;-';) +a(F;.F)+%F (4 Ar) 3. 0.82)

ol rl, '>Z' ? sont des vecteurs de longueur mulle conatruita 3 partir des couples (g, i n. ) Nous

avons ausai :

— = -3 — -5
SO I S AT 2t
T L (HAT) = vaitgt e (%00 (51 e?. .83
En développant (L 82) et en utili 1a fonction génératrice des coefficienta 3-jm (I, 72)fgui devient'expr~a-
sion (II[. 46) dane le rauﬁu.l,l. ell.3 sont !xxés‘\l'gxpreumnd"coe!!ieienus(lll l- my £3>
a*éerit ¢ "2 "Z = ™3
s(:l Ly ‘3). l-l) j -‘) “(J+”'l'l(J 2tz +1) /" ‘2 ‘3) (1.84)
3 £y Ty My ) )/ £, (3-215)2 '“z m,/
an
odI=L +4, +) n =i’—i n =‘.3*-‘-3 n, et p, sont entiers.
172 3" 1 2 e 2 " 2 .

En fin de compte nous obtenons la formule donnant le développement sur la base y‘ m (F';) .
tm (f-;) de la fonction y‘ ™ (?l A 'r-;), A savoir @ L
272 373
N N 2
(_A . 2 (ult1 mt, ) s(nl 4y my :3)
;"3"“ 2 "1"z"1"z g By by My My
my By Py

2 2n
1 -""2
7‘1"‘1 (?l) T2 7;211\2 (;;) ¢ (1.85)

i
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avec
PR Rl S okt 1 g, 2,18 t,x 8 +2
1 2 4 z 172 3 172
- = - =D
La fonction Iy tam (E; A r;)ﬁn fonction propre de L 2 (.l..>= Ll +T.:) et de L et cotte
fonction est une 33'5.?6“" ion du héri bien connu T {1 m) =7-’?- Fay') [ voir par

exemple Edmonds (857), expression (5.1.8 )3 .

8 - Conclusion

La méthode de la f i énératrice que nous venons d'exposer (voir paragraphes

de 1 A 4) et que nous {llustrone dana le cas d'un systtme de bosons (voir paragraphe 5) présente

beaucoup d‘intérat car clle ne fait appel qu'3 des calcula éL ea, Non ) t, elle

permet d’shtenir les éléments de passage d'une représentation A une autre représentation (caleul
des coefficients de passage d'une base cartésfenne isotrope ou d'une base cartésienne anisotrope

2 une base sphérique, par exemple, (voir paragraphe §) } mais augsi elle nous permet de construire
de nouvelles bases, fonctions propres d'un hamiltonien H (voir paragraphe 6). En outre, la

fonction génératrice de Ja base sphérigue que nous avons construite (voir paragraphe 6) a’avire
particuli*rement utile, 2 Ja fois dans le calcul dep coefficients de Talmi et des cpefficients de
Moehinsky et de Smirnov (voir chapitre II), dana la construction de la fonction génératrice de la
fonction d'onde eouplée de deux harmonigques sphériques ct dans la détermination pour la

premidre fois A notre i ,du déyel t our ]a base produit de deux harmoniques

S OP

sphériques de la fonction (r+l A r+2] généralisation du tenseur sphérique bisn conau

T {1 m) (Edmonds 1957},

7!1:\
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APPENDICE

Nous avons A caleuler

> > 2

‘(1'3)= GKP(\‘J[('("]] exp( .
2
€prmdoetg = Byn,)

[ee"3 =M, - g,m,

En utllieant les relations (I. 29) nous aurons :

-

1

=z >
+iz'—i—'£] au €M @ )

o _abl ot ;; sont deux vecteurs deé longueur nulle conatruits A partir des conples

;).") 3 .;>
Ir,) = ew[-‘f}z(z—zr—lﬂ exp[—z?z] au (§")

t T
“z 2;14-1

* 7.‘1'“1 @ 7‘2“‘2

] 2z
¥ 1 an
spenta

) £
2L1+l m,

1 ]
Y o4 u L, 12 —
0 A B U, o € 6 )
2

mym,

CAN]

4 b ® im, O

A
T 2 1=> - > =
sl('*s l'l”'z”‘ B - )

2 5 = 4 2
JHZT; T .r +T T .
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CHAPITRE 11

COEFFICIENTS DE TALMI ET DE MOSHINSKY ET SMIRNOV

DANS LA BASE DE L'OSCILLATEUR HARMONIQUE

La transformation d’une base de repré ion en ion des coor ées de deux
particulcs {représentation non couplde) en une base dc représentation en fonction des coordon-
nées du centre de masse et des coordonndes relatives {repréeentation couplée) se rencontre dana
de nombreux domalincs de la physique, En particulier, elle est utile dans la théorio cindtique des
gaz {Kumar 1967), en physique nucléaire [voir par exemple Wong {1970)] et on physique molécu-
lalre (Fieck 1979), De fagon générale, elle eat fondamentale pour calculer les ¢léments de la
matrice du potentiel 1 deux corps dans la représentation sphérique de l'oscillateur harmonique,
Une expresaion simple des ¢léments de la matrice de transformation (caofficients de Talmi et
coefficients de Moshinsky et Smirnov) se pratant i des calculs numériques aiséa présente donc un

un grand incérdt,

Diverses méthodes (Talmi 1952, Moshinsky 1959, Kumar 1966 a, Gal 1968, Trlifaj
1972 et Raynal 1976} ont conduit leurs auteurs A des expressions dea éléments de 1a matrice de
transformation, Certains auteurs (Baranger et Daviea 1966, Efrow 1973, Dobe¥ 1977, Fieck 1979)
utilisant 1'une ou 1'autre des méthodes précédentes ont propogé de nouvelles expressions des &€~

ryey

ments de la matrice de transformation. Parmi ces nous en deux : le travail
de Efros (1973} et celui de Kumar (1966 a). Efros (1973) a utilisé la méthode proposée par Moshine
sky ainsi qu'ane propri€té des symboles 9-j [ voir Yutsis et Bandzaltis (1965)] pour obtenir, dans
le cas ol deux nombres quantiques principaux sont nuls, une expression des coeflicients qui est &
notre connaissance la plus simple de la littfrature. Kumar (1966 a) a utilisé une fonction généra-
trice de la base sphérique de I'oscillateur harmonique et 2 obtenu une fonction génératrice des
coefficients de Talmi ainai qu'une expreesion de ces coefficients & 1a fois eimple et remarquable
par sa symdtrie, Mais pour le calcul des coefficients de Talmi, Kumar (1966 a} a développé aa
fonetion génératrice sur la base de la représentation couplée de quatre moments angulaires ce

qui rend inévitable I'introduction dans l'expression de ces coefficients, des symboles 5-j dont

1e calcul s'avire long,
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Le grand intérit qu'ont suscité, notamment sur le plan théorigue, mais aussi sur le
plan pratique, les travaux de Schwinger (1965) et de Bargmann (i962) sur le groupe dea rotations
nous a incité 3 utiliser leurs résultata et A étendre leurs méthodes au calcul des coeflicients de
Talmi et des coefficients de Moshinsky et Smirnov. Dans les travaux de Schwinger et de Bargmann
les fonctiona génératrices utilisées sont choisies de telle sorte que lear développement fasse

intervenir exglusl des complexcs dont la puiseance est exprimf;e par des parami-

tres qui sont fonction de nombres quantiques de la base de la représentation amployée; ce gui fait
que dans le calcul des éléments de passage d'une base de représentation A une autre, il suffit de
connaflre cea paramdtres pour obtenir les fléments de passage. Dans notre travail nous propo-
sons une fonction génératrice de la bage sphérique [ voir chapitre I expression (I. 62} 1 dont le choix

ret fait comme le font Bargmenn et Schwinger ct, en n'utili que des op i mathé

1€ ires, nous une £ i & ice des coefficients de Talmi. Par 1a méme

méthode en utilisant en outre des rdeunltats des travaux de Bargmann ¢t Schwinger sur le groupe

des rotations nous une fi i éné: ice des cocfficients de Moshingky et Smirnov.

Dauns cette étude nous consacrons la premitre partie 2 la dé&finition des coefficients

de Talmi et des fflek de Moshinsky et Smi . La partie présente 1a nouvelle

fonction génératrice des coefficients de Talmi {cf. la relation (I. 9)]. Nous déduisons de cette
fonction génératrice une nouvelle expression des coefficients de Talmi [ cf, la relation (II. 2131,
De plus, nousa gbtenons une nouvelle expression de ces coefficienta dane un caa particulier

{ ef. la relation (Il 25)). Finalement, A l'aide de cette dernidre expression et A partir d'une
nouvelle formule de récurrence [cf. 1a relation (II, 27)] nous proposons une nouvelle méthode pour
calculer les coefficiants de Talmi, Dans Ja troipidme partie nous doanons la nouvelle fonction
génératrice des coelflcients de Moshinaky et Smirnov lcf. la relation (II, 33)]. Nous déduisons de
cette fonction génératrice une nouvelle expression des coefficients de Moshinsky et Smirnov

Tef. la relation {II, 38) . Cette expresaion permet alors de retrouver la farmule obtenue dans le
can particulier traité par Efros (1973). Enfin, la quatridme partie est conesacrée 3 une nouvelle
relation entre les coefficlents de Moshinsky et Smirnov [cf, la relation {IL 42} 1. Dana l'appendica
A vous ). P de la ion Z définie & partir du travail de Kumar (1966 b)

et utile pour le caleul des coefficients de Talmi et de Moshinsky et Smirnov, Dans l'appendice B

nous r que notre Béné: ice dea flici de Moshinsky st Smi se

développe de différentes manjtree et nous exploitons ceci pour dériver une nouvelle expresaion
de ces coefficients [ cf. Ja relation (B.3) ] parallzlad celle de Dobek (1977),

1 = Préliminaires

La base sphérique de 1'oscillatenr barmonique se définit dans la représentation {7}

par:

2 @+g)
lnlvmm>-Nn‘(-’-:-) exp(-;';. )L, 2 G)Z,y‘m(?), (. 1)
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ott Tz (% oy, zh L‘: 1"2")(';'2) ¢st un polyndme de Laguerre [ voir Schwinger (1965)7,

1/,_ m (F') est unc harmonique sphérique et

/2
r(..u.‘%) 1

La fonction d'onde couptée de deux particules s'écrit dans la représentation {;’l B 'r"z jsous ta

forme :
- T
Ingt (B ngt, (Fhinu> =mifmz<" ©pmymg 1MV olay bymy (F) >
int,m, (r )>. (1. 2}

ob <&, ¢, mm A u> désigne un caeliicient de Glebsh et Gordan.

Pour simplifier nous utilisurons les abréviations :
m(P) > slaem () >,
- = . - =y
(o, (T}) my (30 enwa =lny 2 () my by (T 0 hu>s
> - -
In, (T)) my (730> =dn (F1) > Mn, (Fp) >

Les coordonnées T, et r des deux particules sont liées A la coordonnées relative R et la

1

coordonnde du centre de masse -ha

forme générale [ voir Smirnov (1962)1 :

par une tranaformation orthogonale gue nous écrlvonn aous la

-
r

-— - - - -
| €089 Ry + sing R, . £, =-ein® Ry + cosp Ry {IL. 3}

La conrervation de 1'énergie et de 1a parité conduit aux rtgles de sélection suivantes :

z(n|+nz)+4l+cz=z(ul+Nz)+Ll+Lz. {1, ¢}
4 +2 L, + L
1772

(-1 (-t R

- e ) =y

.qu-j_,z = LI+L2' {IL. 5)

Dans la base de la rapréumalion :ouplée de deux particules le pasaage de la représentation

(r , 'z } 4 la représentation { Rl . R } se Iaxt a 1‘axde des coefficients de Moshinaky et Smirnov
qu( a’écrivent < " (?) a, ( T, jR Y ! Ny ( R } N ( R }iA >, Les coefficients de Talmi

<n, (2 7 } n (rz)] N, ( 1 ) Nz (Rz )> Aont lxés aux coemcients de Moshinaky et Smirnov

1
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par la transformation :

- - . — —
<n 4T nz(rz)I:\' (R ) N, (R,) >
=E <hultb,m m,> <\u|L]LzM'MZ>
Y
- =3 -
X<n (TP )ng 47500 [N IR Ny (Ry)sn > (1. 6)

2 - Coefficients de Talmi

_________ coelficiente de Talmi

En utili 1a foncti Ené:

rice de la base sphérique (I, 62) nous pouvona obtenir
1a fonction génératrice G (a, E. BNy ) des coefficients de Talmi. Pour cela nous remplagons

= —
| n (T”l) >, | ny (;;)> o N ( R)l }> et N, (R, )> dans l'expression {IL. 6) respectivement
par leur fonction génératrice g ( 5, %

» 3. ). Gley, =,z. r,h GIS

1 = 2
p 3R et G S, 205 R,
Nous avane :

Gla, 5 8.5 _-[Z 1[° (s, g, r) G (s, el R) @ E’]

S i

TR0 e )0 -8 -5 - By

[?lz 1ta 'a'l ;‘1 ;’zz 1+, ?z.’r;
X exXp |~ == + — . — S
2 1-8 2(1 al) 2 1-s, 2(1--2)
22,.3 %.% R21+%, % .%
+ .R 1+ .
DA S T L S I |
z 1-5 20-5) 2 1.5 2(0-s) 1 2t
a7
soit encore,
2z T
— H“4r) s, 8,
G(s,52,T) = Z T F S

. L]
nlnze'ezﬁ fexy + )2z, ¢ 1) B TR PR Ly
MRLL,

mymy M My

-3 - - —
x eLlMi(;-’)< n e, i) v R w, (E:)> R {11.8)
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- —>

ol ?l' ;;. Al et A, sont des vecteurs de lonpueur nulle construits A partir des couples
A ) E

(20 n)et (8, w)aveci=1, 2.

Apris avoir effectué 1'intégration de 1'expression ([ 7) nous obtenons :

g :5 -
Glar 5, 8. T exp [Bﬂ-ﬁ-z—_g)’-]/ [y(., 3 2. (1.9
Ss

avec

- 2, = - 2, = - - =
P(s.S} =1 - sin m(alsz + azsly_cos q)(szsznlslhalszsls

y !
et
Q(s. B¢ .":‘)=? yd (— -5 Sinpcos + o) ?(l -5 a8 }coap
N 722 1% 272
=

- T S1.2 3 3 .

+al . Ax sing (1 - BZSI) +a, . Al {t - st') sin @

- = - = = .

<R, A, casd {1 - slsl) +Al . .4\2 ('z - 'l, ain p cos®,
od

1 = -
Tde-aAl RE At i
avee
T P $ ) e E 4 T

T2 v )= gmy - ey, (8 2) =58+,
La fonctlon génératrice des coefficicnta de Talmi (I 8) préaente un grand intér2t pour le calcul
des id dec Moshineky et Smi que nous dans le pr par: ho, Le

calcul des coefficients de Talmi pent Btre déduit de 1a rolation (IL 6) dans laguelle 1l suffit de
reporter 1'expression des caefficients de Moshinsky et Smirnov, Mais icl nons allons exposer

une autre manidre d'obtenir Jes coeffidients de Talmi en partant de leur fonction génératrice
{1, 9).

Le développement de G (s, 8, ¢, 7 ") a'6erit :

GeTeT. x0T _.f:z.l_q._
ifflmn 2°9 #pKitimint (PE,51°

r
(amagltEritn (“.#nja—mm'

(1. 10}
ot — _ — — —
(r=ge'e2Pig! ;,1’21 ¢! Ez]zk @zg,:,u kzg,z,zms,l g2 1)
ey I~ | =k .4 —\m n
2) =(5,-5)" (1-8,8)" (1-0,5)" (1-2,85)" (i-0 §)) 7 (o) - a,) (L. 12)

g3l+jJ+k+t +msébn,
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Lla détermination des coefficients de Moshineky et Smirnov exige que les indices do sommation
dans 1'expression (11, 10} soiunt les mBmes que ceux qui interviennent dans 1'expreseion (il.8).
Compte-tenu du fait que les modules !,’I. :'1, EZ et E‘z ant respectivement pour exposants 2 l],
2 LI. 2 1.2 et 2 Lz, nous remplagons dans 1'expression {I1. 10) la sommation sur i, j, k, £, m, n

par une sommation sur ¢ , l.z. Ll' LZ. i, jtelle que :

= S aij =L, - eyl
i+j+k l'l‘ k REERNS a (Lz Lx*‘z L‘)z
_LI+L2-(1.|+LZ)
1 2 ’
< _ N _ L
Jtitn=L, m=b+) |1-(L1+LZ+L]+L2)2'

itttm=¢,, L=L' .Al_i.j, 2

2 (11.13)

k+m+n=l.z. n=Al+i.

Par la suite nous conserverons la notation i, j, k, £, m, n. Pour écrire le développement des

expreasions {1} et (2} nous utily des icients de coupl Ze z("l L L L G J)
my my - My - M,
ol ‘i' Li' m; et M, sont 165 nombrea quantiques orbitaux et magnétiques (voir 1'Appendice A).

Ces coefficients Z posaddent les propriétés de syméerie des coefficlents 5 que Kumar (1966 b} a
introduite dans son tude des couplages symétrigues du moment angulaire maia ils différent de
cea derniers par un facteur de phase (voir 1'Appendice A},

Ainsi :

1
JJurnnz (‘1‘: Lyle LytlptM M,
# ["‘1“'11 EZ ™y "‘z’Ml'Mz“"))(_ "

#oo 6 A
R TRZR WA 5 19)

avec

w9 = (G200 (200 (2dr (a3t (zm): (2o)t) Y, Jud ve,eny vy

Do méms :
LT,

' 1> S-i_ o+ ttu .M t, -8
‘zp[%]z(_ 0E ssl‘n SIE z']‘s 3,47

t,ot,t,t 1

*2(1234(.‘.,) ) L
upy uymg [ﬁ bt (ti-pl)!]— ar.15)
i=1

avec

Wyt Ne@tiikibimiary” !,

Ztl"Ll‘M. Zzzsl.z-A. 21, =L +4, Zt‘aj_z-A'

3 1
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Pour calculer les coefficients Z, nous remarquone que dans le cas nau4 = t, nous ponvens les

exprimer en fonction des symboles 3 - jm , soit:

LIRSV IR E

x R ‘3) (1. 16)
R

e ba) (e -l e
o
- k s L3 s .3 - '
WYt Ry eyt TE e ey,
Vel Lk ool oL, onl
R u, -3 4 Uy e

et ¢n ulilisant Ia formule de récurrence suivante :

4 tee b
1
iz= ‘v(tifui) [ Sy - 1}z (”‘l o -lp (i, J)) =0, {11.17)

qui est une généralisation de la formule de récurrence des symboles 3 - jm (Edmonds 1957), nous

obtenons toua les coefficients Z. Pour le calcul complet des coefficients de Talmi il est nécessaire
§

[p (5. E)] r”%

de connaftre les coefficients du développernent de

Noue posons @

- .
1 - fr} < ny "Mz NN

"o, P(N.' Ny (@), (1. 18)
1"2

3
= 0 47
[P B} "2 pop
172
le changement de 8, :n?l et az en iz ne modifie pas l'expression ci-dessus de m2me que le

changement de 8, ¢n 6, et S_l en 5'2 ainei

T L R T
B 1@ = T, o ,a (N, Ny = 7 (..- n.)m

De 1'expreasion (11, 18) nous déduisons :



(n o o) m T . 2{N} -n')
(N. ny @ T Iteem g 1!
2(n'+N'})-4m 41
%cosp | 2 tangy (11, 19)
TilNy -n) H).'(N'z - """"""1' -m-i)!
ou
a'=n'l+n'2=N'l+Nz. rzo +%~.

Danse le caas particuller ot n'I = 0 l'expression précédente a'éerit :

OETR Tlo+ny+3) 2N 2N
{sin @} (cos p} 2, (i, 20)

(Nl Nz’ r(u-)n'-uz-v

Nous obtenona les coefficients de Talmi en reportant dans 1'expression (II, 10) le développement
des expteasions {II. 14), (Il 15) et {I1. 18) puis en &tablissant la comparaiscn avec i'expression
(11,8), Ceci conduit 3 L'expression finale :

H

! z
‘“(’)"z(')IN(Rl)Nz(’EP_( R l"x"i ‘\LLL[W(ZLi+1)(ZLi+l]

x (_‘)H""z-MI-MZ‘{:‘—*"': Z (- um z(l- l- :;l Mz("”)

20 iJ\E’ (i J)

2
L. +I.l-z,| I.z-l,l+z(i+n
X, {1 3 C(nwnz) (sin @) {cos ) (. 21)
avec
E('nQ ‘' 1025 %
("l"z'N M) " e, R YuHy z( My L, My “‘ ”)
(n' B n'
x (N' N'l L
4——————1— (. z2)
[x:l (b (e -t ]T
ot
t,+yu, + N =N_, t,-u +nt =n,,
1TH T Ty E R Tl
tpu, + Ny =N, ty-ugtey=n,. } 1. 23)

in
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11 faut nater gue I'expression (51, 21) est particulicrement adaptée 2 up calcul machine. A ce aujet
nous pouvons faire les remarques suivantes. Pour calculer les caefficients dc Talmi, nous avons
utilieé fee expressions (I1. 16) et (11, 17) qui donnent les coefficients Z les Indices i ot j devant

satisfaire les relations (I, 19), ceci entrafne que le nombre de coefficients Z est limité, Par ailleurs,

leurs proprideés de BV““:‘HE dimil t i bl le nembre dos coefficients A calculer,
Le calcul dea cocfficients P (N' N' ) {w ) s'obtient A 1'aide de 1a relation (II. 19) et le nombre de
ces fliei qu'il faut calcut e:t g imi du f2it des sy jeo qu'ile pré
Connaiasont lep coefficients Z ot "F S (:n ), il est aisé de calculer les coefficlents

(N* . N
c (,: n,, N, No) d'apres la relation {1l éz) en 3‘-‘rl-‘"lt compte de {11, 23} qui limite le domnaine des
,
2
valeurs des I.ndicenul. uz, \-I:'l ct reatreint les apérations de calcul,

Nous allons traiter un cas particulier ol dans 1'expression générale dee coelficients
de Talmi deux nombres quantiques radiaux sont nuls et unz nombre guantique magnétique prend sa

valeur minimale. Dans le cas o no=a, = 0 l'expression (IL. 22) devient :

N, (N o+ NJ
sap 212

ij i i o s
C(OO.NlNz) AR LN N o 0 0 (11. 24)

8i nous prenons m; = - ¢, noug obtenons A partir de la relation (1. 16) une expression des coeffl-

cients Z que nous reportons dane la relation {IL, 21). Ceci nous amtne A 1l'expression nouvelle :

-3, ey —>, —
<08y -t {r) 0t m, ()| N RN, (R)>

. ](z —
(-L[hz {2L.+ 1){2L;+ 1) 2
s (malr.NW-i) \J(Ztll(tzfmzl!(bl- my)!

.
NNt {an)? i=1

YR ERR R | hrh s
x W—F sin @ cosq@

x 2 2L, ~2jk (2a+2))!
(L - M T2 (24 -L, - M+ 2Pk, - N - N -

1 (cotnnzq) 3
X wEma oy it

(1L, 25)

Pour le calcul numérique dea coefficients de Talmi dana le cas général nous pouvens alors utiliser
i'expreasion précédente conjointement avec deux formules de récurrence que nous établissons
maintenant.
Nous reportons la relation (IL, 17) dans 1'expression (II, 21) et nous obtenons une
relation de récurrence entre les coefficients de Talmi {relatlon de récurrence qui peut ausst etre

in
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obtenue A partlr de 1'expression (1. 5) ), & savoir :

™~

i > -
Ve -y em 1) <08 (my 48, Mr)00,(my+8; ) (r)) N RN, Ry >

VL ML, - M r < 02, m, (7)) 04, m, (T

- N
Ny L (M b, DR)N, L, (M, 6, ) (R)>. (11 26)

i

n
LI

i=

o o — >
Ainsi noug arrivons A calculer tous les coelficlents < ¢ Lym, (rl) 0, m, (r;) { N, (F‘l) N, (Rz)>
en utilieant (IL 26) et {II. 25).
Les autrea coefficients de Talmi s'obtiennent en utilisant de plus la relation de

récurrence suivante :

<n, (P oy G 1N @) N, ()5

1
NI+LI+

= cos’p - 2cn, - 1 m, (;T]nz(;‘-;)l N -1 L.llefl)Nz(FQb
1
+5 +L1 -
+ oin’p yfz_:_:__z_< ny =14 m, (o, (DI N, (R:)Nz - 1y M(RD) >

+1
"EnﬂZl v;-l {‘Nlu‘l*';‘)mz”fi)[ n bl Lo LN Ly - 1]
5
-(Nlu.l»f-;-)[nl-l.nlel L- LN, - 1L, 41)

-(I‘lzi-lt{-%)[nl-l. N 1Lt LNy, - 1)

+0n -1 mlN -LL +1, :42-1.12“]} . (1L, 27)
avec
N , N i ¥
nd. N (L + L'+ +L,+2
[(PTTTPRIP J.  Wh. - SRR TR 2ty riet?
l'le'z"t S N NG
i=t n‘!,; NiL‘

(o306 ) g, v

i=1
X <nt &ym Faty e, m, @) N LM, +")(i:mzh2%“‘”§;) >

{Nous avons obtenu la relation (II, 27) en utilisant les propriétés des polyndmes de Laguerre et
dea harmoniques sphériques. ]

L'expresaion {11, 25) et les formules de récurrence (1L 26) et (IL 27) permettent une
autre alternative de calcul des coefficients de Talmi beaucoup plus simple que Ja méthode habi-

tuelle, Habituellement pour calculer les coelficients de Talmi on utilise 1'expreseion des coofficients
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de Mashinaky ct Smirnav. Qn part de l'expression donnée par Efros {1973) dans le cas ob deux
nombres quantiques principaux sont nuls qui est 3 notre avis 1'expr-:ssion la plus imple des coef-
ficients de Moshinsky et Smirnov dans ce cas particulier puis on utilise des formules de récurren-
ce qui permettent le calcul de toua les antres coefficients de Moshineky et Smirnov; enfin utilisant
ces derniera et la relation (1L 6) on aboutit  1'expression des coefficients de Talmi.

éthode est plus se que la hode habituelle parce qu'elle est plus

Notre
directe; en effet leg deux méthodes font intervenir des formules de récurrence analogues mais fe
calcul de 1'expression (IL 25) est plus rapide que le calcul de l'expression de Efros {1973) parce
qu'elle ne contient qu'une sommation sur un scul indice et 1a méthode habituelle eat encore plus

longue que la notre du fait Je I'emploi de la relation (I, 6).

= 0, la relation {IL. 21) se simplifie considérablement

Dans le cas ou np = Ll =

et, A l'aide des expressions (II. 20) et (I1.16), conduitd :

<O@). n, () IN, ® N, @)>

ot N p
= (- l)N'mZmz _z &L_Z_LZ. l/éLG) F L+t

NN Ny Ny

272
t, L, L 4, L L. L, +2N L+ 2N
x(z 1 z)( 2 I Mz) wing ! ¥ cong 2 2
[ ] e/ \- m, MI 2
Nous t que cette dernitre expression est Ja méme que celle obtenue par Kumar (1966 a).

Dans le cag ol tous les indices sont nuls saufles n et N, mous avons :

- — - -5
<n, 00 (r]) n, 00 (rz) i N, 00 (R]) N, 00 (Rz):-

2

n N N
i=1 niﬂ Nio (“l' nz)

o
P {2).
[CI A

an)®

expression qui est difficile & abtenir par la méthode de Kamar (1966 a ).
Dans 1es autres cas particullers, pour obtenir les autres coefficients par exemple,

dans le cas cd a e Q et ol les autres i sont diffé: de zéro il suffit de poser
s, = 0 dana l'expression (11, 9) puis de la développer et enfin de 1a comparer 2 1'expreasion (II,8)

ob on pose aussi 8 = 0.

3 - Coefficients de Moshinsky et Smirnov
3.1. Fonction génératrice da Ia hase de la représentation couplée

Pour caleuler les coefficients de Moshineky et Smirnov il suffit do construire la
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fanction génératrice de la base de )a reprfsentation couplés, Nous la déduisons de la fonction
génératrice de la base sphérique G { z, g", r) et de la fonction génératrice¥ (&, 7, 7 ) dea
aymboles 3 - jm, La fonction génératrice de la base de la représentation couplée de denx momants
angulaires dans 1'espace de Bargmann introduite par Schwinger (1968} a'écrit :

I iy 4
GunE o ehe @ @122,
! -ilEJzJ; by & M C7 Y m E Non ) Sl ¢

2y
™™
=exp (7, 02261 + 70570y « 1, 0] €%, arzs)
oo i i
§ = (g M)
Nous e%p: les har 1q héri en partant de la relatlon (I, 56) et en utillsant laa

Ppropriétée de L'espace de Bar;mlnn. Nous obtenons ainsi :
> b
4 sy = T
ﬁ (€) (E..L',Z (bL :.) au€) = bem {(T). (1. 29)
2 !

En remplagant dans (II. 2) les coefficients de Clebach et Gordan par les symboles 3 - jm et les

harmoniques 8pbériques par leur expresaion (II. 29}, nous obtenons :

4, -4 +m,
B )ty ,H;(zb 1)
l"l(":) "z‘?z)“:m3> Lt o is i

P

%3
5, @ % m,® ¢
x fz ("‘1"‘2"'3) l‘“‘l( ) (a)e
4
=1
x , (‘aﬁzz ﬁ-rl) (bz.r)
. L2
l' 2 l'
x su (8 an (5%, o1, 30)
En multipliant (1% 3 par
L
2'1‘1 z;‘z epl 2 i T —
4w

3
] () e (1) .
Y Lt
Nt N%L2¢=‘ (2t +1) 3™3 (MY



et en clfectuant la sommation aur np t 1 "y lz' 13. m; noys obtenons 1n fonetion génératrice

de la représentation couplie que nous noterons G ( Fl' . I-"z ):

P
oo Vi tmy
- - L% L A,
G{T,. 1)) = 4an Ny
172 : N . N 3
o, b, Tty "s'éx 2¢+1)
0l
22
Myly

LT 5 I O |n, (72 n, (3 tym, >
X 43m: Ll"z"; Il 1 2V 2 3773

De plus en utilisant une fois 1'expression {I1. 30) et deux fois I'expresslon (I, 62) nous obtenons :

—_— 3 —
G(’ ¥ ) f[l:' m‘m m:) c‘l"z‘s(') w . %imx(g‘)]

2 .
X o5 Gle g r) anieh) auqsh. .31

Dans (I1. 31) nc s pouvons remplacer la Quantité entre crochets par le conjugué de l'expression
(11.28). En effet, le développemnent des fonctions génératrices G { 2y g‘, '1) s'effectue sur des
valeurs entidras de ‘l at tz et de ce fait 1'intégration dans 1'expl ion (I1. 31) ob ie crochet a
£té remplacé par le conjugué deo (1L 28) donne une contribution nulle lorsque ‘1 ou ‘2 eot demi-

entier, Noug chtenone alnsi :

o(F, 7 P ),,l Gz, 8 gl r) au @©") au G, (.32}

Notons que ce procédé peut facilement 2tre généralisé pour obtenir la fonction génératrice de 1a
repr . 1ée de i particules : il fant faire varier i de | \ n dans la relation
(11, 32) ct il faut remplacer ¥ {2, M, T)parla é: de la repré 1 16
de n moments angulairees (Schwinger 1965) dans 1'espace de Bargmann,

3 2. Cnet!lclqnu de Molhmuky et Smirnov

La fonction génératri C'Ms des
ment de 1a fonetion g‘néntrke de la représentation coupléy dane la repréeentation (Rl' R, ) et
dans la représentation G’ rz) [ volr (I1.32). Ainsi A 1'aide da (I 32} et de {I1. 31} noue pouvons

écrire 1'expreasion de GMS souse la forme intégrale :

ffici de Moehinaky et Smirnov ut le recouvre-
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Ly o, T T, s e
Gus =j’¢,(.-1, r,) G, Rz)dal 4R

2
frE A, wfif ) Gey £hr s, 8 R)) 4R] R,
x %, ) aeh, w.3)

au sous la forme développée en fonction des coefficients de Moahinsky et Smirnov :

N

6 =L NTLT P M R G4, EF A0
ME L Geel DTSN, Ny, W v v Tl
NN L L
AH

x . <Nl(l-1:) Nz(l—?;):l {nl(?:) :-z(F;);l >, ar 34
NEFIRIEN
avec
frl=zL+1 et o) = 28,41,

La quantits j—ivz L@ oy 5‘. '1) G (s, g, R)) dE: di‘z reprdeente la fonction génératrice

das coefficients de Talmi et nous la remplagons par sun expreasion (II, 10), Nous utilisons alors
{Bargmann 1962) :

SFERTH v B F ) anieh)

e3p,3
’;‘5 “p[(g_:_)_(_ 12'71 LT

'z?z'z”ﬁl's T, (1L, 38)
avec —— — e — — —
B0 = tle'g ve Leln e, ' B er, € ooy (£ R el s,
od te ty byt tg et t, sont des paramitres et
s=1 -‘F; R N L L LA L
Afnsi nous p €8, 1 g dana 1'exp; ton (IL 33).

En tenant compte de 1'expression des coefficlents de Glebach et Gordan [ voir
Edmonds (1957) ] nous obtenons :
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Iz
07 e, )
G - —_—

Zzu\ﬁ-‘z'“'l”“z'z%““x‘2'1)‘“1 Szt a

m VN (2K 1(20) ! (2r) ! 1
VO3 S2iF D13, c2a =28} itkilimeat

2 i R
(mn Jz ) 12} (sin gl KD (gyltitmen
3 tp("gnu+2
Pt ~A-n
G35y By
X (xfui! (A—ul!
,Jl'ulTJl'z"zT"x'z‘ 5 -2l Jz 2L, Jz-zx
AN 2 3 1 b '
avec
J - 3, -3
1”72 . _ T2 . o,
ety jpr——g—tlpmi p=h >
my=h -2, my=2m-j,. my=-d,4ly,
Jl=4l+lz+x, J2=LI+L2+;\_
En rempl {2} et !

[ P(e, §) .Pi-

{1L, 36)

(11, 37)

par leurs expressions respectives (II. 15) et {01. 18)

5°
dana 1'expression (11, 36} puls en comparant le résultat obtenu 2 la relation (I1. 34),. nous obtenona

U'expression des coefficients de Moshinsky et Smirnov ¢

J
NR IR NN [n Fdn (252 >~—:;—"’))z—“

wVEo Tl TL,TTL,) (5 - 20 143, - 20 13 + D2 (g, 1)

2 m
X 1":1“\'11‘1.i NN‘LQ‘Z; (-1

NI 28 2m) ! (,, Iz 3y
X\](Jl -2it l)!(1|-2>.-zi) iljlkilimin! m, m,m,

Lot -2) L,=-4 +2(i+}))
X C‘” Z'N N)(ulngw) L {coe @} L ,

(11, 38)
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ol les coefficienta c:nj a. NNy o0 données par 1'expression (11, 22) précédemment expoaée
ainsi quo la méthode qui perm'at feur calcul numérique,

Gomparée A 1'expression des ici de Moshinsky et Smi donnée par

Raynal {1976) [voir (12) et (61) 1 ou 2 I'expression donnée par Dobes (1977) [voir (6) 1, netre
expreasion dont la dérivation ne fait intervenir que decs opérations [ i

a'avire nett: t moina liquée que celles de ces auteurs. Le progranune de calcul dee

de Moshinsky et Smi est d'une mise en ocuvre rapide en partie du fait de la sim-

plicité de 1'expresaion formelle et d'autre part parce que les i Z et les poly
1, ¢ B,
°p (N" ﬁ)’ (o ) qui interviennent dans lea &tapes du calcul posstdent des propriétés de symétrie
.
et q\lcllea Ezdiceu ont un domalne de variation limité qui de rédulre le

tempa de caleul-machine.

Dana 1'Appendice B nous exposons une autre manidre d'obtenir une expresaion formel-
le permettant le calcul des coefficients de Moshlnsky et Smirnov,

3.3, Cas particuliev traité par Efros

Dansa le cas oll deux nombres quantiques principaux sont nuls, c'est=-3-dire le cas
traité par Efros (1973), nous déduisone simplement de 1'expreasion (II, 38) le résultat obtenu par
cet auteur,

11 suffit de poser n] = ny = 0 pour obtenir :

i N, (N +N )
[ s {-1) 1
{00, NN) i
N NUNT G N e N,

et de {If, 37) nous déduisona que :
helye dp=ly vy =2

Pour suivre la notation de Efros, nons remplagons j, k, £, m par :

-"";'“"1 +L, -0,
=L
k-z(l-'l-l.lq-t).
(R AL
rn=-;-(02+]..z-¢),

En utilleant

ob n est enticy, neus obt anons 1'expreasion des ffiel de Moshinsky et
donnée par Elros (1973) :

L1y
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- s = =,
<04 (7)) oty n I|~:,(R,)|~:Z(nz).x >

N N, +N Lo+t
(1) Zttang) | % (cosq) ! 2

-{2L "+ 2L+ N + N_}
X,Fﬂ]“‘z]“n‘z""’x”’” ! 2 12
VNl!st(le-l)f:(zl-z- D2 ) AN, 1) +1) 7

L. L A\

m\]z‘zzk:zl.-z 3
x Z (- 1™\l J)'( .) (20) r(2m) (™1 2 )(“ndzr . (11 39)
t Jikttim: AU ELA Lz-‘l
Remarquons que dana le travail de Efroa ces €léments sont notés :
) ot (i7); ® ®): .
o8 F) 0L A [N, @) N ) >
Efros ecalcule les Hicients de Moshinsky et Smirnav dans ce cas particuller en

utilisant une propriété des symboles 9 - j | voir Yutsie et Bandzaitis (1965) ] tandis que dang
notre méthode nous avons pas h faire état de cette propriété (gui est implicite} de telle sorte que
le caleul se fait simplement en remplagant, dans 1'expreesion générale des coefficients deo

Moshinsky et Smirnov, les nambres quantiques par leur valeur particulidre dans ce cas.

4 - Relations entre les coefficients de Moshinsky et Smirnoy

Nous allons 6tablir des relati entre les {fici de Moshinsky et Smirnov &
1'aide de 1a fonction génératrice de la basa sphéri {1. 52} utilieée précé par Kumar
(1966 a) et Wong (1970), Ces ralations sont particuli*rement utilea pour vérifier Les calculs

qll'- 1 aux £ de Moshi L' ot .
Naus mnlgplh:s‘ l'exp‘r:ulnn {IL 2) de 1a base de Ja représentation couplée par
n +
Kt tpoungd s "1 7L 2 on

+nt ‘lfl-z
Vo, Ne gl 1) flzg +1) (2t l)]"b‘
K&, 4, 0,
e 4y oy 2 n tnyt Lo
4L, )
1 2
(o).
puis nous usliisons 1'intégrale de Gaunt de 3 har i héria { veir Ed ds (1957) ], En

faisant la sommation par rapport & ny, ‘1' mpy,n, . lz. m, nous obtenons alors :
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2 +l-] zn, +L,

PIRIETERENES 73 l“l(;‘;) ny(Fp i >

mta
“ =3
- -—
=é,7‘6“”(9'#) exp(-zf-:g+ 22:. "x”?z'?z -%(;ff?:) 1

xsin 0°' d8' d&p' , (1. 40)
- b= 3 —_ ~=>

avec z'l = I!‘ et z; = zz‘ oh ? eat un vecteur unitaire da typed = 1 (9 , ¢ ). Nous recondul~

sons les mbmes calculs pour la deuxidma fonction ¢'onde | N, (E:.) N, (i: )iAuz >, A partir

du résultat alnsi obtenu et de 1'expression (II. 40) nous dédulsons !

. — ) Ml z"z*“z
KL, L, N,.NYK@ 4 .n.n )3 2!
nl{:nz‘ [ N | 1" 2r2 1 2

MLy N,
2N +L, 2N, +L .
bl o 2 r <Nl(“1”N2(@“u’"le (7 s >

: ;lifyxu(a' MY, o) el Qi {1z, 43)

—- = s - —
T, Ry R)1 4R dRy

avec
OB R T b e e 2@ RS DA

--(r +r +n *Rz

ot
1;::?, ?znl;"lz?nl'l_jo, z'z’ z'z?
T=Tle.0) . T-Te.w)

de_zl et E: » puls on effectuant

En remplagant T, et _r'; par leur fon (11, 3) en
Vinté dans 1'exp: (11, 41}, nous obtenons une relation nouvelle entre les coefficionts

de Moshinsky et Smirnay, 3 savoir :

4
K(Ll. Lz, Nl' Nz) K(bl, 2 “1'"2)

'.

nbynt

2
RPUPLs)

I

N

Y .
#<N (R)) Ny B ln1 ) nz(F;): A>
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3 ZNZ+I..z
R 2nd (1) (2nt+h)
- -~ 3 -
Tin*+1)(n +uz)\/(le FL)H(@N, + L) 20, *‘1’”2"1”‘2”

M) (2#) ., (11. 42)

‘avec L+LZ-R
‘s v
n (N]tNl) + 5 N M -—(NI-NZ).
4. -t L +L
1 2 _ 1 2
M=<(n -n)--—5 . J= (N END+ z .

3
™. MY {2 @ } eat I'l6ment de la matrice de rotation [ voir Edmonds (195131 . La

eommation eur n, 1). Ry 250 Nl' L, N, L, eat limitée par

Enfin d

Zn,q-l.l:x, 2n2+12=y_
lh'+L1=z. ZNzi-l_z .

e x, y, 2, t sont des nombres entiers positifs.

5 - Conclusion

Une fonction génératrice de la base sphérique de l'oscillateur harmonique a été
construite puis utiliséa pour calculer par des apérations mathématiques ¢lémentaires les coef-
ficienta de Talmi et les cacificients de Moshinsky et Smirnov en suivant lo méthode de travail
de Barg (1962) et Schwinger (1965),

Le dével t de la fonction génératrice des coclficients de Talmi a'impose

naturellement dans la base de la représentation symétrique {Kumar 1966 b) et nous donne une

1 &trie dauival
q 2

expression des coolficionts de Talmi qui est , qui p une gy
celle qu'on observe dans 1'expression donnée par Kumar (1966 a) et qui ne fait pas intervenir lee
aymboles 9 - j. L'expreasion des coefficients de Talml peut 8tro facilement programmée, elle
permet un calcnl rapide des coefficients en ralson des aymétries qui apparaissent, du fait que
beaucoup de coefficients sont nuls et que les indices de sommation ont un domaine de varfation
limité, De cetts nouvelle expression des coelfficients de Talmi nous déduisons natvrellement le
calcul dep coefficlents dans des cap particuliers, retrauvant ainsi certalns résultate de la littéra-
ture et en obtenant de nouveaux, Dans le cas ob deux nombrez quantiques radiaux sont nuls ét ob
un nombre quantigue magnétique sst minimal, noua obtenone une expression simple des coefficients
de Talmi qui ne contient qu'un seul indice de sommation et qui nous paraft particulld¥rement
inétresgante non seulement par ells~méme mais surtout parce qu'elle permet la déduction par
récurrence de tous lea autres coelficients,

Da la fonction gé des it da y at Smi nous dédui

une expreseion nouvelle de ces coefficients ou n que des gymboles 3 - jm et des

feic de 1a repré éted (Kamar 1966 b} calculés A partic des symboles 3 - jm.

Y q
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Tous ces £1éments passtdent de remarquables propriétés de eymétrie; de plue un grand nombre
d'entre eux s'avdrent nuls ce qui dirminue considérablement 1¢ nombre des opérations de calcul
numérique, Notre expreasion est particulitrement simple en comparaison de l'expreselon propo-
sée par Raynal (1976) [ voir (12) ct {61) ] et de 1'expression récemmant proposée par Dobe¥
(1977) [ voir (6) 1 et elle se préte A un calcul numérique rapide des coefficients de Moshinsky et

Smirnov. Dansg ie cas od deux n| princi sont nuls nous retrouvons,par simple

remplacement doe Indices par leur valeur, 1'expreseion donnée par Efroe (1973) sans 8tre obligé
de faire appel aux propriétés des aymboles 9 - j. Cet exemple est algnificatif car il Ulustre
L'intérat de la méthode que nous utllisons; en effet notre méthode se prate A une gdnéralisation

dans les cag ob la base de la repr ion est jon des éea de plue de deux particules,

le calcul des €lémente des matrices des t: i de Moshinsky et [ t dtre

effectué eans connaissance préalable des symboles 3 n - j, résultat que les autres méthodes ne

P nt pas indre. De la foncti & ice dea i de Moshinsky et nous
¢dui dans I'A ice B, une autre expression den coelficients de Moshinsky et Smirnov

qui peut se comparer avantagousement 3 L'expression donnée par Dobef {1977) car elle est moina

compliquée; de plua elle ient dea fici qui 2 des symé ce qui présente un

grand intéret dans les calculs numériques en minimi le temp hi;

Dans ce travail nous avons également obtenu une nouvelle relation entre lea coefli=
cients de Moshinaky et Smirnov qui se révele utile pour effectuer la vérification des calculs
numériques de ees coefficients.

Pour finir, signalons que notre fonction génératrice de la base sphériqus de
1'oscillateur harmonique pourrait 8tre intéressante pour la détermination des &léments de matrice

de certains types de p { 1 G: ien par ple). Enfln, notone Que notre approche

pourraic auesi dtre utllisde dana d'autren d i de 1a physique (phyeique i et molé-
culaire par ple); il eat posaible en effct d*adopter une autre bawe que la base sphérique de

1*oscillateur ha i et de {re par notre p: € la £ i éné ice de cette

nouvelle base.

in
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APPENDICE A

Nous d'abord la défini des coefficienta Z, puis nous les comparons aux
coefficients § Introduits par Kumar (1966 b},

Lea coefficients Z gont déduits de 1'expression ci-dessous :

. T ' " e N
o ‘[El’,l ij ‘i' ’ Iy + l) (.“ "‘m'i) ’jimi (E,‘) s a1

J = .
i=1 i
ol le»f,,i . 8ont des entiers pogitifs et o w = (|, i 7 j uu 1y aveci, j=1, 2, 3, ‘4 81 nous
divisons le- deux membres de ['expression (A, I} parlg 1 niz‘i ! et 5i nous posons "" = ‘l' nous
obtenons l& résultat suivant : i
B rm,

(a.2)

En comparant }'expression {A,2) & 1'expression ( II. 7) donnée par Kumar {1966 b), nons remarquons

que Ja seule différence consiate dans la fagon d'ordonner lu termea du produit désigné par

(t - l ) i dans l'expression (A.2) et nott n (t -t ) dans l'expression (11, 7) de Kumar

1<_,
(1966 b). Ceci explique que lee ici Z et les {ficients S ne dilferent que par un facteur
de phase. Plus précisémentona :
+ o
z=(-1) 3 Tag

11 est clair de ce fait que Jes coefficients Z posstdent des propriétée de symétrie
identiques 3 celies des coefficientd §. Ainel, en permulaat lee coloanas (ji. mi) et Uk' mk). il vient :

ean Jy see dy ane & .t vaedy vae deae
z( ek )_(_!)13 z4s( e e )
compmy cempmy

L 20,‘0&)- e £ .
={-1) (-1} S| R )
. (_1)”"&*5{)'“u R (...Jk ee gy )

{A.3)
l.'mk'.'mt"'
De m2me, on peut montrer que :
5o 4, I A TR N
J JE s
(02 2 )art g s k) oo
2 r A | 4 1 2 3

1
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APPENDICE B

Dana 1'exp: ion de la fe i éné des coelfi a de Moshinsky et
Smiraov (II. 36) la présence de 3 3 Qui peut dtre développé de plusieurs manitres
g+
[P 2

entraine la poseibilité§ d'obtenir plusieurs typea de formules donnant les coefficients de Moshinsky
ot Smirnov, Noug exposons ici une anire manitre d'obtenir une exprepsion formelle, fonetion des

symboles 3 - jm, qui permet ic calcul des fEici de Moshinsky et i

Nous remarquons qu'en posant :

s < - =
8, ==—l s =—52 8 =-§l a _;.2
LA 2 ‘rTT 2w

la quantité dane l'accolade { 2 } de l'expression { II. 36) s'éczrit ;

t2te (oo L1 @2 @l BT gty ®.1)
i+k+m | itjiL —Lim+in — jik fn
n, ™ )

1

SLé, (tw) (gl qz ) désigne la base de la repréaentation couplée dana l'espace de Bi.rgmann

 voir Bargmann (1962) ], la ité entre heta dane 1'expression (B. 1) que nous. noterons
1, s'écrit:

lg2 algad
[ =‘l§'kz Sttt It 4> ‘1‘2(”‘\)(5 g )9‘;5(‘“.)(7
1
tu tt et

avec

1 2 g2
<yl 1> f/"‘llz([u’(g & ee e ©E)

xU 1, Lu@) auehl

L& caleul de 1'intégrale dans 1'expression ci-dessus peut dtre mené A bien 3 1'aide de L'expreasion
(11. 35). Ceci condultd ¢

T-2, fReNNT e pkiL tm

(T, -it1) (T -2t - 1)

yruseege |l ]>-E( n

<!l

‘l l!
V T, - 20 04T, - 28 T, - 200, 2')(m- ""z"‘;)

) & ') ':' v, () eled, (B.2)

x #
tltz(zu

i



!

47.

avec
= ERUE R U ', =t =t,
‘rl t+(2+13. ‘l‘z 111-12+13 [3 3
a [ L o+ L -&
R S kB TR
17z 2 2 " 2"’ 2 '

N o o o
'JJ'2> T")+"Z+"3'

' g'z) sur fes bases

Dana l'expression (B, 2) nous dévelappons "1‘2 - @152) et ."1 Y (tw [

') &, . (@ { voir Bargmann (1962} 1. puis nous utitisons
tlu lzuz

1 2,
? €) 2 (g et 2, ,
1 ta¥z REN '
l'expression (I, 32} et nous obtenons alors les coefficients C(r" »
1

« Il suffit alors de
pe Ny N,
reporter 1'expreasion de ces coefficients dans (II. 38) pour obtenir les coefficients de Moshinsky et

Smirnov sous la forme [inale :

J
N @IV ED A dn @ Py 5 i
< 3 n {r)n_(r)); =
1 H 272 PR M- (q")Z ZZU

AVEE 081 03000 (3, - 293, - 208, + 1K+ 1)

AN , N N
mhy oty MY Ny

1{(z‘i):(zk):(u).'(Zm): Gokitimsel ™!
lV(Jl-zii-1)!(Jl-2k-2i)!(‘rl-Hl):(TZ-z)‘.i)g
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o2 4 Wogp o
* m) m, my m{ m{ m

1 2 3

l..l +61 -2
X (sing) {coa o)

2 ('1 (2 t (z'l th :)
X[ K, 8, U He By
u,u; 1

L2~Ll+2(i+1)]

2 12

b
Hau'y

(l-n'l . nz)
v gy ()
x
‘ﬁ‘[(t‘w‘)!(n‘.-ui):'li-afui-).-(:;-u;)::l

, (8.3)

od

- -

!] #ul + Nl N1 [ t'l u, + n" 3 h‘.
1 = - '

b P M, PN} SN, , v, - *onfy =y,

L'expression ci-dessus des caofficients de Moah
par Dobed {1977) mals les

y et Smnirnov r ble & 'expresaion donnée

propriétée de symé-

entre
trie que n'offre pas 1'expression donnde par Dobel,

P de b,

i
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GHAPITRE 111

FONCTION GENERATRICE DES INVARIANTS DE WEYL DU GROUPE SU (N)

L'étude des groupes unitairce prend de plus en plus d'importance en raiscn du r3le
qu'elle joue dans le classification des particules élémentaires 3 interaction forte et dana 1'étude
dos etructures atomiques et nucléaires qui est 1'un de leurs principaux damaines d'application

{de Swart 1963, Karmer et Moshinsky 1968),

La technique des opérateurs de bosons a été développée par Schwinger {1965), pour
le groupe SU{2) puis étendue par Bargmann et Mashinsky {1960, 1961) et d'autres {Moshinsky 1963,
Baird ct Biedenharn 1963) au groupe unitaire U(N}]. Dans l’ensemble de ces travaux, les opérateurs
infinitésimaux dea groupes unitaires exprimés 3 1'aide des opérateurs de crdation et d'annthilation
des bosone ont été ecmployée pour la construction des vecteurs de 1'espace de l1a représentation
dans l'esapce des bosens ainsi que pour le ralcul des coefficients de Wigner (Moshingky 1963,
Chacon, Ciftan et Biedenharn 1972). Dans le travail de Schwinger (1965) est exposé une méthode
utile pour la don de la f | éné ice des symboles 3 - j mais cette méthode est
difficile & généraliser au groupe SU(N). Bargmann (1962), Reanikoff (1967 et d'autres auteurs
{Hongah 1974) ont easayé de déduire les aymboles 3 - j des invariants de Weyl qu'il leur a fallu

ire maie cette ae révile difficile en général pour SU(N) quand N > 2,
La de cette 1té nous a it A p éder autrement, Notre
pproch ;| a la i én ice des e de la base de repréeentation
de SU(N) dans L'espace de Bargmann {1962) de ) 1lle nous la jon génératrice des
€é de ta ice de rep: Puls, untili ces {2rea fonctl et l'intégrale de
Gaunt, noue aboutf Ala & ice des § 5 de Weyl. Cett> méthode exige
1'utilisation des tr finjes et une nouvelle paramétrisation de SU(N) ainel que la déter-

mination de 12 mesure invariante sor le groupe. La modification de 1'expression de 1'intégrale de

Gaunt,par 1" duction de p. réels ot p ement choisi met de la
calculer dana I'espace de Bargmann et présente 1'intérat de donner une expression de la fonction
génératrice des invariants de Weyl sous une forme compacto et simple.

Notre méthode sc érise par sa En offet, elle n’exige pas de longs
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calculs, aoit qu'il s'agisee de retrouver des résuitats hien connus, ou dobtenir de nouvcaux

réaul Elle nous p de i impl t 1a foncti éné ice du groupe 5U{2).
Elle nous permet de dé: r qu'un ble des €1&: de la trice de repr ion de
SU(N) est jon d'une équation Aitfér lle et que cet ble, dans le cas du groupe SU(3)

est équivalent A 1'ensemble des fanctlons harmoniques déterminées par Beg et Ruegg (1965).
Enkin, nutre méthode permet de calculor les £léments des matricves de passage d'une représenta-

tion 3 une autre : coelficients de Talmi, coefficients de Talmi-Moshinaky {voir Wong 1570},

Dans cette dtude, nous consacrons lea préliminaires au rappel des propriftés de
1'espace de Bargmann ¢t des propriétée dea groupes unilaires et nous exposons la méthode de
travail. L'application de la méthode au groupe SU(2) fait 1'objet de la premidre partie. Dans la

deuxitme partie, prenant pour point de départ la ion géné des aymhales 3 - j de SU(2)

nous isons la éné ice de la base de représentation d= 8U(3). Noua démontraons

que 1' hle deop f i h i détermi par Beg et Ruegg (1965) eot équivalent 2 un
engemble des €léments de la matrice de rep: i Noug i & une f ion généra-

trice d'invariants de Weyl, La troisitme partie expose une nouvells paraméirisation de SU(NJ.
Nous dé i un ble des E1éi de la ice de repr ion qui eat aolution d'une

&quation de Laplace-Beltrami, nous déterminons la mesure invariante sur le groupe BU(N) enfin,

nous construisons la f 1 éaé ice pour un le d'invariants de Weyl. L'appendice 1
est éalar do 1'équation de Laplace qui nous est utlle. Dans l'appendice 2 est
exposé le calcul des 616 ts da la ice de repré ion du groupe SU(3).

1 - Préliminaires

1.1, Espace de Bacgmann

Nous 76! ici les propriété ielles de l'espacs de Bargmann mais pour
plus de détails voir chapitre II ou Bargmann 1962.

Nous appel ﬁ;l' ble dea i i ytiq 3 1(2) ot
z = (z,. By -e zn) est un point de 1'sspace i 1 B n dj; 1 Gn.

Le produit sealajre ¥ . _\:de deux vecteurn 3 et ? appartenant 3 Cn eat déBni par :

- - n
a8 L o,
= N . 1)

ol @ est le conjugué de a.
Nous utiliserone auael le produit (ad} défini par :

n
@u = 3 ap, . (. 2)
=t

1.1.1. Espace de Hilbert T

Le i ire de deux €1 ts { et I de 9; e'écrira @
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) = 76T o 4 ). an.y)

avec la mesure

a,e) = e [@]Rae =0 ) B e, (. 4)
ob
5 T Xty , dzy, = dx dy, - (111, 5)

Le complexe conjugué de i(z) est l(_z)

De 1a relation (II1, 4) on déduit que :

hi _hi _ }
=", 29 = 8 5)-‘1:‘"“

et (@, P - FP by (1, 6)

Lee opérateure et dk = sont des opératears sur 3‘: «t nont adjolnts 1'un

s 3
k A3y,
de I'autre car on wérilie que :

(e f.8) = (f, d8) et (4f, ) = {f, 7.8

ot

= d edo L3 .3 . a1 .3,
ot % tEe, 2 G ‘ayk)'ﬁk-z(“khayk)- i 7)

1.1.2, Transformation unitaire 'g U

A chaque transformation unitaire U de Gn on fait correspondre un opérateur =Gu
défini sur $: par !

(Bun s = ¢lvs), (. 8)
ue1.
1 et T eont resp 1a matrice éeerla i gl juguée de la

matrice U = (U j).

Loy - *Bu, ET- <Lu, {1, 9)
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La transformation °€ U étant unitaire, elle posstde les propriétés :

Premidrement : ’g U est un opérateur linéaire et unitaire qui laiase invariante la
mesure du (z).

Deuxitmement : La matrice U étant unitaire, 11 en découle {voir Hage Hassan 1970)
que dans e déterminant de la matrice U, ei nous remplagons les k vectours colonnes il e ‘k
[k S n) par k vectenra j! i _ik choigis parmi les n vecteurs de la base { o= (0 0 ...0 1,0,
«ev 0)} le nouveau déterminant est &gal A det (uim jm') det (U}, mi, m* =1, ... k.

Trol sid :8ila 1 UN appartient au groupe unimodulaire SU(N)
elle ne dépend que de . paramutres indépendants et lo det (UN) =1, Nous choisiasons de
remplacer dans la notation tUN par UN et de poser z' = UN (z) dans 1'expreseion {I{1.8).

1, 1.3, Espace produit direct

L'espace produit direct ﬂ“(n‘) a ﬂr(nz) e @ T(np) correspond 2 une décompo-

litiondeT 2 ? aveen=n, +n, + ... tH,
{n) (nl+nz+..‘+npj | B ] 3

PR U T 1
E (’1"2"3""",.,’1

==(zz zz nz z° )
10 %20 By )

- P, P 2P
R o R ...,af:P), (11.10)

et

e e Finp.

£(2) = '}: . (Y ¢ Fly )= .il.’" du . P
) y ® eee = np = n l'espace produit direct sera noté ‘.i‘,((';; ok dans lo cas,
Ty tl) = ffus'y ... (o), (m. 12)
noue poeons : )

1) )
Tu‘=£§1 ﬂcﬁu 2...8 [ S

1.2, ncpréugtatlon du groupe unitaire

1.2.1. Les &&ments de base ‘U’&: ]dn Ja représentation

1vnd he

Nous considérons 1'espace IS) des p 32 qui est un p:
de g‘/(") . Toute fonction appartenant & D, est définie par ¢
() [nl

mlsl. ;z-z. veer lnzn) = n‘l“ 1:2 1:" !, 22 ..., =, {m. 13)
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i
avec klzkzz.-.kkn » z¢C

et By =kykyp By = kyokyenh sk

L'eapace produit direct cot :

wor BD, (1. 14)

Drnl, 12, ..., 6k3 * Duly & Pry2y Crky

avec
k. Xk I
[r} ={hl chy LG ),

La bage de repréoentaiion du gronpe unitaire qui a été construite (Moshinaky 1963,
Baird et Bledenharn 1963) dans j'eapace dea bosons correspond dans ]'espace de Bargmann

5 ble des B orth appartenant au eonp-espace D[h] que nous notons :
[(:? ‘J'[h](z.z,...-) {n. 15)
Les op 6 des k& ! itésimales seront écrite :
diaeldy, o, am.16)
avec

"
[

(::.tzt..... 5:) LN (n:. l‘z...., ::),

da,d.Ld), 4 = (d;. & ... &,

Lea éléments de base e Rl defairc les dit}

&

31 o [n) LY I
RS S Lk
cli ql:a]) = 0 pour ic,

Notonp que

M o0,
W il e T o0 8 e, W, {11, 18)
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avec

R U TR CURR WARE

1l en répulte que ces vecteurs de basge ’l’( ) sont lon de détermi indép fortmés

de calonnea des matriced (a ). jsisa.

Pour UN appartenant 3 SU(N) 1a base de représentation VE:)] ne dépend que des

N-1 premiers vecteurs et hN =

CU doit dtre remplacé par :

n
Gy -Hay, H=?;l G (a1, 19)
Pour N = 2,
[n) i
. , .
vy V2 (m.z0)
et dans cette repré ! Vx:. eat jon propre du carré du moment angulaire et de 2a
projection sur l'axe des z.
Pour N =3,
&J
11' 11'(“ N B e, ke (1o, z1)

Cette représentation est fonction propre du carré du spin isotopique gz, de sa projection t, sur
1'axe deas z et de y qui représente le triple de 1'opératenr hypercharge.

Dans 1a auite de ce travail, 1l ne sera fon que de group irea.

1,2.2, La représentation hrédncnble D‘h] ('U )

Cette repréunta:lon a8t ddﬂnie par la restriction de l'action TU au sous espace
N
D,

[h}
o] _ ] J .
Ty ¥ l?) - & "((u-). @ N "’[(’.',., (. 22)
La matrice de repr fon a pour é1&: ts :
rb.x]) w o8 - WE:‘:") * Tuy 'U’%;'; {111, 23)
Las dléments de 1a matrice de repr Sefont 1'intégrale de Gaunt :

{n1) he) ] .
S B ryd O DL';).&;)("N’ D) ) O 4On

((- '?) 2’? gJ) (G:‘J’ ézi) (E’:J))p ag. 24}

ob & Uy, est ia mesure invariante sur le groupe SU(N), ob P exprime la multiplicits et ob :
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([hg ﬁ‘zj [""J) aont les aymboles 3-j de Wigner..

o)) (r2) Gr3)

Les éléments satisfont ainei :

(BEIEY, B s

1) () ) = (a' ) (,
¢ 3] bJ 63 63 1. 25
Pty ) Pty y O ("'1”"'2)‘1'3))(’ .22
Solt G {t) la fonction génératrice de la base 1Y’ [(:}
Gy =X (x)[(:} v E"h)] . Oyt s Dryg (1. 26)
(o) (h1
o (t)[(:} ot 1 ble d'un it de X réels ou en général

une base d¢ 1'espace de Bargmann X un facteur multiplicatif prés, introduits pour donner une
forme exponentielle & GN(t).

Nous A l'aide de 1'exp: ion (IIL. 22) 1a fonction génératrice de
D (W) :
(o, (@)W °

- ] 1]
Gyt B = bJE[hJ ©e) T"nﬂ‘")

= o] [rl

h&') 0,1‘)3)0 Dt,)' @) (UNH)-(,u) . (o 27}
Danes }'espace produit direct D[ l.l' hz_ .. hk] la fonction génératrice sera notée :
oy : 3 GOy (o 28)

et la traneformation unitaire s'écrira :

(L.2.....p}  _ m (2) »}
T, Ty ar, C..aTr P,

v, (e, 29}
N N N N

De L'expression (11, 24} nous déduisons G; {t):

a @ - fc’N @ U d Uy Lh)]:o @ ) L. 30)
{a) (a") [ [}



58.

ok

(PR ANCRRICIPY [T

! o - ¥ 1}
*o- T 200 cnzm’J)P

. Gl [ 3 i
%r E.; ((-11) E:z) %3)9 i 'U[(" 3 (.31
i

La s™lation (IN. 25) permet d'&erire :
(1, 2, 3) _
TuN %p = 75, . (. 32)

‘ﬂﬁ est donc un invariant de Weyl. .

Les invariants ﬂp sont fonctions propres d'un ble d'op » qui p
tre déterminéas comme l'ont déjd montré Brody, Moshlneky et Renero (1565). Il eat important de
remirguer que le caleul des symboles 3 - § provi du développ de ﬂ'p (t) développement

qui donne aux eymholes 3 - } lew formes leo plus aimples  que 1'on n’obtient pas par le dévelop-
pement des invariants de Weyl, Pour obtenir une expression G; {t) sone une forme compacte,
il faut introduire des variablea réelles et positivea dans G; (¢, UN) et effectuer l'intégration dans

Vespace de Bargmann comme le montrera ce qui va sudvre,

2 - Cyo du groupe SU(2)

La & fon gén {ce des &l& a de la matrice de ratation D’ \ {U,} 2 pour
m'y m"' 2

expression :

sx,z) = exp [b=0])= J,&m.'u—"j,.(!) D”m.,m(Uz)'D",'n(z).

2y o % 2 e,

Uyl = L)) = (x5’ (l;l. (11, 33)

avec
1
a 'G-—Z(u-')wl 9
1 z°’
i

-3 lp+)
2te ” ", (u, 34

P, 8 et ¥ sont les angles d'Euler.

Les fléments D‘m', m (Uz) £ t un de orthogy ( 1957)

ly'ln'.m‘uz) = D"m.,m(v.e,v) a ‘-iwm|dz'|-.m(0)a-‘!,?
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L T
dUz = 2 sin 8 d@ e de - de (111. 35)

Les &léments de la base D.i aont fonctions propres du carré du moment angulaire .lz

et de sa projection Ja sur Yaxe des z.

Ltm g-m

i 1 2
‘“ 2., = =42
m( 1 ‘z) 3+*m} I (j-m]t ’

= 1.1
e (Jz-l)+.1+1_ ,

o
-

=Clz 3

= C. {111, 36)

=1
z - 20, -¢C 1

(S

22 J

~

Dans ce qui va suivre, nous remplagans ¥ {x,z) pac§ (sz, 2) o0 Rz est un parametre

rdel et positif. Nous posans :

2 B o
¥ = Rzal = Dl e .
is.
2 ~ 2
3 ® Rya, =P, ¢ % (1. 37)
= 3 - in & - 4 ¥
ot 9 nzcoaz,pz-nzsmz,ml.-z.wz-.L,
o 0SeSn , 0Sq<4n , DSYS4nm,
1l en résulte que :
N 2 2 2 2
Q(sz, 2) = exp [y) X 2+, X zz—yzxz=l+ylxzzz]. (i11. 38)
Le développement de cetle expreosion permet g'écrive :
— =2
2 ; 5 2 2 372 5 32
il I CR IR S Al I S i D {1m. 39)
De:  l'expression (I11, 38) découle
a2 22
( z == + 3 —1) » (l&x.:) = 0. {r, 40)
Yy 3v) 3y, ay,
rorth 1tE [ .
L'or dcvm H
- =2
B S o, G5 A, (. 41)
P4 z T o, m
ayy vy avy Ay
La de 1'&quati; Lle (01, 41) dans le cas général eat oxpoede dans 1'appendice

1. Nous remarquond Que :
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2 2 n: . 4
dy) dy, = ;= eind de, dg, dR, (£11. 42}
5 ~—y == ak—4
f:, hx: =2 Wt 3 2,
et m om0 I, YT Ay 7).
1 2 2
@, + 1)¢ & . B . (11, 43)
! §iip mym, mym,

Le changemment de domaine de variation de LA etp, A 0,2 ne modifie pas le résuliat de l'expres-
sion (I1L. 43).

: - 2

Ainsi lea élémenta D’m. @ (yz. yz) apparticanent 2 un espace homogeéne qui a la
,

mdme mesure quec L'espace de Bargmann. La fonction génératrice des symboles 3 - | s’obtient

par intégration de 1'expresaion :

id 2,
G; = ‘31 [ sz ]duz [t}

3
i1 2ii —=21ii
_f=*l' [2} (roxys} + yaxizs - Toms + voxie 21 du, vA. (15 44)
Nous obtenans le deuxitme membre de ]'expression (I11. 44) en utilisant l'expression (III. 38). En
regroupant les cosificients de yf. y;, yf. y: €t en nous servant de 1'expression (111. 6) nous

obtenona :

-

&} + o [ Bl - wisbide]
s exp [[zlxz] [211.2] + [xlxj_] [zlzﬂ +[xzxﬂ [:za:’]

fh 2 B\ R4
: ,‘Em.l(1+l) '(“"1 mip ("‘1"‘2“"3) =
)
hl(’ﬂ' . =T ;.1(:!‘)), (£15. 45)

ob J = jl+jz+j3 et Lx"x‘J = x:% - !‘

La dernl! re expression (III. 45) est obtenne en effectuant 1'intégration de 1'expression (II1, 44) ou
[ (x 2 ) 2 été remplacé par son développ (ill. 33). Ensulte de la maltiplication de (1II, 44)

par 13 'v‘ ll (= ) et de l'lntéztaﬂon par rapport ’ , du, (ll) du résultat obtenu nous

déduisons les lnva.rhntl 8’ pour (:: ::z :f ) # o soit
1 3
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3-25, 1-2j, 1-2),
W 1 Lxlxi [xkle 4["2"3
Yoy [w-2,) -2, w-2i0] [

§p 3y § 3 §
172 73 11 r 3 3
N PR W 2 6hT 2 e (. 46)
T T e B ™ ™3

Lee invariants Y sont 1es vecteurs normés appartenant an sous-espace invariant par la transfor-

mation :
0.2,3)  _ .0 (2) {3)
Ty = '1‘"1. a 'ruz 1 TUZ (111, 47)

La construction de 1a fonction génératrice de la base de représentation de SU(3) acus

impose le développement gui sult :

k]
La fonction génératrice des &léments de la base : 'V': (x‘. xz)} de 1'espace produit
3

PR =D. @D
direet D(Jl ' gl i J2 e déduit de w! remplagant x? par Z, et x: par -Z,, en

Gy + 5y +4 i
multipllant par (7+1)! & ! j‘z 2 (tl. t)e 3 ) (Tl. T, ) et en effectuant la somma-
5y + 4 276G, -4,

tion par rapport 2 j, du résultat cbtenu !

1 v
¥ o=t exp ['l'z [x uzj+ tyTy xlz)+ tlrz(xz"]

1
+,+3) 3
LB Unp Oy 3
= - ] (tyt,) 8 s (ry. 7))
I JGHT Sy G- T T2
J ¥
3 3 1.2
L X )
m!(z) me (x",x") (u1, 48)
Clest 1'introduction du paramdtre ‘l que nous faisons ici gui différencie cette expreasion de la
fonction génératrice des symboles 3 - j de l'expresajon qu's construite Schwlnger {1965) I vair
relation (1L 56} 1+

j
W': ast fonction propre de:

3
2 3.3 + - + -
I =J(.|‘v-l)+.|‘.|‘ =J’(Jl-l)+.1]. (L. 49)
- - =1
avec L ch ’ I = ch » .Tz =3 (C“ -sz).
o Fa®, e, S _;_ @€t .y,

A Y'aide des relations (Ji5, 8) nous pouvone mettre ¥ gona la forme :

In
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- fl)[exp {4, (6208 zm(z?) e, 289)]
exp [('lx‘) + %% au 46
Btte. 2 ghe) e [l e e2B). an. 50}

Nous remarquons q\le la fonction génératrice W 3 (x . X ) e'obtient par appucation de [fopfrateur
£ (t, . 2, (: 2 ) )3 la fonction gfnsratnge du produit i‘il (x Y.
3 - Cas _du groupe SU(3)

3,1, Fonction génératrice de la bage Dl' wud

Lee vectears de base V (t .

" [ )de l'espace Py al nnm fonctions
ropres de l'opérateur de Casimir du second ordre Tz. de la projection 1‘ de T sur 1'axe des 2,
P op!

du triple de I'opérateur hypercharge Y et ont pour valeurs propres r:upal:hvemenl t{ts+1) to

et y.
R P S T 1
Nous avons : & = (z,. z, 0 2y ).
z2_,2 2 2
20 = (zl. 2, 33)
L (m. 51)
T, ¢ Clz. T, = Gyt ro =3 (.»“ -sz).
L'opérateur de Casimir du second ordre 8'$exit :
™ =1 (T +1)+ T, T
o Q + .
de plue 3
Y = E G, -3Cy,. 411, 52)
D'aprea la relation (I11. 17) des préliminaires ,
!2
Vi =0 (1. 53)
Les vecteurs U ® 1, y) (z , & )appaniennenta l'espace D‘l -4 l:)e [ D! qui a pour
b
&léments de base U - l U tz (z , u 'b’" ? %) et pour fonctian

géndératrice awp [ L) (x3.01.

La fonction génératrice des fonctions propres vr (:l. 2 ) de T ot de T se dédnit par 1'appli~
catlon de 'opsratenr 3, It %, Z, (x). %)) [ €L relation (111, 50) J 2 exp [;l PYRSE

LN exp [ ty tzA(;' z)+t, zl [ =l)+!l Zz (r 22)] exp (ﬁ"’)] , (11, 54)
A;l. 2} _

12 1.2
(225 - 2320

En tenant compte des relations (III. 49) et (1if. 53) et en appliguant 3 1'expression (I1L 54} 1'opéra-

in
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des de base

teur i . 2z, 1’?, {r, xg) } on peat gbtenir a

w 12
o y)(z sz )

L .2) 1 1, 2
&g;l ye, exp[ttA +t'll'zktlzlzl+tlzlzz)z3

-(:lzlzln‘zzzz) 13] 4t lz-l[7l(t’zlzl»,¢lzzzz)

ISACE RSO R5s ) ST LA z:)]. (L. 5)

Pour que la relation (I11, 53) soit satisfaite Tg doit 2tre égal & zéro et nous obtenons la fonction
génératrice G: (t).

G, (t):tl t exp[t t, A“ 2)+c'l t t (z L\(l 2) -z, A“ 2))

]

.21
+ J 1' 2" 1
LN z (szz :.).:'72133

A

Q-9 , P, AP ptptl et ~qil), tit  tey 2
t

tz z Zl Zz t’_.\ tl Zl °zz Ty

E(' “q(u +p+ 14k g+ 1N
phqt o+ (2t+1) Vil -q)ipi-p)is +p+ D)tk - )i (aee Y1 (e-t AT
u

Y S (1, 56)

Nous avons :

2,2) _ U, 2) A{,2) ,(1,2)
2 = {8, 0y s by )

1 2 1.2 1 2 21 1.2 1 2
((1213-‘3z2)’(23zl.ZJZI)‘(ZXZZ-SZzl))'

Dans le caa ok z (z s eaen z )et z = z oz ) les m2mes procé&dés de calcul conduisent

2 la fonction génératncc de la bue ['g Lu) (: \ 2z )

La paramétrisation de SU(I) est déjd connue. Dana ce travail, noue reprenona la
paramétrisation de Nelson (1967) 3 laquelle nous appnr tons quelques modifications qui vont nous
permettre d'établir une nouvelle paramétrisation de SU(N).

Nous pouvone écrire "a matrice U3 = (Uij) sous la forme :

3
W = Y, gy U (@) %, . s7)
alazo 1L00 clczo dloo
(u”) - T 0f 0 bib; Jl-5 0 od 0. 1. (1. 58}
o o 1/ Vo-E;F/\o o 1/ Voo (d))

g
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avec
Al -';'(w R RN +ip
a cos ,b-cos§1c1= 'E';d—l .
L) L
a, =8 llllsz' ) b= ui.n’zL )ep=e nlnqz- . (o1, 59)

1 0 0
les modifications pertent sur la matrice 8 9 b b )que
0 %,

Nelson {1967) Sertvait B, 9 b)) .
(o 1 o) et uz(n)=uz(n).
B, ¢ B,
Gomme danas le chapitre précédent { voir {111, 37) ] nous remplagons dana I'expres-
sion {Im. 56),
2y 2, ez,

respectivement par

£ Ry, z Ry, Z R, VR, et 2z, RZVR_S . {111, 60)
Dane la foncti fndrated &é /4 Ay - -
ane la g ice des de la base (o) nous posansyu =q et p = 0 et nous
éerivonse :
3 2 2B
y3 a Ra co'z e 7

i
(gt o'~y Y+im)
3 w8 z
yz=R3 ainy cos - e )

. gl i)
vl e B, sinPembie 2 . (. 61)

En tenant compte do la deuxitme propri€té dea transformations unitaires {Préliminalres} noue
pouvons écrire que :

a2 3, {1,2) 73,01, 2)
[(XRT +y385 " “eval
371
Gyltuy) .
()
+(y321+yz z+yl=3)c LA l] (11, 62)
Par daéduction :
3% 3? at
3 + e b S Gyl U,) =0\ =9 - . (1, 63)
avjayy  avpay, vy vy g
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Les éléments de base de U (‘:) étant orthonormds, nous pouvons écrire :

6. h) ;
ENEN D( )by )(LJ))

{og)" (0.0 - 200 b et(a)= (e iy, (111, 64)

La résolution de cette ¢quatic .voir appendicc 1) nous donne 1'expression dea

61éments :
Aty +)
(*“< s;»(w)( ) s T )
tot ey (on 0, -200 -y ) sin - 1 1
2 z(ml+ZHl).2(ml~Zl-l)
x(mlwl+xsuzw2+m}w}) R
€ L ) @), (11, 65)
72 (mtmah
m =L(\ -y}, my+m -—( +2()
avec 173 0 uny)y mytmy y+2-ud, myemy = 2t
et ot @ _(®)=D, (0,3,0) (voir Edmonds 1957).
m,m m,m
Ces 6léments sont orthogonaux par rapport 4 la mesure :
3 3 3 3
duy Ov7) = dy ) 4, byp) 4y, by) . (111, 66)

Puisque qj )‘: esat fonction propre de ’I‘Z et de To nous pouvons en déduire que les ¢léments
hu X
D(a ) (29 (U3) sont orthogonaux par rapport i :
3 3 2
dy” (y) = 9y (37 4y, ) (111 67)

L'équation différentielle {II1. 63) dorne les éléments D(“) (a' ’ {U,) % un facteur

3
de phase prks dont la détermination e'effectue 3 partir des éléments de la fatrice (U i ).

Py g sont donnés par :

E = = AN
@,y 2B o, p+ tU, @, B . (111, 68)

Le calcul des élémenta D( ) (a' (Ug } dans le caa général est exposé dans 1'appendice 2.

Les éléments de l'expression (IIL 65) sont équivalents aux fonctions harmoniques de Beg et Ruegg

(1965) et cecl confirme le résultat déjd obtenu par Nelson (1967} apria un long calcul.

3.3. Fonction génératrice des symboles 3 - §

Un des intérdte de notre approche réside dana la détermination de la fonction géné-
ratrice des symboles 3 - j A 1'aide de la méthode d'intégration. Dans 1'exposé du cas p=0ou
U = q s'illustre 1a simplicité de 1a méthade. Nous utiliserons {a relation (IIl. 30) comme noua
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b6,

V'avons déja utilisée pour calculer les symboles 3 - j du groupe SU{2) [ voir relation (0. 44) )
Noug poasons :
Gla 231141, j=1,23, {111, 69)

la fonction génératrice c.j3 (d, Uy [voir (. 56) 3 «
did vy - ded ep .gl (ed ol 41 Cider g “1[j])lj : (taz, 70)
i= i

8{ dans notre trai nous nous limi au cas ot q =u , hous avand A calculer 3'expreseion :

Q}(g) =ﬁt] exp [231 R3(u;(Ang-[j]*l)-+pg(zg)')
I

23

Bt ',
j=li=1
o [ =3 ded, (1. 71)

=1

(o8

Nous notans (1.)l ot (:)z les transformés d'nn vectenr {(z) par 03 <t par IJz et nous écrivons ;

2 .3 2
= 2L s,
et Rz(slr"]"v (-“]z*’r([’]z.
WA ST YN LR TR SL R (. 72)

Reportant les expressions (1. 72) dans 1'expreasion {[IL. 71) et effectuant 1'intégration par rapport

1Y y:' comme dana )'expreseion (lll.44). nouo obtenans :
GJ ) = f['] exp [, 21 R (ql (A (ril, r]]+1)) +FJ (l[J])l

taky By v} ¢ - "1 &) “s”]'tk]’ dyy ). (r. 73)

Dans {31, 73) nous avons :
[(SPARS] )y - ("[j])z (lgkl)z _ (sltk])z (tgﬂ,z

(8,
-, (z{'J] z;k] - .{-“] z;j]). (i, 74)
D'aprés la l¥me propri€ts des group g {voir Préli ires),
LI R S SN L B PN EE R
de m&me — 3
Ry @F R L og g Lk TR, (. 75)

Reportant les exprassions précédentes dans (III. 73) et effectuant I'intégration A 1'aide de la
relation (H1I. 6) il vient :

|P
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;A(: ERRE DS iy KD, e sl 62, p3)A£1. 5%, m.7e)

=T r T sl
Gylt) = T el exp | JkT3 P
1 2 3 . . o - i
det (', B, ) estle déterminant construit A partir des composantes des trois vecteurs
i i i i

B = (B By By) . =12, 3

Noua avona exactement le méme procédé si au lieu du cas q =u nous traitons le cae p = 0.
Le développement de G, (1) s’exprime en fonction des invariants de Weyl 748

{111, 3)). Moshinsky (1963} a construit I'opératenr X tel que
x. Moo= x(0) . %00 . (.77

Les valeure propres X(o) de X sont distinctes.

En utilisant cet apérateur, noua pouvons séparer lea différents invariants ﬁ P, ce

qui permet Je calcul des symboles 3 - j.

4« Cas du gronpe SU(N)
Pour détecrminer les symboles 3 - j dans le cas général, noua sommeg amenéa 3
considérer un ensemble de parambtrea qui nous permet de construire la matrice (U’:‘J) de SU{N)

d'une part et de déterminer la mesure invariante sur le groupe d'autre part.

Naug faisons remarquer tout d'abord que si le nombre de paramitres dont dépend
U(N Y est u= (N« l)z - 1 et sl le nombre de paramztres dont dépend U, est v = Nz -11a
différence v - u = 2 N « 1 correspond au nombre d'angles d'un vecteur appartenant 3 Cn dont le
module est égal A L.
Pour N = 3 ce vecteur est (U:x’ U:z. U:s)qui compose la dernitre ligne de la matrice de U, = (
3
Uy = (Uij) et

2.3
u, = Uty
_ 2
= U, (5 U" T 5
2
vt = u,. (111, 78)

Pour N =2 3 nous poscns UN sous 1a forme récurrente :
= N _ N-1
Ug= Uy U =0y lgyU Bl .79

Nous imposons au vecteur qui composae la dernidre ligne de la matrice (uinj) de dépendre des
2 N - 1 paramdtres qu'il faut ajouter A cevx dont dépend Uy _ j Pour trouver ceux dont dépend UN.

Nous notona A(l‘ coes N} le déterminant de 1a matrice (zlj) i, J=1, ..., N, et

+1
A{l' v oD cofacteur de IF.

D'apree 1a denxitme propriété des transformations unitaires (voir Préliminaires) noue écrivons :
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i _ N i
(zN)' = ; UNj Zj

(A(;I.....N-xb;i ”_:, A}).....N-)). (.90}
&

Les matrices ‘gN et ‘N sont :

91N 0-ooecg
By '( -: sy ¢ )
R SN
et
Inz O 0
gy [} cus:;i nin_v_z&
- ai “zl cos vz
avec 0= vNSH {t. 81}
Iy .z o la matrice unité d'ordre n - 2,
1 est simple de vérifier que la IJN cat unk ire et que la

dernidre ligne de la matrice Uy ne dépend que des paramdtres & ajouter 3 ceux de ia transforma-

tion Uy pour obtenir ceux de la tranaformation UN.

4.2. La mesure invariante

ral

i Les @éments VY ) de 1a base de 1'capace Df nl tels qua
{h) th)
W ¥y x Vi
C UE”h)] E 0 pour 1<, {in,s2)
o k ent défini dens (11, 13), les 814 te de polds de la base et ont pour

i
fonction génératrice :

G, = w[)ﬁ:ga{“""“” +f;=, @] (m.83)
P

1y
Gyt Uy, = “p{-i ety +i; sy )]. (m.54)
13 =,
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Nous remplagons t's par t'i 6! et t, par tj ﬂj avec :

J
By = By = R, VR,
et pour ;= 3
ﬂj = Rj VBU*I .
Py = Ry
et yiN = U:‘ RN'
i

ob les paramitres R gont réols et positifa.

{111, 85)

Si nous nous limitons au cas particulier ol les t; et les t'i goat nuls sauf pour 1 = N et si nons

tenona compte des relations {1, §0), nous avona :

GN(!'u)rn = exp [pNthu(l. easa N—l)). + HiﬂN(tll‘l‘r]

- VAL NALTR 1N
B arp[i.: tNAj Y; + thjy‘J.

Nous remarquons que :

2
Ay fG e U - (E;Nﬁ—ﬁ.—)c;, U, =0
i i

Etde} dea €1¢ 1] E:)] nous déduiscne que :

(CY0 W I | PRI N N |
3 'N-1 1 TN-1
Sn-z B Pt

l!)N)=0.

La résolution de ["équation (III.87) est dével

1, Les !

(111, 86)

(. 87)

&e dans 1'appendi

de cette

équation sont orthogonaiss par rapport A la mesure d,, N (yN) i1 en rénulte quo les éléments

DE:)_ ) (UN) sont orthogonaux par rapport i la meaure

-R|
Wl s B awh - e

Noue poavons caleuler d UN ) ANdU'N sachant que fd Uy = |9

Len opérateurs infinitésimanx c‘ 3 ont pour corresp ler op
de 1a relation :

v ” '
GGt Uy, = Gt U, .

iz 2i-1
R, ) AU’y . (rm, 88}
é -G“qnl we dédui
(m.89)
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Nous obtenons !
N _a N2
e” = (y.| w - ¥ =)
ay; 3 y}"
[ hl t wn de foncti har i Ce résultat est

Les @émants Dyy (1 ) )
la généralisation b SU(NT dee rénultats de Beg et Ruegg (1965} pour SU{3).

Nous idéronse la F'{

X Uy, = e [,z_‘( vkp, (60, DI-2),
+ it;‘ﬂj (z?qj, {1z 90)

od W] = e-1ym-D+1 , k=1,2.3.

41, ceer [RY4+3-2) [k]+m)

sont (zn

Les éléments des déterminants Agt K10k
avec 0SmsSi-1 et 1=nS|,

En utilieant ’expceasion {II1, 30) et lea relations {II1. 80) nous pouvona écrire :

S, Aempasntio- foui 35 3 0
3 2
+ Z; ; t;‘ 3 ('}k;jj'?z 4, o, (. 91)

°:= "J‘bj (A:M' 03 41 Dpi-2ly'. (1. 92)

avec

és A offi 1'inté; par parties en

Comme dang le cas de SU(3) nous
utilisant leg relations (I11.80) :

QA - _/[m[g ,Z 6yl
Uup[z; ; 5 pj(sE."Jﬂduz(vzﬂ] A a, (yh

< [ [2; ?_: ]

I~
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[omlT 5+ 2 spmie it by, oo
ol gk, 3

N H
% ig du,ly)

Slol3 2o w)

ke

K, k, ([kJOk 31 )

[f“"@ ol:‘ gz 8, le% z.g r] r] z]
5> p4‘k|tkz k;g[k.]-[kz]. [k;l)] “‘(vqﬂ)

1%2% %

oh ar. 93)

l;“'k'N (N X T E | &N.[k‘l\]))

N N+1

'

+ E :'kN":N":‘ N o

“ . N-1 ‘N-1 N
N-1" N-1

((P‘N- Y OO T OO ;m-n.[k-N'l), ] {1, 94)
1

N+

Ces calculs montrent que l'intégration ne ptéaente pas de difficultés particulitres,
Nous penaona qu'il existe une méthade simple pour cffcctucr 1'intégration dans le cao général
hant quc 1a dela 1 énératri GN (t, UN) peut 8tre déduite de 1a base de
la repréacntation du groupe unitalre dans 1'espace des bosons {ou L'espace de Bargmann).
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5 ~ Gonclusion

Dans ce travall, nous avona présenté unc nouvelle approgche dans fa détermination

des symbol 3 - j des group imodulairee. Notre approche consiste A partir de la fonction

é ce des fléments de la ice de repré ion préalabl déduite de 1a fonction

génératrice des vecteurs de la base de représentation dans l'espace de Bargmann (1962), puis
A utitiger 1'int€grale de Caunt pour obtenir 1a fonction génératrice dee fnvariante de Weyl.
Dans 1'étude du cas SU{N), nous avons intreduit unc nouvelle paramétrigation du groupe SU(N),
Cette paramdétrisation récurrente, peut 3tre symboliquement décrite par UN = UN et UN 1
UN R UN -2 P I.Yz ol Ja derni¥re ligne de la matrice de la traneformation UN notée

(U?j] dépend des 2 N = | paramitres qui complitent les paramttres de uN I

L'intérat de la méthode apparaft quand I*ayant appliquée X 1'étuda du groupe SU(2),

nous avons abtenu la f i éné: de inger (1965} A partir de laquelie, nous avons
it 1a 86 des s de la base de représentation de SU{3). A partir
de 1a (o ion g&! ice des £14 de la matrice de représentation de SU(3), nous avane
é £ aimpl t gue les fonctiona h H par Beg ot Ruegg (1965) oont des
éléments de la matrice de repré 3 ce qui con la lusion quo Nelson (1967) a
b par une hode né& 3 un calenl dans le cas de SU(3). Nous montrona

que cefte conclusion est valable dans le cas général ct nous en déduisons la mesura invariante
sur le groupe SU(N}, Nous d ausei l'exp: ion dea £1& te de la matrice de repréaenta-~

tion de SU(3),

Dans le travail de recherche des éné ices des invariants de Weyl,

il nous a para importaat d'étudier des cas particoliers qui illustrent bien 1'intéradt de notre

méthode. Dans 1'étude do ces cas particuliers, nous avons &t& €a des p: L1
qui nous p d les propriétée de 1'capace do Bargmana (1962) dans le caleul de
1'intégrale de Gaunt, ce qui noua donne une expressicon compacte et simple des fonctlons généra-
teices. L'éde lbte des £ ! éné; § des invariants de Weyl, qui n‘est pas traitée

ici, fera t’objet d'an travafl ultérleur.
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APPEXNDICE A

Nous cherchons les solutions de 1'égquation apY = 0 sachant que :

pr2
2
A = Z —a_, A1)
LR BT
et Y, * Rei®1 cos 0,
= Re®2 o4
¥, = Re smel coloz,
- 2y .
¥y Re nn&l linoz cos 8,
= RSP+
Von RS ).n.el 8in0, ... sing coad
- +2) 5 N
Yooz * RSP aine, oine, ... ... sing - (a.2)

Pour exprimer Ap en coordonnéag polaires,nons devens calculer la métrique

+2
daz = Z dyy d;‘-

5 nous posons :
1
Y = Rﬂi ’
2 - @)?+rs®),

ds
S
a0 - i: ag; B, . (a.3)

et ol sin, p;, 5§ igpe2,

nous pauvons écrire :

4] +2
2 (dp dp )= ds + cos?s dgl + linzbl(i; ap? 258y, a.4)
5

i

pt2

+2
5; (dp dpi) = da + cas®e dqziunﬁz dp i)- {A.5)
=



4.

Sachant que dﬁ’ pp = d:) nous pwvonn calculer daz et l'expreselon de 8 en coordon-

nées polaires. En lenanf. cnmpu du hxt que ds = g.

578 ':lxi dyj gt une métrique, 1'upératenr

de Laplace-Beltrami s'éerit ¢

—1_ i, -1
A-\,H 3‘ et &2 e = amle et < (67

" . n -
5i nous poac* 3 Apﬂl LA T ap+l'°p+2))'°’

pour p=0

fm, o tmyp,) 5
T R.9.9) = . d (201) . (A, 6)
(m ~m, ).—(m Omz)

AN ), . 12,8, 0) {vair Edmonds 1957},

dans le cap général @

[ - S,
Yn(ex, . Aap“ Py e Awb)m— j':‘l o e_)ﬁ]
J
u 4]
- (28
d 1 1 !
3 (mj¢(mj]). 3 (mj-[mjjl
Plptl) @)
z

prl
d

1 1
2 Py ™) 2™ ) Mgy

2
: F‘“’[igl m o)
o [} l“l'j'[“‘lj]= "j+l +[j] ymp=n. @a.n

Les u, sont dea constantas entidrea et Ry ZB, 20, ... zn 20, Los fonctions ¥, sont

orthogonales entre elias et sont f H de 1'op de Lapl 1 " A'p quia

Prop:

pour métrique dl'z. La foactlon de poida ost :

Pl
g = i:l (amolen-s‘)

[3 2(p+1-14)
b 5 (sin o) .

‘[’

i
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APPERDICE B

ELEMENTS DE LA MATRICE DE REPRESENTATION DE SU(3)

-
{1, 2) +3. zl ] t] ‘.‘l 1a fonction génératrice de la bage de

Soit G, = exp[ E
représentation U Mg SU(3) [ relation (1L, 56) 1
()

avec rst'lt'tz. Yooz ¢t tZ

1 27172 2 11 271" 3 1 2
R 2 a 2 2
B 2t t‘l Z'lfl Zl. a8, =t l:'l Z'l'rlzz. ey = :'l 2'21‘1 .
D'aprds |'expression (III, 26) nous écrivone ¢
X 2 Cauld {aul 1 2
Oy = oy oz TR PN el @1
Dane Gl nous remplagons respectivement :
2
g g ! ’
Gt b U Ty, By TN 20, T K, By a0 80 8, 8y,
par _
—_ - — = - 2 : T o T
') Py Pl X :5. g vy 50 Ugs Vo Voo Vo

noun obtenons ia fonction générnrice de V (lul) que nous notone

o - 20.2,3 70y
L 2P P (3. 2 (8.2
ou bien
W
6 =L o2 )E:} '"'(.-1 =29, (.3
(-1')
La fonction gé ice dea élément V}:)' [ (UJ) est
D= f('ru3 G ?1 du {z) (B.4)
soit
[ u] [\ o Xu
Do \z(;) (t. 2,7 )Q,] (p 20y )(a') ). &) (v,), (B.5)
“w
@'}

(B. 5) est obtenu en remplagant Gl et Gll par leur développement respoctif
[ voir relations (B.1} et {(B,3)3 .,

Le calcul de I'intégrale o'efl par 1a méthode de 13 dérivation sous le signe
somme 2n idérant les p de ¥, 2, U, ¥ comme dea Pparamitres et cn utilisant la
relation (I 7).
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Nous obtenons :

t, ¢ p, P o 2 3 A =5 =
1171 .8 - v (v, s")
D = 1 exp [ Y. . v) (v .ot 1 (8. 6)
1 u.v

(1.3, 22

- t - - t
avee §' = Uy (e'} , ' = U,(-’].

La ison du développ de 1"exp 3 iad (B, 6) et du développ

de (B. 5) nous permet d’obtenir lea élémenta q:",l) (a) (Ua) .

Ainsi,acus pouvans derire

d!l +1)7(2e+1)(2¢'+1)

L™
D, Vs Al

o' [sprtitin-ar et aliptth o
1
(..+p-+n:(uu-q-+1):q':h-q'):p':(x-p'):]’i *

1
R EIES ) Vit - a1 b ~g k)]
x%;(-l)‘()‘ﬂud_q.)m fa-priter-pitar-ine q-k)_.] x

G o [U+11+Ml]:(HIl-MZ)!&-q'ﬂ-k):(p'-j#k):]
P g’ A-p' . . y . *
i AL RUE AR R HER T H e RSV

J. J
1 2
d ! t {B.
x MlM'l(v)sz‘wz(")n:'n.M'm')Dt:M'3('Y' ~8ro), {B.7)

Szt v -IMYy?

' o
avee &' = (Q'.B'.!'), D:yg.) = e d:,‘M.(o\) e »
(voir Edmonds 1957) ®
et I = Ae(i4)) 7. = w-f{itkl,
1 2 ' H 2

o A-2Zpte M-2glfi-k)
Ml = z v MG =Ty :

Aa2p+(-1) M,

 b-2q+{l-k}
M =2 T2 .

M st Blg 'z'q'+(j-k). L R

aS1SA-p, oSk=Sk-q', oS€jsSp.

in
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CHAPITRE IV

LA METHONE DE LA FONCTION GENERATRICE

ET LE DEVELOPPEMENT EN QUASI-BOSONS

Les iq de développ des & de systd de fermiong en

fonction d'opérateur de création et d'annthilation de quasi-bosons,se sont révélées efficaces

pour étudier les hamiltonlens collectife et les opérateurs de tranaition des noyaux pair-pair.

Deux méthode de d ) ont été ployées, celle de Beli: et Zelevinsky

(Beliaev et Zelevinaky 1962) et celle de Marumori et al (Marumori, Yamamura et Tokunaga 1964).

Mais ces développements eonvergent lentement et ne respectent plus le principe de Pauli. Quand

ids sont tronqués nous allons la méi de 12 i 2! é ice de

er ces ], ot do ire les te en quasi-b qui r

rigoureusement le principe de Pauli et qui par ailleurs sont rapidement convergents. La méthode

den * éné; icos! 8'est révélée 2tre tont parti bien adaptée A 1'étude des
llectifs des systd de en § ion (Hill et Wheeler 1953, Peierls et
Yoccoz 1957, ierls et Thoul 1962, 1ci et Schitf 1964, Wong 1970). A partir de l'appro-
xlmation 1a plus simple qui late 2 décrive ce systeme par une & {on d'onde | & (¢, x)>de
particules indé) lacéea dans un p iel moyen V {») dépendant de paramitres {«) nous

construisons unc fonction d'essal plus générale en superposant linéalrement les états correapon-
dant aux défor i ibles du el

ft > fitae)ela, x)>da. av.1)

La meilleurc sojution |¥ {x)>est définie par la fonction de poida £ (o) qui mintmise 1a fonction-
nelle <¢ |H|Z>,

On a d&jA é (: ici et Schiff 1964) comment cette méthode
des & éné. 3 do retrouver l'approximation en quasi-bosons ou la-R.P.A.
sans toutefola améliorer les précé d'app Noua nous proposons de mon-

trer qu' eat tr2e intéressant #3 cholsir pour fonction de polds f (w ) des fonctious analytiques
1{Z) app tenant 3 un des sous-espaces fonctionnels de 1'espace de Bargmann, Nous pouvons alors
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définir une fonctinn | 8 (Z, x)> génératrice de tous les ftats | ¥ (x)> du systime physique dtudié
qui ¢tablit un isomorphisiue entre c¢ gous-espace EF‘ de Bargmann et 'cspace des Stats physiques

de telle gorte que

Lo tx)> = frizyle (2, =05 au (2), av.2)

da (Z) est 1a mesurc de Bargmann ¢t 1a fonction £ {Z) est l'image dane ' de 16t ] ¥ {x)>.

Tout problime du recherche des ¢tata proprcs ou des valeurs propres d‘une obser-
¢ maia de solution plus aisée

vable A du systtme physique est tranaformé en un proble
quiconcernel'opé rnteur'RdeA dansle sous-espace ':"' dc Bargmann. Paraillenrsdel'isomorphisme
qui relic les cepaces de Bargimann etlea espaces dea états des oscillateurs harmenlques, il résulteque
tout apérateur A concernant un systime de fermions admettra pour image un opératenr (A)13 concernant

un systime de quasi-bx La mdéthodedela i énératrice permet d'obtenir des développenenta

rigoureuxentermes de guasi-bosons des obaervables d'un systtmo de fermions, valables jusqu'aun
unordre #levé, Gesdéveloppementa se révéleront tris rapidement convergents etdonc trds utiles.

La promikre partie de ce chapitre cst consaerée 3 I'étude du premler type de

développement ct & 1a comparataon avec le développement de Marumori et al, Dans a deuxitme

partic nous nous intéruseons au deuxid type de lop, t et nous le comparone aun dévelop-
pement de Beliaev ct Zolovinsky. Le développement des opérateurs ) un corps et & deux corps ainsi
que le développement de 1'Hamiltonien en quasi-bosons fait 1'objet de la trolsitme partie, Dans la

quatritme partie nous exposons 1'application de notre méthode au modile de Lipkin, Enfin, une

éthode variati e pour 1'ob simultanée des équations de Hartree et Fock st dea équa-

tions de la R, P. A, est proposée dans la cinquitme partie.

1 - Premier type de développement

Pour étudier commodément les propriétés d'un systvme de fermions nous allons
voir qu'll eat Hécensaire d'associer A 1'espace “F deg étate liés de ce systime un des sous-
copaceo P’ de 1'espace de Bargmann {1962) qui fat corresp 2 tout opé A
de %F un op(ratuurﬁ de B' . Nous noua proposons de détcrminer tout d'abord 1'axpression de

A en fonction de celle de A. De 1'isomorphismc entre 1'cspace de Bargmann et 1'espace d'un

systtme de bosons nous &tabli 1 hi entre le p p' de Bargmann et
1'copace physique du aystd de boeons cor P Nous obtd 'expression de tout
opératenr (A)B sous la forme d'un PP ion d* o de eréation et d'annihi-

Lation de quasi-booons,

La base de 1l'espace #F » {| n>}, sera constituée d'un état de référence ‘ ¢ >
{déterminant de Slater qul peut 2tre la salution d'un calcul préalable de Hartree et Fock) et de
tous les tate n trous n particules déduita de | 4 > .

A toute paire constitude d'un trou o et d'un état partlcule § nous ferons correspondre
une variable complexe Z i¢ ot la fonction génératrice s'écrira alors ¢


http://Tet.it

81.

18(z)> -5 les
niveT
s p = (-1 2 2z o 1n> av.s
L = Sy seees 2,0 .
avec A = T Z-a.fa

| P .
La base ’Un 2} = il 7,: {-1) Zil R 2; o, ©Ftun sous-espace ' de l'espacc de
Bargmann p".
[ I)P est 12 signature des permautations p.
Chaque terme d'ordre n du développement précédent appatie un état n trous (al, By s hon

particules (il, i } 3 un vecteur appartenant av acug-espace p' de pn.

2t wee
1 et intéressant de remarquer que la fonction génératrice n'eat autre que la renor«

lieation de la L ion d‘onde de Thoul {1960) -
An
leqz)y> = 12>

_ -—
= ExpT E Z, a aa]|l>

<3/ U, @ 0>

.
p ‘u.n 2)|n> (Iv.4)
Cette dernibre n'est pas normaliaée ''dans le sens de Bargmann' :

e
f'un @)U (@) @) £ 6,

du (Z) eet 1a mesure de Bargmann,

Et de ce fait elle pout e'&crire sous la forme (I. 7) qui cst celle d'une fonction génératrice appa-

riant les états | m> de %F 4 das vecteurs u-m {2) non normaliaés, dans 1'espace de Bargmann,

Dans ca cas la plupart des propristés de 1'isomorphisme T i6es précé (chapitre 1)
ne sont plus vérifi€es. D en réaulte en particulier que la transformation définle par 1a fonction
génératries (IV. 4) ne coneerve plus 1'hermiticité bien qu'elle conserve les valeurs propres, Il

est important de signaler que nous avons dtabll la générelisation du dé de Ji !
ot Schiff (1964) (voir appendice) et que nous avens constaté que l'hermiticité (d?.)+ # Z n'est pas

canservée,

1.2, Images 4=:.‘m4.'.l.*fsr-.ez.¥@p

Le é R q'un opé: A 80 4€duit de 1'expregaton :
R(£(2)) =j:(z-)<. )] Al s (29> au (2) av.s)
En partant de cette définition de R nous dé&duisons que :

A(1(2)) = 7 ol £{Z) n'appartent pas  §’ (tv. 6}

i
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L'npérnteurﬁ n'est autre que 1'opérateur nul A P'extérieur de B'. Comp de l'igomor

entre B et [‘espace des étate d'un systime de bosons nous dédvigona que l'image ‘\)E dol'opéra-

B
teur A dans 1'espace des quasi-bosons est nulle 2 l'extéricur de B
Nous remplagons | § (2)> par son expression {IV.3}) .

Nous avons ;

<t @Nale @1> = § U, @ <itali> U @

Arz)) = 5 U, (z)«[n[pflej(z') £(2) au (1) av.7

oy U, @) <ilali> ( 'uj. 2
Le premier vectour (n = 0) de la base de B peut a'écrire :
)

-T2 Tz k zkZ'* 2’z
e e

tee TECY Sy

x . o
gt 22

{1v.8)
. o(2az) 2.2
Et il en Tésulte compte tenu de (1. 34) et (I, 35) :

(‘uJ,z) = (1LY ez )
=f='(z' 4z) 2.2 ‘uj (@z) 1(z') du (2") v, 9)
. o (2a2) ‘U.j @zl £ (2],

finalement :

2= f Y@s<ilalss o~ (2 a2) ‘U-j @z). (v.10)

En utilieant ensuite 1'ieomorphisme €tabli précédemment entre B ot {‘espace MB qui a pour baee ;

_ + _ P+ + +
In) = ‘u.n(n)] 0)= E (-1) By ay Binunln)
e .9 0) estle vide nous le d de l'op (l\)B image de A dans le soua-
espace des quasi-bosons 193 3
R +
Wy = 7, U, B <i|als> BB av.11)

.(8*. B)

L'opérateur de projection ¢ opérateur de Schwinger n'est autre que le projecteur aur le

vide | 0){ 0] de1'espace des quasi-bosons. De la relation (IV. 6} nous déduisons que :

)y 1 *10) = 0 st £(8")] 0) n'appartient pasa 1&3 av.12)

Le Jopp de 1'op {A)g o[ voir (V. 11) ], en fonction des opérateurs
de créati~n et d'anni de quasi-b oot anal au dévalopp de Marumori et al
{1964) sauf en eo qui 1 ion du proj {0 }{ 0] que pour notre pazt noue

&crivons | 0) ( 0] = exp[ - (8%, B}1.
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4 2 - Deuxitme type de développement

Nous nous intércesons dane cette partie A la détermil des images des op 8

trou-particule dont nons pouvons diéduire les images des opérateurs 2-trous et 2- particules et

par équent 1'Image de ' fen (voir 3), ainai qu'd la comparaison entre les développe~

ments que nous ob et le dévelop de Beliaev et Zelevineky (1962).
Nous adoptons eomme fonction géndratrice des opérateurs trou-particule l'expression
(1V. 4) ct nous on dédulsons l'opdrateur irnage R de tout opérateur A de p POT application de la

Telation de définition !

Raz)l = <3 (2)|a. (iv.13}

2,1. Imagcs des opérateurs trou-particule

Gompte~tenu de la conservation du nombre de fermions Les seals opérateurs trou-

particule quj ont une signification physique sont :
a: Ij .a a; . a; a; .« avee lears hermitiques adjoints dont los transformés ae dédunisent de
1a relation 2 =8

Z.1.1. Apres avolr démpneré par récurrence la validits de la relation

+

+n + +n=1
LY. ail - Ezlv(A) a . (Iv. 14}

il enat aisé de déterminer 1'image de l'opérateur a; 3

/N
4 o 2
(ai nj)" = Aij = ;: z,w azjy (1v.1s)

' ajpt@) = 0 sif(z)§ B

2. 1.2. Dg mime nous établigsons la relation,
- 0 _ +n -1
T . @Yy =n }1 Zh [7:99) 2. {iv.16)

et nous en déduisons 1'opératenr image de a a* 2 savoir ¢
A o p

(s, a;)u s T oz -a—°z—- . av.17)

1z} =0 ve(z)§ B,

{ay ‘; n

@4\.; 2y =2ty [ A

a 1L oazw la uﬂazi
) 8

(g ajpf@ a0 se(z§ B,

2

—

avec Aug = }: Ziw 32“,

etla {on de H :
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Aa, 2 3 2z 2 2
z
of "By ? . Tx B Ty azj“ azw azw
Le calet des des cosflicients O My e s' en que les é1¢é e la

+ .
matrice de l'opéroteur a, ay solent conservés par la trannffa\rmntinn et en Temarquant que l'actien
des fléments d'ordre supérisur 3 n + 1 dans 1'expression a; a; <2|ln>=<p | a; 2 ln> est

nulle, Le terme géndral eat défini par la relation de réearrence :

na, -n(ﬂ-”ul + n(n-l)(n-z)az+ ....... +(-l)nn_’,n_l-nfi', {Iv.19)
aveco =1,
o
Leg développ ts des opé: 9 ainsi b eont rapid ¢ convergenta
(voir tableau page 86). Des développ pré &$tablis dans l'eepace de Bargmann
{1962) noue dé lea dévelapp cor en quagi-br : 1l suffit pour cela

dutiliser (‘{somorphisme établi entre B’ et #B et de remplacer :
+
Zi, par Bh!
et 3
== par B__ ,
3 zia i

ce qui noug donne :

+ +

fagajy = § By By
+ + -z +
(a, “ﬁ)ﬂ ] qu ij
+
(na ’L’u”oxo”'l Kl +=zxz+... (Lv. 20)
avec
K, = Bla !
= £ gt
K1 " g5 Bip Bia Byp
2.2, Gomparaison des dévelop des opé: 8 ¢ partl avec le
développament de Beliaev - Zelevinsky
2.2.1. Lg dévelonpement dop opérateurs trousparticule par la_methode de
BgMaey -~ Zelevinsky {1962) s'opdre en reapoctant les relations de commatation
sulvantes :
+ + - + +
CCapadg, (o aplpd= &, Gafa)g -2, (o agy .
+ o + + {tv.21)
[ (n, lp)s , (avn;)B 1= va (ber hp)B “S0 (av lp)B
et

Clafa, )y (a7 ag)p) =l (g0 (320,050,

* + + +
[ {a, Al)a, (n, AF)BJ =5156llﬂ -bﬁ (aB aa) -Gp' (AJ ‘1)5 N
et nous obtenons :

* .t gt
(“iHJ)B v By By o

+ + +
t3%)5 = } Bjo By
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et
I .
(ay aly * 5y %K {v.z2)
avec
K', =B _ , K\ = P 8 » s
1 ia n':r:zll 2 ) ilu lz“z 12'1 mz
= A A B .
%19 ey e, i,
K = A A Y A B,
n dldz.-.ﬂn aa! q‘ll un_z -1 n-1h i’n
A, =E B' B

Po i io Tip°

Les coefficlents a, pont déduits de la formule de récurrence (IV, 19) tandis que lee coefficients

i

l‘" aont donnés par : n-l .

& = --;-, @ -% =_ICan_m avecn22, (v.23)

2.2.2, Del'exp (1. 23) nous 1 que les op e images des trou-
particole du tme type de 1opp t vé les fons de {Iv.21) et
par euite les opérateurs images trou-particule sont 1 dane le d type de dévelop-
P et dans le 1 t de Beli et Ze) ky {1962). Four passer de la forme du
développement de Beliaev et Zelevinaky 2 la brmn du G type de développ noue
remarquon# que les imagee des opérateurs n‘ nJ et n; a; sont § ! La ai entre
les deux méthades ge réduit danc A b3 des imagea de 1% a: 3. En tenant
compte de 1a relation B JB 0 + B” B‘a = 0, propriété valable uniquement dans 1'espace B et
des r H Je

M By Bliged = °u'“ v ¢

(B, » By le= L‘B,,. ,.,.J =0, av.z24)
il vient £

le 8w, {tv.25)

oh les coefficients s} sont solatl du sy a'égy linéei :

S AL RIURE A (R R P SRV o () g av. 26)
avee J=2, 3 .00 et s’fl LEN

Nous avons, d‘nna part :
(o, )y = Zuoy By

2 :\: 2 S’)K' {Iv.27)

=

oy
IS

d'autre part : + -
. U
@ 1H=1z=l”ix (1v.28)
Nous Ecrirons donc :
L GJS{ . (rv. 29}

y=t
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En utilisant 1es relations de récurrence {IV, 19) entre les coefficienta o et les deux expressions
(1v,23) et (IV. 29) deo coelficients o', nous avana calculé jusqu'd l'ordre § lea valeurs de cco coed-

ficients que nous donnons dane le tableau cl-dessous :

(o) -0,14142 |- 0,048184 | - 0,00774 } - 0,00118 |- 0,00016 |- 0,00002 |- 0,0 -0,0
im

(7'i)l'iz - 0,5 - 0,525 { - 0,0625 |- 0.03906 {- 0,02734 | - 0,0205 |- 0,01611 -U.OIJUJ

("'i)cl - 0.49305 |- 0.1023) | - 0,0289) | - 0,00624 {- 0,00086 | - 0,00006 | - 0.0 -0,0

Dane {'expression {1V, 27) si nous limitona { & n les élémuente de matrice de 1'opérateur a: ui sont
les mdmed que ceux de Vopératear (nr: ni)" dans la base -F;_ =(les . lae-1p>, .ilnt ~np>)
et dane l'image de cette base “T dans 1'¢apace des quasi-bovons. Dans le caleul des coefficients
n" X pastir de V'expreasion {1V, 29) © voir auasi le tableau ci-dessus 1 nous remarquons que 1a
convergence de la séric (IV. 29) cat tris lente; par conséquent ei on limite i & n dane {IV, 28) tca
Fléments de matrice de 1'opérateur (a‘: ni)nz he sont pas conserviis ce qui fait que 'usage du

de Beli - 2ol ¥ {1962) ae donne pas de résultats satisfaisante [ voir ausei

PP
Sorensen (1970} 1 . Par contre le f& type de dé t s'avire Intéreasant car
lorusqu'on limite I A n dons 1'expression {IV, 27) les élémenta do matrice de I'opérateur n; a; sont

les mdmes que ceux de l'apérateur (a: n‘)n Jusqu'a Mordre de la troncature c’est-a-dire dans
]
T dans ET.
On peut encore choisir une bage de MF constituée d*un état l # > vide de quasi«pacticules

et des Gtats qui a‘cn déduisent par action des opératenrs { n; a; } créateurs de quasi-particules,

La fonction génératrice corr 3 cette f1e base peut a'écrire :

8 (z) - Al - {e>
R R T

avec

Le calcul doe opératcurs images correspondants A cette nouvelle ice a' en

pliq ta m2me méthode que pr
3 - Diveloppement dos opSrateurs 3 un corpe et & deux corpa et développement en
quasizbosons de I'hamiltonien
L'hamiltanicn dy systdme étudié a 1a forme générale ¢
h + L 2, + o+
Ho=qhy ooy * 9 i0ke Vigoxe % %5 % % (v, 30)
od ”lj g 1es E1E de d'un apé: Aun corpa h et vij ke désignent les
aé de matrice anti-symé de 1tint jon V 3 deux corps.

St nous choisissons pour nouveau vide de référence un état | |°>d'6nugie moyenne
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Eo. te nouveau vide définit des quasi-particules dont certaines sont dee trous repérés par des
+ +
indicea grecs :@. ., Y ... Nous noterons respcctivement a et b les gpérateurs de création

a'étata "particule” et d'états "trou”. L'hamiltonien a’écrit alors :

+
H=E° +H“+(ﬂm+Hzo)+sz+(Hm )+H +(H ) @v.31)
avec
!
E = calHlE> = h + = v
3 g aa 2 ap aB.ap

H
227 Vit Pa Bety
b 44
Hep . 41 M Vi ap 8 b By by
iarp d
1 + 4 1 4+
H Ly Ly bbb b
22 4 1kt ifoke i) 0k 4:19'76 ap, ¥ &y a B
) b+ 1 LIS
H = = Y, a b a a +5 v a b b b
3 2 1jka ilek "t @ Tjk ah’m [ TY: A ¥ 'Y

Dana lc cas ob 1'état de référence | @o > choiei est un état de Hartree-Fock le

terme HZO est nul,

Nous avons donné pr les PP 13 en opérateura de quaai-bosone

des opérateurs de création et d'annihilation des paires "trou-particale”, Il nous reste a calculer

les Dpﬁrnlurl qui figurent dona les expressions des termes d'interaction 3 deux corps, sz, Heo
ou H o' H N H“ ou H;l . Ces op rs peuv id. t s'éerire sous la forme de
P de denx PP ta d'opérateurs 2 deux corps cependant les calculs directs qui

sulvent permettent d'obtenir dea développements plus convergents, Dans ce qui suit nous nous
sommes toujours limités au calcul des termes d'ordre inféricur ou égal A 4,
3,2, Im: de T'opérateur a’ b’ b_a
Image de LORETATENT2; B Op 2y
W Ln a*'y +at Ak
a__a la i +
I b b oa
k! VEY LA

-lb+ b s

i"/— LI |
= g <@ l,‘_-:ﬂ;r gzn,, bv ['(k'l) zm: Zme *m Ak-h l’: Ak_l]{"o‘.l

..-L(k;). > k-2 3 k-1
E[<I Z b Z _a A +<||mﬁzh;\ ]b

my Y "y MY m

<H@af el =¥

-E

1Y
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. 2z -t} k-2 K k-l
Ek E' o Zrae <9 oo b abet 42y, <.|——”‘&?A Bgs,

- JE EE U J
E{zwzm|l Zpmy aZP 1«(1)‘

entre 1'espace do Bargmann § et

En utllisant 1*ieomor &tabli pr

Fespace wn des quasi~bosons, il suflit de r
m par B, pour obtenir ie développement de 1'opérateur considéré en fonction des apérateurs
de création BL

+
&
1 dane lea pp zm par B;v et

de quasi-bosons. Nous obtenons ainsi @

+ 4 + + 4+
(a‘b' bpﬂ")a = Bia B“’ mEV v B Bmy ij+... {1v.32}

x
A
<42 By b, 8 u2< |[:‘,—k_: by 8y, %

-a—-o...]<0(l)|
ia

ot par suite :

+
(\.p.,b..‘)n = o, By B, + aZE By By By Btee 1v,33)

SVT 9,=/T -6 = 1,035

avecd,

Le trolaiéme terme admet pour coefficient

qasw#.o,ul .

11 est donc négligeable.

n
<.(z”.;‘jb¢al = ﬁ <t n!A/n_l al:.j by 2

Zep®® % Yy

2+ )<k @],
o

ot par suite :
+

+
(EM 2 L ayly = EE Byp BJF Bt o {Iv. 34)
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3.4, Image,

< '(z)!n: AI L Z: (.I
k

kel &
Zz b, A a
a

VKT 1545
}..<0|—(u)- >z 2, %y A% boa s
& VE? ap » a B Lk
e Xz oz, 2 2 Ly
op e fm 2, T2, |
et done :
+ +
) & aagy = - azpnh Bl By Byt (1v.35)
+ 4
< ”‘H", bl by? - o
Klk-1) k-1
Z"‘ VR E‘znb znv Smtn A By bﬂ
- Z z .z < ¢(21]
o Cmy %, . B
et done !

+. + +
(g b, bl = - g.,.”mﬂ B, B, B

ov Bma Dpg ¥ oo {Iv.36)
2.6 Image de Uopératour b by by 3,
N N L] 2 k-1
<°(’-‘I".b,".,‘; Z <t} e g,_mu A 'mbp"' ’
X7z, e —i—u" ol < s (2
et par suite
+
(bybpb a)y = V2 2o Pry Pmp By (tv.37)

3.7, Image ds 1 Hamiltou

1 suflit mas: der bler les ¢

pazrtiels précé et de porter
les développemnents obtanus dana 1'expression (IV.31) pour obtenir la développement de 1'hamilto=
nien jusqu'au 4tme ordre :
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#- Eo '; foy-e,) B},B,, * ,:L; Vis.a) ®ia P
* z:/‘z‘ 3,,:, [vu. a8 5, B;p the
*{z— (Eﬂv [vl“"” Bl B:“” Pena ** c]
B .,,..Z—;Y Yi5,av iy Pras Py B~ H ukzup vu,k‘s:ﬂara 2, Py
'% mJE)Yo vaﬂ.v & B:no By Pma Bne
+ -‘-27‘?{5 oy [v”.ap B BL 5:3 B th :] (1v.18)

Ce développement limité aux termes du second ordre est différent de i'hamiltonien de la R, P, A.
Dans ce développernent nous avone conaervation des é1émenta de 1a matrice de H pour ‘ n>,
n =0, 1, 2etpar conséquent ce développement fournit des équations du mouvement du systtme

ftudié différentes de celles dc la R.P.A. bien que d'apparence formelle identique.

4. - Application au mod¥le de Lipkin

La méthode qui vient d'2tre développde sera maintenant appliquée au medtle de
Lipkin (1965) afin de comparer notre méthode 2 la méthode de Beliaev et Zelevinsky (1962) et A
la méthode de Marumori et al, (i964).

Puisque ce modtle a déja £té amplement commenté par sae inventeurs nous ren-
voyona le lecteur aux articles originaux [ Pang, Kleln et Dreizler (1968); Lipkin, Meshkov et
Lick {1968), Agassi, Lipkin et Meahkov (1966) ] .
L'hamiltonien du systéme &tudié a'écrit :

< 1 2 2
H = ¢ It zV(.r“1-.1_)
Bvec
= +

U, 3. 1= 23 AR ) (Iv.39)

l1a base | n> de la représentation adoptée est définie par :

J°|n> =(n-J)ln>.
1
J*ln> = [{(27-n)(n+1)1% (n+1>,

1
3 In>=[(23-2¢1)nl2 [n-1> (v, 40)

in



91,
et
MN*ha-0 vn N=23,
l1a fonction génératrice a'éerit :
N PAE
12 (2)> = L 7t av.41)

4.1, Ima

N k N
_E Z 3 2
= S+ <klf = (2550 L ek
° iy <kl B3 e

22 -0 < (2]
et par auite
[
Tez35 - (1v. 42)
4.2, Image de J_
N 2" N k 1/2
ENERTE —<n|.1 -y 2 <n-l,[(2!-n'rl)n]
n=0 4/n! n=l V!

On remarque que J, doit dtre développé mous la forme :

2
™= 23 I
J=a Zio zZ Z+uz(z)+....

A o
?<O(Z)|=Lia z" —)le<x|
+ {Z050 Vil
i
-y a i-1) 2 <t-1f
i (-1} ! (3-]-1)2
N i 1/2
2
= -_— (2.\'-1+l)1] 1.1
g} 4i! [ < ‘
Lew veclaurs i 6tant lindairement Indépendants nous en déduisons que :
=1 t/z
nz o (oD} [(z.r...n)] v, 93}
= b on-g-a)

Lo calcul des coofficicnts o ne fait par récurrence.

4.3, Image de 1}

En op précé (caicul de J +) nous obtenons la relation suivante :
-2 t/2
(-2 _ -
B by @ - [(21 n”)] (V. 44)
et
S

2
2 2 3 3 4.3 >
J' = soz +plz az+pzz { az) +

Lol



Des relationa (IV.43) et {IV, 44) noua déduisons les premitrea valcure de @, ot ]
o = JZJ

e = /ZI-1 - /2T

v, 3 /ATTE . ATTT s 4 T

p = fEI(ZT-1)

b - AT - ATETT

b -; AZTH(ET-9) - ZT- D23~ D) +—‘2—/Tv(z‘.1'-—17

11 eat important de remarquer que les transformés dea opérateurs Ju' J+. +++ 4 sont dea opéra~

teura nula ) 'extérieur du sous-capnce L | SR z" ),

Ltexpr ion de ’hamiltonicn pour t'ordce quatee est donc @
N, 2 |- 2 313 3 42 2.3
H=227 -4z Vip 27¢p 2 az#p°(az)fﬂlz(az)]. (1v,45)

Dans l'espace des quasl-bosons nous aurons :
Hy =B B +gven*?ep B*2p4p 8Pep ot n®)- 1. v, 46)

Notro mdthode permet doné d'obtenir rapldement 1a forme condeneée des coefficients
du développement, L'étude qui a été faite par Pang et al. {1968) de ce modtle par la méthoda des
quasi-bosens montre que 'approximation uu bien la limitation A L'ardre quatre sont trég satigfai-

santey,

5 - Gdndéralisation de la méthode de la R. P A,

Nous allons dédujre de la transformation de 1'hamiltonien dans L'espace des quasi-
bosons une gdnéraligation de la méthode de Hartree=Fock at do 12 méthode de 12 R.P. A,

Noup remarquona que 1*image de 1'hamiltonien H dans }'espace des quasi-bosons
peut dtre déterminée sans que la fonction d'onde | § > soit la fonction d’onde de Hartree-Fock,
nous eupposcna que | & > est un déterminant de Slater construit A partir des états 2 une particule
! 1 > dont lea développemcnta sur une base choloie reetent 2 déterminer :

x> =% c* |j>.

i 3
L'image de I'hamiltonien H dans 1'espace des quasi-bosons g’obtient } 1'aide dee développement
cn quasi-bosona des opérateurs 3 un corps et A deux corps, Nous avons donc :

i ~ ~A T
(H)g = Enyy *EZ‘; Vap,ap *Hyy ¥ (Hyg tHyy “ﬁzz
oA ] ~ AN
+(H +H ) +Hy, 4 (Hy +H ) av.4n
Nous {ddérona unc de Boguliubov dans 1'sspace des quasi-bosona de la forme ;

N4
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A =t x* st Q}‘ s .,
mo r ma r me r
-
hd *r r +
= L X
Ama r ,‘ma Sr + ‘ymw sr " (rv.4s)

5, et s: eont doe opérateurs de création et d'annihilation des bosona :
= + + =
I'S‘_.Sr,]—[sr.sr,]-ﬁ,

rs,.s,1 =6

T rr'

et s, lo)y = o. (1V.49)
La recherche do 1'état fondamental | 0 }' se fait en minimiannt E(C, X, Y)=' (0| H | o). Les

contraintes dont nous devons tenir compte sont :
1, La normalisation des §tats 3 une particule

- I YO
N(geag) = <hglay> = Foltcp "\M (1v. 50)
2. La candition d'orthogonalité
r *r r htlP )
Ofmp, m')= % q'}rnc we " Xmo Xmiat © mmt Soer (v.51)

3. La restriction & 1'espace physique
_ ® x x T T r x r

R {ma, m'e’) = ;[['%mr Xt " Fona y m,w,] + r'ym". oo " X "fma]]
=0 v, 52}

Faute d'une génfralisation du théordma de Bloch et Measiah (1962) au aysttme des bosong, nous

sommes obligés de rendre symétrique 1 iltoni (H)B en & ion de Am, g0 et de A:nl. c’eat-a-
+ *
may Amip * Agrp Ami smm' 8o )

" + 1
dire que nous devons remplacer Ami Am’ p por ?[ A
i le aux dela R.P.A,

pour par la

£thod.

Posons :

F (C, x.ly) = E(C, X, ’}f"‘m, "("x"j"“m, mp @ fmi may

+ lmq. et R (mo, m'et ), @v.53)
la minimieation nous domnne : )
2 (r. x.’%))= °, av.54)
oM
3G
2 (FE xY))=o0, (v.s5)
3X
me
3
+ (F{c. x,fH))=o- {1v.56)
mo
La premidre équation représente une généralisation des &g de Fock.
La 2t et troiaitme relati i t un syetdme d'équations qul est une

généralisation de 12 R, P. A,
En posant xml e {3 wi C 0 nous obtenons 1'équation de Hartree-Fack, Male si nous négligeons

r
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les termes anharmoniques dans le aysttme [ {IV,55), (IV,56) ] nous obtenons des équationa qui

ressemblent aux équations de la R. P, A. Cela cat di A 1a conservation das £léments de matrice

H par la transformation - p
Parmi les méthodes proposfes { Faesler et Plastino {1969); Mihajlovic et

Roslna {1969}; Providencia (1968); Drelzler , Klein, Kreys ot Dreise {1971) 1, la

méthode précédente qui tient compto dea corrélati dang les ions de Hartree-Fock nous

semble 2tre la plus aimple, la limitation au quatritme ordre du développoment de l'hamiltonien

€tant une bonne approximation,

6 - Conclueion

La méth de la 4 6i ice exp au chapitre I permet la transposition

de tout prabld de mécani i pasé dans 1'espace A

%% B des systdmen de fer-

mions ou de bogons en un autro problime A traiter dans un egpace fonctionnel @,que 1'an choisit.

En appliquant cette méthode dans le cas ol 1'eapace fonctionnel geul 1'aspace de Bargmann il a

6té faclle d'exprimer rigour tout op de die t 1th ien, en un
ihil de quasi-b Les développ t

d'op B de crcation et d*

ainsi obtenus sont rigoureux et semblables X ceux de Beliaev et Zelevinsky et de Marumori.

1la en différent d'une part par l'ordre des termes, en ce qui concerne les développements de
Heliaev et Zelevineky at d'autro part par l'absence de termep excédentaires doat l'action est nulle
dane le sous-eapace dana lequel ils agissent, Les développements ainsi obtenus sont donc plus

simples et plua rapidement convergents,
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APPENDICE

La hode dite des coor ¢ea génératrices, cherche A minimieer la fonctionnelle :

<v]nly»
en adoptant pour fonction d'eesal :

|vs = f{(z) {2{2)>dz

Z dfésignant lei 1'ensomble des parambtres ) Zm qui défl la fi ion d'onde de

Thouless :
14(z)> = e (22, ala,1 10>

| # > désignant un déterminant de Slater, solution des €quations de Hartree~-Fock,

La minimisation de la fonctionnell it 3 I"équation intégral

fr<m:4)\ Hl3(2z')> - E<a(z)ls(2)>] t(2') d2' = ¢

La transformation compldte ct rigoureuse de 1'¢quation intdgrale ci-dessua en une

équation différenticlic en Z, 3/3 Z cat réaliede en utilisant les résultata préliminaires sulvante :

(e} <e(Z)le(ziJ> < aet{A o)
avec : _
= ’
Rap thap t T Gl G
?
{b) <3 a;ai exprg’ Z a:nmﬂé(z‘)> :vs-ri-ﬁ <¥{z'}] 8 (2')>
z :
Avec lu notation R = exp [ 2z a” a1, on Gtablit les relations sulvantes :
mey ma o m

+ +
kn'-aall o

Raas (ac - j-§+l zja aj) R

+

+ +
Rap = (o) + o) %y %) B

d'od 1'on déduit :

+ "y a3 .
<o|aaa‘n|e(z)>-azmq(z)le(zh

elra’a le(z')>=(2N: z 2—1 <e(z)] stz
< p % 2 Zea iz ] }>

|
3
+ 2 c —_—
<lRagey czse( Doz sz ) ez e

i



i
<vimraje $(29> = (2, -4z 2, az )<o(z')ln (z')>
En utiileant les r partiels p: on obtient 1e lopp suivant de 1't il
nien (31) :
3
'az F("‘)zm 3z,
pL. §
* 2 2
*a&p Vipoay Ui 'g 2% Zna a'z—v] 2,
2
L B A —
*rines VigeplPie §z Zna 37, v (z,p Eijzmﬂ azm\;‘l

. 3 3 . N

V(j.ap[ﬂ aT.‘;]*%zE; Vii ke é %o 2ip T2, 3z,
tq apys Yap, v % %5 Ziy a—‘i"p a_ai;',

’% shak D Vi, 0k (e " § Zha 'a—;;”‘\; Zy a_:k;)
*Viak (5 % T;Tp) a;iu 1

*% opY [Vw.pv (2, '§ 2y % vaz )(t %8 aaz

» £ 2y, 2
* Vieey £5 B az‘q) 3z, ]
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CONCLUSION GENERALE

En prenant pour point de départ la méthode de Hill et Wheeler (1953) nous avona

construit un formalisme appeté de la 8 rice Qui permct de simplifier les

caleuls qui s'intraduisent dane 1'étude des mouvements collectifs des noyaux, Cette méthode

repose sur l'idfe de base suivante : on essaie de tr le problt i posé danse

1'cspace de Hilbert 3(1 en un problime 2 traiter dans un espace fonctionnel &% que 1'on a chaisi .
L'essenticl cat de définir dans F une base orthonormée L {Z) corroapondant au choix d'une

métriqua u (Z ), In variable Z pouvant dtre réelle ou complexe

(P, P, = fpm(z) B (z)u(2z) 4z =&,

Cette base { Prn } permet d'€tudier une correspondance bivnivoque avec une base { ‘ m>} de
# ot de définir une fonction :
= ) >,
lagz)s = £ P (2} m

géndratrice da tout vecteur lv> ¢ B’{i .

Tout état | ¥ > € jv& admet ainsi une image {(Z) et tout vecteur A agigsant dans % admet un

opérateur image R agissant dana L tels que
Aoy s farmiale @) t@)u) ez,

La signification phyaique des paramtires Z ainsi introduits dépend ¢videmment du probleme
fludic,
En oppliguant notre méthode dans le cas o ?*e est I'eapace de 1'oscillateur harmo-

nique 2 troia dimensions nous avons retrouvé les résultats essentiels d'une fagon tres aimple,

A savoir la méthode de ddter ion des €1& ts de passage d'une représentation & une autre,

qui e'avere tris utile dana les calculs en physique nucléaire ainst que la construction d'une

nouvalle fonction génératrice de la base sphérique ot d'une le fo ion génératrice de la

- =

base de la repr i plée des q p qui nous a permis J'entreprandre

pour 1a premitre fois & notre

har héri de la f

le d P suz 1a base produit de deux
em (Fl’ A 1-_2> ) généralisation du tenseur sphérique bien

connu T (1 m}.

La fonction génératrice de la base sphérique de 1'oacillateur harmonique précédem-

1 11ad

est pour calculer par dea opératione éé ires lea

coefficients de Talml et les cocllicicnts de M y et i en syi la méthode de travail
de Bargmann (1962) et Schwinger (1965),

Le dévelop de la £ ion géné: ice dea 1T ts de Talmi e'i

p

naturellement dans la base de )a repréaentation symétrique (Kumar 1966 b) et nous dosne une
expression des coefficients de Talmi qui est nouvelle, qui posstde une symétric équivalente
celle Qu'on observe dana 'expression donnéfe par Kumar (1966 a} et ne fait pas intervenir les
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eymboles 9 - j. I.'expression des coefficiants de Talmi peut dtre facilement programmeée, elle
purmet un calcul rapide dea coefficienta en raison des eymdtries qui apparaissent du fait que
beaucoup de coefficients sont nuls et que les indices de sommation ont un domaine de variation
limité, De cette nouvclic expression des cocfficients de Talm{ nous ddéduisans naturelloment le
calcul des cocfficients dans des cas particuliors, retrouvant ainai cortains résultats de la littéra-
ture et en obtenant de nouveaux. Dane le eas o deux nombrea quantiques radizux sont nuls et ol

un nombre quantique magnétique est niinimal, nous obtenons unc oxpression simple des coefficients
de Talmi qui ne contient qu'un seul indice de sommation et qui nous parait particulitcement intéree-
sante non seulement par ellg-mime maie surtout parce qu'elle permet la déduction par récurrence

de tous tes autres coefficients,

Dec la fonction génératrice des coefficients de Moshinsky et Smirnov nous déduleons
une expression nouvelle de ces cocfiiclonts ou n*apparaissent quo dea symboles 3 - jm et des
coelficients de la représentation symdétrique {(Kumar 1966 b) calculés A partir des symbeles 3 - jm,

Tousg ces §lé possid de rema bles propriétés de symétrie, de plus un grand rombre

d'entre eux s'avirent nuls ¢o qui diminue considérablemont 1o nombre des apdérations de calcul
numérique. Notre cxprepsion ost particulitrement simple en comparaison de 1'expression propo-
ste par Raynal (1976} [ veir (12) et (61) 1 ct de 1'expression récemment proposée par Dobo (1977)
[ voir (6) ] et clle se préte X un calcul numérique rapide des coefficients de Moshinsky ct Smirnov.
Dansz le cas oit deux nombrea quantiques principaux sont nule nous retrouvons, par simple rem-
placement des indices par leur valeur, l'expression donnée par Efros (1573) sans &tre obligé de

faire appel aux propriétés des symu.’es 9= j, Cet cxemple est significatif car il illustre 1'intérat

de 1a méthode que nous util en effet notre méthode ee prate 3 une généralisation dans leg
cas o la base de la repr ion est fonction des de plua de deux particules, le
calcul des £1¢é s des i des t i de Moshinaky et Smi P atre

effoctué sans connaiasance préalable des aymbal=a In - §, résultat que les autres méthoden ne

peuvent pas indre, De la £ 2! éné: ice des coefficients de Moshinsky et Smirnov noua

adduisone une autre expression des coeflicients de Moskinsky et Bmirnov qni pent se comparer

avantageusement 3 1'expression donnde par DobeX (1977) ! elle est moins compliquée, de Plus
elle tient des ici qui possid des Bymé: ce qui préasente un grand intérat dans
les calculs numériques en minimisant le temp hil

Dans ce travail nous avons £galement obtenu une nouvelle relation entre les coeffi-
cients de Moohinsky et Smirnov qul 8¢ révéle utile pour effectuer la vérification des calcula

numériquen de ces coefficients.

Nous mignal que notre I -1 & ice de la base sphérique de l'ogcillatenr

harmonique pourrait 3tre intér pour la instion des A& de matrice de certains
types de potentiel (potentiel Gaussien par exemple). Notre approche pourrait ausai 3tre utilisde
dane d'autres domaines de la physique {physique atoraigue et moléculaire par exemple); il est
possible en eifet d'adopter une autre base que la base sphérique de I'ogcillateur harmonique et de

ire par notre procédd la don génératrice de cette nouvelle bane,

i
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Dans ce travail, nous avons prdésentd une nouvelle approche dans la détermination
des symboles 3 - Jm des groupes unimodalairce. Notre approche congiste d partir de la fonction

génératrice dey éléments de la matrice de repri ion préalabl t déduite do la fonction

génératrice des vecteurs de la basc de représentation dans 1'capace de Bargmann (1962) puls 2
utiliser I'inlégrale de Gaunt pour obtenir Ia fonction génératrice dea invariants de Weyl, Dans
1'dtude du cas SU[N), nous avons introduit une nouvelle paramétrisation du groupe SU{N}, Cette
paramétrisation rdéeurrente, peut itre aymboliquement déerite pac UN 2 UN et UN 1 ° UN - ‘-
UN -2 ver Uz ob Ja dernitre ligne de la matrice de la transformation UN notée Ujr‘ti } dépend
des 2 N - | paramttres qui compl¥tent lea paramitres de UN Tt
L*intérdt de Ia méthode apparnft quand 'ayant appliquée & 1'étude du groupe SU(2),
nous avans obtenu la fonction génératrice de Schwinger {1965) h partir de laquells, nous avons
construit la fonction génératrice des vecteurs de Ia base de représentation de SU(3). A parlir
de la fonction génératrice des éléments de la matrice de représentation de SU(3}, nous avons
démontr& simplement que lea fonctions harmaniques déduites par Beg ct Ruegg {1965) sont des
€léments de la matrice de représentation, ce qui confirme 1a conclusion que Nelgon (1967) a

1 par une méthod: un calcul pl dansg le cas de SU{3), Nons montrons

que cette conclusion est valable dans le caa général et noue en diéduisons 1a mesure invariante
sur le groupe SU(N). Nous donnons nussi l'expreasion des élémenta de la matrice de représenta-
tlon de SU(3),

Dans le travail de recherche des fonctions génératrices des invariante de Weyl, it
nous a paru important d'Studicr des cas particulicrs qui illustrent bien l'intérét de natre méthode.
Dons 1'étudc de ces cas particulicrs nous avons été amendée A Introduire des paramutres qui nons
permettent d'utiliser les propriétés de 1'capace de Bargmann {1962} dans Le caleul de l'intégrale

de Gaunt, ce qui nous donne une expression compacte et simple dea fonctions génératricas.

En appliquant notre méthode dans le cas ol 1'espace fonctionnel F st 1'espace de
Bargmann, il & ¢t6 faclle d'exprimer rigoureusement tout opérateur de ¢ - notamment 1'hamil-

tonien, en un d PP d'opérateurs de création et d'annihilation de quasi-bosons. Les

dével ts ainal ob gont rigoureux et semblables 3 ceux de Beliaev et Zelevinaky ct de

1

Marumori. [18 en different d'une part par 1'ordre des termes an ce qui co les dé PP

de Beliaev et Zelevinsky et d'autre part par 1'ab de iree dont l'action est

nulle dans le sous-eepace dana lequel ils agissent. Les dével ts ainaj obt sont donc

plus simples at plus rapidement convergents.

Notre méthode ne s'applique pad geulement aux cas que Acus avons traités, elle a
un champ d'application étendu. En effet elle permet le calcul des éléments de passage d'une
base de n’importe quelle représentation i une autre {calcul des coefficients de Raynal et Revai
entre autres), Non seulement elle est utile pour 1'étude des groupes unitaires mais encore elle

peut 2tre §tendue A M'étude des groupes com:vacts dont le rdle en physique n'est plue & démontrer,
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