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ABSTRAK

Beberapa metode perhitungsn hargs pribadi den vektor pribedi
metrix-matrix (bujur-sengker) riil diureiken secera singket. Untuk me-
trix-matrix riil-simetris digunaken metode-metode Jacobi, Given serta
Householder sedeng metode-metode Lanesos, swpertriongularisasi dan de-

Fflaet digunaken unbuk matrix-matrix riil non-simetris, -

ABSTRACT

Sonie computational methods for the evaluation of eigenvalues
and eigenvectors of (square) reel matrices are briefly described. The
methods of Jacobi, Given and Householder are used for real-symaetric
matrices while Lanczos's method, supertriangularization and deflation

methods are used for real-non symmetric mstrices.
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I. PENDAHULUAN

Perhitungan harga pribadi (akar karskteristik) serta vektor
pribedi (vektor karskteristik) sustu matrix tujur-sangkar kerap keli
kita jumpal di bildang Metematike den Fisika.

Telaeh kite ketahui, jike A = ( By ) suatu metrix bujur-sengkar meka

J

harge pribedi matrix A itu sdaleh sker-aker persemeen | A - AI| =0,

gsedang vektor pribsdi matrix A yang bertauten (sesuai) dengen herge
->

pribadi A adalah vektor (bukan vektor-nol) x yeng memenuhi persemaen

vektor A; = A ;

Untuk matrix-metrix berdimensi rendah perhitungan hargs pri-
badi dan vektor pribedinya mudah dikerjakan, langsung diperoleh dari
persamaen karakteristik |A - AI} = 0 dan (A - AI) x = 0.

_Sebab, beberapa metode mencari harga nol pelinomiel, misalnya metode
secant, Graeffe, Laguerre serta metode eliminasi Gauss telah kita ke-
nal dan juga karena dimensi matrixnya rendah kita takkan terlibat de-
ngan proses (operasi) hitung yeng berbelit.

Tidak demikian halnye bila kita dihadapkan pada matrix A dengen dimen-
si yang cukup beser. Harus diusahakan ager kite terhinder dari problem
menghitung/mengerjekan operasi hitung yang banyek, atau kalau tetap ha-
rus menghadepimra, perhitungen tersebut diusahaken mempunysi bentuk /

Jelur hitung sederhana.

Bab-bad berikutnya membshaes metode-metode penyelesaian har-
g2 pribedi dan veXktor pribedi matrix riil ~ simetris atau pun riil-non
simetris dengan metode Jacocbi, Given, Houscholder , Lanezos dan ekhir-

nya supertricongularization and deflation methods. Prinsip desar adelah
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membawa matrix A dengen trensformasi ortogonel ateu similer ke bentuk
kenoniknya (misalnye disgonal, tri-diagonal), menginget harga pribadi
matrix dalam bentuk kenonik lebih mudah dihitung. Repiesentesi matrix
dari transformasi itu merupekan produk (hasil gende matrix) matrix-ma-
trix yang lebih sederhsana, dengan elemen~elemen yang mudah ditentukan
karens clemen-élemen matrix-matrix 3i delem sckuen matrix itu bersang-
kutan satu dengan lainnys secara sederhana. Hal ini marberi Xkesempat-
an pemakaian komputer digital peda pengerj)ean operasi hitung yang ki~
te hadapi. Pemilihan matrix, urutan pengerjaan operssi dipilih sedemi--
kien sehinggs memudshkan perhitungan harge pribedi serta vektor priba-
ai yang kita kehendski. Barang tentu kita harus menelusur lagi Jjejak

yang telah ditempuh ketika trensformasi dikerjakan.

-



IT. TEOREMA DASAR

Pada beb ini kemi kemukeken beberapa teorema ysaig mendasari
metode-metode perhitungen harga pribadi dan vektor pribadi yang skan
dibshag di beb-beb selanjutnya.

Teorema I1.1

Jika 11, Aa, cvsieesnney An herga-harge pribedi metrix bu~
jur~-sangkar A = (&ij) bertipe (n x n) dan p(x) suatu polinomial (dalem
x) meka harga-hsrgs privadi matrix p(A) adalsh p()\l), 53(7\2), Cereeann .
p(ln). Khususnya, harga-harga pribadi matrix Ak (k suetu bilangan bu~

k k k

lat positif) adelsh Ays Ags eeveees A

Teorema II.2

Harga-herga pribedi den vektor-vektor pribadi setiep metrix
riil-simetris adalah riil; vektor-vektor pribadi yeng bertautan dengan

harga-harge pribadi yang berbeda adalah .sa.ling ortogonal.
Teorema II.3

Harge-harge pribedi matrix-matrix similer edalaeh same, arti-
nya blla A similar dengan B den herga-harge pribadi metrix A adelsh )‘1
, >‘2, ceesey An maka herga-harge pribadi matrix B juge >‘1’ 12, cecens

cees A

Teorema II.Y4

Harge -~ harga pribadi mastrix bujur-sengker A merupekan akaer-

akar persamaan karakteristik matrix A.

Teorema I1.5 (Cayley-Hamilton)

Setisp matrix bujur - sangkar A selalu memenuhl persameen
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karakteristiknya masing-mesing, artinya jike f£(A) = 0 persamaan karek-

teristik matrix A meke berlakulsh kessmasn £(A) = O. P

]

Bukti teorema=teorema tersebut bisa dipercleh di dalem  buku
tentang teori matrix. Selanjutnye akan kita bahas sepintas lalu sekuen

Stuwm serta beberapa teoremsnys.

Misalken &), 8y, cee--es 8 (n berhingga) edalesh sekuen bi-

lengen-bilangen riil, meka sngka tunjuk (index) m dinsmekan titik be-

a =

lik tende fpoint of sign reversal) jika 8 & <0 dena -

n m-1 =
seeees TR T 0; & dan & diketekan ‘membangun perubehan/tukar

tanda (change of sign). :

Proposisi berikut ini berlaku untuk sekuen bilangan-bilangen riil [2]:

(a) Caceh pertukaran tande pade sckuen tidak berubah jike elemen-ele-
men nol dibuang sedeng uruten elemen-elemen sisanys (yang tek di-

buang) dipertshanksn tetap.

b
(b) Cacsh pertukaran tande dalam sekuen jugs talk berubsh bila padanya
ditembehkan beberspa elemen nol atau Jika padanya disisipkan ele-
men-elemen bertande ssma dengesn tandenya selsh satu elemen d4i mane

sisipan tersebut dikerjsken. 3

)

(c) Cacah pertukaran tenda tidal; bertambah bila beberepa elemen sekuen

kite buang.

(d) Jiks 2, den & (J<x) tidak nol, waceh pertukaran %tanda peds seku-
O 85 Byyys ceveneenaes By adalah genep atau gasal bergesntung pe~

da apekeh aJ can 2 bertende samz atau tidak.

(e) Misalkan m adaleh titik belik tande pada sekuen a , al, ceenaes B



meka cecah pertukaran tande sekuen itu lebih besar didbanding de-

ngan cecsh pertukeran tande sekuen -.a_., --al, ...... s = am—l‘ &1’
.......... s B dan mereks berselisih 1.

Kemudian kits eken mengemukeken teberapsa definisi serta teoreme menge-

nai cacah skar riil suatu persemaen aljabar [1, 2], tempa bukti.

Teorema II.6 (Aturan Descartes tergenmeralisir)

Jike fungsi-fungsi fl(x) . i‘a(x) ) eeseceences fn(x) dan de-
rivatif-derivatif tingkat (n-1) ateu kurang dari itu kontinyu pade

(2, v) dan jika determinan Wronski (Wromskian determinanmt)

WL 3 £ 4 cevinenaceney £i 120
k' K k,
untuk sebarang sekuen k. (1 < k) <k, ..e.n. coe <KX n), maka cacsh

harga nol pedas kombinasi
2 fl(x) +a, fe(x) AARTEEETPRRTIL o fn(x)
di mane pare e, riil dan tidek semuanya nol, pada (2, b) tak aken me-

lebihi caceh pertukaran tenda pads sekuen Bys Bys cecreens B .

Definisi II.1

Misalken f,(x), £,(x),....., £ (x) adslsh sekuen polincmial-
polinomiel den (&, b) suatu interval dengan a atau b boleh tak ber-
hin_gga make sekuen tersebtut dinamskan sekuen Stuawm pada (a, b) bdils
dan hanys bils

a. f (x) tidek identik nol pada (a, b)

b. dai setimp harga nol deri fk(x), k=2,3, ..ocvey B=-1;

polinominal-polinominal (x) den £y +l(x) tidek berharga nol dan

Tx-1
mereka berbeds tanda, ertinya

fk_l(x) fk_'_l(x) <0
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Misalkan {fi(x)}, i=1,2,...., m sekuen Sturm pade (a,b)
den x, pada (e, b) sedemikien sehingge fl(xo) # 0. V(xo) didefinisiken
sebagai cacah pertukaren tende sckuen {fi(xo)} dengen tidek menghirau-
ken elemen nol. Jike a berhingge V(a) didefinisikan sebagai V(e + ¢)
di mane £ dipiiih sedemikian sehingga pera fi(x) tidak identik hoi pa~
da interval (a, a + €), begitu pula bile b berhingge para fi(x) tidek
identik nol pada intervel (b - €, b), Sedang jika & = -» meke V(a) di-
definisiken sebagai cacsh pertukaran tande sekuen {limit fi(x)}, Jika
b = + » meka V(b) didefinisiken sebagai cacah pert:k:r:n tenda sekuen
{ 1mit £, (x)}

X > ®

Dengan definisi tersebut di ates, kitae berikan teorems berikut [1].
Teorema I1.7

Benyaknye harga nol riil yang berlainan dari polinomial f£(x)
pada interval [a, b] adeleh V(a) - V(b), jikae f(a) den £(b) keduenya
tidek sama dengan nol. Jika f(a) ateu f(b) zteu kedua-duanya berharga
nol dan ekernye adalah eker sederhana (simple root) maka hasil di atas
tetap berleku pada [a, b] asal V(x) didefinisikan sebmgali cacah per-
tukeres tenda sekuen f,(x), f,(x), ....., fm(x) untuk keadsan ai mena

fl(x) = Q. |



III. BENTUK KANONIK SUATU MATRIX

Bentuk kanonik matrix merupakan bagian penting di dalam pem-
bahasan tentang herge pribadi dan vektor pribadi matrix, oleh sebab
beberaps sifat matrix, antara lain hargs pribasdi dan deformesi ruang
yang diskibatkan olehnya, lebih mudeh dipshami dengan menggunaksn ben-
tuk kanoniknys. Beberape teorema umum tentang disgonalisasi serts ben-
tuk kanonik metrix bujur-sangkar berikut ini kemi kemukakan tanpa
bukti, berkaitan dJdengan daser teori untuk metode perhitungan harga

pribedi peds pembshasan bab IV,

Teoreme III.1

Apebila harge-harga pribadi metrix (bujur-sangker) A adalsh
berlainsn maka A dspst diubah menjedi metrix disgonel D sedemikien se-
hingga elemen-elemen diagonal matrix D adaleh harga-harge pribadinya A

den D=Stas dengan S suatu metrix non singular.

Teorems IIT.2

Setiep matrix (bujur-sangkar) riil-simetris A dapat diubah
menjadi metrix diagonal D sedemikian sehingge elemen-elemen diagonal D
adalah harge-harga pribadinya A dan diagonalisasi tersebut menggunakan

- *
matrix ortogonal S di mana D =S L AS =S A S.

Teoreme IIX.3

Apabile A metrix (bujur-sangkar) riil-simetris meka dengen
transfoma.si kongruensi, A dapat dijediken matrix diagoral D sedemiki-~

*
an sehingge D= P A P, Matrix diagonal D tideklah tunggal.
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Teorems IIT.L

Untuk sebarang matrix (bujur-sangker) A depet ditemuken sua-
)
tu transformasi uniter Q sedemikian sehingga T = Q A Q@ dengan T ma-

trix segitigs (yang mungkin berelemen bilengan-bilangen komplex).

Teorems pertama mengataken behws dengan suatu transformasi
similar, metrix bujur-sengker A dapat diubah menjadi matrix diasgonal D
asal harga-harga pribadi A berlainan. Bila harge-herge pribadinys ti-
dek berlainan transformesi semacam itu boleh jadi tidek bisa ditemukan
Juga. Akan tetapi perlu diingat bahwa Jike metrix non singuler S teleh
ditemukan maka delem rengka perhitungan praktis, menghitung inversnya
S diikuti proses pergandesn matrix tersebut skan merupskan masalsh ju-
ga. lebih serasi bila diegonslisesi matrix depat dikerj)eken dengean

menggunaken metrix (transformesi) ortogonal atau uniter.

Teorema kedus mengataken bahwe diagonelisasi depat dikerja-
kan dengan transformasi ortogonal (sekaligus merupeken transformesi
similer den kongruen), begitu pule teorema ketige (diagonalisasi meng-
gunakan transformasi kongruen); tetapi teorema .tersebut'hanya. berlaku

untuk matrix (bujur-sangkar) riil-simetris saja.

Teorema terakhir memberi kelonggeren peda bentuk matrix yang

bisa ditrensformesiken, pun transformasinye ortogonel, hegpye nmetrix T

rmungkin berelemen komplex den adalah matrix segi-tiga yang belum tentu

matrix diagonel.

Metoda perhitungan harga pritadi pada beb berikutnye telah
menggunakan tecrema-teorema tersebut sebagal desar pemikiran, dengean
mengadakan modifikasi, pendekatan dalam menentuken transformasi (ma-
trix). Ini untuk memperoleh kescrasian begi perhitungan dengan ké.lku—

lastor/komputer karena metode-metode tersebut adslsh metode iterssi.

e el dee



IV. BEBERAPA METODE MENGHITUNG HARGA PRIBADI

DAN VEKTOR PRIBADI MATRIX

Di beb ini kita skan membahas beberepe metode perhitungan
harge pribadi den vektor pribadi metrix bujur-sangkar riil bertipe

(b x n), beik metrix tersebut simetris ateu pun non simetris.

IV.A, Matrix simetris

Tige metode berikut berdasarkan pada trensformesi ortogonal,
yeng membawa matrix mule ke bentuk kanoniknye (teorema III.2).
Ketige metode berikut dikenal sebagai metode Jacobi, metode Givem dan

metode Householder.

(1) Metode Jacobi :

Pendenglah mnetrix riil-simetris A = (ai J) vertipe (n x n),
Untuk matrix A tersebut kite depat menemukan metrix ortogonal bertipe
sama, namakanleh matrix Q sedemikian sehingga dipenuhi sangkuten :

Q* AQ = D (1v.1)
dengaxi D adaleh matrix diagonal berelemen diegonsl herga-harge pribedi

matrix A.

Teknik berikutnys sdaleh menemuken sekuen {Sk} dari matrix-
metrix ortogonael yang memenuhi

ciee. 8. = Q ' (1v.2)

limit 8182 "

k+o
Pada pembicarasn ini kita menggunakan notesi

T, = S*sg* ,,....8*AS S

. * 5" "AS 5 ... §,T =A (IV.3)

k® o
(x)

13 dan elemen-elemen ma-

Elemen-elemen metrix '.Ek kita tulis dengan t
(x)
i3 °

9

trix Sk kite tulis sebagai s
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Kemudian didefinisikan

n n n
2
v, = 1Y [tg)] den w, = I 1 [tgi)]z (Iv.}4)
i=1 3=1 i=1 g=
i3
K = 0,1,2, couuernennncnnes
Jadi w, adelsh kuadrat dari norma (Euelid) matrix T, den v, jumlehan
dari kuedratnya elemen-clemen bukan-diagonel deri matrix Tk'
Sekuen {Sk} dipilih sedemikian sehingge
Vier T W Virr < Vi untuk semue k (1v.5)
den limit v, = 0 (1v.6)
ko
Jelaslah spabila (IV.6) dipenuhi meke 1imit T, = D (1v.7)
k + o
Misalkan tg;"l) adalsh elemen bukan-disgonal deri matrix

Ty., Y808 tidek sema nol. Dengan tetep memperhatikan (IV.5) kita ber-

ussha memilih metrix Sk sehingga elemen 'I'k dengen ancke tunjuk yang

sema (@i baris dan kolom yeng sems) menjadi nol, -atau {8 = 0.
Sekareng kita ambil, dengan memilih sudut ¢k tertentu sehingga tl(?l;)=0,
S o ®) o, N Y p ateau q
pp aq : ii (1v.8)

(k) _ (k) _ (k) _
Spq = “Sqp " sin ¢, » iy = 0  yeng lain

Matrix ortogonal yang elemen~elemennys ditentuken seperti peda (1v.8)
tersebut dikenal sebegal Metrix Rotasi-Bidang (Plame Rotation Matrizx)

oleh karcna transformasi yang direpresentesikan oleh metrix Sk terse-

but terdiri atas rotasi sebesar ¢k terhadap sumbu-sumbu koordinat ke-p

den ke-q. Berdesarken (IV.3) kite peroleh bahvwe T, = sk T, § (IV.9)

.sehingga menurut (Iv.8) didepatkan hasil gebagei berikut :
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(x) (x-1) (k-1) .
t =t cos ¢, -t sin ¢
pJ pJ ko ad k }=>3 # p ateu q (IV.10)
(k) _ , (k-1) (x-1)
tq;) = th cos ¢ + tp,j sin $1e
(k) (x-1) (x-1) .
t e t, cos ¢, ~ t; sin ¢
e ip ko g | k} i#paten q (IV.11)
tﬁ;) = tj(.:'l) sin ¢, + tg_:'l) cos 4
(x) _  (x-1) .2 (k-1) 2 (x-1)
tpp = tpp cés .¢k + tqq sin ¢ = atpq sin ¢_k cgs ¢k
() ©  (k-1) .2 (x-1) 2 (x-1)
tqq = tpp sin ¢, + tqq cos ¢, * 2tpq sin ¢, cos @
(k) _ (k) _ (x-1) (k-1)
ta =t ° (1/2) [tpp ~ Y ] sin 26 +
(k-1)
1'.1)q cos 26, (1v.12)
(k) _ , (k-1)
tij -1;1‘j i#p dan J #q (Iv.13)

Langkash berikutnya adelsh menentukan besarnya sudut ¢k agar tl(’l;) ber-

harga nol. Deri persamaan terakhir pads (IV.12) diperoleh sengkuten

_ ¢ (k1)
tg 2 ¢ = ! (Iv.1k)
(1/2) [eR~t) - okl

Mengingat (IV.10) hingge (IV.12), dalam perhitungan praktis besar su -

dut °k itu tideklah dihitung melainkan hanyas harge sin ¢k dan cos ¢k.

Menurut [1], jike kita embil A = -tl()];"l) den = (1/2)[{ED g1,

PP aq
make,
1/2
_ v+ ju : = 8en (u)A
cos = (Al im0 % RNy, (VD)

dan v = (a2 + 2 )1/2
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Tanpa mempedulikan harga ‘¢’k kita peroleh juge sangkutan se--

bagal berikut :

(592 [tfl’;’]é A MR OOl A B R
S OIS T R el GNP
(.17
[téﬁ'”]a + [tl(f;'l)]a + [tél'lf'l)]2 . (1v.18)
Dengan memilih sudut ¢, menurut (Iv.14) meka tr(’l;) = tg) = 0.

Sangkutan-sangkutan (IV.17), (IV.13) bersama dengan (IV.15) berakibat

bahve w, =W, , sedeng (1v.18) menjemin behwe v, .. <V .

Mengingat behwe pars T, adalah matrix-matrix simetris meke (IV.18) me-

nyebabken juga bahwe Jumlash kuadratnya elemen. ~ elemen bukan-diagonal
(k—l)] 2
Pa
elemen diagonal bertembeh sebesar itu.

berkurang dengen (sebesar) 2 [t sedang Jumlsh kuadrat elemen-

Jadi I.mda. setiap babakan iterasi Jacobi, kita kerjekan hal-
hel berikut :
(1) memilih elemen bukan-diagonal yanz tidek sama dengean nol;
{2) menghitung . sin ¢, den cos ¢, menggunakan persamaan (1v.15);
(3) menghitung elemen-elemen matrix T, berdasarken matrix T, , dengan
(1v.10), (Iv.11) dan (IV.12). ~
Iterasi tersebut dikerjekan berulang hingge memenuhi kriteria (konver-

gensi) yeng kita inginkan.

Vektor-vektor pribadi metrix A juga dicari menggunakan meto-

de-metode yang telah dikenal. Perlu Juge diingat bahwa kolom-kolom me--
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trix-matrix ortogonsl yang digunskan untuk mendisgonalisasi .A =adalsh
vektor-vektor pribadi metrix A tersebut.Untuk memperoleh vektor-vektor

pribedi itu kita harus menentukan matrix Q pads persamasn (IV.2).

Kité tulis (IV.3) sebagei berikut

T, = R* A R (1Iv.19)
di mana
By =8;8;8; cceneen § - (Iv.20)
Dengan demikian
Reer = Bx Sxaa (1v.21)
(x+1)

den mengingat (IV.8) kita dspat menghitung Ty Jelemen-elemen matrix
Rk*l’ nenggunakan matrix Bk den menyetekannys dengan elemen-elemen Rx’

r&"l) = r:(l;) cos ¢k+l - rﬁ;) sin ¢k

L) ri:)

1q sin ¢y 4 t_rg;) cos &, (1v.22)

r§_§+1) = ril;) y J#p atau q.

Yang tetap merupakan persoslan di dalam- mengguhakan metode
Jacobi adalah begimena kita memilih elemen bukan. - diagonal yeng.harus
dimusnshkan pada setiap i:a.bekan iterasi. Mestinya, kite memilih elemen
dengan magnitud terbesar karena ini skan banyak mengurengi Vi peda se-
tiap babeken perhitungan; tetapi cara seperti ini jelas kurang menye-
nangka.n bila perhitungan dikerjakan secara otcmatis dengan komputer,
sebab kits harus menginstrukkan komputer tersebut untuk mgmbmdingken
magnitud setiap elemen bukan-diagonal di atas diagonal utama.
Untuk menghindari langkah membandingkan itu bisa digunaken metode Ja ~
cobi-Ambang (Treshold Jacobi Method) yeng prinsipnya adaleh memusnah-
kan elemen-elemen bukan-diagonael dengan megnitud melebihi harga embang

yang teleh kite tentukan sebelumnye [1).
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Metode Jacobi-Ambeng :

Didefinisiken Y, = '/vo (1/0) dengen o adaleh bilangen po -
sitif yeng disebut komstan ambang (t2eshold constantl).
Apebila ¢ > n meke paling sedikit satu elemen buken-diagonel bermag-
nitud lebih beser stau gams dengen Yy: Dan bila semue elemen demikian
telah musneh, jumlah kuadrat elemen-elemen buken-diagonel tek melebihi

2
(1 - 2/6°) vo .
Berikutnya didefinisikan

v 91 = Yi (e) , i=1,2, ..... (Iv.24)

Pade babakan iterasi ke-i, semua elemen dengan megnitud yang same atan

lebih besar deri pada y, aken dimusnahken. Miselken {Y, } edaleh sub-
J

sekuen deri sekuen {yi} sedemikian schingga pada bebaken ke-i, paling

J
tidek satu elemen telsh dimusnehkan. Maka bisa dibuktikan bahwa sete-~
lah berlangsung im bebek, jumleh kuadrat elemen-elemen buken--diagonal
tak eken lebih besar dari (1 - 2/oz)mv°. Oleh sebad itu, endaiken kita
menghendaki ager jumlah kuadret clemen-elemen bukan-disgonal kurang
dari p2V° (p sustu konstan yeng kita pilih) maka hal tersebut telah

dipenuhi bile harga ambang akhir Ye memenuhi ketaksamean

v, < (p/n) o (1v.25)

Akhirnya teleh juge diketehui bghwe untuk menceri elemen bu-
ken-diagonal dengan magnitud terbvesar, kita tek useh menyelidiki seba-
nyek n (n-1)/2 buah elemen di atas den di bewsh diaegonal metrix A ka-
rena pada setiap babask perhitungan metode tersebut hanya mengubeh dua

kolom den baris matrix Tk'
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Contch pemakeian metode Jacobi

Sekarang diberiken contoh progses disgonelisesi, perhitungan

harga pribadi dan vektor pribadi matrix A berikut ini :

1 1 0,5
A =] 1 1 0,25
0,5 0,25 2
Elemen bukan-disgonsl dengan megnitud terbesar adelsh 1 yang
terletek peda baris pertame kolom kedum, jadi p = 1 dan q = 2.
Menggunekan persemaan-persemaan (IV.15) dan (IV.16) kite peroleh
=0, A=-1, v =1,
sin ¢, = ~(1//2), cos ¢1 = (1//2)

Tengen persamesan-persamean (IV.10), (IV.11) dan (IV.12) kita dapatkan

2 0 3]
/2
T, = S%AS_ =} 0 0 =L
1 11 2
3 =1 2
L2 L2
Bile iterasi semacem itu kite lanjutkan, skhirnye aken diperoleh hasil
2.,5365258 O 0
D ={0 -0,0166473 0o
) 0 1,4801215

b

dan
[ 0,53148338  -0,72120712  -0,4k28106

Q =| 0,L6147338 0,68634928 -0,56210938
0,71032933  0,09372796  0,69760117
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(2) Metode Given -

Dasar metode ini adelsh menggunsken =Dotrix crtogomal untuk
membawe matrix A ke bentuk tri-diagonal, jadi berlainan dengen metode
Jacobi, Sehingge setelsh transformasi, bentuk matrix A berubeh sedemi-
kian sehingge elemen-elemen yang tidsk same dengan nol ekan terletsk
pada diagonel utema dan pade due buash diagonal di dekat diagonal utama

(ai atas dsn di peweh disgonal utama) seperti nempek dari diagrem ber-

ikut
—811 8o O evrennacnianns .0 N
82 855 ‘ a23" .
f’ LS ' . '. -
DT e T L0
,é -.-_.... .-._..... .. . . nln
| 0 el 0 an %

. 2 3 ®
Dalen menghitung matrix Tk deri sangkutan Tk Sk Tk-l Sk ai

dalam uraien metode Jacobi, telah digunekan metrix-matrix ortogonal Sy
yang memilki kemampuan mengubah hanya beris-baris dan kclom-kolom ke-
p dan q dari matrix Tk-l
atur uruten transformasi secara seksama, elemen-e¢lemen bukan-diagonal.

. Tideklah mentercengangkan bila, dengan meng-

bisa dimusnahkan dan bertepatan dengan itu elemen-elemen yang menjadi
nol (musneh) pada babeken sebelumnya, tetap dipertehankan demikian.
Lebih dehulu perlu dicatat behwe dengan menggunakan Sk seperti didefi-

nisikan pede (IV.8), tanpe menspesifikkan sudut ¢k1ebih dshulu,mungkin

(k-1)
o Pq
dengen r berbeda dengén p atau pun q; karena simetri juga

begi kita untuk memusnahkan bukan elemen t melainkan elemen 1lain

(x-1)
rq
skan musnsah,.

yeaitu t

t(k-l)
qr



Ini bisa @iperoleh dari (IV.11) dengen menuliskan

0= ttE) o (&-2) (k-1)

o sin ¢y + 6.7 cos 4, (1v.26)
xesanasn di stas dipenuhi oleh
sin ¢, = —a tx(_];—l) 3 cos o =a tz(_l;-l) (Tv.27)
- (k~1),2 (k-1),2 ; 1/2
a=1/[ {trp 1+ {trq 171 (1v.28)

Sekerang kits tandsi matrix yang elemen-elemennys diberiken
oleh (Iv.8) dengan harge sin ¢, dan cos b ditentukan dengen (IV.27),
(Iv.28) sebsgei qur; natrix ini berhubungan dengen matrix representa- °
si transformesi (p,q,r). Bilangan-bilangen bulat positif p, ¢, r mem-
punyai makne tertentu den adaleh angke tunjuk baris (kolom) Yyeng meng-
alami perubshen oleh satu trensformesi (p,q,r) yang kite lakukan.
Khususnye, kita perhatikan sekuen transformasi
(p,a>r) = (2,i,1) i=3, 4, ..00i0iainm (1v.29)
yang dikerjeken beruruten pede matrix A,
- Setiap tripel (2,i,1) menentuken satu tarnsformesi seperti pada (IV.8)
atau bila ini dikenakan ke metrix A maka secara matrix berarti sebsagai

berikut : A digandekan deri kenan dengen matrix S dan dasri kiri de-

2i1
ngan natrix 52;1 (transposnya S, il)' Maka pada langkah pertama didapat
hesil matrix 533 A S,4.. (Iv.30)
Transformesi (2,3,1) memusnshken elemen beris (kolom) perteme, kolom
(baris) ketiga; Jadi sesuai (IV.8) maka p = 2 den q = 3.

Secers umum dikateken, transformasi (2,i,1) memusnehken {mengenolkan)
elemen baris (kolom) pertama kolom (baris) ke-i deri matrix yeng dike-
nei transformasi tersebut. . Dengan demikian, bile sekuen 'transfoi'masi
(Iv.29) dikerjakan seluruhnya secara berurutsn meka seluruh elemen ba-
ris pertema, kecuali elemen a,; dan 8,5, aken musnah (menjedi nol).

+
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Selanjutnya kitsa perhatikan sekuen transformasi

(P9Q9r) = (3 9192)

i=14,5, ceeecaea, B

Sekuen trensformasi ini memusnahkan elemen-elemen ), Bogs seeses s8p

pada baris kedua. Sedang clemen-elemen bukan - diegonal beris (kolam)

pertema tak diubahnys sama sekali sehingga elemen-elemen beris (kolom)

ini yang telah dinolkan oleh sekuen transformasi (2,i,1)

tap tek berubah.

di atas, te-

Berdaserkan pandangen tersebut, kita menyimpulkan bshwe se-

kuen transformasi

(r.a,r) = (3,i,3-1) =2,
i=
ekan mengubeh metrix A menjadi
bl cl o::-n.----
cl b2 . c2 )
S - - S T
LO sseaacsn P ¢ cn*l
Keterangen :

41, 3%2, seeeneey.n (IV.32)

(1v.33)

Untuk j = 2, sekuen transformesi (2,i,1) mengenolkan elemen-elemen ba-~

ris (kolom) ke-1, kclom (baris) ke-3 hingga ke-n

(karena

Untuk j = 3, sekuen transformasi (3,i,2) mengenolkan elemen-elemen be~

ris (kxolom) ke-2, kolom (baris) ke-4 hingge ke-n

(karene

i=L4,5, ........s n); tanpa mengubeh elemen-elemen bu-

kan disgonal beris ke-l.
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Untuk j = 4, sekuen transformasi (%,i,3) mengenolkan elemen-elemen ba-
ris (kolom) ke-3, kolom (baris) ke-5 hingge ke-n (karena
i=5,6, «c.ccavey n); tanpa mengubsh elemen-elemen bu-~
kan-disgonel baris ke-l, 2.

Demikian seterusnya, ekhirnye

Untuk j = n-1, sekueq transf:;masi (n-1,i ,n-2) mengenolkan elemen ba-
ris (kolom) ke-(n-2), kolom (baris) ke-n (karena i = n );
tanpes mengubash elemen-elemen bukan-diagonal dbaris ke-1,2,

® st e qgeunan gy n"'3n

Jelas bghwa untuk setisp harge j memberikan (n-j) bush tran-

formasi, sehingga keseluruhen transformesi (IV.32) terdiri atas

-1
; (n~3) = {o-2)(n)) 4 ensrormasi tipe (p,a,r).
= 2

Cacah operasi hitung peds metode ini adalsh deri orde (4/3) >, [ 1 1.
Bila operasi pengerbilen aker pengkat dua kite perhitungkan mske jum -

leh itu masih herus ditambah dengen (n~1)(p-2)/2 bush operasi.

Sekerang kite tinjeu matrix A I - B

(b, + - ]
- bl A cl 0..c.--o~o----.o-0-?
—cl.. —b-2+§. ‘..'.. !-..-. E
Al-B=1!o0
:- ... -... -_..' -..'. -o

: AR W}

0 08 cs00ase s o - l ..bn'.' A

- n- <1Iv.34)
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Jike minor utama (principal minor) orde- - i metri% di~atas kita tulis
sebagai fn_i(k) maks

(x) - e

) Tt n-(i-1

£ (e)M) = (2 -0 y(x} - (1v.35)

i+l

di mane £ () =1 dan £ ,(3) =-1b +2.

Dengan rumus rekurensi tersebut kita dapat memperoleh persamesn karek-

teristik matrix B, yaitu

£ (x) =0 . (1v.36)

Untuk nmenyelesaikan persamasn terexhir ini, ateu : untuk —encari harga
pribadi matrix B bisa digunekan beberepe metode yang telzl- kite kenal
antara lein metode secant, Graeffe.Keli ini kite mencobe menyelesaikan

problem tersebut dengean menggunsken sekuen Sturm.

Jike salsh setu dari c; pade (Iv.33) berharga nol, deter-
minan metrix (IV.34) dapat dinyateken sebagai hesil genda dua deter-
minan matrix-metrix tri-diagonel yang berdimensi lebih rendeh. sehing-
ga tanpa mengurengi nilai pembehasan kita bisa mengandaikan behwe se~
tiep c, pade matrix (1v.33) tidak nol. Dengen pengandaiasn ini, sekuen
fO(A) . fl(” s eseses rn(x) merupsken sekuen Sturm sesuei dengen defi-~
nisi (II.1). Dengan menghitung V(a) dan V(b) untuk berbegai harge e
dan b kitas dapat menentukan jumlsh herga nolmya peda (a,b).[1]. Meski-
pun fl(A) berbeda dengan fc"(x) bila fl(x) bertanda same dengan f;(k)
maka teoreme (III.7) bisa diguneken untuk sekuen {fi()‘)} Jika sekuen

tersebut digunaken untuk menghitung V(e) - V(b).

Lemma IV.1

i bueh harga nol fn_i(x) yaitu 8., S5, ee.es 8y memiseh/
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zienyela. (i - 1) bush harge nol fnw(i—l)()‘) YeItU T, Tpy veveeny Ty oo

Artinya
-m(sl <rl< sa<r2< ceveense sl ri-l< si<+°-" (IV’.37)

Bukti : dengan induksi mastemetik.
Untuk i = 2,

Menurut (IV.35) harge nol dari fn_l(x) edaleh T, =

, = by - Dengen (Iv.35)

Juga diperocleh ssngkmtan

£, = =) £ () -cf £ () atew
2

fn_z(x) = () - b2)(x -'bl) -c

1
£ .(a) = 12—(b +0,) A = (c® = b.b)
n-2 1 2 1 12

yang memberikan aker-gkar

2 2
(b, +b,) - \[(bl-be) + ke <

2 2

2
(b]"f 'bz)" (bz‘bl)

2 2
(b, +b,) + Wbl - b,)" 4 bey

2

Jelas dipenuhi keteksamasen 8, < Ty < S, artinya lemma benar bilame-~

na harga i = 2.
Andaiken lemma jugs bener untuk i, meka harus dibuktikan be-
nar puls untuk (i + 1).

Berdesarkan sifat kedua sekuen Stuyrm untuk setiap s fung-

JS

si-fungsi £ )(A) berlainan tenda. Anggapan behwa

n-(i+1 “{i-1
lemma benar untuk i berarti ketaksemean (IV.37) dipenuhi, dengan demi-

kien deri harge nol fn—l(}‘) ke barga - harga nol f_ 1(A) berikutnya,

fungsi fn-(i-l)o‘) aken berubsh-ubeh tendanye. Di antars s, den s, me-

ka fungsi £ (y,.)(A) memiliki (1 - 1) bush harga mol yeng terletek
(M.

di antsra (sela-sela) harga~harga nol T
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Di titik ) furgsi £ (. .,() verbeda tenda dengen £, (; ;y(x), teta-
pil begitu Dbergerak menuju -~ «» merekas gkan bertanda sama, Karena ke~
due fungsi tersebut berselisih derajet 2.

Dengan demikian pestileh di antare -~ «» den s, dan di antara 5y dan + &

1

masing-mesing terletak sebueh harge nol fungsi f )(A).

~(i+1
Jadi, ketaksamaan (IV.37) berlaku juge untuk (i + 1). Lemma terbukti.

Teorems IV.1

Di setiap harge nol fungsi £ (1), fungsi-fungsi fl(A), fé(l)
bertanda san=.

Bukti :

Menurut lemmz IV.1 harge-herga nol fungsi-fungsi f (1) dan
£ (1) saling terpissh, dengan demikisn herga-herga nol fo(k) bertede -
bede. Akibatnya, di setisp antara due hergs nol fungsi fo(x) hexus ju-
ge terletak harga nol fungsi i‘é(h). Den kerens keduanya merupekan po-

linomial dengan suku pemimpin (Zeading term) a1

meke .untuk harge
A yeng cukup besar fl(k) dan £!(}) ekan bertanda sema sehingge kedua

fungsi tersebut bertenda sema pade harga nol terbeser dari fo(x).

Bareng tentu, untuk menghitung bharge V(x) kita harus pula
nmenghitung fn_l()\) untuk ) = x. Hal ini kita kerjeken dengen menggu-

_ neken rumus rekurensi (IV.35).

Metode tri-diagonalisasi a2delah suatu metode iterasi berhing
ge, schingga kesalghan dalam menentukan matrix B bise dikendaliken den
harga-harga pribedi metrix ini bisa ditentukan sesuai dengan ketepatan
yang diinginkan. Kemudjan vektor-vektor pribadi didspat dengan cara di

muka, yaitu seperti pada metode Jacobz.
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Berikutaye ekan dibghas teknik penentuan vektor-vektor pri-
badi matrix A. Misalkan matrix A berhasil dibewa ke bentuk tri- diago-
nalnyas dengen suetu matrix ortogonal S, dan misglkan B bentuk tri-die-
gonal tersebut (linat juga IV.33) meka B = S* A S,

Untuk mudahnya representasi matrix transformesi (p,q,r) yaitu Spqr ai.--
tulis dengan Si dan enggapleh behwe S = Sl 82... see Sm di mane para Si
adalsh melrix-matrix ortogonal juga. Telsh dikemuxekan sebelumnya vek-
tor pribadi matrix A ditentukan dengan pertolongan vektor pribadinyas B
(untuk harge pribadi yang sams). Ketakanlah behwa vektor '37 merupeken
vektor pribadi yang bertautan dengan harga pribadi A dari matrix B.
Maka A(S¥)=(AS)F=(SB)F=s(BY) =5S(7¥)=xrSY¥, nempak
behwa S ? adelah vektor pi‘ibadi matrix A yang bertauten dengan 2.

Kesimpulannye demikian :

jike ¥ adeleh vektor pribadi matrix B yang bertaut .dengan
harga pridbadi A (yang juge merupskan harga pribadi matrix A, sebeb ke~
dua metrix itu saling similer) maka bila representasi transformassi or-
togaenal yeng membewa metrix A ke bentuk tri-diegonal B adaleh sebegai

% = »
B=s*AS=(s 5, .... sm) A (s1 s 8,) kite peroleh konklusi

2 esese e

behwa vektor x =Sy = (8 Sm) ; sebagal vektor pribadi

matrix A yang bertautan dengan A.
Sejeuh ini kita belum membehas kemungkinan bashwa A merupakan

herga pribadi-lipst (multiple eigenvalue) dan sebelum kite ke persoal-

an itu lebih dshulu eken dibicerekan perhitungen vektor ; di ates.

Misalken y * = (yl, Yor seceerecnns yn). Meke dalem menen-

tukan pera ¥g kita dihadepken pede sistem persamean linjer :
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(bl—x)yl+ e Y, ® 0
clyl+(b2-x)y2+ ¢y ¥3 = 0
®pe1¥n-1* (bn ~A)yn =0

Dari persamaan itu kita peroleh sangkutan antara peras ¥y yaitu

¥ =1 (kite ambil begitu)

Ye {x ‘bl)/cl

yi+l = (ul/ci)[ci'-l yi_l + (bi - A) yi]
i=2,3, ¢eeevey -1,

Algoritme di atas digunekan delem penentuan vektor pribedi yeng berte~

ut dengan herga pribadi biese (bukan hargs pribedi-lipat).

Selanjutnys kita meninjau keadean bila A suatu harga pribadi

lipaet dari matrix B. Karena itu [1] suatu ¢, berhargae nol, misalkanleh

i
ey = 0 ,1 ¢m g n-1l. Teleh dikemukakan bahwae determinen matrix B da-
pat dinyateken sebagal hasil genda determinen metrix setipe berdimen-
8i lebih rendeh. Sekedar contoch, anggeplah A herga pribedi lipet-2 da-
ri matrix B; dua bush vektor pribadi yang bertaut dengannye adalah ;1

dan :',"2. Matrix B kite nyatekan dengan
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dengan B den B, adaleh matrix-matrix tri-disgonal berturut-turut tipe

m X m dan (n-m) x (n-m), sedeng 0, den O, metrix-metrix nol dengan ti-

ve (berturut-turut) m x (n-m) den (n-m) x m. Jelas IB| = 1B | [B,].

A bukan harge pribedi-lipat deri B. ateu pun Ba.

1

Menggunaken algoritme di atas kite depet menentuken vektor-

(1) (1)

vektor "y‘(l) den 3-;(2) yeng memenuhi kesamaen Bl :.,: =iy » dan

B, #2 - 2 3®) ratexanleh benve

+ (1) _ (1) (1) (1)

¥ *» = A s ¥ )

+ (2) _ (2) _(2) (2)

y * = ( ym+l’ }'m+2, ------ 'Y Yn )
Ambillsh

gro=0HY Y, 0, , 0 )

2 @

5"2* = ( 0 9 o s csesassne » 0 L] IEI"'J)., ------ Y Yr(l ) )
Atau — .i

o= |3 Vo = [°h ]

|
0 3-»(2)!
-3 'y )
2 >(1 (2)
B, den y(l), B, dan 3, B, den 0, B, den O3, ¥ ) aen 0, ¥ den
0y, 01 den Oy, O, dan O sepasang deni sepeseng” dapat aikomposisikan
(Qigandekan secars metrix).
- - - - — -
- P2l +(1) >(1)
B¥, = !B O (¥ =B ¥ 2 | Ay
0, 132; Oy 04 0,
B, = B, 0|10, = 0y, = Oy
+2) »(2)| _ >(2)
, 02 B2 y 32 = Ay
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Dari pihek lain kita memperoleh hasil

- +(1) +>  _ 3
s l 4
Fo»(2)
i 03 _' iA Yy 3
sehingga B .‘;l = ) -il den B 3;2 = 2 ?2 .

>

Vektor-vektor pribadi matrix A sudah barang tentu sdalsh e =5 ?’1 s

den X%

>
» =57¥;

Contoh berikut ini menunjukkan pemakaian metode tersebut un-
tuk menentukan polinomial karskteristik matrix A..
Contoh :

Kita ambil lagi contch untuk matrix

b1 1 0,5
A =1 1 0,25

i i

i 0,5 0,25 2

Menurut metode ini, kita khusus memperhatikan elenmen 83 = 0,5.
Dengan rumus-rumus yang telah diberiken, diperolehp=2,g=3, r=1

a = 2//5, sin ¢ = ~1//5 dan cos ¢ = 2//5.

s =10 2/v/5 -1/v5
0 1/v5 2/v5 |
1 5/(2v/5) 0 }
S* A S =i{5/(2v/5) 1.4 0,55
I
) 0,55 1,60
[ . -
2

Make f3(1) =1, fz(A) =)=-1, fl(x) =2\ - 2,4 X +0,15

£(2) = PR A2+ 3,6875 A + 0,0625,
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(3) Metode Householder :

Metode ini adalsh veriasi metode Given, matrix A ditrensfor-
mesiken ke bentuk tri-diasgonal. Keunggulannye dibanding dengan metode
Glven antera lein behwe cacsh operasi hitung yang dibutuhkan lebih se-
dikit, kira-kiras setengah cacah operesi hitung metode Given [1]. De-
ngen meredusir seluruh baris dan kolom menjadi nol (kecueli tentu saje

elemen-elemen tri‘-dia.gonalnya) secars bersemean.

Misalkan v vektor yang dipilih sedemikian sehingga terlsku
kesamaan

TV =1 (1v.37)
Meka matrix

- >

= I -2vv* {Iv.38)

‘g

adelah matrix ortogonal dan simetris.
Ditentukan vektor ;k sebagai vektor dengen (k-1) komponen pertsmanye.

nol, yaitu

> (k) _(x+1) (n)

vk* = (0.,0,.........,vk Sy 3 eeeeee sV ) (1v.39)
den

B, = I-2 R’rk 'x?k* (IV.%0)

Didefinisiken matrix
Ay =a; A =PrA P k=2,3, ....,,n-1 (IV.41)
Dengan perilihan tersebut maka semua elemen di (k-2) bueh baris{kolom)

), kecuali elemen-elemen tri-diagonelnya, adaleh 0.

’

matrix A _y = (giJ

Matrix-matrix Ak«l dan Pk mempunyei bentuk
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Matrix Ak—l berbentuk seperti di etsas.

Matrix Pk mempunyai\ bentuk
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1\{.9.1:1-1161\.k memiliki elemen-elemen 0 pade posisi seperti posisinya 0 pa-~

de matrix A . Tujusmmye adeleh memilth vi*), ..........., v\*) yeng

memenuhi persamaen (IV.37) sedemikien sehingga (n - k) elemen -~ elemen

bukan-diagonal yeng terletek di baris (kolom) ke-(k-1) dari matrix Ak

adaleh 0. Didefinisiken

n

s = ) gzk_“ (Tv.4L)
3mk ’

P = /o) Las gy 60 (1v.45)

"1(;3) = tg g 4/002 v ) e, ., n (IV.26)

Sysret yang harus dipenuhi oleh vektor v, (Iv.37) teleh termuat. di de-

nisi itu kerene

-

> _F 2 k)2, § ,2 k) sy 2
v; vk=§=k{v](‘j)} ={1r1(t )} + ) igk-—l,.j/{a vl(‘ )/S}

J=k+l
Tox( )2 \
s+ +
k -1,k g -1, '
2 Vs 2/s (V5 ¢ gk_l’k)

n

L 2
=(1/2/8) [ /5% g 5o * m*’sg‘*i(gk'l"’) ]

=(/2h) [ s+ g, 108¢ 812‘-1,1; £ 205 gy gyt
( 1
Jok+l sk—l,J
st2hg , +8 [s5tg ,, 1/
) & o)

= 1.

2.’S(»’Stgk_l’k . ‘ s (s tgk__l’k

Dengen definisi tersebut A, mempunyai elemen nol di (k~-1) baris perta-

ma pada posisi yang sama seperti (k~1) dbush baris pertams matrix Ak-l
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Untuk mudshnys katekenlsh A = (aij), A q = (31:,) den P = (piJ).
Mengingat bshwe Ak matrix simetris meks kite tinggal membuktiken bshwa
h=131,2, ....., kel dan J=h+2,h+ 3, .cce..s 0 eleren—-elemen &y

adaleh nol. Menurut teori matrix den sifet simetris matrix Pk

n
oy = 1 (P Byg Pog) = Pul8y paPhog g * GunPay *

s=1
By n+1Pne1,y) S P (O *O*0) =0

Setiap suku pada jumlshan itu berharga nol kerens dserah jelajeh j tak
memuet harge-herga (h-1), h ateu pun (h+l).

Secara esnalog, kite akhirnye aken memperoleh matrix tri-diagonael An 1

seperti yang kita kehendaki.
Nampek bahwa matrix-metrix Pk nempunyal peranan besar di da-
lem ussha memperoleh jawsben yeng tepat dan, menginget (IV.39), kompo-

nen-komponen vektor-vektor ;;k memegeng pereanan penting atas ketepatan.

Karena itu, mengingat (IV.46), kita harus memilih tands + atau - sede-

mikien sehingge megnitud vl((k) sebesar mungxkin.

Operasi hitung metode ini adaleh dari orde (2/3) a3 ditembeh

(2 n - 4) operasi penarikan skar (pangket due).

Aker pribadi dan vektor pribedi metrix A dihitung dengan ca-
ra sepertl teknik perhitungen psda metode Given atau dile ; merupakan

vektor pribsdi matrix An meka vektor pribadi matrix A edelsh

1
>

>
X = ByPy.ceceens. Ppoye (Iv.47)
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IV.B, Matrix non-simetris

Perhitungen hargs pribedi dan vektor pribadi matrix non-&i-
metris menggunskan metode Lanezos , ateu yeng juge dikenel sebegai me-
tode meminimumken iterasi, menyerupsi langksh - lengkeh metode (Given
atau Householder . Artinya bshwa metrix non-simetris (bujur-sengkar) A
dikenai sederet trensformasi similer (atau ortogonecl) sehinggs A men.-
jedi matrix beru, bentuknye lebih sederhena, dengan herge pribadi den
vektor pribaedi yang lebih mudeh dihitung. Metode leinnye yaitu antara
lain supertriangularisasi dan deflasi (supertriangularization and de - '

flation method) mengubsh A ke bentuk

|
|

o
=

12 0.-.-...--..-..-.

[
[

o
N
o

PO P A0 PRSP Sy ]
[ ]
.
a
[ ]
L]
Qoe0ensv e eg O

nl ¥ S0 60 9000 S0 09 eRPOENE SR e b

eanem. =

Bebtuk matrix di stns dikennl sebegei bentuk supertrinnguldr atau ben--
tuk Hegsenberg bawah (lower Hessenberg form). Tremsposnye aken berben-
tuk Hegsenberg atas (upper Hessemberg form). Aspek penting yang lein
adelah stabilitas perhitungan dalem kaitannys dengen kesalshaen perhi-

tungen karens pembulsten (roundoff error).

(1) Metode Lanczos:

Metode ini mengarah pada menentuken metrix S sedemikian se-

hingga A dibawa ke bentuk matrix segi-tiga T dengen suatu transformesi
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similar
T =s1,as (Iv.48)
Kits konstruksiken sekuen vektor-vektor -il’ 3’:2, e esssssssessnese ;n

sedemikian sehingge mereka merupeken kolam-kolom metrix S yeng memenu-
hi persamaan (IV.48). Di samping itu, kita juga mengkonstruksiken se-
kuen vektor-vektar ;1’ ;2, crssarcne 3 ;n sedemikian sehingga {;i}da.n
{'ii} bi-ort.ogonail, maksudnya

;; }J =0 bila 1 ¥ 3 (IV.49)

Berikutnya kita ikuti rumus rekurensi untuk mengkonstruksiken dua buah’.

sekuen yang kita kehendaki tedi
-+ = A * > >
25 Bl "l "o N Y I N

; = AT b T - >
k+1 " %M T %11 ,k=1,2, .....,0-1
(1v.50)
<>

> > >
dengan X, = yo = 0, x:l dan ¥, vektor-' vektor sebmranz, pege bk dan °k

didefinisikan menurut
> - > >
b, = (yl'; A xk)/(y; xk) (Iv.51)
oy = L ARI/GE X Dsc =0 k=1,2, .10

Mengingat (IV.51), kite harus mengandaikan lebih dehulu behwa ;5;3 ¥0

‘mtuk J = l’ 2, es 000y n-‘lo
Teorema IV.2

Sistem vektor-vektor yang didefinisiken dengen (IV.50) dan

dan (IV.51) memenuhi (IV.L49) untuk herga i, j =1, 2, eeeieass DL

Bukti : Dengan induksil matematik.

Al
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Berdasarkan konstruksi di stas diperoleh
-> = -> _ > _ > - (2 <> - > <>
XK= AT -b X = AE - GTAX AR
Tt =2 > * > > 2 2
V=¥ A% -GIAX M R)EIE) =0
Analog, 3’:1*?2 = 0. Jadi teorema terbukti benar untuk i, J = 2, 2.
Andaiken teorema benar jugs bile 1, ) =1, 2, ......, k.

VI X =TI AT - (P ARARRIGTR) - g

(-}Mk--lA ;k/ 3;;-1 -fk-l)(-§' -ik—l)
Bile J = k, suku pertama same dengan suku kedua sedangkan suku ketiga
berharge nol (teorema benar untuk i, j =1, 2, ...., k); ruas kenan O.
Bila J = k-1, suku pertame sama dengan suku ketiga sedengkan suku ke-
dua berhargs nol (teorema benar untuk i, j =1, 2, ...., k);ruas kenan

adalah O, Bile J < k-1, maka suku kedua dan ketiga berharga nol.

D AN R

Sehtogge | ! PERPUSTAKAAN |
e e PUSra PERELITIAN GaMA |
» = y* A = x® A® !
Y] Xead = YG A X T X A, A BATAN

Bila persamaan kedua dalam (IV.50) digandakan dengan ;: dari kiri, ma-
ka menginget J < k-1 atau j + 1 < k, hasilnye adaleh nol karena

ey > > e _ > > 2

X Vg TX ATy o by R Yy -0y Yy,
"dan ruas kiri berharge nol (hipotese induksi den J + 1 < k), demikian
pula suku kedua dan ketiga di rues kanan. Suku pertama ruas'kenan = 0.’

) *u > > a2 .
Jadi telah terbukti ya Xew1 = x; A yJ = 0; analog bisa diper;ihatkan
4

bahwe :|:J yk+1
Terbukti teorems IV.2.

= 0. Teoreme benar untuk 1, J =1, 2, vecveeeee., kK + 1.

Kesimpulan IV.1

Dengan mengendaikan behwa ;3 ;J ¥Ountuk J =1, 2,...., 0
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meka diperoleh behwa
(a) vVektor-vektor —il’ '§2, cesenes ;n independen linier,

(b) Jika kite menggunakan (IV.50) untuk k = n, maka —in-rl =9

Bukti :

(2) Andeikan bshwe untuk suatu harga j <uo, '5(3 merupekan kombihesi'li>

nier vektor-vektor ;k dengan k < j, maka

;J = giak;k

-1
>y >
i . v = 0; kontra-
L ¥ %
diksi dengen pengamdaisn di atas. Akibat (a) terbukti benar.

Menggunakan bi-ortogonalites, ;5 ;J

(b) Andeiken kita menggunaken (IV.50) untuk menghasilkan §n+ artinya

1
kita menganhil k = n dan y* x ¥ ‘O, maks menurut.langksh pembuktian
begian (a) persamsan (IV.49) tetap berlaku untuk sekuen {3:1} den {;i}
dengan i = 1, 2, ....., n+l. Akibatnya ialah kesimpulan (IV.2) pun ma-
sih benar, artinya kita mendepetizan (n + 1) bush vektor independen li-
nier di dalam ruang vektor dimens;i n. Hal ini tak mungkin benar. Jadi

>
tek ade kemungkinan lain kecueli bshwa ;nﬂ. = 0.

Menggunekan kesimpulen di atas,begiap pertama rumus rekuren-
si (IV.50) kita tulis uleng sebegai

<> _ 2 >

AJ& = x2+‘b1x1
> . 2 -> > _

Ax Xep tPX *to % ,.k=2,3 ...,0-1
-> ->

(Iv.52)

Sehingga, Jika S5 adalah matrix non-singular yang mempunyai kolom-kolom
->

Xy, ;2, ceeeons ;n make mengingat (IV.52) kite memeproleh bentuk A S =
S T berikut ini :
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bl 4 ' 1 0
1. b N
.. . 0
0 '-. ‘,‘ .c.
AS=8 [: ™. ., " = ST (Iv.53)
- Ce - . c
: ... .. - n-1
o S 0 1 ‘v
o+ n =

Matrix tri-diegonal T dalam (IV.53) memenuhi kehendek kita dalsm per-
samaen (IV,48), metrix tersebut kita tentukan dengan menghitung b 4 den
¢, dalem (IV.51) dQengan mengerbil vektor-vektor ;l dan -}tl sebarang.
Polinomiel karegkteristik matrix T ditentuiken dengen cara mi-
rip pada metode Given, yaitu dengen rumus rekurensi
L ()M = (A=Dy ) £ () ey £y 0y(R) (IV.5K)

1 = l, 2, ses sss ey n"'l

dengen £, (A) =1 den £, . (A) =-b, +2 .
Persamaan kerekteristiknya adalsh . PEWJ;‘Q}E(;‘?‘_K“' P
. PUSLE PERELITIAR Gl
£(1) =0 BATAN . - (§v.55)

Akan tetapi sekuen {fi(x)} bukan sekuen Stumi.

Sejauh ini kita berhasil memsparkan teknik perhitungan untuk
netode Lanczos, tetapi harus diingst iaahwa. kita telsh meﬁgandaikan (a1
rmuka ) §3§J=o,3=1,2, ..... , n.

Bile pengandaian tidak bérlaku pade sustu persoalan tertentu atau kita

dihg.dapkan pade problem 4i mane Sr'* X = O untuk suatu harga J ¢ n,me-~

ke harus ditinjau lebih deshulu due kenungkinan sebegei berikut:
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(1) vVektor SEJ dan ij keduanye tidak sama dengean vektor 9, jedi me -
reka ortogonal. Kedaen ini memang jarang ditemui, tetapi bila texrjadi
maka kite harus mulasi proses perhitungesn dengan memilih vektor- vektor

'fl dan ;l yang lainnya.

-> > . >
(2) Sealeh satu dsri x, atu y f adelsh O, atau keduanys O.
Persemasn (IV.50) dapat ditulis sebagei
> g + +>
= = ul
%y PJ_I(A) x) den y, =P, (A )y, (1v.56)
dengean PJ~1 edelsh polinomial derajat (j-1) delam A. Kalau kita 1ihat

lagi persamesen (IV.50) den (IV.54) maka

Pk(A) =f

ey k=1,2, .....,m (Tv.57)"

Misalkanlsh bahwa ':?J = 0,

Kita dthaedepkan lagi peda dua kemungkinan, yeitu :

{(a) PJ-I(A) 20 . Make PJ_l(A) merupeken kelipatan polinomial minimel
sehingge harga-harge pribedi bise diperoleh dari f p +l(?\).

(v) Pj_l(ﬁ). ¥ 0. Maka proses bi-ortogonalitas kita lanjutken dengan :

- .
~ memilih vektor x.j yeng ortogonel dengan ;k untuk k < J

J-1
-1 pede persamaen pertama ditentukan mengguna--

- memberi harga c = 0 pada persamean kedua dalam (1v.50), .

sedangkan ¢ 3
ken (IV.51)
~ melanjutkan perhitungan seperti yeng telah dikemukakan di
muka.,
Bisa diperlihatkan bahws vektor-vektor yang dihasilkan askan bi—ortqgo“
nal. Delem hal ini P J__1(7\) merupekan pembagi (divisor) polinomial ka-
rakteristik. Jadi, dari kemungkinan (2) kita tinggal membghas ~ keadean
> > > > >
yJ = 0 dan bile x'j = 0 dan yJ = § versamaan. Carenya mirip di etas de--

ngan sedikit modifikesi saja.
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Contoh :

Menggunaekan metode Lanecsos kite akan mencari harga-harge pri.-

badi matrix
2 -2 3
A= 1 1 1
1 3 -1

Dipilih vektor-vektor

3’:; ='§; = (0,0,1) , maka
(A'x'l)* = (3,1,-1) (A }1)* = (1,3,-1)
b, =-1/1=-1
X = (3,1,0) v3 = (1,3,0)
(£%,)* = (L,4,6) (4% ¥,)* = (5,1,6)
b2 = 8/3 e, = 6
ig = (-b,4/3,0) ;; = (7/3,-T,0)
(A%,)* = (-32/3,-8/3,0) (a% §)* = (~7/3,-35/3,0)
b, =1/3 c, =-28/9
sehingga
~1 6 0
T = 1 8/3 -28/9
L0 1 1/3
fo(x)=x3..212-sx+6

Dengan demikian herga-harga pribadi matrix A edalsh 3, -2, 1.

Sekarang, andaikan bshwa kita memilih vektor-vektor

3:{ = ;I = (1,0,0); maka
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(8%,)* = (2,1,1) (a* F)* = (2,-2,3)
b, =2

¥ = (0,1,1) &’5 = (0,-2,3)
(a%,)* = (1.2,2) (a* ¥ )* = (1,7,-5)
b2 =2 ¢, = 1

%* = (0,0,0) = 0.

Jadi kita sampai ke keadaan di mana metode seperti di etas tak berlaku
sehingga kita harus menghitung uleng dengen mengikuti petunjuk di muka

X =§; = (1,0,0)

1
b, =2
X8 = (0,1,1) 73 = (0,-2,3)
b2 = 7 cl =1

kemudian dipilih vektor ;3 yang .ortogonal dengen ;1 dan 3;2, misalnya :

x, = (0,3,2)

3
(A'x’3)* = (0,5,7)

-»> <> <> >
Y3 =A*y, -b,y,- 0.y, = (1,11,-21)*

b -2 e, =0

3 2

Kita depatkan bshwa

P2(A) =A% 4 A+ 3I+# 0 (matrix)

Menggunaken (I1V,54) dalam menentukan harge-harga pribedi, diperoleh :

3

fl(x)=x2-ux+3 an £ (A) =2 ~23 _51+6

Harga-herge pribadi matrix A adalsh 3, -2, 1.



(2) Supertriangularization and deflation :

Dari ureian tentang metode Given dan Householder kita Xkenal
bahwa matrix simetris-riil A dibawa ke bentuk tri-disgonelnysa, menggu-
riakan transformasi-transformasi, dengan cara mengenclkan elemen-elemen

di atas diagonal utama kecuali elemen-elemen a.i Kemudien karena

(i+1)°
" sifat simetri matrix A elemen-elemen i bawsh disgonsl utams yang Sie -
metris' dengan elemen-elemen tersebut juga menjsdi nol sehingge dipero:
* leh matrix tri-diegonal. Jeles, ‘;ika. transformasi .tersebut. dikensken

pada metrix non-simetris A akan diperoleh matrix beru dalem bentuk ma-

trix Hessenberg ataes. Bila treansformesi ortogonal kite ganti eliminesi -
.Gques sken diperoleh Juge hasil ysng sama,-yaitu matri:; dalem bentuk '
Hegsenberg stas, dengen keuntungen berkurangnye koﬁputasi yeng diper--

-

lvien; metode lebih stabil bila diguwnakan positioning for size [1].

Misalken kite telsh berhasil, dengan menggunekan transforme-
si similar, mengenolken-elemen-elemen buken-disgonsl (segi-tige stas)
- pada baris-baris pertama, kedua, ......, ke-(k-1l). Katekanleh pada ba-
' bak ini elemen matrixaye adalsh ai:)
a. di antera elemen-elemen Oy (k+1) Oy (k4p) > Ttr ety %

. Untuk baris ke-k, kita lekukan --:

" kita pilinh &, , dengen magnitud terbesar, kemudisn - diper-
tukarken kolom ke-1 dan ke-(k+1), -
b. dihitung ‘ )
mey = (a4 / & 43)) 3 =k#2, k43, ..o (Iv.58_)
magnitud mk 3 tek skan melebihi 1 karene langkah a.
 c. kolom ke-j. d:}tamba.h dengan 4 ka.li kolom ke-{k+l) untuk

J = k42, k#3, se0eee, Do
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Lengksh a bersama setiap langkah ¢ tak lain adalsh menggendskan matrix
tersebut dengan matrix-metrix kolom elementer dari kanan. Jelss ,elemen
yYang sema dengan nol pada baris-baris pertema, kedufl, c.cecscecseey Ke—
(k-1) tetap tak berubeh. Deri kiri digandsken dengsn invers matrix-ma-
trix elementer. Dengan mengerjekan berulang untuk k = 1, 2,.,...., n=2
eken dipercleh matrix B = (bi.j) dalem bentuk Hessenberg.

Karens megnitud mk,j tek melebihi 1 (IV.58) ,rake metode ini stabil ter-

hedap kesalshen pembulatan [1].

Cacah operasi hitungnya adalsh (2/3) 23 + orde (nz), sedang
metode Householder bila digunakan untuk matrix non-simetris memerlukan
(4/3) 0> + orde (nz) ditambsh dengan (n-2) kali operasi penarikan sker

pangkat dua.

Berikutnye kita perlihatkan bagaimane harga pribedi- den vek-
tor pribadi ditentukan, juga bagaimana matrix B dideflasi ke suatu me-

trix bertipe (n-1) x (n-1).

Kite endeiken behwa setiap b 1(i+1) tidaklah nol. Pengandaien
ini tidak meubatasi ke-umum-an pembashasan sebeb bila suatu bi(i +1) ymi—

salnya, sema dengen nol maka B dapat diubeh menjadi

B, 0 B, bertipe (1) x (1)

di mana B1 dan B, adalah matrix-matrix Hessemberg.

2
Bila X* = (xl, Xgs ceeeens xn), sistem persamaan yang diper -

oleh dari persamsan matrix (B - AI) X = 0 adalsh



 PERPUSTAKAAN |

1 PUSAT PENELITIAN GAMA L1
{  BATAN
by X+ (by, —a) x, + by3 X3 =0
" estescaceestesncctetes s eR et ssts st e caetonetretnesnessseevesaoae (Hosg)
‘bnlx1+ ‘b!12 Xp * reereiiacesant (~bm—a) xn=0

fmbilleh suatu herge A dan x, = 1 untuk persamaen perteme (1Iv.59).

(n-1) bush persemaan pertemea (IV.59) dapat diselesaiken, memberi harge
parsmeter xl, Xps seecees X o Herge A, para xi yang didapat aken me-
menuhi persamasn terakhir (IV.59) hanye bila A yeng kita ambil di atas

adelsh suatu harge pribadi matrix B.

Rues kiri persemasn terskhir kita tulis sebegai F(A), diper-

lihatken bahwa F(A) merupokan kelipatan persemasn karskteristiknya.

Matrix B ~ AI mempunysi bentuk

b -2 b, 0 iiriiiiiiiiiene O

P21 Pgg =X Ppz el :

: T e T (1v.60)
: -'.. .'-.. ' 0

: ®y1(n)

bnl ® 5 20 0040900 RS ENPOIB RN OSSNSOt RLSOEPe s bnn - A

}

Kolom pertama metrix di atas kita gandakan dengan x kemudian untuk.i=

2,3, veve., 0 kolom ke-i matrix (IV.60) digandakan dengan x, dan di-

tambshkan peda kolom pertame tadi untuk memperoleh matrix
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? bla 0 ® 8 & 05 60 OO DFS OISO NS BQODBS o
: bopm} by O :
: : : (1v.61)
0 .E ..... -
. e, bn—l(n)
4 ° :
_F\l) bna et et see s sscasessensresctone s bml"kJ
Maksa,
: n-l1
[B-2I] =FA)" b = ¢ F(2) (Iv.62)

i=1 1 ia
di mane ¢ # 0, oleh sebub pengandmian bahwa setiap bi(i+l) £0 .

Untuk mencari harga nol F(A) kita bise menggunaken metode secant atem

Laguerre .

Setelsh harga-harge pribadi >‘l ’ >\2 9 seeccensy >‘n ditentukan

kemudian dengan (IV.59) ditentuken vektor-vektor pribadi yang bertaut

dengannya.,

Misalkan kite telah mendapatkan harge pribadi A

1
8,.1.n 8daleh matrix rotasi bideng pada (Iv.8) dengan p = n-1 dan q =
~d s

n, sedangkan

B, =B-)1 (1v.63)
Elemen baris ke-n kolom ke-n matrix Sn 1 nB adaleh

el )
- gi - A .
sin & bn-l,n + cos ¢(bnn 1) (1v.64)

Bile sudut @ kita pilih sedemikian sehingga tg ¢ = (bnn -..J\l)/bn_1 n

maka elemen tersebut adalsh nol.
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Langkeh berikutnys adalsh memilih maetrix rotasi bidang Sn_2 ,nyang me—-
musnehken elemen baris ke-n kolom ke-(n-1) metrix Sn-l,nBX , dan tenpa
mengubsh elemen baris ke-n kolom ke-n. Dengen cara itu kitsa mengembil
sekugn metrix rotasi bidang sin’ i=10, 0-1, «evev.y 1 sehinggs

T = §

1n Sop ceeeereeees sn_l’n B = SB (Iv.65)

bersifat elemen-elemen baris terakhir kolom ke-2, 3, ....., n adalgh
nol. Dengan kata lain, setiasp metrix rotasi bideng dipilih sedemikian

sehingga memusnshken (i + 1) buah elemen pertame baris terakhir.

t, t1o 0 wirriniiaiaeens O
: 22 e el :

o= |- : (1IV.66)
: : 0
| - NN tp-1n-1 Pn-1n
LN N

Jika setiap elemen bi deri matrix B tidek ssma dengaon nol naka

i+l
begitu pula setisp elemen ti A1
n-1 -1
= (1) ar .
Det(T) = (-1) tay by 11 (Iv.67)
i=1l
Berdasarkan (IV.65) dan menéinga:b Al suetu harga pribadi matrix B
Det(T) = Det(S).Det(B) = 0 (1v.68)

Karena itu make tnl = 03 Jadi seluruh elemen baris terakhir adaleh 0.

Juga diperoleh

SBS* = § B, S* + xlI (Iv.69)

berbentuk sebagai



Ly

In
* =
SBS By (1v.70)
an«l,n
“0 Ssesevs st eeve O ul N

dengen o, adelsh konstean-konsten, matrix Bl berbentuk Heseenberg.

J
Metrix S telsh dihitung karena dia adalsh hasil gende matrix.metrix ro
tasi bidang. Hingga selauh ini kite telah membshas metéde deflasi ma~
trix; setiap kali harga pribadi kita mendeflesi matrix supertriangular

yang dipercleh. Menurut [1], teknik deflasi matrix kadang-kadeng tidsk

stabil,

Untuk harga pribadi komplex murni kite ekan terlibat arith-
matik bilangen-bilengen komplex dan matrix rotasi bideng diganti oleh

transformasi uniter.

Metode deflasi membuka kemurnskinan menghitung polinomiel kea-

rakieristik matrix B untuk berbagai harga pribadi. Bila A_ pada persa-

1

mean (IV.63) buken suatu harga pribadi meka t ; belum tentu O, tetapi

1
karens determinan setiap metrix rotasi bideng adalsh 1 make

Det(T) = Det(S) Det(B - A,I) = Det(B ~ A I) (Iv.T1)
sehingga persemaan (IV.67) untuk A = Al memberikan harge nol persama-
an karskteristik matrix B, Dengsn cara same, kita peroleh harge priba-

di (dengan metode seeant) Jika kita hitung determinan tedi untuk seku-

en harga-harge A.
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Ccntoh :

Berikut ini kami kemukakan contch penggunaan eliminasi Gauss

den metode deflasi untuk matrix {1]

1 3 -1

Jika kita tukarkan kolom kedua dan ketige kemudisn elemen baris pertsa-

ma kolom ketige dieliminasiken, diperoleh metrix

2. 3 0
1 1 5/3
1 -1 17/3

Atsu, matrix di atas diperoleh dengan menggandekan darl kanan metrix 4

dengan matrix elementer E,, dan E23(2 /3) di mana

3
1 0 o] 1 o0 0
5:23 = |0 0 1 E23(2/3) =10 1 2/3
o 1 o io o 1

Menurut metode ini, mska

2 3 0 7
R | -1 "

B= E23(2/3) Ej3 A By, E23(2/3) 1/3 -5/3 11/9

1 1 5/3

Untuk menghitung harge pribadi metrix B, kita ambil pendekatan awalnya
A =0dan A = 1/2 kemudian mwngguneken (IV.59) kita menghitung hargs
F(0) = -18/11 dan F(1/2) = ~75/98. Pendekatan kedua, dihitung dengan

metode secant, adalsh A = 24/23, Begitu seterusnya, skhirnya menuju ke

\
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harga A = 1.

Anggaplah bahwa kita felah mexpercleh herga 1 = 1 tersebut.
Maka
i 3 o |
B, =1[1/3 -8/3 11/9
1 1 2/3
yang dideflasiken menggunekan (IV.64) dengen mengembil sin ¢ = 6/ VI57T
den cos ¢ = 11/ /I5T .

Mengingat 323 maka kita peroleh

1 3 0
8,3 B, = | 29/3/157 -70/3/15T Vi51/9
. ! 4
| 9//157 27//157 0 _}

Untuk memusnahkan elemen lainnye di baris ketige kita gunakan matrix :

0

1 0

|2
i

13

= 5T
Lﬁ%E ©  ¥333 |
Akhirnya didepat S13 523 B}.353 5;3 + Al I sebegai

152/157 33v238/157 -2T/Y157 ]
13,514/471v/238 5/15T 2204/(9v157 /é"38)J

L . 0 0 1

¢

" Minor utama,'tipe (2 x 2), ekan mempunjai harga-harge pribadi -2 da.:i
3.
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V. KESIMPULAN

Kita sekerang berusshs menarik beberspa kesimpulan umum ten-

tang metode-metode perhitungan harga pribadi dan vektor pribedi yang

tela~ dibshas A1 muka.

{1) Metode Jacobi digunsken untuk matrix-metrix riil-simetris.

(2)

Matrix A yang ekan kita hitung harge pribadi dan vektor pribadinys= )
dikenai suetu transformssi ortogonal ager dia berbentuk matrix di-
agonal yang similer dengen A. Harge-harga pribadi metrix A dengan
demikian mudeh diketehui berdesarkan pengamaten stas matrix diago-
nal tersebut., Matrix ortogonel yesng merepresentasiken transformasi
itu kolom-kolomnye adeleh vektor-vektor pribadi metrix A den meru-
pakan hasil genda matrix-matrix rotasi bideng. Meatrix rotesi bi-
deng dipilih sedemikian sehingge memusnehken (mengenolkan) elemen
buken diagonal dengan magnitud terbeser dari matrix yang dikeneai
trensformesi rotesi bidang itu. Setiap bebak perhitungan memusnah-
kan satu buch elemen demikian itu. Metode Jacobi Juga memberikan
sangkutan entaras elemen~elemen matrix prdn sekuen matrix rotasi
bidang (rumus rekurensi IV.8 - IV.16). Metode ini banyak digunekan
di dalam komputasi menggunaken komputer digital den adalsh metode

jterasi tek berhingga.

Menentukan elemen bukan-diesgonel mana yang harus dimusnahkan me-
maksa kite (komputer) membandingken magnitud elemen-elemen bukan-
diagonel di atas diegonal matrix. Ini pekerjaan yang rumit dsn su-
dah bareng tentu membutuhkan wektu hitung. Pula, bisa terjadi beh-

wa elemen yang teleh musnah padé. suatu baveken perhitungen eken

-~

L7
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berubsh hargenys padsa skhir bgbak berikutnya. Salsh satu Jalan ke
luer yeitu memekei metode ambang-/gaobi di mena elemen matrix de-
ngen megnitud meleweti hargs ambang yang telsh ditentukan dianggap

pantes untuk dimusnshkan.

Ketelitian dalem proses penariken akar pangkst dua (IV.15) mempu-

nyeai andil besar delen useghs menghesilken Jawad yeng teliti.

Untuk matrix riil-simetris kita mempunyei metode kedua yaitu me-
tode GZven. Berbeda dengen metode Jqoobi, delam hal ini matrix A
ditransformasikan ke bentuk tri-diegonal dengan transformesi orto-
gonal yang representésinya merupakan hesil gends matrix-matrix or-
togonel S(p,q,r). Sub-sekuen metrix-matrix ini skan memusnshken
elemen-elemen bukan-diegonal darl baris ke-r. Oleh pengaturan
urutan 0p-era.si tragsformasi make elemen-elemen bukan-diasgonel yang
telah dimus.namta.n pada suastu bebegkan perhitungan tekken berubah
dengean berakhirnya babak selanjutnya.
Jadi, trensformasi (perhatikan urutan)
S{3,i,3-1) Jj=2,...,n=1
i= J+1~, eseg B

membave matrix A ke bentuk tri-diagonelnysa.

Elemen-elemen matrix S(p,q,r) ditentukan dengan ('IV.26 - IV.26)

. dan sengkuten entara elemen-elemen sekuen matrix S(p,q,r) telah

diverikan, Metode Given adalah metode iterasi berhingga, lebih di-
sukai dibandingkaen metode Jacobi. Harge-harga pribadi ditentukan
dari persama.ax; karakteristik yang diperoleh dengan rumus rekurensi

den bantuen metrix tri-diegonal yang dihesilkan oleh transformasi
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ortogonal di atss. Dengan memperhitungken operasi hitung untuk
pembagian seherga dengen untuk pergandssn, tanps memperhitungkan
operasi penjumlshen atau pun pengurangen, meke metode ini memerlu-
ken 4/3 o> operasi hitung ditambsh dengan (n-2)(n-1)/2 operasi pe-

narikan aker pangkat dua (orde caceh operssi).

(6) Vektor-vektor kerakteristik dihitung dengen bantuen matrix-metrix

S(p,q,r) den metrix tri-diagonal.

(7) Metode ketige untuk matrix riil-simetris adalsh metode Houscholder
Ini merupaken modifikesi metode Given, representasi matrix dari
transformasi ortogonelnya edalsh suatu natrix ortogonal-simetris.
Transformasi itu membawe metrix A ke bentuk (IV.42), sedengkan ma-
trix representasinya merupaken hasil ganda matrix-matrix Pk de-

ngen kolom-kolom tertentu yeng ditentuken dengen (IV.40).

(8) Harga pribadii den vektor pribedi ditentukan seperti pada metode
Given, yaitu dengan rumus rekurensi ditentukan persamasn karask-
teristiknyas lantas dicari harge nol polinomiel karakteristik itu
dengan metode—netode yeng teleh dikenal, antara lain Laguerre,

secant, grazffe.

(9) Bede antera metode Given dan Householder sdalsh delam caceh opera-
si hitung yeng diperlukan. Ti sini kita terlibat dalam (orde)
2/3 n3 operasi pergendesen den pembegien diterbeh (n-2) keli pena-

rikan gkar pangkat dua,

~ (10) Metode pertema untvk matrix-metrix riil-non simetris adalsh me-
tode Lancozos. Kalau pade metode Given transformasi ortogonel akan

mewbawe A ke bentuk metrix tri-diagonal meke pada metode ini A di-
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bewe ke mstrix segi-Sigae dengen suetu trensformasi similar (ka-
dang-kedang ortogonal). Sifat simetri matrix riil-simetris A me-
mungkinkan transformasi ortogonal mengubshnya ke bentuk me:bri:‘c
dizgoral ateu tii-diagonal. Aken tetapi bila A non Siﬁetris meke
trensformasi semacam itu boieh jadi tak membawa ke matrix-matrix
daler. bentuk di etas melainkan ke bentuk Hessenberg. Metoge ini

Juge dikenel sebagei metode iterasi minimum. Dalam pewmbashasen di

muke dikemukekan juge bzgeimana metodz ini menentuken elemen-ele-

men matrix segi-tige dengen rumus rekurensi. Setelah matrix segi-

tige tersebut dihitung woke ditentukon (dengen cars seperti me-

tode Householder, Given) persemean karakteristik den harga-harga
>

nol persemean ini. Schingge %Xita memperoleh herga-harga pribadi--

nyo A.

Dalem menentukan elemsn-elemen matriy segi-tige menurut metode
ini, telah dikonsiruksikan dua bush sekuen vektor-vektor yang bi-
ortogonal. Untuk metrisx-matirix berdimensi besar kesulitan nreng-
konstrulisikan vektor-vektor yang gemikian itu sengat terasa, mung
kin menyebalkan ketsktelitien pada matrix segi-~tiga yang diingin-
kan. Juga kedeng-kadang diperluken modifikesi peda teknik perhi-)

tungennya.

Metode kedus untuk matrix-uetrix non simeitris den adalsh metode

terakhir yeng dibanes, yzitu matofe supertriangularization end

deflation. Untuk membewa A ke bentuk Hessenberg digunekan trans- B

formasi similar, mungkin juga dengan eliminasi Gauses karena ca.r‘\é‘“

ini memerlukan operasi hitung yeng lebih sedikit dibandingkan me~ ‘

tode Lanezos, den preses renggendeksn matirix A dengen matrix -

~
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metrix elementer. Harga-harge pribadi ditentuken dengan metode
geecant sten Laguerrs dari persemasn karskteristiknya. Dengan te-
leh diketshuinya harge~harge pribadi make dengan (IV.59) dihitung
vektor-vektor pribadi matrix A. Caceh operasi hitung (pergandaan

den pembagien) yang diperluken adelsh dari orde 2/3 .

Bebergpa faktor pehting dalam bidang komputesi, antare lain
konvergensi penyelesaian dan skselerasinye atsu stasbilitas penye-
lesaian den batas (ates, bawsh) harge pribedi, belum sempat diba-

hes secara terperinci.
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