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A B S T H A K 

Beberapa aetode perhitungan harga pribadi dan vektor pribadi 

matrix-matrix (bujur-sangkar) r i i l diuraiken secara singkat. Untuk me-

trix-matrix r i i l - s imetr i s digunakan metode-metode Jaedbi, Given serta 

Householder sedang metode-metode Lanesu3&3 8npevtriangu.lcan.saBi dan de-

flaei digunakan untmk matrix-matrix r i i l non-eimetris. 

A B S T R A C T 

Some computational methods for the evaluation of eigenvalues 

and eigenvectors of (square) real matrices are brief ly described. The 

methods of Jacobi, Given and Householder are used for real-symaetric 

matrices vhi le Lanczos's method, supertriangularization and deflation 

methods are used for real-non symmetric matrices. 
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I . PENDAHULUATJ 

Perhitungan harga pribadi (akar karakteristik) serta vektor 

pribadi (vektor karakteristik) suatru matrix tujur-sangkar kerap ka l i 

k i ta jumpai di bidang Matematika dan Fisika. 

Telah k i ta ketahui, j ika A = ( a. , ) suatu matrix bujur-sangkar maka 

harga pribadi matrix A i tu adalah akar-akar perssnaan j A - X11 = 0, 

sedang vektor pribadi matrix A yang bertautan (seBuai) dengan herga 

pribadi X adalah vektor (bukan vektor-nol) x yang memeauhi persaaaan 

vektor A x = X x. 

Untuk matrix-matrix berdimensi rendah perhitungan harga p r i 

badi dan vektor pribadinya nudah dikerjakan, langsung diperoleh dari 

peraanaan karakteristik | A - Xlj = 0 dan (A - *l) x = 0. 

Sebab, beberapa metode mencari harga nol polincmial, misalnya oetode 

secant, Graeffe, Laguerre serta metode eliminasi Gause telah k i t a ke-

nal dan Juga karena dimensi matrixnya rendah ki ta takkan terl ibat de

ngan proses (operasi) hitung yang berbel i t . 

Tidak demikian halnya b i l a k i ta dihadapkan pada matrix A dengan diraen-

s i yang cukup besar. Harus diusahakan agar k i ta terhindar dari problem 

raenghit ung/mengerjakan operasi hitung yang banyak, atau kalau tetap ha

rus oenghadapinya, perhitungan tersebut diusabakan raempunyai bentuk / 

jelur hitung sederhana. 

Bab-bab berikutnya membahas metode-metode penyelesaian har

ga pribadi dan vektor pribadi matrix r i i l - simetris atau pun r i i l -non 

simetris dengan metode Jaacbi, Given, Householder, Lanezoa dan akhir-

nya supeptnangulavization and deflation methods. Prinsip desar adalah 

1 
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fiiembawa matrix A dengaa transformasi ortogonal atau similar ke bentuk 

kanoniknya (misalnya diagonal, tr i -diagonal) , mengingat harga pribadi 

matrix dalnm bentuk kanonik lebih mudah dihitung. Bepresentasi matrix 

dari transformasi i tu merupakan produk (hasi l ganda aatrix) matrix-ma

t r i x yang lebih sederhana, dengan elemen-elemen yang mudah ditentukan 

karena. elemen-elemen matrix-matrix d i dalea sekuen matrix'itu hersang-

kutan satu dengan lainnya secara sederhana. Hal i n i masberi kesempat-

an pemakaian komputer digital pada pengerjaan operasi hitung yang ki~ 

t a hadapi. Pexnilihan matrix, urutan pengerjaan operasi d ipi l ih Bedemi-

kian seMngga memudahkan perhitungan harga pribadi serta vektor priba

di yang ki ta kehendaki. Barang tentu ki t a harus menelusur lagi Jejak 

yang telah ditempuh ketika trsnsformaai dikerjakan. 



I I . TEOBEMA DASAR 

Fada bab i n i kami kemukakan beberapa teorema yaiig mendasari 

metode-metoae perhitungan harga pribadi dan vektor pribadi yang akan 

dibahas di bab-bab selanjutnya. 

Teorema I I . 1 

Jika X.., A2 , , X harga-harga prilxadi matrix bu-

Jur-sangkar A = (&*J bertipe (n x n) dan p(x) suatu polinomial (dalam 

x) maka harga-harga pribadi matrix p(A) adalah p ( x . ) , p(X_), , 

p(X ) . Khususnya, harga-harga pribadi matrix A (k suatu bilangan bu~ 

l e t pos i t i f ) adalah X*, Xg , X .̂ 

Teorema II .2 

Harga-harga pribadi den vektor-vektor pribadi setiap matrix 

r i i l - s imetr i s adalah r i i l ; vektor-vektor pribadi yang bertautan dengan 

harga-hafga pribadi yang berbeda adalah saling ort.ogonal. 

Teorema I I . 3 

Harga-harga pribadi matrix-matrix similar adalah sama,,arti-

nya b i l a A similar dengan B dan harga-harga pribadi matrix A adalah X 

, X„, , X maka harga-harga pribadi matrix B juga X , X-, 

• • • * A • 

* n 

Teorema I I . h 

Harga - harga pribadi matrix bujur-sangkar A merupakan akar-

akar persamaan karakteristik matrix A. 

Teorema II .5 (Cayley-Bctrrilton) 

Setiap matrix bujur - sangkar A selalu memenuhi persamaan 

3 



karakteristiknya masing-masing, artinya j ika f(x) = 0 persamaan karak-

t e r i s t i k matrix A maka berlakulah kesamaan f(A) = 0. ^ 

Bukti teorema-teorema tersebut bisa diperoleh dl dalam buku 

tentang teori matrix. Selanjutnya akan kit a bahas sepintas la lu sekuen 

Stum serta beberapa teoremanya. 

Misalkan a. , ap, , a (n berhingga) adalah sekuen .bi-

langan-bilangan r i i l , maka angka tunjuk (index) m dinamakan t i t i k ba-

l ik tanda (point of eign reversal) j.ika a . a < 0 dan a . = a _2 « 

* a . . , = 0; a . dan a dikatakan membangun perubahan/tukar 
O-K+J. Q-X. 81 

tanda (change of sign). 

Proposisi berikut i n i berlaku untuk sekuen bilangan-bilangan r i i l [ 2 ] : 

(a) Cacah pertukaran tanda pada sekuen tidak berubah jika elenen-ele-

men nol dibuang sedang urutan elemen-elemen sisanya (yang tak d i -

buang) dipertahankan tetap. 

(b) Cacah pertukaran tanda dalam sekuen Juga tak berubah b i la padanya 

ditambahkan beberapa elemen nol atau j ika padanya disisipkan e l e 

men-elemen bertanda saaa dengan tandanya salah satu elemen di mana 

sisipan tersebut dikerJ akan. .» 

(c) Cacah pertukaran tanda tidak bertambah b i la beberapa elemen sekuen 

ki t a buang. 

(d) Jika a. dan a. (j<fc) tidak nol , cacah pertukaran tanda pada seku

en a . , a - , , a. adalah genap atau gasal bergantung pa

da apakah a dan a. bertanda sama atau tidak. 

(e) Misalkan m adalah t i t i k balik tanda pada sekuen a , a . , , a 
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make cecah partukaran tanda sekuen. i t u lebih besar dibanding de-

ngan cacah pertukaran tanda sekuen ~aQ, -a_ , , - a _ , a . , 

a dan mereka berse l i s ih 1 . n 

Kemudian kit a ekan mengemukakan teberapa definisi serta teorema menge-

nai cacah akar r i l l suatu persamaan aljabar [ l , 2 ] , tanpa bukti. 

Tearena II .6 (Aturan Descartes tergeneral is ir) 

Jika fungsi-fungsi t^ix), tQ(x), f n^ x * d a n d e ~ 

r ivat i f -derivat i f tingkat (n- l ) atau kurang dari i t u kontinyu pada 

( a , b) dan jika determine» Wronski (Wronekian determinant) 

W[f. , t , , f. ] > 0 
K l *2 Km 

untuk sebarang sekuen k. ( l $ k, < k„ < k "S n ) , maka cacah 
i x c n 

harga nol pada koobinasi 

a1 f j U ) + ag f 2 (x) + + an f f i(x) 

di nana para a. r i i l dan tidak seouanya nol , pada (a, b) tak akan me-

lebihi cacah pertukaran tanda pada sekuen a . , a , , , a . 
x t n 

Definisi I I . 1 

Misalkan t^ix) , f 2(x) , f
m^x^ adalah sekuen polinomial-

polinomial dan ( a , b) suatu interval dengan a atau b boleh tak ber~ 

hingga aaka sekuen tersebut dinaoakan sekuen Sturm pada (a , b) b i la 

dan hanya b i l a 

a. f _( x ) tidak identik nol pada ( a , b) 

b . di setiap harga nol dari f f c (x) , k = 2 , 3 , n - l ; 

polinominal-polinaminal t. ..(x) dan f k + , ( x ) tidak berharga nol dan 

mereka berbeda tanda, artinya 

fk~l(x) W x ) « ° 



PBRPUSTAKAAN 6 

PUSAt ttNaWAH 6AKA 
BATAN 

Ttefinjsi I I .S 

Misalkan { f . ( x ) } , i = 1 , 2 , . . . . , m sekuen Sturm pada (a,b) 

dan xQ pada ( a , b) sedemiMan sehingga ^-j^O ¥ 0. V(x ) didefinisikan 

sebagai cacah pertukaran tanda sekuen {ff.(x )} dengan tidak aenghirau-

kan eleaen nol . Jika a berhingga V(a) didefinisikan sebagai V(a + e) 

di mana e d ip i l ih sedenikian sehingga para f . (x ) tidak identik nol pa-

da interval (a , a • e ) 4 begitu pula b i l a b berhingga para f . (x ) tidak 

identik nol pada interval (b - e , b ) . Sedang Jika a = -» maka V(a) d i -

definisikan sebagai cacah. pertukaran tanda sekuen {limit f . ( x ) } , j ika 

t = + » naka V(b) didefinisikan sebagai cacah pertukaran tanda sekuen 

{ l imit f ^ x ) } . 
x -*• °° 

Dengan def in i s i tersebut di a tas , kit a berikan teorema berikut [ l ] . 

Teorema I I . 7 

Banyaknya harga nol r i i l yang berlainan dari polinomial f(x) 

pada interval [ a , b] adalah V(a) - v (b) , Jika f(a) dan f(b) keduanya 

tidak sana dengan nol. Jika f(a) atau f(b) ateu kedua-duanya berharga 

nol dan akarnya adalah akar sederhana {simple root) maka bas i l di atas 

tetap berlaku pada [a , b] asal V(x) didefinisikan sebagai cacah per

tukaran tanda sekuen f, ( x ) , f 0 ( x ) , , . . . . , f (x) untuk keadaan di mana 
x c. m 

tAx) » o . 



I I I . BENTUK KANONIK SUATU MATRIX 

Bentuk kanonik matrix merupakan hagian penting di dalani pem-

babasan tentang harga pribadi dan vektor prlbadi matrix, oleh sebab 

beberapa s i f a t matrix, antara la in harga pribadi dan defonnasi ruang 

yang diakibatkan olennya, lebib. audah dipahami dengan menggunakan ben

tuk kanoniknya. Beberapa teorema umum tentang diagonalisasi serta ben

tuk kanonik matrix bujur-sangkar berlkut ini kami keoukakan tanpa 

bukti, berkaitan dengan dasar teori "Untuk netode perhitungan harga 

pribadi pada pembahasan bah IV. 

Teorema III.l 

Apabila harga-harga pribadi matrix (bujur- sangkar) A adalah 

berlainan maka A dapat diubah menjadi matrix diagonal D aedeaikien s e -

hingga elemen-elemen diagonal matrix D adalah harga-harga pribadinya A 

dan D * S~ A S dengan S suatu matrix non singular. 

Teorema III .2 

Setiap matrix (bujur-sangkar) r i i l - s i m e t r i s A dapat diubah 

nenjadi matrix diagonal 0 sedemikian sehingga elemen-elemen diagonal D 

adalah harga-harga pribadinya A dan diagonalisasi tersebut menggunakan 

-1 * 
matrix ortogonal S di nana D « S A S = S A S . 

Teorema I I I .3 

Apabila A matrix (bujur-sangkar) r i i l - s imetr i s maka dengan 

transformasi kongruensi, A dapat dijadikan matrix diagonal D sedemiki-

an sehingga D « P A P. Matrix diagonal D tidaklah tunggal. 

7 
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Teorema III.lt 

Untuk sebarang matrix (bujur-sangkar) A dapat ditemukan sua-

t u transformasi uniter Q sedemikian sehingga T = Q A Q dengan T ma

t r i x segit iga (yang mungkin berelemen bilangan-bilangan komplex). 

Teorema pertama mengatakan behwa dengan suatu transformasi 

s imilar, matrix bujur-sangkar A dapat diubah menjadi matrix diagonal D 

asal harga-harga pribadi A berlainan. Bila harga-barga pribadinya t i -

dak berlainan transformasi semacam i tu boleh jadi tidak bisa ditemukan 

juga. Akan tetapi perlu diingat bahva Jika matrix non singular S te lah 

ditemukan maka dalam rangka perhitungan praktis , nenghitung inversnya 

S diikuti proses pergandaan matrix tersebut akan merupakan masalab ju~ 

ga. Lebih serasi b i l a diagonalisesi matrix dapat dikerjakan dengan 

aenggunakan matrix (transformasi) ortogonal atau uniter. 

Teorema kedua mengatakan bahva diagonelisasi dapat dikerja-

kan dengan transformasi ortogonal (sekaligus merupakan transformasi 

similar dan kongruen), begitu pula teorema ketiga (diagonalisasi meng-

gunakan transformasi kongruen); tetapi teorema tersebut' hanya berlaku 

untuk matrix (bujur-sangkar) r i i l - s imetr i s saja. 

Teorema terakhir memberi kelonggaran pada bentuk matrix yang 

b isa ditransformasikan, pun transformasinye ortogonal, henya matrix T 

mungkin berelemen komplex dan adalah matrix seg i - t iga yang belum tentu 

matrix diagonal. 

Metoda perhitungan harga pribadi pada bab berikutnya telah 

menggunakan teorema-teorema tersebut sebagai dasar pemikiran, dengan 

mengadakan modifikasi, pendekatan dalam menentukan transfbrmasi (ma

t r i x ) . Ini untuk memperoleh keserasian bagi perhitungan dengan kalku-

lator/komputer karena metode-metode tersebut adalah metode i t e r a s i . 



IV. BEBERAPA METQDE MENGHITUNG HARGA PRIBADI 

DAN VECTOR PRIBADI MATRIX 

Di bab in i k i t a akan membahas beberapa metode perhitungan 

harga pribadi dan vektor pribadi matrix bujur-sangkar r i i l bertipe 

(n x n ) , baik matrix tersebut simetris atau pun non simetris. 

IV.A. Matrix simetris 

Tiga metode berikut berdasarkan pada transformae! ortogonal, 

yang membawa matrix mula ke bentuk kanoniknya (teorema I I I . 2 ) . 

Ketiga metode berikut dikenal sebagai metode Jaaobi, metode Given dan 

metode Householder. 

( l ) Metode Jaaobi : 

Pandanglah matrix r i i l - s imetr i s A - ( a . . ) bertipe (n x n) . 

Untuk matrix A tersebut k i ta dapat menemukan matrix ortogonal bertipe 

sama, namakanlah matrix Q sedemikian sehingga dipenuhi sangkutan : 

Q* A Q = D (IV.1) 

dengan D adalah matrix diagonal berelemen diagonal harga-harga pribadi 

matrix A. 

Teknik berikutnya adalah menemukan sekuen {S } dari matrix-

matrix ortogonal yang memenuhi 

l imit S.S_ S. = Q (IV.2) 
k -•• » -1- * K 

Pada pembicaraan ini kita menggunakan notasi 

Tk - s k s k ! i S ; A S I S 2 - \>*omA ( I V - 3 ) 

Elemen-elemen matrix T. k i ta t u l i s dengan t* dan elemen-elemen. ma-
(k) 

t r i x S. k i ta t u l i s sebagai s* • . 
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Kemudian didefinisikan 

vk= ! J. [ t ^ ] 2 dan V;k= J [ [t<k)]2 (HMO 
K i=l j=l 1 J * i = l J=l 1 J 

U'i 

k = 0 , 1 , 2 , 

Jadi v. adalah kuadrat dari norma {Euclid) matrix T. dan v Jumlahan 

dari kuadratnya elemen-elemen bukan-diagonal dari matrix T. . 

Sekuen {S. } d ip i l ih sedemikian sehingga 

v. , . = w. v. < v, untuk semua k (IV.5) 
k+1 k k+1 k 

don limit v = 0 (IV.6) 
k -*• «° 

Jelaslah apabila (IV.6) dipenuhi maka limit Tfc = B (IV.7) 
k •*• » 

(k-l) Misalkan t adalah elemen bukan-diagonal dari matrix 
PQ. 

T 1 ya nS tidak sama nol. Dengan tetap memperhatikan (IV.5) k i ta ber-

usaha memilih matrix S. sehingga elemen T. denrcon angka tunjuk yang 

aana (di baris don kolom yang sama) menjadi no l , atau t = 0 . 
P<1 » = r 

^ TO- - ^ 

SPP} = 'S } = COS V 'Sli} = 1 * < P «*« * ( IV<8) 

• ^ • - S ? " s i n v 4j ) s : o w w « 
Matrix ortogonal yang elemen-elemennya ditentukan seperti pada (IV.8) 

tersebut dikenal sebagai Matrix Rotasi-Bidang (Plane Rotation Matrix) 

oleh karena transformasi yang direpresentasikan oleh matrix S. t erse 

but terdir i atas rotasi sebesar $ terhadap sumbu-sumbu koordinat ke-p 

Jv 

dan ke-q. Berdasarkan (lV.3) k i ta peroleh bahwa T^ = S» T. 1 Sfc (IV.9) 
sehingga menurut (lV.8) didapatkan has i l sebagai berikut : 

Sekarang ki ta ambil, dengan memilih sudut 4>v tertentu sehingga t ^ =0, 
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+('k) _ , (k-1) nnB . ( k - l ) t . = t . COS A - t . S l l 6, 
PJ PJ v k qj ^k 

+ (k) _ + ( k - l ) nn<i + ( k - l ) . I 
\i ~ \i COS *k *PJ S i n *k J 

,3 ^ p atau q (IV.IO) 

, ( k ) . ( k - l ) nna . . ( k - l ) . . 
t i p * ^ p C 0 S *k " t i q S 1 D *k "1 

+ ( k ) _ (k~l) ( k - l ) J 
* i q ~ * i p S i n *k + * i q COS *k 

i ^ p atau q (IV. 11) 

4.00 - J k - 1 ) . 2 . . . ( k - l ) . 2 ( k - l ) . 4 _ n 8 . 
*«« *™, c o s :*v + *„„ s i n $. - 2 t s i n $ «Q8 6 

PP PP k qq Tk pq T
k k 

*S} = "PP"15 8 t o 2 *k + ^ «At + ^ p q " ^ S i n *k COS *k 

t ( k ) = t ( k ) = (1/2) (V*"1* - t**"1*] sin 2. • 
pq qp '- PP qq J yk 

t ( k " l ) cos 2$, 
pq v k 

+ (k) _ ( k - l ) 
i * p dan j ¥ q 

(IV.12) 

(IV.13) 

( k ) Langkah herikutnya adalah menentukan "besarnya sudut <}>. agar t b e r -
K. pq 

harga n o l . Dari persamaan t e r a k h i r pada (IV. 12) d iperoleh sangkutan : 

. ( k - l ) 

t g 2 $ v = " ^ 

( 1 / 2 ) t t ^ - t * * - 1 5 ] 
P P qq 

(IV.1U) 

Mengingat (IV.10) hingga ( I V . 1 2 ) , dalam perhitungan p r a k t i s fcesar su -

dut $. i t u t i d a k l a h dihitung melainkan hanya harga s i n <{>. dan cos $ . . 

Menurut [ l ] , j i k a k i t a ambil X » _ t ( k - l ) dan u = ( 1 / 2 ) [ t ^ " 1 ^ - t**" 1 *] 
pq PP qq 

maka 

dan 

1 /2 

k 

= < A2 + H2 ) 1/2 



PCTPUSTAKAAN 

PUSAl PtKfcUTIAH GAMA 
BAT A N 

12 

Tsnpa mempedulikan harga .$ kita peroleh juga sangkutan se-

bagai berikut : 

.. (k)n2 r+(k),2 _ r+(k-l),2 . ,. (k-l),2 . 
f t p j ] C tqj ] " [ t p j ] [ t q j 3 ' J * p a t a u q 

-. (k) ,2 r + < k ) l 2 - r + (k .a ) , 2 r + (k - l ) ,2 

(IV.17) 

[ t ( k ) ] 2
 + [ t ( k ) 3 2

 + [ t ( k ) ] 2
 + t t ( k ) ] 2 = [ t ( k " l ) ] 2 * 1 pp L qi pq qp l PP 

[ t ( f c - l } ] 2 M t ^ " 1 5 ] 2
 + [ t ( k - l } ] 2 . (17.18) 

1 <iq l pa L qp 
(k) (k) 

Dengan memilih sudut 6. menurut (IV.ll») maka t; ' = t ' = 0. Tk pq qp 

Sangkutan-sangkutan (IV.17)» (IV.13) bersama dengan (IV.15) berakibat 

babwa v. = v . + . , sedang (IV.18) menjamin bahva v. < v. . 

Mengingat bahva para T adalah matrix-matrix simetris maka (IV.18) me-

nyebabkan juga bahva jumlah kuadratnya elemen- - elemen bukah-diagonal 
(k l l 2 berkurang dengan (sebesar) 2 [ t ~ ] sedang jumlah kuadrat elemen -

elemen diagonal bertambah sebesar i t u . 

Jadi pada setlap babakan i teras i Jaaobi, k i ta kerjakan ha l -

hal berikut : 

( l ) memilih elemen bukan-diagonal yen? tidsk sama dengan nol; 

<2) menghitung.sin <J>, dan cos v. menggunakan persamaan (IV.15)^ 

(3) menghitung elemen-elemen matrix T berdasarkan matrix T. . dehgan 

(IV.10), (IV.11) dan (IV.12). 

I terasi tersebut dikerjakan berulang hingga memenuhi kriteria (konver-

gensi) yang k i ta inginkan. 

Vektor-vektor pribadi matrix A juga dicari menggunakan meto-

de-metode yang telah dikenal. Perlu juga diingat bahva kolom-kolom me-
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trix-matrix ortogonal yang digunakan untuk mendiagonalisasi . A adalah 

vektor-vektor pribadi matrix A tersebut .Untuk memperoleh vektor-vektor 

pribadi i t u k i t a harus jnenentukan matrix Q pada persamaan (IV.2). 

Kita t u l i s (IV.3) sebagai berikut 

\ - B» A Ejj. (IV.19) 

di mana 

\ = S 1 S 2 S 3 h ' ( I V ' 2 0 ) 

Dengan demikian 

V l m\*]M ( I V ' 2 1 ) 

dan mengingat (IV.8) k i ta dapat mengbitung r\. ,elemen-elemen matrix 

B . + - j menggunakan matrix R dan menyetekannya dengan elemen-elemen R : 

(k+l) (k) 4 ^ 4 . 
riJ " riJ ' P U q" 

Yang tetap merupakan persoalan di dalam' menggunakan metode 

Jacobi adalah bagiaena k i ta memilih elemen bukan- - diagonal yang.barus 

dimusnahkan pada setiap babakan i t e r a s i . Mestinya, k i ta memilih elemen 

dengan magnitud terbesar karena i n i akan benyak mengurangi v, pada s e 

t iap babakan perhitungan; tetapi cara seperti ini j e las kurang menye-

nangkan b i l a perhitungan dikerjakan secara otosatis dengan komputer, 

sebab kita harus menginstrukkan kcmputer tersebut untuk membandingkan 

magnitud setiap elemen bukan-diagonal di atas diagonal utama. 

Untuk menghindari langkah membandingkan i tu bisa digunakan metode Ja -

cobi-Ambang (Tveshold Jaeobi Method) yang prinsipnya adalah memusnah~ 

kan elemen-elemen bukan-diagonal dengan magnitud melebihi harga ambang 

yang telah k i t a tentukan sebelumnya [ l j . 
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Metode JagpH-Ambang : 

Didefinisikan y. - /v ( l / a ) dengan a adalah bilangan po- -

s i t i f yang disebut konstan ambang (txeehold constant). 

Apabila a » n maka paling sedikit satu elemen bukan-diagonal bermag-

nitud lebih besar atau sama dengan y . Dan b i l a semua elemen demikian 

te lah musnah, «Jumlah kuadrat elemen-elemen bukan-diagonal tak melebihi 

(1 - 2/o2) v o . 

Berikutnya didefinisikan 

Y i+1 * Y i ( 1 / < J ) ' * = X> 2 » {TV.2k) 

Pada baibakan Iterasi k e - i , seaua eleaen dengan magnitud yang sama atau 

lebih besar dari pada y-, a^an dimusnahkan. Misalkan (Y . ) adalab sub-

sekuen dari sekuen {Y .} sedemikian sehingga pada babaken ke- i paling 

tidak satu elemen te lah dimusnahkan. Maka bisa dibuktikan bahwa s e t e -

lah berlangsung i babak, Jumlah kuadrat elemen-elemen bukan-diagonal 

tak akan lebih besar dari ( l ~ 2/a )mv . Oleh sebab i t u , andaikan k i ta 
o 

menghendaki agar jumlah kuadrat elemen-elemen bukan-diagonal kurang 
2 

dari p v (p auatu konstan yang k i ta p i l ih ) flaka hal tersebut telah 

dipenuhi b i la harga ambang akhir y memenuhi ketaksanaan 
EL 

Ya $ (p/n) / v o (IV.25) 

Akhirnya telah juga diketahui bahwa untuk mencari elemen bu

kan-di agonal dengan magnitud terbesar, k i ta tak usah nenyelidiki seba-

nyak n (n- l ) /2 buah elemen di atas dan di bawah diagonal matrix A ka-

rena pada setiap babak perhitungan metode tersebut hanya mengubah dua 

kolcm dan baris matrix T. . 
k 
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Contoh •peaakaian metode Jacobi 

Sekarang diberikan contoh proses diagonalisasi , perhltungan 

harga pri"badi dan vektor pribadi matrix A berikut ini : 

0,5 

0,251 A = 

1 1 

1 1 

L °.5 0,25 2 

Elemen bukan-disgonal dengan magnitud terbesar adalah 1 yang 

terletak pada baris pertama kolom kedua, jadi p = 1 dan q = 2 . 

Menggunakan persamaan-persaoaan (IV.15) dan (IV.16) k i ta peroleh 

y = 0, A = - 1 , u = 1. 

sin $ x - - ( l / / 2 i , cos $ = ( l / / 2 ) 

Dengan persamaan-persatnaan (IV.10), ( IV. l l ) dan (lV.12) k i ta dapatkan 

TI - n*i= 

* 
2 

0 

3 

k/2 

0 

0 

-1 

U/2 

3 
W2~ 

-1 

2 

Bila i t eras i semaeam i t u k i ta lanjutkan, akhirnya akan diperoleh has i l 

2,5365258 0 0 

0 -0,0166473 0 

0 0 1.U801215 

dan 

0,53lU8338 -0J2120712 -0.M28106 

0,l*6li*7338 0,6863U928 -0,56210938 

0,71032933 0,09372796 0,69760117 
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(2) Metode Given : 

Dasar metode in i adalah menggunakan natrix ortoscnol untuk 

membawa matrix A ke bentuk tri-diagonal , jadi "berlainan denge» metode 

Jacobi. Seningga setelah transformasi, bentiik matrix A berubah sedemi-

kian sehingga elemen-elemen yang tidak sama dengan nol akan terletak 

pada diagonal utama dan pada dua buah diagonal di dekat diagonal utama 

(di atas dan di bavah diagonal utama) seperti nampak dari diagram ber-

ikut : 

"11 

^ 2 

12 

l22 

a23 

°23 '" '• . . 

n- l ,n 

n-1,n nn 

Dalaa menghitung matrix Tfe dari sangkutan T = S* T ^ Sk di 

dalam uraian metode Jaoobi, telah digunakan matrix-matrix ortogonal S. 

yang memilki kemampuan mengubah hanya baris-baris dan kclom-kolom ke-

p dan q dari matrix T . Tidaklah mentercengangkan b i l a , "dengan meng-

atur unitan transformasi secara seksama, elemen-elemen bukan-diagonal 

biaa dimusnahkan dan bertepatan dengan i tu elemen-elemen yang menjadi 

nol (musnah) pada babakan sebelumnya, tetap dipertahankan demikian. 

Lebih dahulu perlu dicatat bahwa dengan menggunakan S seperti didefi-

nisikan pada (IV.8) , tanpa nenspesifikkan sudut 4>. lebih dahulu,mungkin 

bagi k i ta untuk memusnahkan bukan elemen t 

(k- l ) 

(k- l ) 
PI 

melainkan elemen la in 

yaitu t dengan r berbeda dengan p atau pun q; karena simetri Juga 
rq 

(k- l ) t akan musnah. qr 
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I n i b i s a diperoleh da r i ( iV . l l ) dengan menuliskan 

0 = t ( k ) = t ( k " a ) Bin $v + t ( k - X ) cos * v (IV.26) 
rq. rp k rq. Tk 

kesanaan di at as dipenuhi oleh 

s in *. = -« t ^ " l ) ; cos $ = a t ^ _ l ) (IV.27) 
K rq. K rp 

a = l / [ { t ^ - ^ } 2
 + {t^- l }}2 ] 1 / 2 (IV.28) 

Sekarang k i t a t aada i matrix yang elemen-elemennya diberiken 

oleh (rv.8) dengan harga sin $, dan cos $ ditentukan dengan (IV.27). 

(IV.28) sebagai S ; n a t r i x i n i berhubungan dengan matrix representa- ' 

s i transformasi ( p , q , r ) . Bilangan-bilangan bula t p o s i t i f p , q . r mem-

punyai makna t e r t e n t u dan adaleh angka tunjuk ba r i s (kolom) yang meng-

alami perubahan oleh sa tu transformasi (p ,q , r ) yang k i t a lakukan. 

Khususnya, k i t a perhatikan sekuen transformasi 

(p,q,*) •- ( 2 , i , l ) i = 3 , k , n (IV.29) 

yang dikerjakan berurutan pada matrix A. 

Setiap t r i p e l ( 2 , i , l ) menentukan sa tu tarnsformasi sepe r t i pada (IV.8) 

a tau b i l a i n i dikenakan ke matrix A maka secara matrix b e r a r t i sebagai 

ber ikut : A digandakan dari kanan dengan matrix sp±l d a n d a r i k * r i d e ~ 

ngan matrix SJL (transposnya S 2 i l ) . Maka pada langkah pertama didapat 

h a s i l matrix S*3 1 A s 2 3 . (IV.30) 

Transformasi (2 ,3 ,1) memusnahkan elemen b a r i s (kolom) pertama, kolom 

(bar is ) ke t iga ; J add sesuai (IV.8) naka p = 2 dan q = 3 . 

Secara umum dikatakan, t ranef ormasi ( 2 , i , i ) memusnahkan (mengenolkan) 

elemen b a r i s (kolom) pertama kolom (bar i s ) ke - i da r i matrix yang d ike-

nai transformasi t e r s e b u t . . Dengan denikian, b i l o sekuen *transformasi 

(IV.29) dikerjakan seluruhnya secara berurutan maka seluruh elemen ba

r i s pertama, kecual i elemen a , , dan a . » , akan musnah (menjadi n o l ) . 
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,a2n 

Selanjutnya kita perhatikan sekuen transformasi 

<p,q,r) = (3,i,2) i = k, 5, , n. 

Sekuen traasformasi i n i memusnaakan elemen-elemen a^. , Qpcs ••* 

pads ba r i s kedua. Sedang elemen-elemen 'bukan - diagonal "baris (kolom.) 

pertama tak diubahnya sama seka l i sehingga elezsen-elemen ba r i s (kolom) 

i n i yang t e l a h dinolkan oleh sekuen transformasi ( 2 , i , l ) d i a t a s , t e -

t a p tak berubah. 

Berdasarkan pandangan t e r s e b u t , k i t a menyimpulkan bahwa s e 

kuen transfonaasi 

(p,q.,r) = ( j , i , j - l ) j = 2 4 3 , n-1 

i • 3+1, J+2. ».n (IV.32) 

akan mengubah matrix A menjadi 

B = 

' • 0 

"n-l 

n-1 .n 

(IV.33) 

Keterangan : 

Untuk J = 2 , sekuen transformasi ( 2 , i , l ) mengenolkon elemen-elemen ba

r i s (kolom) k e - 1 , kolom (bar is) ke-3 hingga ke-n (karena 

i = 3 , U, , n ) . 

Untuk $ ~ 3» sekuen transformasi (3»i ,2) mengenolkan elemen-elemen ba

r i s (kolom) k e - 2 , kolom ("baris) ke-U hingga ke-n (karena 

i = h, 5 , , n ) ; tanpa mengubah elemen-elemen bu

kan diagonal ber i6 k e - 1 . 
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Untuk j = k, sekuen transformasi (*4,i,3) mengenolkan elemen-elemen ba-

r i s (kolom) k e - 3 , koloa (bar is) ke-5 hingga ke-n (karena 

i = 5> 6 , n ) ; tanpa aengubah elewen-elemen bu-

kan-diagonal b a r i s k e - 1 , 2 . 

Demikian seterusnya, akhirnya 

Untuk j = n-rl, sekuen t r ans fe rnas i ( n - l , i , n - 2 ) aengenolkan elemen ba 

r i s (kolom) k e - ( n - 2 ) , kolom (bar i s ) ke-n (karena i = n ) ; 

tanpa mengubah elemen-elemen bukan-diagonal b a r i s k e - 1 , 2 , 

, n - 3 . 

Je las bahwa untuk se t i ap harga j aemberikan (n- j ) buah t r a n -

fo rnas i , seningga keseluruhan transformasi (IV.32) t e r d i r i a t as 

T~~ (n- j ) = - ^ — • • t ransfonaasi t i pe ( p , q , r ) . 
J^2 2 

Cacah operasi hitung pada metode i n i adalah dar i orde (**/3) n , [ 1 ] . 

Bila operasi pengembilan akar pangkat dua k i t a perhitungkan make jua -

lab i t u masih harus ditambah dengan (n~l)(n-2)/2 buah operas i . 

Sekarang k i t a t i n j au matrix X I - B 

XI- B = 

- b 1 + A - C l 

- c . -b^ + X 

-c n-1 

- c , -b + X 
n-1 n IV. 3*0 
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Jika minor utana (principal mnor) orde- - i natr i i 'd i -atas k i t a t u l i s 

sebagai f . (X) maka n—i 

fn-(i+l)U) = ( X - b i + l } f n - i ( X ) " °2 f n - ( i - l ) U ) ( l Y ' 3 5 ) 

I * 1 , 2 , , n-1 

d i nana f (x) = 1 dan f _(X) = - b , + X. n n- l l 

Dengan ramus rekurensi tersebut ki ta dapat memperoleh persamaan karak-

t e r i s t i k matrix B, yaitti 

f (X) = 0 (IV.36) 

o 

Untuk menyelesaikan persamaan terakhir i n i , atau • untuk ~<?>acari barga 

pribadi matrix B b isa digunakan beberapa metode yang telKl k i ta kenal 

antara lain metode seoant, Graeffe.Kali ini ki ta meneoba menyelesaikan 

problem tersebut dengan menggunakan sekuen Sturm. 

Jika salah satu dari c. pada (IV.33) berharga nol , deter-

minan matrix (IV.3U) dapat dinyatakan sebagai hasi l ganda dua deter-

oinan matrix-matrix tri-diagonal yang berdimensi lebih rendah. sebing-

ga tanpa mengurangi n i l a i pembahasan k i ta b i sa mengandaikan babva s e -

t iap c. pada matrix (IV.33) tidak nol . Dengan pengandaian i n i , sekuen 

f (X), f , (XK , f (X) merupakan sekuen Sturm sesuai dengan def i -
o A n 

n is i ( i I . i K Dengan oenghitung V(a) dan V(b) untuk berbagai harga a 

dan b k i ta dapat menentukan jumlah barga nolnya pada ( a , b ) . [ l ] . Meski-

pun f.(X) berbeda dengan f (x) b i l a f . (x ) bertanda sama dengan f*(x) 

maka teorema ClII.7) bisa digunakan untuk sekuen ( f . (X)} Jika sekuen 

tersebut digunakan untuk menghitung V(a) - V(b). 
Lemna IV. l 

i buab barga nol f . (x) yaitu s , , s_, . . . . , s . memisah/ n—i J. c l 
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menyela ( i - l ) buab. harga no l f ^ , ( i _ i ) ^ ^ ya i t u r , r _ , , r . , . 

^ ^ * - - * " l < r l < S2 < r 2 < * ' i - i * s i * *° (IV.37) 

Bukti : dengan induksi matematik. 

Uhtuk i = 2 . 

Menurut (IV.35) harga no l dar i f ..(x) adalah r = b . Dengan. (IV,35.) 

juga diperoleh ssngkutan 

f 9 (x ) • (x - b j t _(x) - c 2 f (X) atau n-<! d n -1 1 n 

fn-2 ( x ) = (x " V (x "V " cl 

fn_2(x) - x2 - ( ^ • *2> x - ( ^ - b xb 2 ) 

yang memberikan akar-akar 

s l 

S2 

(\ + b 2 ) - l/(b1 - b 2 ) 2 + U ^ ( b ^ b g ^ / b g - b j T 

(bx + b a ) + ^ - b 2 ) 2 + 1» c* 

2 

Je las dipenuhi ketaksamaan s . < r_ < s ? , a r t inya lenma benar bilaaa--

na harga i = 2 . 

Andaikaa lemma juga benar untuk i , maka harus dibuktikan be

nar pula untuk ( i + 1 ) . 

Berdasarkan s i f a t kedua sekuen Stum untuk s e t i a p s , fung-

s i - fungsi f ( 4 + 1 \ ^ i ^311 f (• •))(*•) ber la inan tanda. Anggapan behwa 

lemma benar untuk i b e r a r t i ketaksamaan (IV.37) dipenuhi, dengan derai-

kian dar i harga nol f _(x) ke barga - hcrga nol f ,(X) berikutnya, 
n—l n—J. 

fungsi f / . *)(>>•) akan herubah-ubah tandanya. Di an tara s., dan s ma

ka fungsi f ( i + 1 ) ( * ) meniliki ( i - l ) buah harga no l yang t e r l e t a k 

di antara ( s e l a - s e l a ) haxga-harga nol f , (X). 
n-x 
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Di t i t i k s , furgsi f , .^ .x(x) berbeaa tanda dengan f / . - , \ ( A ) , t e t a -

pi begitu bergerak menuju - » mereka akan bertanda sama, karena ke-

dua fungsi tersebut bersel is ih derajat 2 . 

Dengan demikian pasti lah di antara - « dan s 1 dan di antara S- dan + <» 

masing-masing terletak sebuah harga nol fungsi f / J + 1 \ ^ J -

Jadi, ketaksamaan (XV.37) berlaku juga untuk ( i + l ) . Lemma terbukti. 

Teorema IV.1 

Di setiap harga nol fungsi f ( A ) , fungsi-fungsi f , ( x ) , *"'(*) 

bertanda sama. 

Bukti ; 

Menurut lemma. TV.1 harga-harga nol fungsi-fungsi f (X) dan 

f (A) saling terpisah, dengan demikian harga-harga nol f (x) berbeda -

beda. Akibatnya, di setiap antara dua harga nol fungsi f (A) harus ju-

ga terletak harga nol fungsi f'Cx). Dan karena keduanya merupakan po-

linomial dengan suku pemimpin (leading term) A " maka . untuk harga 

A yang cukup besar f . ( x ) dan f ' (x ) akan bertanda sama sehingga fcedua 

fungsi tersebut bertanda sama pada harga nol terbesar dari f (X). 

Bai-ang tentu, untuk aenghitung barge V(x) k i ta taarus pula 

menghitung f . ( x ) untuk X = x. Hal ini ki ta kerjakan dengan menggu-

nakan ruraus rekurensi (IV. 35). 

Metode tr i -diagonal isas i adalah suatu met ode i teras i berhing 

ga, sehingga kesalahan dalam aenentukan matrix B bisa dikendaliken dan 

harga-harga pribadi matrix ini bisa ditentukan sesuai dengan ketepatan 

yang diinginkan. Kemudian vektor-vektor pribadi didapat dengan cara di 

nuka, yaitu seperti pada metode Jacobi. 
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Berikutnya akan dibahas teknik penentuan vektor-vektor p r i -

badi matrix A. Misalkan matrix A berhasil dibawa ke bentuk t r i - diago-

nalnya dengan suatu matrix ortogonal S, dan misalkan B bentuk t r i - d i a 

gonal tersebut ( l lhat «Juga TV.33) maka B = S* A S. 

Untuk mudahnya representasi matrix transformasi (p.qjr) yaitu S d i -
pqr 

t u l i s dengan S. dan anggaplah bahva S = S. S_ S di nana para S. 

adalah matrix-matrix ortogonal juga. Telah dikemukakan sebelumnya vek

tor pribadi matrix A ditentukfln dengan pertolongan vektor pribadinya B 

(untuk harga pribadi yang soma). Katakanlah behwa vektor y merupakan 

vektor pribadi yang bertautan dengan harga pribadi X dari matrix B. 

Maka A (S y) = (A S) y = (S B) y = S (B y) = 8 (x y ) = X S y , nampak 

babva S y adalah vektor pribadi matrix A yang bertautan dengan x. 

KeBimpulannye demikian ; 

Jika y adalah vektor pribadi matrix B yang bertaut .dengan 

harga pribadi X (yang juga merupakan harga pribadi matrix A, sebab ke-

dua matrix i tu Baling similar).maka b i l a representasi transformasi or-

toganal yang nembava matrix A ke bentuk tri-diagonal B adalah sebagai 

B » S « A S = (S, S , S ) • A (S. S0 S ) k i ta peroleh konklusi 
l c. m l d m 

bahva vektor x = S y = (S, S_ S ) y sebagai vektor pribadi 
JL C. ffl 

matrix A yang bertautan dengan X. 

Sejauh i n i k i t s belum membahas kemungkinan bahva X merupakan 

harga pribadi-lipat (multiple eigenvalue) dan sebelum k i ta ke persoal-

an i t u lebih dahulu akan dibicarakan perhitungan vektor y di atas . 

Misalkan y * = (y_, y 2 , , y ) . Maka dalam menen-

tukan para y. k i ta dihadapkan pada sistem persamaan l in i er : 
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(\ ~ X) y1 + c v + 
1 y 2 

21 y i + ^ 2 " X^ y£ C2 y 3 

0 

0 

n—J. n—i n n 

Dari persamaan i t u k i ta peroleh sangkutan antara para y . , yaitu 

y - = 1 (kita ambil begitu) 

y 2 = (X - "b^/c-L 

y i + 1 = ( - l / C i ) [ c i : L yul + (b± - X) Y±] 

i = 2 , 3 , , n-1. 

Algoritma di at as digunakan dalam penentuan vektor pribadi yang berta-

ut dengan harga pribadi biasa (bukan harga pribadi- l ipat) . 

Selanjutnya kita meninjau keadaan b i l a X auatu harga pribadi 

l ipat dari matrix B. Karena i tu [ l ] suatu c. berharga nol , aisalkanlah 

c = 0 , 1 < m $ n-1. Telah dikemukakan bahwa detenninan matrix B darn 

pat dinyatakan sebagai has i l ganda determinan matrix set ipe berdimen-

s i lebih rendah. Sekedar contoh, anggaplah A harga pribadi l ipat-2 da

ri matrix B; dua buah vektor pribadi yang bertaut dengannya adalah y 

dan y«. Matrix B ki ta nyatakan dengan 

B = 
B„ 
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dengan B dan B_ adalah matrix-matrix t r i -d i agona l be r tu ru t - t u ru t t i p e 

n x a dan (n-m) x (n-m), sedeng 0 dan 0„ matrix-matrix nol dengan t i -

pe (Derturut- turut) m x (n-m) dan (n-m) x m. Je las 1 B | = iB.J | B 2 j . 

X "bukan harga p r lbad i - l i pa t da r i B. atau pun Bg. 

Menggunakan algoritma di a tas k i t s dapat menentukan vektor-

vektor y dan y yang memenuhi kesamaan B y = X y , dan 

B f ^ = A r . Katakanlah bahva 

y * — v y ^ j Yo 

(2) . . ( (2) (2) 

m 

r i 2 > ) 
•Ambillah 

Atau 

y2* = ( o , 

( l ) 
7i y 

o„ 

E d) :(2) 

.(1) 
'm 

y ( 2 ) 

' y m+l' 

! > 
(2) 

:(D 

y ( i : ) ) 
' n 

• ( 2 ) 
B1 dan T , \ d a n y » B l d a n °U» B2 d a n °3> y d e n °2* y d a n 

0-j^ 0 dan 0~, 02 dan 0^ sepaBang deni sepaseng" dapat dikOEposisikan 

(digandakan secara mat r ix) . 

B ^ = 

B y"2 « 

B i 

°2 

~ B 1 

_ > 

°1 
B 2 

°1~ 

\ 

Vi}" 
°3 

A " 
•»(2) 
y 

a 

s 

B i y 

_ °3 

' °U 

B 2 y ( 2 ) 

3 

= 

\y» 
°3_ 

" < \ ~ 

x^ 2 ' 
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Dari pihak l a i n k i t a memperoleh h a s i l 

M dan x yn X y ' 

o. 

y 2 - r o, 
' X y " ( 2 ) 

sehingga B y]L = X y^ dan B y g = n 2 • 

Vektor-vektor pr ibadi matrix A sudah barang t en tu adalah x. = S y , 

claa 5 2 = S y 2 

Contoh berikut i n i menunjukkan pemakaian metode tersebut un-

tuk aenentukan polinomial k a r a k t e r i s t i k matrix A.. 

Pont oh : 

Kita a a b i l l ag i contoh untuk matr ix 

1 1 0,5 " 

1 1 0,25 A = 

0,5 0,25 

Menurut metode i n i , k i t a khusus memperhatikan elemen a__ = 0 , 5 . 

Dengan rumus-rumus yang t e l ah diber ikan, diperoleh p = 2 , q = 3 , r = l 

a = 2 / / 5 , s in $ = - 1 / / 5 dan cos $ = 2 / / 5 . 

S = 

S* A S 

1 0 

0 2/ /5 

0 1//5 

S 

0 

- 1 / / 5 

2 / / 5 . 

" l 5/(2/5) 0 " 

5/(2/5) 

0 

1,*« 0,55 

0,55 1,60 

Maka f3(X) s 1 , f2
(A) = X " x » f l ( X ) s X2 - 2,U X + 0,15 

f0(X) « A3 - U X2 + 3,6875 X + 0,0625. 



27 

(3) Metode Householder : 

Metode i n i adalah v a r i a s i metode Given,- matrix A d i t rans for -

nasikan ke "benttik t r i -d i agona l . Keunggulannya dlbanding dengan metode 

Given antara l a i n bahva cacah operas! hitung yang dibutuhkan lebih s e -

d i k i t , k i r a - k i r a setengah cacah operas! hitting metode Given [ 1 ] , De

ngan meredusir seluruh ba r i s dan kolom raenjadi nol (kecuali tentu sa ja 

elemen-elemen t r i -diagonalnya) secara bersamaan. 

Misalkan v vektor yang d i p i l i h sedemikian sehingga t e r l aku 

kesamaan 

• * v = 1 (IV.37) 

Maka matrix 

P * I - 2 v v * (IV.38) 

adalah matrix ortogonal dan simetris. 

Ditentukan vektor v. sebagai vektor dengan (k-l) komponen pertamanya 

n o l , ya i tu 

V - (0>°> >vkc)^kk+1)' ^t]) (IV-39) 

dan 

Pk = J " 2 vk V (IV.UO) 

Didefinisikan matrix 

A^ = A; J^ = P* A ^ Pk k = 2, 3, ...., n~l (iV.Ul) 

Dengan pemilinaa te rsebut maka semua elemen di (k-2) buah baris(kolom) 

matrix A. , = (&!*)* kecuali elemen-elemen t r i -d iagonalnya , adalah 0. 

Matrix-matrix A dan P. mempunyai bentuk 
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. e n 

512 

B 12. 
9 , , 

«22 g23 

B. 23 

8k-2,k-2®k-2,k-l ^ ° 

^t -2 ,k- l ^ - l . k - l * . . 3 c _ l , n 

* . . J 

^t- l ,n ft 

Matrix A . _ tierbenttik seperti di atas. 

Matrix P. nempunyai bentuk 

n,n 

? - . •-.. ' • - . 

' -0 l-2[v£k)]2 
- * r ( n ) v ( k ) 

^ k vk 

o a-v<">,<». k k i-V'v: j 
(IV. 1+3) 
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Matrix A. memiliki elemen-elemen 0 pade pos is i seperti posisinya 0 pa-

da matrix A. . . Tujuannya adalah memilih v , V yang 
K—1 J£ It 

memenuhi persamaan (IV.37) sedemikian sehingga (n - k) elemen - elemen 

bukan-diagonal yang terletak di baris (kolom) ke-(k- l ) dari matrix A. 

adalah 0. Didefinisikan 

S = I g2. (1V.H) 
3-k K" i , , ] 

( v k
k ) ) 2 « (1/2) [ 1 ± ( ^ 1 > k / / B ) ] (1V.U5) 

v£J> = ± ^ /( 2 v ( k ) /S ) J « k+1, . . . . . n (IV.1»6) 

Syarat yang harus dipenuhi oleh vektor v. (IV.37) telah termuatvdi de

nial i t u karena 

- I (v^')2 - <^>)2 *l*^l , / « v<*Vs> 
* k j=k - " j»k+l 

S * «k-l k X ± ( V l 1 > 
2 

2 /S 2/S (*k ± g. ) 
K-l ,k 

n 

= (1/2/s) t /s * w • - J i r l__J^< I t l ̂ )»] 

= (1/2/S) [ /S ± « ^ ] f S ± ^ . ^ * 2 * « ^ * 

u 
2 ( ^ - 1 1 j*k+i ^ •L"1 

) * ] 

j 5 ± 2 / S « k - l . k " S . [ S * *k-l.k ] / S
 x 

2 / 5 ( * * *k-l,k • . * < S * «W 

Dengan definis i tersebut A. oempunyai elemen nol di (k- l ) baris perta-

na pada posis i yang sana seperti (k- l ) buah baris pertama matrix A. . 



PERPUSTAKAAN 
PUS'.i ^LudlllAN OAHA 

8ATAN c 30 

Untuk mudahnya katakanlab A. = (a. . ) , A .. = (g* . ) dan P = (p. ) . 

Mengingat bahwa A. matrix s imetr is maka k i t a t i ngga l Bembuktikan bahwa 

h = 1, 2 , , k -1 dan J = h-+ 2 , h + 3 , , n elenen-elemen a, . 

adalah n o l . Menurut t e o r i matrix dan s i f a t s imetr is matrix P, 
k 

%i " J ^ h h Shs * . J } = p h h ( g h , h - l : p h - l , j + SfahPhJ + 

C h + l P h + l , j ) = P h h ( 0 + 0 + 0 ) = 0 

Setiap suku pada jumlaban i t u bei'harga nol karena daerah je la jah J tak 

memuat harga-harga ( h - l ) , h atau pun (h+l ) . 

Secara analog, k i t a akhimya akan memperoleh matrix t r i - d i agona l A .. 

s epe r t i yang k i t a kehendaki. 

Nampak bahwa matrix-matrix P nempunyai peranan besar di da-

lam us aha memperoleh Jawaban yang t e p a t dan, mengingat (IV.39)» kompo-

nen-komponen vektor-vektor v. memegang peranan penting atas ketepatan. 

Karena i t u , mengingat (IV.U6), k i t a harus memilih tanda + atau - sede-

mikian sehingga magnitud v* sebesar mungkin. 

Operasi hi tung metode i n i adalah dar i orde (2/3) n ditambah 

(2 n - h) operasi penarikan akar (pangkat dua). 

Akar pr ibadi dan vektor pr ibadi matrix A dihitung dengan ca-

r a seper t l teknik perhitungan pada metode Given atau M i a y merupakan 

vektor pr ibadi matrix A . neka vektor pr ibadi matr ix A adalah 

x * P P P y. (IV.U?) 
£ 3 n«l 



31 

IV.B, Matrix non-simetris 

Perhitungan harga pr ibadi dan vektor pr ibadi matr ix non- s i -

metris menggunakan metode Lanozos , atau yang j-uga dikenal sebagai me

tode meminimumkan i t e r a s i s nsnyerupai langkah - langkah metode Given 

efca.\i Householder . Artinya bahva matrix non-simetris (bujur-sangkar) A 

dikeaai sederet transformasi s imi lar (a tau ortogonal) sehingga A men-

jad i matrix baru , bentuknya leb ih sederhenas dengan harga pr ibadi dan 

vektor pr ihadi yang l eb ih mudah dih i tung. Metode lainnya yai tu antara 

l a in super t r iangula r i sas i dan def las i (supertriangulccrisation and de -

flection method) mengubah A ke bentuk 

\ l *12 ° 

n l 

*21 *22 b 23 

' 0 

n - l , n 
/ b 

nn 

Bentuk n a t r i x di atas dikenal 'sebagai bentuk supertr iangular atau-ben-

tuk Hes8enberg bawah (lower Hessenberg form). Transposnya akan berben-

tuk Hessenberg a tas (upper Heaaenberg form). Aspek penting yang l a i n 

adalah s t a b i l i t a s perhitungan dalam kai tannya dengan kesalahan pe rh i 

tungan karena pembulatan (roundoff error). 

( l ) Metode Lgnozos: 

Metode i n i mengarah pada menentukan matrix S sedemikian s e -

hingga A dibawa ke bentuk matrix s eg i - t i ga T dengan suatu transformesi 
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similar 

T = S"1 A S (IV. W) 

Kita konstruksikan sekuen vektor-vektor x . , x 2 , , x 

sedemikian sehingga mereka merupakan kolom-kolom matrix S yang memenu-

hi persamaa» (IV.U8). Di samping i t u , k i ta juga nengkonstruksikan s e -

kuen vektor-vektctr y , , yO J , y sedemikian sehingga {x.}dan 
x c- n x 

{y . } bi-ortogonal, maksudnya 

y* x = 0 b i l a i i j (IV.1*9) 

Berikutnya ki ta ikut i ruisus rekurensi untuk mengkonstruksikan dua buah". 

sekuen yang k i ta kehendaki tadi 

yk+l = A \ " k*k " V l ^ k - l , k - 1 , 2 , , n~l 
(IV.50) 

dengan x « y = 0, x. dan y. vektor- vektor sebarang, paxa b dan v. 

didefinisikan menurut 

\ * <%A \)/{** V (IV-51) 

Mengingat (IV.51) , k i ta harus mengandaikan lebih dahulu bahwa y*x f 0 

untuk 3 = 1 , 2 , , n-1. 

Teorema IV.2 

Sistem vektor-vektor yang didefinisikan dengan (IV. 50) dan 

dan (IV.51) memenuhi (IV. 1*9) untuk harga i , j - 1 , 2 , n. 

Bukti : Dengan induksi matematik. 
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Berdasarkan konstruksi di atas diperoleh 

* *2 ~ A \ " \ \ ~ A \ " ( y l A *1&X *1* \ 

y « $ 2 = y« A \ - (y* A % ^ 1^) (?» ^ ) - 0 

Analog, x*y2 = 0. Jadi teorema terhukti benar untuk i , J s l , 2 . 

Andaikan teorema benar juga b i la i , j = 1 , 2 , , k. 

y* X+i-s *5A V - <%A V$£ V (yj V - -a 

Bila j * k, suku pertama sama dengan suku kedua sedangkan suku ketiga 

berharga nol (teorema benar untuk i , j = 1, 2 , k ) ; ruas kanan 0. 

Bi la i » k -1 , suku pertama sama dengan suku ketiga sedangkan suku ke

dua berharga nol (teorema benar untuk i , J = 1 , 2 , k) ;ruas kanan 

adalah 0. Bila j < k - 1 , maka suku kedua dan ketiga berharga nol. 

Sehingga I PERPUSTAKAAN | 

j -k+i j n "k i __ B ATAN 
^ ^ ' ' u-u» • 'jut i - w ' 

Bila persamaan kedua dalam (IV.50) digandakan dengan x* dari kiri, ma

ka menginget $ < k-1 atau J + 1 < k, has tiny a adalah nol karena 

*k y J + i = *£ A* yj - b j «S *i - V i *k y j . i 

dan ruas kir i berharga nol (hipotese induksi dan j + 1 < k ) , demikian 

pula suku kedua dan ketiga di ruas kanan. Suku pertama ruas"kanan * 0 . 

Jadi telah terbukti y* x. = x* A* y = 0; analog bisa diperlihatkan 

bahva x* y. . « 0 . Teorema benar untuk i , j * 1 , 2 , , k + 1 . 

Terbukti teorema IV. 2 . 

Kesimpulan IV.1 

Dengan mengandaikan bahva y* x. 4 ° untuk j « 1 , 2 , . . . . , n 



3k 

maka diperoleh. bahva 

(a) Vektor-vektor x_, x 2 , , x independen l i n i e r . 

(b) Jika k i ta menggunakan (IV.50) untuk k = n } maka x , = ~6\ 
n+1 

Bukti : 

(a) Andaikan bahva untuk suatu harga J <n', "x, merupakan kbriblnasi'li-

n ier vektor-vektor x dengan k < j , maka 

3 k=l * 

Menggunakan bi-ortogonal i tas , y? x, = J, • V y i *k * 0 ; kan*ra-

dlksi dengan pengomdaian di atas . Akibat (a) terbukti benar. 

•*• (b) Andaikan k i ta menggunakan (IV.50) untuk menghasilkan x ... artinya 
n+J. 

k i t a mengambil k = n dan y* x f ' 0 , maka menurut.langkah peabuktian 

bagian (a) persamaan (lV.i»9) tetap berlaku untuk sekuen {x . } don { y . } 

dengan i = 1 , 2 , , n+1. Akibatnya ialah kesimpulan (IV.a) pun ma-

sih benar, artinya k i ta mendapatl-an (n • l ) buah vektor independen l i 

nier di dalam ruang vektor dimensi n. Hal in i tak mungkin benar. Jadi 
• + • • * • tak ada kemungkinan la in kecuali bahwa x . , - 0 . n+i 

Menggunakan kesimpulan di atas ,baglan pertaaa rumufl rekuren-

s i (IV.50) k i ta t u l i s ulang sebagai 

• * • - * • - * • 

A x 1 = x 2 + b i x i 

A *k s Vi + * * + V l V i ' k s 2 ' 3 n-1 

A *n " bn *« + C„ 1 *„ 1 (IV. 52) 

n n n n-1 n-1 

Sehingga, j ika S adalah matrix non-singular yang mempunyai kolom-kolom 

x . , x- , xn maka mengingat (IV.52) k i ta memeproleh bentuk A S = 

S T berikut i n i : 
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1 

0 
A S = S 

n-1 
= ST (IV. 53) 

Matrix tri-diagonal T dalam (IV.53) aemenuhi kehendak k i ta dalan per-

samaan (IV. 1+8), matrix tersebut k i ta tentukan dengan menghitung b, dan 

c dalaa (IV. 5l) dengan aenganbil vektor-vektor x., dan y sebarang. 

Polinonial karakteristik matrix T ditentulcan dengan cara mi-

rip pada metode Given, yaitu dengan rumus rekurensi 

f n - ( i + D ( X ) = (X ~ V l ) f n - i ( X ) " C i f n - ( i - l ) ( x ) ( I V ' 5 U ) 

i = 1 , 2 , , n-1 

dengan f (x) = 1 dan f , (A) = - b. + \ . n n-1 i. 
Persamaan karakteristiknya adalah 

• B.ATAW :v.55) 

Akan tetapi sekuen {f . (X)} bukan sekuen Stum. 

Sejauh ini k i ta berhosil memaparkan teknik perhitungan untuk 

net ode Lanazos, t e tapi harus diingat bahva ki ta teloh mengandaikan (di 

muka) y* x = 0 , j = 1 , 2 , , n. 

Bi la pengandaian tidak berlaku pada suatu persoalan tertentu atau k i ta 

dihadapkan pada problem di nana y* x = 0 untuk suatu harga J i n,ma-

ka harus ditinjau lebih dahulu dua kenungkinaa sebagai berikut: 
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(l) Vektor x dan y keduanya tidak sama dengan vektor t5, Jadi me -

reka ortogonal. Kedaan ini memang jarang ditemui, tetapi bila tefjadi 

maka kita harus mulai proses perhitungan dengan memilih vektor- vektor 

x dan y. yang lainnya. 

- * • " * " • * " 

(2; Salah satu dari x atu y adalah 0, atau keduanya 0. 
J «J 

Persamaan (IV.50) dapat d i t u l i s sebagai 

*J = P j - 1 ( A ) ^ L d a n h = P J - 1 ( A * } ^ 1 (IV.56) 

dengan P , adalah polinomial derajat ( j - l ) dalam A. Kalau k i t a l i h a t 

l a g i persamaan (IV.50) dan (IV.5^) maka 

Pk(A) = fn_k(A) k = 1 , 2 , , n (IV.57)" 

• + • 

Misalkanlah bahwa x = 0. 

Kita dihadapkan lag i pada dua kemungkinan, ya i tu : 

(a) P (A) = 0 . Maka P A\) merupakan kel ipatan polinomial minimal 

sehingga harga-harga pr ibadi b i s a diperoleh dar i f *+-,(*•)• 

(b) P (A). ^ 0. Maka proses b i -or togonal i tas k i t a lanjutkan dengan : 
- * • - * • 

~ memilih vektor x yang ortogonal dengan y. untuk k < j 

- memberi harga e = 0 pada persamaan kedua dalam (IV.50), 

sedangkan c . pada persamaan pertama ditentukan mengguna~ 

kan (IV.51) 

- melanjutkan perhitungan seper t i yang t e l ah dikemukakan di 

muka. 

Bisa diperlihatkan-bahva vektor-vektor yang dihasilkan akan b i -o r togo-

n a l . Dalam hal i n i P .(X) merupakan pembagi {divisor) polinomial ka-

r a k t e r i s t i k . J a d i , dari kemungkinan (2) k i t a t ingga l membahas keadaan 

y = 0 dan b i l a x = 0 dan y . = 0 bersamaan. Caranya mirip di a tas de-

ngan sed ik i t modifika3i sa ja . 
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Contoh : 

Menggunakan metode Lanczos kita akan mencari harga-harga pri-

badi matrix 

A = 

2 

1 

1 

-2 3 

1 1 

3 - 1 

Dipilih vektor-vektor 

x* = y* = (0,0,1) , maka 

(A^)» * (3,1,-1) 

bx = -1/1 = -1 

(A» y^* * (1,3,-1) 

x» = (3,1,0) 

(Ax",,)» = (k,k,6) 

\ = 8/3 

x» = (-M/3,0) 

(Ax3)» » (-32/3,-8/3,0) 

b3 =1/3 

sehingga 

T = 

~~1 6 

1 8/3 

0 1 

0 

-28/9 

1/3 

y« = (1,3,0) 

(A* y2)« = (5»1 

cl - 6 

y* = (7/3,-7,0) 

(A* y 3)* = (-7/ 

c2 = -28/9 

f (X) * X3 ~ 2 X2 - 5 X + 6 o 

Dengan demikian harga-harga pribadi matrix A adalah 3 , - 2 , 1. 

Sekarang, andaikan bahwa k i ta memilih vektor-vektor 

x* = y* = ( 1 , 0 , 0 ) ; maka 
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U x ^ * = (2,1,1) (A»yx)* = (2,-2,3) 

\ = 2 

x» = (0,1,1) 

(AX;,)* = (1,2,2) 

£* = (0,-2,3) 

(A* y j * = (1,7,-5) 

*2 = 2 Cl = 1 

x» = (0,0,0) = 0. 

Jadi kita sampai ke keadaan di mana metode seperti di atas tak "berlaku 

sehingga kita harus menghitung ulang dengan mengikuti petunjuk di auka 

x* = y» = (1,0,0) 

bl = 2 

% = (0,1,1) y| = (0,-2,3) 

Cl = 1 

kemudian dip i l ih vektor x- yang ortogonal dengan y dan y^, misalnya 

x 3 » (0 ,3 ,2) 

(Ax3)» = (0 ,5 ,7) 

y 3 = A* y 2 - b 2 y 2 - 0. y x * ( l , l l , - l l ) « 

b 3 = - 2 c2 = 0 

T = 

2 1 0 

1 2 0 

0 1 - 2 

Kita dapatkan bahva 

P„(A) = A2 - U + 3 I ^ 0 (matrix) 

Menggunakan (IV.5U) dalam menentukan harga-harga pribadi, diperoleh 

f (X) = X2 - I* X + 3 dan f (X) = X3 - 2 X2 - 5 X + 6 J. o 

Harga-harga pribadi matrix A adalah 3 , - 2 , 1 . 
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(2) Supertrianofulccrizccbion and deflection : 

Dari uraian tentang metode Given dan Householder k i t a kenal 

bahva matrix s i m e t r i s - r i i l A dibava ke bentuk t r i -d iagonalnya , menggu-

nakan transformasi- transformasi , dengan cara mengenolkan. elemen-elemen. 

di a tas diagonal utana kecual i elemen-eleraen a. / . . , \ . Kemudian karena 

s i f a t s imet r i xoatrix A elemen-elemen di bavah diagonal utama yang s i -

met r i s ' dengaa elemen-elemen te rsebut Juga menjadi nol 3ehingga dipero

leh. matrix t r i - d i a g o n a l . ' J e l a s , J ika t rans foraas i - tersebut dikenakan 

pada matrix non-simetris A akan diperoleh matrix baru dalambentuk ma

t r i x Eessenberg a t a s . B i la - t r ans f ormasi ortogonal k i t a gac t i el iminasi 

Gauss akan diperoleh Juga h a s i l yang sama,-yaitu matrix dalam "bentuk 

Eessenberg a t a s , dengan keuntungan berkurangnya komputasi yang d iper -

lvkan; metode lebih s t a b i l b i l a digunakan positioning for size [ l ] . 

Misalkan k i t a t e l a h b e r b a s i l , dengan menggunakan transforma

s i s i m i l a r , mengenolkan-elemen-elemen bukan-diagonal ( s e g i - t i g a atas) 

pada ba r i s -ba r i s pertama, kedua, , k e - ( k - l ) . Katakanloh pada ba-

bak in i elemen matrixnya adalah a . . . Untuk ba r i s ke-k, k i t a lakukan •-: 

a. d i antara elemen-elemen a ^ ^ ) , a k(k+2) ' ' .*'! '" \a 

k i t a p i l i h a. dengan magnitud t e r b e s a r , kemudian " d iper -

tukarkan kolom ke-1 dan k e - ( k + l ) , • 

b . dihitung 

\i - -\i f Vk+D» •> - k + 2 ' k+3> •» { l v - 5 8 ) 

magnitud m. , t ak akan melebihi 1 karena langkah a. 

c . kolom k e - j . ditambah dengan, m. , k a l i kolom ke-(k+l) untuk 

j = k+2, k+3, , n . 
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Laugkah a bersama setiap langkah c tak la in adalah menggandakan matrix 

tersebut dengan matrix-matrix kolom element er dari Xanan. Jelas ,elemen 

yang sama dengan nol pada baris-baris pertama, kedua, , ke-

(k- l ) tetap tak berubah. Deri k i r i digandakan dengan invers matrix-ma

t r i x elementer. Dengan nengerjakan berulang untuk k = 1 , 2t. , n-2 

akan diperoleh matrix B = ( b . . ) dalam bentuk Hessenberg. 

Karena megnitud m, tak melebihi 1 (IV. 58) ,maka metode i n i s tabi l . ter-

hadap kesalahan pembulatan [ l ] . 

3 2 
Cacah operasi hitungnya adalah (2/3) n + orde (n ) , sedang 

metode Householder b i l a digunakan untuk matrix non-simetris memerlukan 

3 2 
(4/3) n + orde (n ) ditambah dengan (n-2) ka l i operasi penarikan akar 
pangkat dua. 

Berikutnya kit a perlihatkan bagaimana harga pribadi* dan vek-

tor pribadi ditentukan., juga bagaimana matrix B dideflasi ke suatu ma

t r i x bertipe (n- l ) x ( n - l ) . 

Kit a endaikan bahva setiap b w . + 1 \ tidaklah nol . Pengandaian 

in i tidak meiibatasi ke-umum-an pembahasan sebab b i l a suatu b . / . - \ , m i -

salnya, sema dengan nol maka B dapat diubah menjadi 

B 

B l ° 

B2 B 

B1 bertipe ( i ) x ( i ) 

di mana B. dan B2 adalah matrix-matrix Hessenberg. 

Bi la x* = (x 1 > X-, , x ) , sistem persamaan yang diper 

oleh dari persamaan matrix ( B - X l ) x = 0 adalah-
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< V - X ) x 1 + * 1 2 X 2 

b 2 1 xj_ + ( b 2 2 - x) x 2 + b 2 3 X 3 

Vl 

- 0 

(IV.59) 

" a l ^ l * \ 2 X2 + •+ (*„-, - A) x • 0 no. n 

Anbillah suatu harga X dan x. = 1 untuk persamaan pertama (TV.59) • 

(n - l ) "buah persamaan pertama (IV.59) dapat d ise lesa ikan, nemberi harga 

parameter x. , x 2 , , x . Harga X, para x. yang didapat akan me-

menuhi persamaan t e rakh i r (IV.59) hanya b i l a X yang k i t a ambil d i a tas 

adalah suatu harga pr ibadi matrix B. 

Buss k i r i persamaan t e rakh i r k i t a t a l i s sebagai F(X), d iper -

l ihatkan bahwa F(x) merupokan kel ipatan persamaan karak te r i s t iknya . 

Matrix B - XI mempunyai bentuk 

\ l ~ X 

21 

n l 

"12 

b 2 2 - x 23 

' 0 

Vl(n) 
b - X 

nn 

(IV.60) 

Kolom pertama matrix di a tas k i t a gandakan dengan x. kemudian untuk-i= 

2 , 3 , n kolom ke - i matrix (IV.60) digandakan dengan x. dan d i -

tambahkan psda kolom pertama t a d i untuk memperoleh matrix 
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"12 

b 2 2 - A b 2 3 0 

F(X) 

n - l (n ) 

Jn2 b - X 
nn J 

(IV.61) 

Maka 
n - l 

B (IV.62) - X I | = F(\)7J1 b » c P(X) 
1 = 1 i , i + l 

di mana c ^ 0 , oleh sebab pengandaian bahwa se t iap hw- + T\ ^ 0 • 

Untuk mencari harga nol F(X) k i t a b i s a menggunakan metode secant atau 

Laguerre . 

, X ditentukan ' n Setelah harga-harga pr ibadi X. , X„, . . . . 

kemudian dengan (IV.59) ditentuken vektor-vektor pr ibadi yang ber taut 

dengannya. 

Misalkan k i t a t e lah mendapatkan harga pr ibadi X . 

S . adalah matrix r o t a s i bidang pada (TV.8) dengan p = n - l dan q = 

n , sedangkan 

B X = B - X I (IV.63) 

Elemen b a r i s ke-n kolom ke-n matr ix S , B adalah 
n-l,n 

- sin * b , + cos *(b - X ) 
n-l,n nn l 

(IV.6U) 

Bila sudut 4 kita pilih sedemikian sehingga tg * = (b -..X,)/b , „ r nn 1 n-l,n 

maka elemen tersebut adalah nol. 
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Langkah berikutnya adalah memilih matr ix r o t a s i "bidang S „ yang me-
n—2,n 

musnahkan elemen "baris ke-n kolom ke- (n- l ) matrix S - B, , dan tanpa 
xx—l,n A 

mengubah elemen b a r i s ke-n kolom ke-n. Dengan cara i t u k i t a mengaobil 

sekuen matrix r o t a s i bidang S. 9 i = a , n - 1 , , 1 seMngga 

In 2n S , B = S B n - l , n (IV.65) 

be r s i fa t elemen-elemen ba r i s t e rakh i r kolom ke -2 , 3 , , n adalah 

no l . Dengan ka ta l a i n , s e t i ap matrix r o t a s i bidang d i p i l i h sedemikian 

sehingga memusnabkan ( i + l ) buah elemen pertama b a r i s t e r a k h i r . 

T = 

11 '12 

'22 

n-1,2-
* •, ,* t -
••n-1,n-1 n - l , n 

n l * 

J ika se t iap elemen b . 

(TV.66) 

i , i + l 

begitu pula s e t i a p elemen t . . 

.0 ' 0 

dar i matrix B t idak ssna dengan nol aaka 

Det(T) = (-l)n-\ 
n - 1 

(IV.67) 
n l . ' i , i + l 

Berdasarkan (IV.65) dan mengingat \ suatu harga pr ibadi matrix B 

Det(T) = Det(S).Det(B) = 0 (IV.68) 

Karena i t u maka t , = 0; Jadi seluruh elemen ba r i s t e r akh i r adalah 0 . n l 

Juga diperoleh 

S B S* = S Bx S* + X I (IV.69) 

berbentuk sebagai 



kk 

In 

S B S* = B, (IV.70) 

n - l , n 

) 0 c^ 

dengan. a adalah konstan-konstsn, matr ix B berbentuk Heseeriberg. 

Matrix S t e l ah dihitung karena dia adalah h a s i l ganda matrix~mstrix ro 

t a s i bidang. Hingga sejauh i n i k i t a t e l ah membahas metode def las i ma

t r i x ; se t i ap k a l i harga pr ibadi k i t a mendeflasi matrix svcpertviangulccp 

yang diperoleh. Menurut [ l ] , teknik def las i matrix kadang-kadang t idak 

s t a b i l , 

Untuk harga pr ibadi komplex murni k i t a akan t e r l i b a t a r i t h -

matik bilangan-bilangan komplex dan matrix r o t a s i bidang dig ant i oleh 

transformasi u n i t e r . 

Metode def las i membuka kemurvgkinan menghitung polinomial ka-

r a k t e r i s t i k matrix B untnk berbagai harga p r ibad i . Bi la X pada persa-

maan (IV.63) bukan suatu harga pr ibadi maka t belum ten tu 0 , t e t a p i 

karena determinan se t i ap matrix ro t a s i bidang adalah 1 maka 

Det(T) = Det(S) Det(B - X I ) = Det(B - X^) (IV.71) 

sehingga persamaan (IV.67) untuk X = X memberikan harga no l persama-

an ka rak t e r i s t i k matrix B. Dengan cara sama, k i t a peroleh harga priba~ 

di (dengan metode secant) J ika k i t a hitting determinan t a d i untuk seku-

en harga-harga X. 
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Ccntoh 

Berikut in i kami kemukakan contoh penggunaan eliminasi Gauss 

dan metode def lasi untuk matrix [ l ] 

A = 

2 - 2 3 

1 1 1 

1 3 - 1 

Jika kita tukarkan kolam kedua dan ketiga kemudian elemen baris perta-

ma kolom ketiga dieliminasikan, diperoleh matrix 

2 . 3 0 

1 

1 

1 

-1 

5/3 

7/3 

Atau, matrix di atas diperoleh dengan menggandakan dari kanan matrix A 

dengan matrix elementer E2~ dan E 2 , (2 /3) di mana 

E = 
*23 

1 0 0 

0 0 1 

0 1 0 

E2 3(2/3) = 

Menurut metode i n i , xaaka 

B = E~g(2/3) E23 A E2 3 E2 3(2/3) 

1 0 0 

0 1 2/3 

0 0 1 

"2 3 0 " 

1/3 -5 /3 11/9 

1 1 5/3 

Untuk menghitung harga pribadi matrix B, k i ta ambil pendekatan awalnya 

A = 0 dan * = 1/2 kemudian nwnggunakan (IV.59) k i ta menghitung harga 

P(0) * -18/11 dan F(l /2) = -75/88. Pendekatan kedua, dihitung dengan 

metode secant, adalah X s 2U/23. Begitu seterusnya, akhirnya menuju ke 
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harga X = 1 . 

Anggaplah hahva k i t a telah memperoleh harga X = 1 tersebut. 

Maka 

B, 

1 3 0 

1/3 -8/3 11/9 

1 1 2/3 

yang dideflasikan menggunakan (IV.61») dengan mengambil sin 4 = 6/ Vl57 

dan cos 4 = 11/ v/T57 . 

Mengingat S^, maka k i t a peroleh 

1 3 0 

29/3>^157 -70/3^151 *^57/9 

9/Vl57 27/»/157 0 

S 23 B X 

Untuk memusnahkan elemen lainnya di baris ketiga k i ta gunakan matrix 

P7 n /I3T ° 

S13 = 1 

0 

(23 

0 

B7' 
238 

Akhimya didapat S - S«3 B.SjU S*- + X., I sebagai 

152/157 33^35/157 -27/^157 

13,5lV«»7l/238 5/157 220U/(9*/l57 »^38) 

0 0 1 

Minor utama, t ipe (2 x 2 ) , ekan mempunyal harga-harga pribadi -2 dan 

3. 
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V. KESIMPULAN 

Kit a sekarang berusaha menarik beberapa kesimpulan urnum ten-

tang metode-metode perhitungan harga pribadi dan vektor pribadi yang 

t e l a - dibahas di muka. 

(1) Metode Jaadbi digunakan untuk matrix-matrix r i i l - s i m e t r i s . 

Matrix A yang akan ki t a hitung harga pribadi dan vektor pribadinya 

dikenai suatu transformasi ortogonal agar dia berbentuk matrix d i 

agonal yang similar dengan A. Harga-harga pribadi matrix A dengan 

demikian mudah diketahui berdasarkan pengamatan atas matrix diago

nal tersebut. Matrix ortogonal yang merepresentasikan transforoasi 

i tu kolom-koloonya adalah vektor-vektor pribadi matrix A dan meru-

pakan has i l ganda matrix-matrix rotasi bidang. Matrix rotasi b i 

dang dipi l ih sedemikian sehingga memusnahkan (mengenolkan) elemen 

bukan diagonal dengan magnitud terbesar dari matrix yang dikenai 

transformasi rotasi bidang i t u . Setiap babak perhitungan memusnah

kan satu bueh elemen demikian i t u . Metode Jaadbi Juga memberikan 

sangkutan antara elemen-elemen matrix padn. sekuen matrix rotasi 

bidang (rumus rekurensi IV.8 - IV. l6) . Metode in i banyak digunakan 

di dalam komputasi menggunakan komputer digital dan adalah metode 

i t eras i tak berhingga. 

(2) Menentukan elemen bukan-diagonal mana yang harus dinusnahkan rae-

maksa k i ta (komputer) membandingken magnitud elemen-t-lemen bukan-

diagonal di atas diagonal matrix. Ini pekerjaan yang rumit dan Su

dan barang tentu membutuhkan waktu hitung. Pula, bisa terjadi bah-

wa elemen yang te lah musnah pada suatu babaken perhitungan akan 
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berubah harganya pada flYhir babak berikutnya. Salab. satu j a l a n k e 

l u a r ya i t u memakai metode smbBag-Jaadbi di nana elemen matrix de

ngan. magnitud melewati harga ambang yang t e l ah ditentukan dianggap 

pant as -untuk disiusnahkan. 

(3) Kete l i t i an dalam proses penarikan akar pangkat dua (lV.15) mempu-

nyai andi l besar dalam usaha EenghesiJkan Javab yang t e l i t i . 

(It) Untuk matr ix r i i l - s i m e t r i s kit-a menpunyai metode kedua ya i t u me— 

tode Given. Berbeda dengan metode Jaoobi,, delam h a l i n i matrix A 

ditransforma3ikan ke bentuk t r i - d i a g o n a l dengan trsnsfonnasi o r t o -

gonal yang representasinya merupakan h a s i l ganda matrix-matrix o r -

togonal S ( p , q , r ) . Sub-sekuen matrix-matrix i n i akan memusnahkan 

elemen-elemen bukan-diagonal dar i ba r i s k e - r . Oleh pengaturan 

urutan operasi t r ans foraas i maka elemen-elemen bukan-diagonal yang 

t e l ah disiusnahkan pada suatu babakan perhitungan takkan berubah 

dengan berakhirnya babak selanjutnya. 

J a d i , transformasi (perhatikan urutan) 

S ( j , i , J _ l ) j = 2 , . . . , n -1 

i = j + 1 , . . . , n 

menbawa matrix A ke bentuk t r i -d iagonalnya . 

(5) Elemen-elemen matrix S(p ,q , r ) ditentukan dengan ('IV.26 - IV.28) 

dan sangkutan antara elemen-elemen sekuen matrix S (p ,q , r ) t e l a h 

diberikan. Metode Given adalah metode i t e r a s i berhingga, leb ih d i -

sukai dibandingkan metode Jaaobi. Harga-harga pr ibadi ditentukan 

dari persamaan ka rak t e r i s t i k yang diperoleh dengan rumus rekurensi 

dan bantuan matrix t r i - d i agona l yang dihasilkan oleh transformasi 
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ortogonal d i a t a s . Dengan memperhitungkan operasi h i tung untuk 

pembagian seherga dengan untuk pergandaan, tanpa memperhitungkan 

operasi penjumlahan atau pun pengurangan, maka metode i n i memerlu-

kan U/3 n operasi hi tung ditambah dengan (n -2 ) (n - l ) /2 operasi p e -

narikan akar pangkat dua (orde cacah ope ras i ) . 

(6) Vektor-vektor k e r a k t e r i s t i k dihltung dengan bantuan matrix-matrix 

S(p»q,r) dan matrix t r i - d i a g o n a l . 

(7) Metode ke t iga untuk matrix r i i l - s i m e t r i s adalah aetode Householder 

In i merupakan modifikasi metode Given, representas i matrix d a r i 

transformasi ortogonalnya adalah suatu n a t r i x or togonal -s imetr i s . 

Transformasi i t u membawa matrix A ke bentuk (IV.U2), sedangkan ma

t r i x representasinya aerupakan h a s i l ganda matrix-matrix P. de 

ngan kolom-kolom t e r t e n t u yeng ditentukan dengan (IV. 1+0). 

(8) Harga p r i b a i i dan vektor pr ibadi ditentukan sepe r t i pada met ode 

Given* y a i t u dengan rumus rekurensi ditentukan persamaan karak-

t e r i s t i k n y a 3antas d i ca r i harga nol polinomial ka r ak t e r i s t i k i t u 

dengan mebode-metode yang t e l a h dikenal , antara l a i n Laguevre, 

secant3 graeffe. 

(9) Beda antara metode Given dan Householder adalah dalam cacah opera

s i hitung yang diperlukan. Ei s i n i k i t a t e r l i b a t dalam (orde) 

2/3 n operasi pergandaan dan pembagian diteribah (n-2) k a l i pena-

rikan akar pangkat dua. 

(10) Metode pertama untvk matrix-matrix r i i l - n o n s imet r i s adalah me

tode Lanczos. Kalau pada metode Given transformasi ortogonal akan 

membava A ke bentuk matrix t r i -d i agona l maka pada metode i n i A d i -
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"bava ke Ec'Arix seg i - t i ga dengan suatu transformasi s imilar (ka-

dang-kadsng ortogonal) . S i f a t s imet r i matrix r i i l - s i m e t r i s A me-

mungkinkan tronsforniasi ortogonal mengubatanya ke bentuk matrix 

diagonal atau t r i - d i a g o n a l . Alien t e t a p i "bila A non s i o e t r i s maka 

transformasi semacaa i t u boieh. j ad i tak membawa ke matrix-matrix 

dalar: bentuk d i a tas raelainkan ke bentuk Hessenberg. Metode i n i 

juga dikenal sebagai metode i t e r a s i minimum. Dalam pembahasan di 

niuka dikemukekan juga bagaimana metodo ixii menentuken elemen-ele-

men matrix s e g i - t i g a dengan rumus rekurensi . Setelah matrix seg i -

t iga tersebut dihitung maka ditentukcm (dengan cara sepe r t i me

tode Householder, Given) psrsamaan k a r a k t e r i s t i k dan harga-harga 
if 

nol persaraaan i n i . Sehingga k i t a memperoleh harga-harga p r i b a d i -

nya A. 

(11) Dalam menentukan elenHin-alemen matrix s e g i - t i g a menurut metode 

i n i , t e l ah dik'onstruksikan dua buah sekuen vektor-vektor yang b i -

ortogonal . Untuk matri;:~riatr:..x bardimenni besar kesu l i tan meng-

konstrulzsikan vektor-vektor yang demikian i t u sangat t e r a s a , mung 

kin menyebaLkan k e t a k t e l i t i a n pada matrix s e g i - t i g a yang d i ing in -

kan. Jttga ka&ang-kadang diperlukan modifikasi pada teknik p e r h i -

tungannya. 

(12) Metode kedua untuk matr ix-uat r ix non s imetr i s dan adalab. metode 

t e r akh i r yang dibahas, y a i t u i/iatods supertriangulaPization and',' 

deflation. Untuk membava A ke "bentuk Hessenberg digunakan t r a n s -

formasi s imi l a r , mungkin juga dengan eliminasi Gauss karena cara 

i n i memerlukan operasi hi tung yang lebih sed ik i t dibandingkan me-

tode Lanozos, dra. proses r.enggandakan matr ix A dengan matrix -
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matrix e leaente r . Harga-harga pr ibadi ditentukan dengan metode 

secant atau Laguevre da r i persamaan karak te r i s t iknya . Dengan t e -

lah diketahuinya harga-harga pr ibadi maka dengan (IV.59) dihitung 

vektor-vektor pr ibadi matrix A. Cacah operasi hitung (pergandaan 

dan pembagian) yang diperlukan adalah dar i orde 2/3 n . 

Beberapa faktor pehting dalam bidang komputasi, antara l a in 

konvergensi penyelesaian dan akselerasinya atau s t a b i l i t a s penye-

lesaian dan batas ( a t a s , bavah) harga p r i bad i , belum sempat diba-

has secara t e r p e r i n c i . 
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