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Обобщение метода Томаса-Ферми 
в квазипотенциалкном подходе 

Построен релятивистский аналог метода Томаса-Ферми, 
основанный на релятивистском трехмерном двухчастичном 
квазипотенциальном ураянении, вместо уравнения Шредингера. 
В качестве приложения дана оценка числа узких состояний 
кааркэния. 

Работа выполнена в Лаборатории теоретической 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
В данной работе в рамках квазипотенциального подхода стро

ится релятивистский аналог статистического метода Томаса-
Ферми. При этом за основу берется релятивистское трехмерное 
двухчастичное* квазипотенциальное уравнение /ь/: 

CBB q-8E p)* q<U =(2>г)"3 / jpLv(p.k;Eq)4<q(k) . 

Е * - к й - Е 8 - р 8 - т 8 . /1.1/ 

Оно было получено на основе ковариантной гамильтоновой форму
лировки квантовой теории поля / 3 / и техники ковариантного при
равнивания времен двух частиц у волновой функции /ВФ/ уравне
ния Бете-Солпитера / 4 /. 

В уравнении /1.1/ импульсы всех частиц находятся на мас
совой поверхности: 

p§-p««m*. n.V 
Для решения уравнения /1.1/ удобно перейти в нем к введенному 
в/Б/релятивистскому конфигурационному представлению /РКП/. 

Это представление вводится путем разложения ВФ относитель
ного движения двух частиц, например, кварка и антикварка, по 
функциям 

«5.? ).(Ь^Е1_)" 1~ 1* Ю s?-,8;8«.i. /1.з/ 
образующим полную систему на поверхности массового гиперболои
да / 1 . 2 / и реализующим унитарные неприводимые представления 
группы Лоренца / e /i вместо плоских волн eip(ipr). 

В РКП уравнение / 1 . 1 / для радиальной части ВФ с определен
ным значением орбитального квантового числа I принимает вид 
конечно-разностного уравнения: 

* 0 метод* Томаса-Фврми, развитом на основ» одночастичного 
уравнения Дирака, см., например, в ' " . 
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[ch(iA-3-b x 8 g ( g + ^ exp(i\-g-) -X(r)lRn£ (r) - 0 . / l . i t / 
dt r(r + i\) or 

x ( t ) = ао+в-vw f л = _ ь _ > / 1 # 5 / 

2m mc 

В дальнейшем будем считать, что взаимодействие кварка 
и антикварка описывается некоторым эффективным сферически сим
метричным потенциалом V(r) (V(r=0) =0), заданным в РКП. 
В нерелятивистском пределе (m-> ~) fCp.'r) ->exp(ipr) , 
так что пространство векторов ? переходит в обычное коорди
натное пространство, а уравнение Л Л / - в уравнение Шредин-
гера. 

В следующем параграфе выведено выражение для плотности квар
ков в РКП, а в_§3 получена оценка числа узких состояний в сис
темах bb и tt. 

2. ПРИБЛИЖЕНИЕ ТОМАСА-ФЕРМИ 
ДЛЯ РЕЛЯТИВИСТСКОГО К0НЕЧН0РАЗН0СТН0Г0 УРАВНЕНИЯ 

Пусть связанные состояния кварка и антикварка, составляющих 
мезон, заполняют энергетические уровни с энергией связи меньше 
некоторой фиксированной величины Е F . 

Для плотности кварков в этой системе, в полной аналогии 
с нерелятивистским случаем /8/, имеем 

P(D- S |Ч< (Г)|2- 2 ^~^~\Y. (9,*)|8 . /2.1/ 
Е , <Е„ Е . <Е„ Г 8 1 т 

aim F ntm F 
Суммирование по азимутальному квантовому числу m снимается 
с помощью соотношения 

„ i ^ ^ l ' - H r - . /2.2/ 
что приводит к выражению 

, » . , ^i!LiLH_. / 2 . 3 / 
B n f E F Г *" 

В работе / 8 /было предложено решать уравнение / 1 . V методом ВКБ. 
Воспользуемся выражением для радиальной части ВФ, полученным 
в квазиклассическом приближении / 1 0 / : 
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R ^ M - C t X ^ O - l - t t A / r ) 8 ] - ^ * x 
/2.1»/ 

x cos / —ln[X(r) +VX2(t) - t - U A / t ) 8 ] , 

где г , . - классическая точка поворота, определяемая из ус-

X(t_ ) » V l + (AA/r) 8; Л» I + —. / 2 . 5 / 

Константа С определяется из условия нормировки ВФ: 
f R 8

t ( r ) d r - l . 
о откуда следует 

е 1 Ю„г 

i°i 4 т г - • / 2- 6 / 

Подставим /2.к/ в /2.3/ и заменим среднее значение квадрата 
косинуса на 1/2: 

p(t)--i_ 2 ^Е^1Ы.[х 8(г)-1-(АЛ/г) 2]" И . /2.7/ 
8» 8 E^Ej. *> г 8 

Перейдем при фиксированном I! от суммирования по п к интегри
рованию по X: 

S -5г-1Х8(г)-1-(ЛЛ/г)«]~* . 
D an 
* Х+ -« / 2 ' 8 / 

-f. / dX[X8-l-(AA/r)*] * . 
А X 

Интегрирование в правой части / 2 . 8 / производится от 

ДО 

Х_ -[«В1+Е г- У(г)]/Ы1 +ЛЛ/г)*]Н 

Х+ - V l + CXA/r)1 . 
При Х<Х_ ВФ затухает экспоненциально, поэтому ее вкладом 

вр(г) можно пренебречь: 

rW • — - f ^ - t o > . i f f — /2.9/ 
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Воспользуемся теперь тем, что d/dt[l + ( \Л/г)Ч = 2Л г Л*/г 
и заменим суммирование по I на интегрирование: 

р(г) - — L _ /d [ l + UA/'r) 8 ]* Arch - —а = 
/2.10/ 

X(t)y/X8(r) -l-AtchX(r) 
(2>г)2Л8 

Этот же результат может быть получен интегрированием по 
объему в пространстве импульсов: 

(2ir)s т х к 0 ° 
В выражении / 2 . 1 1 / удобно перейти к гиперболическим координа
там: m"nkehx - k , a i c h x - k 0 , что дает 

p ( r ) - - E ^ T ( i h x F c h X p - X F ) , /2 .12 / 
(2ir)" 

где 

ohx PW -12m + Е г - V(t) ]/2 m. 

Соотношения / 2 . 1 0 / и / 2 . 1 2 / позволяют вычислить полное число 
состояний с энергией ниже Е р : 

'+ 
N » 4 f f / p(r)r 8dr. / 2 .13 / 

О 
Область применимости выражений /2.9/, /2.10/, /2.12/, /2,13/ 

совпадает с областью применимости кааэиклассического подхода 
в уравнении /1.4/. 

В нерелятивистском пределе выражения /2.9/, /2.10/, /2.12/, 
/2.13/ переходят в свои нерелятивистские аналоги / 8 /. 

3. ОЦЕНКА ЧИСЛА УЗКИХ СОСТОЯНИЙ КВАРКОНИЯ 
Как известно^ наиболее легкие связанные состояния двух тя

желых кварков ее и ЬБ, т.е. * и Y -частицы, имеют большое 
время жизни и малую полную ширину распада. Объясняется это 
тем, что для них энергетически запрещены распады с подхватом 
из моря пары легких кварков: 

QQ -.«q+Qq; Q - в, о, b, t...; q-u.d /3.1/ 
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а распад на легкие адроны подавлен по правилу Окубо-Цвейга-
Иизуки. Однако для высоколежащих уровней системы Об распад 
/3.1 /становится энергетически возможным. Представляет интерес 
оценить возможное число уровней системы двух тяжелых кварков, 
лежащих ниже порога реакции /3.1/. 

А. Прежде чем применить результаты предыдущего раздела, 
произведем вычисления в рамках нерелятивистской кварковой мо
дели, которая успешно применяется для описания свойств свя
занных состояний двух тяжелых кварков / 1 1 /. В этой модели масса 
мезона определяется как 

"в5-*»о + в в д • /3.2/ 
св. где Egg - энергия связи, определяемая из уравнения Шрединге-

ра. Порог реакции /3.1/ задается условием M Q Q < 2 M Q a 
или Б JSP* -2П1+2Е--", где Е ^ - энергия связи основного 
уровня в системе ^ВцЛороговое значение энергии связи EjIJ-B' 
зависит от приведенной массы системы Qq, а следовательно, 
определяется массой легкого кварка ш . и не зависит от массы 
тяжелого кварка п г / .Однако нерелятивистское описание системы 
Qq не обосновано, т.к. 

ю_ю /(ю„+ш )» m -Е_-* . ш в q' v в q' q Qq 
В работе / 1 8 / на основе условия квантования Борна-Зоммерфель-

да было определено число в-состояний (Е«0), лежащих ниже по
рога 

«Lt-rW^. /3.3/ 
Существует два узких в -состояния в семействе * -частиц, 

т.е. в .'I0 -2. Это позволяет зафиксировать константу С и полу
чить для Y-частиц оценку n'*-0 « S / 1 * / , что и подтверждено 

U0 
экспериментально. 

Оценим теперь полнее число уровней системы QQ, лежащих 
ниже порога. Имеем 

что 
PgxV)- плотность кварков в потенциальной яме, при условии 
заполнены все энергетические уровни вплоть до Е[*Ф. В при

ближении Томаса-Ферми для плотности ?_-(') имеем « Г 

t.\ г * * * W f t > , , , , 
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где 

Подставляя /3.5/ в /3.V и определяя R из условия 
Б-J-VCIQJ), получаем 

N _ - А т » / в . /3.6/ 
QQ Q 

В системе ос ниже порога лежат 5 уровней: два в-уровня 
Is и За и трехкратно вырожденный р -уровень. Таким образом, 
N - -б и согласно / 3 . 6 / для ев-, ЙЬ- и tF -систем в предпо
ложении, что Е 1 1 0! 1 и V(r) не зависят от вида кварков, имеем 

\3-*<.т</*е)*/г • /3.7/ 

В табл.1 представлены предсказания для N Q g в предполо-
женииГчто m . - 0,5 ГэВ, m c - 1,37 Г э В / 1 1 / , m b -*»,79 ГэВ / 1 1 , / 

m t - 20 Г э В / й < 

Таблица 1 
Оценка числа узких состояний а системе Об в 

нерелятивистском случае 

QQ 
/ГэВ/ 

• ' -
QQ 

/ГэВ/ £ - 0 / u / e - i f - 2 ( - 3 

•в 0,5 1 1.3 
ос 1.37' 1 0 / 5 2 1 
Ы> * , 7 9 / 1 0 / 33 3,5 2,1 2 1 
(« м / « / 280 6,9 *.5 «••9 3.3 

Соотношение / 3 . 3 / может быть обобцано на случай произволь
ного фиксированного значения числа t. Для этого воспользуемся 
модифицированным квазиклассичаским условием квантования: 

/ *>в в [В^*-Ч») ] -»(а + ̂ - J - ) , /3.8/ 
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получаем 

В системе со ниже порога лежит лишь один р уровень. Усло
вие п х_ж1 позволяет зафиксировать константу В и получить 
п»-8,с° nJ r-4.5. 
°°До сих пор мы конкретизировали вид потенциала V(r). Однако 

порядок расположения уровней в спектре зависит от вида потен
циала. Полагая, что V(r)~r, делаем заключение, что ниже по
рога лежат следующие уровни системы ЬЬ: 

Is, lp> 2e, ID, 2p, IF, 3e, 2D, /3.10/ 
которые вместе составляют 26 состояний. Остальные 7 состояний 
принадлежат уровню 10, который, таким образом, имеет энергию, 
близкую к пороговой. В табл•1 приведены значения n~.g. В случае 
t «2 и t -3 мы воспользовались результатом /3.10/, согласно 
которому b в Д. - 2, njj«l, 

Б. Переходя к оценкам в рамках релятивистского подхода, 
предположим, что потенциал V(r) является линейным: V(r) -at, 
а коэффициент а не зависит от вида кварков. 

Квазиклассическое условие квантования в РКП получено в ра
боте '»•': 

И х п ) - х п < * х п - в п Х п - - ~ - ' ' ( п + 1 - 7 - ) . /3.11/ 

Отсюда находим число состояний п' - : 

Согласно / м /, выберем следующие значения масс кварков: •„ -
• 1,21 ГэВ, ш ь - k,l& ГэВ, а а качества массы t -кварка выберем 
минимальное иа приведенных ш/а/ значений: • t - 20 ГэВ. Пред-
полоиим тапке, что для всех тяжелых кварков 

• JJ-«•»-«•.-».». «из/ 
Результаты оценок по формуле /3.12/ представлены в табл.2. 
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Таблица 2 

Оценка числа узких состояний в системе QQ з рамках 
релятивистского подхода V(r) «<rr, EJJJI?* -1 ,81 

QQ 
/ГэВ/ N a a - "fc 
/ГэВ/ N a a -

I . 0 e - l £=2 f =3 

ЬЪ 
tt" 

1,21 

20 

5 
35 

330 

2 
3,6 
7,5 

i 
2,2 
5,0 

2 
5,0 

1 
3,5 

Полное число узких состояний оценим с помощью формулы / 2 . 1 3 / . 
В случае линейного потенциала интеграл в правой части / 2 . 1 3 / 
легко вычисляется: 

J W - - 2 | ^ - + - ~ « h 8 X + - g - e h x - f o h x - X c h » x . / 3 .15 / 

Фиксируя а из условия N,--5, получаем N b^*35 и N t-«330 
/см. табл.2/. 

Данные таблиц 1 и 2 свидетельствуют о том, что число узких 
состояний в релятивистском случае несколько больше, чем в не
релятивистском. 

<•. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В нерелятивистском приближении Томаса-Ферми удается полу

чить дифференциальное уравнение для потенциала 

7"Ё*'т •eV(t)i,/8 • 
При этом используется уравнение Пуассона: V*V(r) »4irp(t). 
Иы надеемся а дальнейшем найти аналог уравнения Пуассона в РКП. 
Это позволит, используя результаты $2, вывести уравнение, 
которому удовлетворяет потенциал V(r) в РКП. 

Автор признателен В.Г.Кадышавскому, С.П.Кулешову и 
Н.Б.Скачкову аа обсуждения и критические замечания. 
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при низких энергиях 
16. Дозиметрия и физика защиты 
17. Теория конденсированного состояния 
18. Использование результатов и методов 

фундаментальных физических исследований 
• CIIBWBJH областях науки и техники 
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скопа! н теории ядра. Дубна, 1975. 1 р. 90 к. 

Д13-9164 Международное совещание по мето
дике проволочных камер.Дубна,1975. 4 р. 20 к. 

Д1,2-9224 IV Международный семинар по про
блемам физики высоких энергий. Дуб-
на, 1975. Э р. бО к. 

Д-9920 Труды Международной конференции 
но избранным вопросам структуры 
ядра, Дубна, 1976. 3 p. SO к. 

Д9-10500 Труды II Симпозиума по колектин-
ным методам ускорения.Дубна, 1976. 2 р. 50 к, 

Д2-105ЭЭ Труды X Международной школы 
молодых ученых по физике высоких 
энергий. Баку, 1976. 3 р. 50 к. 

Д13-Ш12 Труды IX Международного симпо
зиума но ядерной электронике. Вар
на, 1977. 5 р. ОО к. 

Д17-П490 Труды Международного симпозиума 
но избранным проблемам статисти
ческой механики. Дубна, 1977. 6 р. ОО к. 

Д6-11574 Сборник аннотаций XV совещания по 
ядерной спектроскопии в теории яд
ра. Дубна, 1971. 2 р. 5 0 к. 

ДЭ-11717 Труды III Международной ншолы по 
нейтронной физике. Алувгта, 197й> 3 р. ОО к. 

Д13-11Ю7 Труды III Международного сове-
иишня но пропорциональным н дрей
фовым камерам. Дубна, 197Й. 6 р. ОО к. 

Труды У1 Всесоюзного совеншж-
ння но ускорителям заряженных 
частиц. Дубна 197Й. / 2 тома/ 7 р. 4 о к. 

Д 1,2-12096 Труды V Международного семи
нара но проблемам физики высо
ких энергий. Дубна 1971. 5 р.ООк. 

Р1Й-12147 Труды III сове манн 1 но исиоль-
зеванию ядерно -физических ме
телей дня ренммя научно-тех
нических н наваднохозяйстаен* 

Эр.ЗОк. 



Д1.2-12450 Трудн XII Маяиуяародюа и -
мл нолодня учоянж ао флэяха 
• т ш эяяргла. Прянорсжо, 
HFS. 197». S р. ОО к. 

И-4*61 Труян V Маясдуляроявего сом-
мяяля же- вяложаяьвнм теории 
1<им. Лжушта, 1979. 2 р. 25 ж. 

Д-12131 Труян Мянигулародаого сяняозяуна 
яо фуялянаитаяьяын яробпнантео-
ретячаежоя ж мятанятвчясжой фяэя* 
жж. Ду»ж», 1979. 4 р. ОО ж. 

Д-12965 Труды Мождуяародяо! я ю ш н о к -
анх учояых яо яроомнан уежоря-
тояой эаряямнжнх частая. Мяясж. 
1979. 3 р. ОО ж. 

Д11'Ю-1> Трудн рабояаго сомяваая яо сис
темен в нетелям яяаяятачясяжх ян-
чисяяияй яа ЭВМ я ях нринеиеяяю 
я теоротячесжой фязяжя. Дубна, 
1979. 3 p. SO к. 

Д4-ЙО-271 Труди МеждуияродлоЙ ионфереваин 
яо яробяонам яеежояьвях томяядер-
» 1 «язям. Дубая. 1979. S р. ОО ж. 

Д4-*0-МЗ Труян Ыяялуяаряаяо* шсоян яо 
структура яяря. Аяуапя, 19*0. i p. ОО ж. 
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