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COonsiste este—trabalho—na—elaborasio de urm elemento finji
to triangular de simples aplicacdo para placas e cascas. For apre
sentar um campo de rotac¢des independente dolpe‘ degliocamentos, o
elemento permite a resolucido de cascas espessas. No limite para
cascas finas, a hipotese de Kirchoff-lLove & automaticamente sa-

tisfeita, o que torna o elemento bastante abrangente. ( %:7777)

ABSTRACT

he object—of—thies work iy tho proepentationof A simple
triahgular finite element for plates and ahells! Since the
rotation fields are assumed independent of the displacement
fields, the element allows one to solve thick shells problems.

In the limit for thin shell, the Kirchoff-Love hypothesis is

automatically satisfied, thus enlarging its range of application.
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L. INTRODUGAO

A obtengido de elementoa finites para placas e cascas tem
sempre esbarrado no inconveniente de gque, para cascas finas, o
campo de rotagoes € descrito por uma combinagde linear que emvol
ve a derivada do deslocamento normal a casca, resultando dai que
o funcional energia elastica apresente derlivadas 4z segunda or-
dem neste deslocamento. Uma exigéncia bisica para funcionais des

te H1po é que este camno Adae deslocamentas deve sor de classe CL

Esta condigdao faz com que uma aproximacao en elementos fi
nitos exija polindmioa de interpolagio de yrau bastante elevado,
de forma a satisfazer a continuidade da derivada de elenento pa

Ta eleninio,

D forma a evitar esta dificuldade, viarios nétodos ja fo
ram proposios, todos baseados na supressac da nipdteze de  Kire
cholff-jiove, de gque a normal 3 casca purmanece normal apés a de=
formagio., Isto possibliita a introducio de um campo de rotacées
independente do de deslocamentaos porém, comd pode ser observado
na literatura especializada, a energias relativa As deformacdes
Jda normal resulta muito elevada. Alguns avlores sugerem uma pe=
nalizaygdo desta energia através de um fator Jeterminado numeri-
camante, de forma a reproduzir as solucgdes analiticas para cas-

cas finas !1}. Outros, com o mesmo intuilto, optam por Iintegra-

cOes numiricas inexatas {2], [3].

0 objetivo desre trabalho é mustrar que epta penalizagio
estd implicitamente contida ao funcional, ¢ que permite a elabo

ragfo de um elemento de simples aplicagao.



2. DEFORMAQOES

0O campo de deformacOes agui utilizado serd aquele apresen
tado por Kraus [4], onde despreza-se a extensio da casca na dire
a0 normal, mantendo-se porém as rotagdes f, ¢ B8, independentes
do campo de deslocamentos M,+ U, & W, Onde o8 indices referem-se
&s direcOes ortogonais 6! e 62, gue definem a superficie média da

casca. Tem-ge:
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onde A, e A, sdoc o3 clumentos lineares da casca oriundos da pri-
meira forma fundamental, r, e r, sdo o8 raios de curvatura, [ @

a coordenada normal e



P, =1+ E/ri
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Definindo-se:
ET =le,, €5,
ET =[01) O3,
pode~se mostrar que,
¢ =Ec¢

onde a matriz E pode

3, A ENERGIA ELASTICA

Esta pode ser dada por

W s %ﬁ g.¢ dvol
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para materiais lineares vale a relacao

eer encontrada na referéncia {5}.
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vemos que € pode ser dado por
e = H C_: {6)

donde, por {4), a energyin total armazenada no vaso pode ser da-

da por
Woe 3 Jf d.F d A, A, do' ge’ (7)
onde
hiz o
F = I H EHp, p, 8¢ (8)

e pode ser determinada analiticamsente [6). Em (8), h & a espes~

surs da casca.

E importante ressaltar-se agui que as resultantes de ten

sio podem ser dadas por



T

N" = (N, N, N, W, Q 0 M N N, MN,] (20)

Denominando-se por V a0 trabalho das forgas externas que
atuam no vaso, o problema pode ser posto na torma variacional.
Isto @, procurar-se-i OS Campos L,, u,, W. 0, € B, tal que a va

riacao

in=20 (11)
onde

T x W -V (12)

Coma, na discrecizacao da casca em elementos finitos, o
trabalho das forcas externas resulta simplesmente em un vetor de
cargas, o tuncional pode ser analisado através de sua energia elas
tica "WY. Obscervando-se entdo esta energyia vemos gue, para o ca
so de vigas we flexdo - que nada mals & do gue uma paxticulari-
Zxgdo de ume placa com coeficiente de Poisson nulo - esta pode

ser dada por:

oL bR At 126 dw 2
LI .12 ’Joid—;} * —Tﬁ'd—x' "[J’) dx ‘13}
onde "B ¢ g larsura da viga em guestao,

iomo, neste caso, G = EJ/2, tem-se;

L 2 2
W E‘i-g-j @ &Y -p) ax (14)
]

Observando-se gue o fator bEh’/12 & comum avs termos de
flexin e cizalhamento, pode-se Observar gue o Gltime vem penali
zado por um fator 6/h? de forma que a introdugdo de um fator de
penalizagdo numérica torna-se desnecessaria. Isto é,no limite pa

ra cascas finas, a deformacdc y,, aparece no funcional multiplica



da por um fator Que tende a crescer cos a diminuicio da espessu
ra. Bo processo de minimiszacio, este fator faz com gue yv,, ten-—
da a zero. Assim, no limite para cascas finas, a hipOtese de Kix

choff-Love ¢ satisfeita.

4. O ELEMENTC FINITO

De acordo com O exposto no item anterior, a aproximacgio
do campo "w" de forma linear torna-se ineficiente visto que, no
limite para cascas finas, a rotacio £ resulta constante no ele-
mento, perdendo-se pertanto quaisquer informacdes acerca dos wo
rentos. UYtilizou-ge portanto um elemento triangular com seis nos,
cinco graus ¢e¢ liberdade por no, resultando em aproximacdes pa-
rabblicas para todos o5 campos de deslocamentos e rotacdes. Con
saguantements, em placas finas, as rotaches resultam‘ lineares e,
POY conseguinte, 0% momentos resultam constantes a nivel de ele
rento. A aproximagio do campo e rotagdes por um polindmio de
meSmo Grad gue o8 deslocamentos faz-se necessaria para cascas com
curvatura, de forma a dar ac polindmic interpolante dos campos
ge rotagdces o masmo drau dos que definem 05 termos \.li/ri conkl-

dos nas deformagdes vy i=l,2,

i3’
0s polinémios de interpolagao podem ser encontrados na

referéncia (7).

5. RESULTADOS

hplicou-se O elemento acima em vigas em balaugo, cuja ra
Z3Q entre a espessura e o comprimento (h/L) variavam de 1 a 0.001.

Ot resultados ancontram-se plotados nas Figuras 1 a 3.

O uwlemento foi tambéw aplicado a um cilindro ¢ a uma es-



fera, casos cliassicos da referencia [7]. Os resultados

tambiém excelentes {Figuras 4 e 5).
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6. CONCLUSOES

O elemento comportou-se satisfatoriamente em todos os tes
tes. Entretanto, a forca cortante, quando calculada pela relagio
{9) sofreu desvios acentuados para cascas finas, em virtude dadi

minui¢3o da deformacio Y,, em presenca das outras. Quandc calcou-

3
lada através das equagdes de equilibrio, iato &, derivando-se os
momentos, ela resultou nula, como de esperado ja qua, no elemen~-
to, ¢ momente é constante para placas, Sugere-se aqui a aproxima

¢do do camps de deslocamentos "w" por um polindmio de 39 grau de

classe C°, de forma a alcangar a forga cortante agui perdida.
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