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RESUMO 

Consiste este trabalho na elaboração da um elemento f ini 

to triangular de simples aplicação para placas e cascas. Por apre 

sentar um campo de rotações independente dotde deslocamentos, o 

elemento permite a resolução de cascas espessas. No limite para 

cascas finas, a hipótese de Kirchoff-Love é automaticamente sa­

tisfeita, o que torna o elemento bastante abrangente, f a'-'-' '"c J 

ABSTRACT 

Tho object of this woi'k Is Um prmJUUUiuiun »í L simple 
' • r 

triahgular finite element for plates and shells^ Since the 

rotation fields are assumed independent of the displacement 

fields, the element allows one to solve thick shells problems. 

In the limit for thin shell, the Kirchoff-Love hypothesis is 

automatically satisfied, thus enlarging its range of application. 



1. INTRODUÇÃO 

A obtenção de elementos finitos para placas e cascas tem 

sempre esbarrado no inconveniente de que, para cascas finas, o 

campo de rotações é descrito por uma combinação linear que envoi 

ve a derivada do deslocamento normal â casca, resultando daí que 

o funcional energia elástica apresente derivadas de segunda or­

dem neste deslocamento. Uma exigência básica para funcionais deis 

te tipo é que este campo de deslocamentos deve ser de classe C1. 

Esta condição faz com que uma aproximação em ele-mentos fi 

nitos exija polinômios de interpelação de grau bastante elevado, 

de forma a satisfazer a continuidade da derivada de elenento pa 

:a elemento. 

JJH forma a evitar e3ta dificuldade, vários métodos já fo 

ram propostos, todos baseados na supressão da hipótese de Kir-

choff-Lovu, de que a normal ã casca permaneço normal após a de­

formação. Isto possibilita a introdução de um campo de rotações 

•independence do de deslocamentos porém, como pode ser observado 

na literatura especializada, a energia relativa às deformações 

da normal resulta muito elevada. Alguns autores sugerem uma pe­

nalizarão desta energia através de um fator determinado numeri­

camente, de forma a reproduzir as soluções analíticas para cas­

cas finas fl). Outros, com o mesmo intuito, optam por integra­

ções numéricas inexatas [2], [3] . 

O objetivo deste trabalho é mostrar que esta penalização 

está implicitamente contida no funcional, o que permite a elabo 

ração de um elemento de simples aplicação. 
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2. DEFORMAÇÕES 

O campo de deformações aqui utilizado será aquele apresen 

tado por Xraus (4), onde despreza-se a extensão da casca na dire 

cão normal, mantendo-se porém as rotações 0! e 6, independentes 

do campo de deslocamentos u 1 # u2 e w, onde os índices referem-se 

às direções ortogonais 61 e 8 2, que definem a superfície mediada 

casca. Tem-se: 

z" * p1
,A1 TÕ*

 + A^, Jê* * rx
,+ 

1 »*i 1*2 3Ai 

•n 

L / i *Mí _ÜJL 3A? W 

>2 *A2 W
 + AXA2 

Gí* * p2*A T F + AXA2 * ã"êT " r,'> + 

1 »32 »x »A2 

• f-(Ã7 ãe 7 + Ã7Ã7 ̂ r ) Cl,b) 

eJS » 0 (l.c) 

Y»* " P / A , ãê T " A ^ , í ? ' * ^ * , 36» " ÃJAJJ 3ü2'* 

&u, P, 3A2 i S3i 6, 3A 1 . i 3U, P, <*«2 i atlj B2 a»2 
p2 A2 30* " AJAJ ãfli' ^'AJJ 3G» " A,A2 W*' l ' * -r-(^ 

-L(-L 3W lii Vi, - - ( ^ ^ T - ^ •*,) d.e) 

*«. - £<Ã7 # - if *M (i-f> 

onde A2 e A2 são os ciumentos lineares da casca oriundos da pri­

meira forma fundamental, tx e rJ são os raios de curva tu ra, ç é 

a coordenada normal e 
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p ± = 1 • Ç/l^ (2) 

Definindo-se: 

e «ten e 2 2 y l t Y 1 3 Y 2 J 1 

[Oil °22 °12 °13 "2J1 

(3.a) 

(3.b) 

pode-se mostrar que, para materiais lineares vale a relação 

c a E e 

onde a matriz E pode Ber encontrada na referencia {&]. 

3. A ENERGIA ELÁSTICA 

Esta pode ser dada por 

W « -| o.e dvol 

Definindo-se então 
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(4) 

(5. a) 
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ÃT3ÕT 

1 »•». 
ÃTãêT 

1 »u t 

i >«» 

A,A, 36 

3AX -,. 

l i 

3A, 

A XA, 30» 

AjA, 362 

V, 3A-

w 

_1 
A 

_i 
A 

3w 
2 3?

T 

A ^ 30» 

r- • 8, 

vemos que e pode ser dado por 

! 

« i 

A, 36» * A,A 

è se2 

At 3ff 

3. 
X 

Ã7ÃT 

*77 

Ã7Ã" 

3,6' 

3A, 

St?4 

5At 

*6? 

ãirr 

11_ 

(5.b< 

e - H d £6) 

donde, por (4), a energia total armazenada no vaso pode eer da­

da por 

H • j d.P d A, A2 d0
l de: (7) 

onde 

)-h/2 " ' " 
d f (8) 

e pode ser determinada analiticanente (6). Em (8), h é a espes­

sura da casca. 

E importante ressaltar-se aqui que as resultantes de ten 

sio podem ser dadas por 

F d (9) 
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onde 

H T =. IH, Ha «,, Htl Q1 Q2 Mt II, Mxí M, x ] (10) 

Denominando-se por V ao trabalho das forças externas que 

atuam no vaso, o problema pode ser posto na forma variacional. 

Isto é, procurar-se-ã os campos u1# u,. *»» 8, e B, tal que a va 

riação 

6 n = 0 (11) 

onde 

7T * W - v (12) 

Como, na discretização da casca em elementos finitos, o 

trabalho das força:» externas resulta simplesmente em um vetor de 

cargas, o funcional pode ser analisado através de sua energia elas 

tica "W". Observando-se então esta energia vemos que, para o ca 

so de viqas cm fLexão - que nada mais ó do que uma particular!-

;ação de uma f/iaca com coeficiente de Poisson nulo - esta pode 

.ser d d da por: 

behM^.di'./ 12C.dw ,.v2 .v n i l 

" = ~ÍT",0
(dí) * LJE'OX _ti) dx <13) 

ondo 'fj' <-• a larçura da viga em questão. 

COMO, noste euso, G * E/2, tem-se; 

bi:hifLrdg.' j6_,dw 

0 - • =!*-,«> » * € - • > a» '"» 

Obu&rvando-se que o fator bEh>/12 é comum aos termos de 

flexão e cizalhainento, pode-se observar quo o último vem penali_ 

ZÍ\Í\C> por um fator 6/h2 de forma que a introdução de um fator de 

penalização numérica torna-se desnecessária. lato é,no limite pa 

r« cascas finas, a deformação y n aparece no funcional multiplica^ 
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da por um fator qua tenda a crescer cos a diminuição da espessu 

ra. No processo de minimlsaçâo, este fator faz com que ylt ten­

da a zero. Assim, no Unite para cascas finas, a hipótese de Kir 

choff-Love é satisfeita. 

4. O ELEMENTO FXNITO 

De acordo COM o exposto no item anterior, a aproximação 

do campo V de forma linear torna-se ineficiente visto que, no 

limite para cascas finas, a rotação 0 resulta constante no ele­

mento, perdendo-se portanto quaisquer informações acerca dos mo 

mentos. Utilizou-se portanto um elemento triangular com seis nós, 

cinco graus de liberdade por nó, resultando em aproximações pa­

rabólicas para todos os campos de deslocamentos e rotações. Con 

sequintemente, em placas finas, as rotações resultam lineares e, 

por conseguinte, os momentos resultam constantes a nível de ele 

monto. A aproxinação do campo de rotações por um polinômio de 

nesrao grjj que o.s deslocamentos faz-se necessária para cascas com 

curvature, de forma a dar ao polinômio interpolante dos campos 

ao rotações o mesmo grau dos que definem os termos vi./r. conti­

dos nas deformações Y,,# i«l,2. 

Os polinômios de interpolação podem ser encontrados na 

referência 17]. 

5. RESULTADOS 

Aplicou-se o elemento acima em vigas em balanço, cuja ra 

zão entre a espessura e o comprimento (h/L) variavam de 1 a 0.001. 

Os resultados encontram-se plotados nas Figuras 1 a 3. 

O elemento foi também aplicado a um cilindro e a uma es-
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f e r a , casos clássicos da referência [ 7 ] . Os resultados for* 

excelentes (Figuras 4 e 5 ) . 
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6. CONCLUSÕES 

O elemento comportou-se satisfatoriamente em todos os tes 

tes. Entretanto, a força cortante, quando calculada pela relação 

(9) sofreu desvios acentuados para cascas finas, em virtude da ãL 

minuição da deformação f em presença das outras. Quando calcu­

lada através das equações de equilíbrio, isto é, derivando-se os 

momentos, ela resultou nula, como de esperado já que, no elemen­

to, o momento é constante para placas. Sugere-se aqui a aproxima 

ção do campo de deslocamentos "w" por um polinômio de 39 grau de 

classe C , de forma a alcançar a força cortante aqui perdida. 
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