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I - INTRODUCTION

Le béton armé est un matériau dont le comportement est
essentiellement non-linéaire, que ce soit en raison de la fissu-
ration ou du comportement plastique des armatures. Le calcul de
la réponse dynamique d'une structure en béton armé, soumise a
des actions telles que le vent, la houle, un séisme, 1l'impact
d'une autre structure, etc..., passe donc par une intégration
temporelle pas 3 pas des é&quations d'équilibre. Pour des raisons
de coQit &videntes, il convient de réduire, autant que faire se
peut, le volume de calculs nécessaires a chaque pas de temps
pour vérifier simultanément les &quations d'é&quilibre, de compa-
tibilité cinématique-et de comportement.

A cet égard, "l'art de l1l'ingénieur” consiste & faire,
selon le niveau de précision souhaité, des hypothéses simplifi-
catrices adaptées 3 la structure étudiée. C'est ainsi que les
poutres et les coques, de par leur géométrie, se prétent bien A&
une approche globale de la plasticité, basée sur les concepts
classiques de la résistance des matériaux. Cette approche a été
développée depuis un certain nombre d'années au Département des
Etudes Mécaniques et Thermiques, pour des applications statiques
ou dynamigues. Dans ce gqui suit, on présentera une synthése de
ces travaux, qui sera illustrée par des comparaisons effectuées
entre des expériences et des calculs.

II - LA METHODE GLOBALE

Les équations locales de 1la hécanique des milieux con-
tinus doivent théoriquement &tre vérifiées en %“out point de 1la
structure. Dans le cas général, elles sont approchées par une dis-
crétisation tridimensionnelle de la structure, Dans le cas patti-
culier des poutres et des coques, certaines dimensions peuvent
&tre €liminées, pour autant que 1l'on ne s'intéresse pas au détail
des champs selon ces dimensions.




II.1 - Cas des poutres / 1_7

L'hypothése de NAVIER qui postule que les sections
droizes restent planes, permet de réduire la connaissance des
Géformations en tout point de la poutre a8 celle des déforma-

* tions de la fibre moyenne. Dans ce qui suit, on se limitera a
la fiexion dans un plan x z, la généralisation a la flexion

dans deux directions ne posant pas de probléme.

D'ol :
€(z) = e + (z-zo) X .

ol e est la déformation de la fibre moyenne 3 1l'effort normal
x est la variation decourbure de la fibre moyenne

zo est la cote de la fibre neutre en flexion

I1.1.1 En élasticité

La contrainte longitudinale en un point quelconque de
la section est donnée par :

g(z) = E(z) e(z)

= E(z) [ e + (z-zo) X ]

E(z) désigne le module d'Young 3 la cote z considérée. Dans le
cas d'une poutre en bé&ton a.ué, il varie selon la nature du ma-
tériau (bé&ton, armatures).




—_

L'effort normal et le moment fléchissant sont obtenus

par intégration sur la section :

n
N =j‘ o(z) dS=E S e + xj (z-zo) E(z) 4ds
s s

oA
M =I o(z) (z-zo) dSs =E I x + ‘ej‘ (z-zo) E(z) ds
s s

Le découplage de ces é&quations donne :

"N
‘J. E(z) . z ds N=ESE
NN
2 T = M=ETIY
: E(z) ds
. < -
. n n

et les grandeurs équivalentes homogénec E et I sont données par :

N |
E J E(z) d4s

. S
fE(z) (z'-zc,)2 ds

Ainsi, la poutre en béfton armé peut &tre traitée comme

]
0=

-
]
maj-

une poutre homogéne en suivant les méthodes classiques de la ré-
sistance des matériaux.

II.1.2 - En plasticité

L'hypotlese de NAVIER s'applique alors 3 la déforma-
tion totale. Celle~ci est divisée en partie é&lastique et partie
plastique :

e = e+ ¢€P




La partie élastique vérifie la loi de HOO¥E :

o (z) E(z) £5(2)

E(z) [ e + (z=z ) x - eP(2) |

Les efforts globaux s'écrivent donc, compte tenu du choix de

z° vu en II.1.1 :

N

N = ESe-—j.E(z) . eP(z) as
S

NN
M = EIx-J' (z-z_) E(z) €P(z) as
S

ce qui peut encore s'é&crire :

e

(e-ep) e

2
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B1e me

]
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He 0

S
v e
I X

(x=xF)

en introduisant les déformations. plastiques globales :

1
ef = ~ E(z) . eP(z) as
ES s

1
xp = = J'(Z"zo) E(2) ep(z) as
EI

La plasticité apparaltra sur une fibre, si la contrainte
3 ce niveau atteint la limite é&lastique 0g- Le critere local s'é-
crit donc : ‘

lo(z)| < o




c'est-3-dire :

N
| 5§+ (z-z) ? + X(2) | o
ol X(z) = E(2) [ eP + (z-zo) xp - eP(z) 1|

X(z) apparait donc comme une variable interne, dépendant de la
fibre considérée, soit une infinité de paramétres. Par suite 1la
plasticité écrite en terme de variables globales conduit & un
critére multiple & une infinité de paramétres internes, qui tra-
duisent 1l'histoire du chargement au niveau de chaque fibre.

Une solution précise mais cofiteuse consiste 3 discré-
" tiser la section de la poutre par un nombre fini de points oill
seront écrites les &quations associées 3 la plasticité (critére,
loi d'écoulement, lois d'écrouissage).

La méthode globale en plasticité consiste & écrire un
critére uniquement en fonction des cfforts globaux. Par exemple,
une moyenne d'ordre 2 du critére local conduit 3 une expression
de la forme :

N2 M2 p2
£NM =\ =5+ al < o_ (p rayon de giration)

En pratique, le coefficient a peut étre ajusté de fagon
d faire apparaftre plus ou moins td&t la plasticité dans la sec-
tion, Un tel critére ne permet &videmment pas de suivre la pro-
gression de la plasticité & travers la section de la poutre,
mais correspond au concept classique de rotule plastique.

Pour une section homogéne rectangulaire, a prend des
valeurs comprises entre les valeurs extré&mes suivantes :




[y .
Ge
r— ) > ¢
a=Vv3 =) Plastification sur les
v @ peaux uniquement
8¢
z
€
4 (::) Plastification totale
a=\3 *(2) (matériau é&lastique -
‘ o) plastique parfait)
-0

Le critére global peut &tre généralisé au cas d'un
matériau &lasto-plastique avec &crouissages cinématique et
isotrope :

2 2
. N~ M-X
FN,M,X, X, 3) =%—§xﬁ) + az(—,\,—ﬂ) o2 < RM
I :

L'écoulement est supposé vérifier le principe de normalité :

.p = -a—F L
e N A
'p - —a'E °
X M

La connaissance de lois d'écrouissage donnant 1'é&volu-
tion des variables xN, Xy et R permet de résoudre le probléme en
termes de variables globales, en utilisant des algorithmes déve-
loppés initialement pour 1l'approche locale.




I1.2 - Cas des coques / 1 7 /72 7

I1.2.1 - En élasticité

L'hypothése de Love-Kirchhoff qui postule qu‘une nor-
male 3 la surface moyenne de la coque reste normale dans la dé-
formation, permet de réduire la connaissance des déformations

en tout point de la coque 2 celle des déformations de la fibre
moyenne.

€,.(z2) = e.. + (z-zo) k

ij ij ij

ol eij est ;e tenseur des déformations de membrane

- et kij est le tenseur des variations de courbure.

Les contraintes s'écrivent, dans 1'hypothése des con-
traintes planes :

0y, (2) €31(2)

022(2) = [ D (Z) ] X 522(2)

012 (2) ’ €12 (2)
/

Dans le cas particulier d'un matériau isotrope, la
matrice D(z) a pour expression :

r -
1 v(2) 0
[D(z) ] = l—f\%l(z—) viz) 1 0
0 0 1=y (2)
L o

Les tenseurs des efforts membranaires Nij et Ae flexion

Mij sont 3 nouveau obtenus par intégration sur 1'épaisseur de la
coque :




Hij = j. (z—zo) oij (z) dz
h

Le découplage de ces relations conduit 3 1l'é&criture
de crois équations donnant z,.

Par suite, dans le cas gé&néral, il convient d'intro-
duirs non pas un scalaire, mais un tenseur z, qui permettra de

découpler les lois de comportement globales, en membrane et en
flexion.

Dans le cas particulier du matériau isotrope 3 coef-
ficient de Poisson constant sur 1'&paisseur :

v(z) = v = Cte,

les trois équations se raménent 3 une seule, donnanc une fibre

neutre unique :
j E(z) z dz
h

J'E(z) dz

On introduit dancs ce ras des grandeurs globales homogénéisées
n "N

E et e tels que :

n

E = E(z) dz
h

"N

e

3 n
(1; . E = J(z-zo)z E(z) dz

Zo—

o2




En pratique, ces approximations ont &té& appliquées
au cas du béton armé (cf. § III.3), bien que les hypothéses
simplificatrices d'isotropie et de coefficient de Poisson cons-
tant ne soient pas vérifiées,

I1I1.2.2 - En plasticité

Comme dans le cas des poutres, la limitation des con-
traintes en tout point de 1'épaisseur conduit 3 un critére mul-
tiple 2 une infinité de paramétres. Par suite, un critére &crit
en fonction des efforts globaux a &té& choisi analogue 3 celui

des poutres :

. * *
_ N2 2 M2

ol

N \/Nz + N2, - NN +3Nf

11 22 11 722 2

_ 2 2 2
MT =\ M}, v My, - M), My, + 3 M),

et o est un paramétre ajustable comme dans le cas des poutres.

Il convient de noter que, compte tenu de sa formula-
tion, un tel critére est bien adapté 3 un matériau isotrope, ce
qui est malheureusement rarement le cas pour le bé&ton, soit en
raison des dispositions et des densités des armatures, soit en
raison de la fissuration dans certaines directions.

11.2,3 - Critére de Johansen /"3 7

Dans le cas de la flexion pure, il est possible de
tenir compte de l'anisotropie due au ferraillage, en introdui-
sant le critére de JOHANSEN : Dans un repédre xoy, le moment qui
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s'exerce normalement 3 une facette dont la normale fait un angle
a aves l'axe ox est comparé 3 une valeur limite calculée a3 par-
tir des moments limites mesurés, dans les directions ox et oy :

moment limite selon ox en flexion positive
moment limite selon ox en flexion négative

aoment limite selon oy en flexion positive

le *<=+ kzl #=+

moment limite selon oy en flexion négative.

La distinction entre flexion positive et flexion néga-
tive provient de la non symétrie éventuelle des armatures par
rapport a3 la section moyenne de la coque.

En flexion positive, le critére s‘écrit donc :

2 .2 + 2
"11 cos a + sz sin“ ¢ + 2 M12 cos a sin a < Mx cos

+ 2
a+ M sin" a
Y

lorsque a varie, cette inégalité définit un domaine compris 2
1'intérieur du cdne d'équation :

+ + _
De méme en flexion négative :
Mpp = (M + M) (Mg 4+ My5) =0

L'intersection de ces deux domaines constitue le domaine
d'élasticité, qui est représenté dans le plan M, M, par un rectan-
gle :




-1l -

My

X4
3
Lol
]
-;

Dans le cas particulier d''.» ferraillage isotrope,
sym&trique par rapport & la surface moyenne, le critére isotrope
défini en II.2.2 se compare bien au critére de Johansen dans les
zones ol les deux moments Ml, M2 sont de méme signe, mais est
nettement trop pessimiste dans les zones ol ils sont de signes
opposés, comme le montre la figure ci-dessous :

M,
"‘ ’————'~~
/’
V4 \
4 -
r'd ]
/ ]
/ ]
/ '
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Mt ° / -t
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’
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! ’
’
( /
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' P
“-—-‘ ﬂ
.

$'il existe des efforts de précontrainte N 2L 11 suffit de déter-~

miner les valeurs limites My, My compte tenu de cette précontrainte.
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IIY - APPLICATION AUX STRUCTURES EN BETON ARME

IIT.1 - Comportement du béton armé / 4_/

Le b&ton 2 un compcrtement sensiblement élastique
fragile en traction, et un comportement élasto-plastique en

ccmpression. ' o

BRackom ()

Compresson (-)

'Les armatures présentent au contraire un comportement
élasto-plastique symétrique par rapport a l'origine :

comwrenyion (~)

Le diagramme de flexlon M <-> x d'une poutre en béton
armé présente essentiellement 4 zones caractéristiques :




o
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- Comportement élastique du béton et des armatures (:).

Cette zone est inexistante dans le cas ol la résistance du
béton 3 la traction est négligeable (par exemple du fait de
la fissuratibn par retrait) et le comportement global est
non lin&aire dés le début.

- Fissuration du béton .

Dans cette zone, la rigidité en flexion de la poutre diminue
avec la progression des fissures. Ainsi, une décharge 3 par-
tir d'un point situé dans cette zone se fait selon une droite
BO passant par l'origine, de pente inférieure a celle de la

partie (:).

La recharge se fait selon OB puis selon BC.

~ Plastification des armatures et du béton (:).

Dans ce cas, une décharge donne lieu 3 une déformation perma-
nente : OD '
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- Ecrasement du béton dans les zones comprimées (:).

On observe alors globalement un écrouissage négatif qui se
termine par la rupture des armatures, conduisant ainsi 3 1la

ruine totale de la poutre.

Notons qu'outre ces phénoménes, d'autres phénoménes
tels que l'adhérence imparfaite entre le béton et les armatures,
peuvent intervenir dans le comportement global de la poutre,
mais ne sont pas pris en compte dans les calculs simplifiés.

III.2 - Méthode pratigue

111.2.1 - Cas des poutres

Pour une poutre de section donnée, et pour un ferrail-
lage donné, le programme SAMSON permet de calculer la loi M <-> ¥,
lorsque la poutre est soumise & un effort normal de précontrainte

N.

On peut ainsi construire pour différentes valeurs de N,
une double famille de courbes M <-> x, en flexion positive et en

flexion négative : .

™M M
My
Ny
M,
"
0
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Ces courbes sont ensuite introduites dans le programme
de cz.cul de structures en poutres, TEDEL, qui travaille sur les
variables globales et fournit entre autres les variables globa-

Ve =
...ea;etx.

Dés lors, il est possible i priori de déterminer, dans
les soctions les plus sollicitées, les déformations et contrain-
tes locales dans ces sections, de fagon d les comparer aux va-

leurs admissibles.

L'ensemble de cette procé&dure est schématisé sur la
figure 1.

I11.2.2 - Cas des cogues

Dans le cas des coques, il est possible d'utiliser 1la
procédure décrite ci-dessus en 1l'appliquant dans deux directions
orthogonales ox, oy, 3 condition d'utiliser ensuite un critare
de type JOHANSEN, Ceci se justifie en partie par le fait qu'un
couplage éventuel de la forme M, = f(xx,xy) disparait lors de la
fissuration du béton, le coefficient de Poisson tendant vers zéro.

Dans le cas particulier ol le ferraillage est isotrope,
il suffit de déterminer la loi "moment-courbure"” dans une direc-
tion.

I1T1.3 - Exemple d'application

La mé&thode décrite précédemment a &té& appliquée au
calcul d'une dalle en b&ton armé essayée au CEBTP (/ 7_7, (£ 8_7).

Il s'agit d'une dalle carrée en béton armé, les arma-
tures &tant identiques dans deux directions orthogonales, sim-
plement appuyée sur son contour et encastrée a ses quatre coins,
et soumise 3 une pression uniforme croissante. (Voir figures 2, 3).

Cette dalle &tait armée aussi localement aux angles
pour éviter des ruptures locales (fig. 4). '




A partir des courhes de compression du béton (fig. 5) et de
) gz;ac:;:: des armatures, (fig. 6) les courbes de traction des sections homo-
généisées, & un lit c1 & deux lits d'acier, ont été calculées par le pro-

gra=—z 5AMSON (figqures 7 et 8).

Le petit décrochement observé au voisinage de 1l'ori-
gine correspond au début de la fissuration du béton, celui-ci
ayant une contrainte a rupture en traction égale a :

op = 0,215 kg/mm?

Le faible &crouissage négatif observé sur la figure 8
vient de l'écrouissage négatif du béton en compression (branche
descendante introduite dans le calcul).

D'autres calculs ont été faits en prenant une valeur
nulle pour la contrainte 3 rupture en traction du b&ton, afin
de rendre compte d'une pré-fissuration due au retrait du béton,
partiellement empéché par les armatures.

' Les calculs ont été faits sur un quart de plaque pour
raisons de symétrie, avec le programme BILBO en utilisant le
critére isotrope mentionné plus haut. Le maillage (fig. 9) com-
prend 121 noeuds et 200 &léments. Les fléches au centre, calcu-
lées en tenant compte ou non de la résistance du béton en trac-
tion, ont &té comparées aux valeurs expérimentales (fig. 10).

Les calculs ont &té faits ca grands déplacements mais
la fléche maximale reste de l'ordre de 1l'épaisseur,

On constate que pour la partie de courbe correspondant
au calcul a la ruine (fléche importante), l'accord est bon ; par
contre, au voisinage de l'origine, la courbe expérimentale s'é-
carte des courbes calculées, elles-m@mes décalé&es en raison de la
diminution de rigidité par fissuration., Ceci est probablement dda
a 1'état de précontrainte existant dans la dalle avant l'essai du
fait du retrait,
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La progression de la Zissuration de la dalle peut

(M

[

»

zstimée au moyen des iso-contraintes é&quivalentes, comme
le montrent les figures 11 et 1llbis.

IV - CALCULS DYNAMIQUES !

IV.l - Plasticité globale en dynamique

Par rapport 3@ un calcul statique, un calcul dynamique
requiert la prise en compte d‘'une part des forces d'inertie au
niveau des &quations d'équilibre et d'autre part des possibili-
tés de dé&charge au niveau de la loi de comportement.

Seul ce second point mérite une attention particuliére
dans le cas de la méthode globale, le premier point &tant traité [
de facon classique. l

"En cas de sollicitatiions cycliques, il est nécessaire
de prendre en compte la diminution de rigidité provoquée par la
premiére fissuration (cf. I1I1.1). Cette diminution évolue jusqu'i
ce que les armatures plastifient, auéuel cas la décharge se fait
selon une droite de pente sensiblement constante. Des essais sta-
tiques cycliques de charge-décharge ont montré qu'aprés le pre-
mier cycle, pour un niveau de charge constant inférjeur a 1la
limite &lastique des armatures, le comportement de la poutre est
8lastique, avec la rigidité ré&duite.

Quand le signe du moment change, le point représenta-
tif décrit pratiquement une droite joignant le point situé sur
l'axe x au dernier point atteint sur la courbe en flexion de si-
gne opposé / 4_7/ (cf. figure 12),

Cette modélisation de la loi moment-courbure a été
introduite dans le programme TEDEL, dans lequel les équations de

la dynamique sont intégrées en temps en utilisant l'algorithme de
Newmark.
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IV.2 -~ Vérification expérimentale / 5_/

Le modéle précédent a &té qualifié par des essais de
poutres en béten armé soumises a des sollicitations sismiques
engendrées par la table vibrante VESUVE du DEMT (fig. 13).

I1 s'agissait de poteaux encastrés i leur base (fig.
14) et chargés en téte par une masse de 2 tonnes soumis a 1l'accé-
lé&rogramme TAFT NS pour différents niveaux de vitesse maximale.
La figure 15 montre la loi M <-> x adoptée. On constate que lors-
que l'énergie dissipée par plasticité est grande devant celle
dissipée par l'amortissement visqueux interne, le calcul TEDEL
(pas d'amortissement visqueux pris en compte dans le calcul) re-
produit trds bien le déplacement observé en téte du poteau.

La fréquence propre d'un poteau aprés un séisme dépend
uniquement du maximum de la fléche relative atteinte pendant le
mouvement, en raison de la diminution de rigidité par fissura-
tion. C'est ce que montrent des essais de fatiqgue réalisés en
soumettant le méme poteau quarante fois au méme séisme (fig. 17).

V - CONCLUSION

M8me s'il reste bien des points 3 améliorer dans l'ap-
plication des méthodes globales au calcul de structures en béton
armé, on peut dire que le calcul dynamique de structures composées
de poutres peut d'ores et déja se faire de fagon trés &conomique
et suffisamment précise par ces méthodes. Par ailleurs, une ap-
plication de choix des méthodes globaies demeure le calcul 3 la
ruine afin d'estimer les marges de sécurité d'une structure don-~
née vis-3-vis de sollicitations accidentelles comme les explosions,
les séismes, les chutes d'avion, etc... Dans tous ces cas, la-mé-
thode globale couplé&e aux programmes d'éléments finis permet de
déterminer automatiquement le processus de ruine sans avoir 3 choi-
sir l'emplacement a priori des rotules et charnidres plastiques et
conduit 3 une bonne estimation de la charge limite.
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