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I, Введение

Проблема сильной связи - одна из центральных проблем во

многих фундаментальных науках. Практически всегда, когда удает-

ся совершить прорыв в эту область, открываются нетривиальные

явления. Поэтому разработка регулярных методов исследования об-

ласти больших возмущений является важной и актуальной задачей.

Попробуем с этой точки зрения оценить ситуацию в квантовой ме-

ханике и квантовой теории поля, сложившуюся в данный момент.

В настоящее время единственным детально разработанный ме-

тодом исследования точно не решаемое задач теории поля представ-

ляется стандартная техника, основанная на использовании фейниа-

новских диаграш. Зтот подход использует теорию свободного поля

в качестве нулевого приближения и позволяет исследовать область

слабой связи, малых констант взаимодействия и неэффективен в об-

ласти больших возмущений. При его реализации помимо чисто тех-

нических трудностей, возникающих при вычислении многопетлевых

диаграш, имеется большая неприятность пршщипиального характе-

ра как нулевой радиус сходимости получающегося ряда теории воз-

мущений по константе связи. Качественное объяснение этого явле-

ния довольно просто и основано на известном "аргументе ДаЙсона":

при больших полях лагранжиан взашодействия становится "больше",

чем лагратшиан свободного поля вне зависимости от величины рас-

сматриваемой константы взаимодействия. В связи с такой ситуаци-

ей поясним пршщипиальний характер этой неприятности, задав себе

совсем не академический вопрос: "Решена ли задача, если мы зна-

ем произвольный, iv -й член ряда теории возмущений?" Как это

ни удивительно, но ответ звучит несколько парадоксально: "Нет,

задача не решена!" Ибо дачсэ если известен произвольный член ря-
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да по константе связи, возникает задача,как «тот ряж просуммиро-

вать. Ведь поскольку его коэффициенты растут с номере* фвхторв-

ально я он имеет нулевой радиус сходимости, то эвдача суммировав

вия весьма неоднозначна. Грубо говоря, можно ори заданной коястая-

те связи получить любой ответ. Для того чтобы решить, каким все-

таки способом суммировать получившийся ряд, нужно исследовать

структуру особенностей исследуемой функции вблизи нуля константа

взаимодействия. Один из возможных путей решения этой задачи * изу-

чение аналитической структуры столь нетривиальной конструкции как

функциональны! интеграл. Сколь в те структура может быть сложна,

продемонстрировали Бендер и By /1,2/ и Саймон /Э/ на примере одно-

мерной теории поля, хоей является ангармонический осциллятор

Vfc) * tn &*+0Л * . Отметим, что в этом примере правильным ме-

тодом суммирования оказался метод Бореля /4/.

Несколько лучшая, хотя и. далекая от удовлетворительной,си-

туация в нерелятивжетсхой квантовой механике. В дальнейшем мы

будем обсуждать ситуацию в случае связанных состояний и поэтому

сделаем небольшой обзор методов, обычно используемых при решении

задач этого типа, уделяя особое внимание недостаткам, предполагая,

что достоинства хорошо известны.

I) Теория возмущений Релея-Шредингера*)

Этот подход является одним из наиболее известных ж широко при»

меняется. Для его реализации необходимо звбяие всего спектра невоз-

мущенной задачи ж всех матричных элёментов.Т.е. нулевое приближение

- точно решаемая задача. Обычная ситуация - расходящиеся ряды тео-

рии возмущений (ТВ) и все те проблемы, о которых речь шла выше.

.например, /5/, гл.6.
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2) Ввржацмоннк! пржвшш Релея-Рмтца ж различные

его модификации (метод Хартрж, 1артря-Фока i т.д.)

Вариационный подход - едгаственный инструмент при решении

околь-нибудь сложных многомерных задач, в частности, задач атом-

ной физики. Основная его недостатком является отсутствие оценки

точности получащихся результатов. Всевозможные оценки снизу

вариационных расчетов типа оценки Темляк £б J- обычно очень гру-

бы. Уточнение их - сложная задача. Кроме того, отсутствуют сколь-

нибудь строгие .фитерии выбора пробных функций, которые бы мак* ,

сшально быстро приводили к требуемым точностям. Большие труд-

ности возникают при построении пробных функций возбужденных сос-

тояний (проблема ортогональности).

3) Кзазиклассическое приближение (метод ВКБ)

Этот подход имеет довольно ограниченную область применимос-

ти, оудучи обычно справедливым для высоковозбуяденных состояний,

хотя, например, его модификация, предложенная Маринозьм и Попо-

вым Г?1 , значительно расширила сферу его возможностей. Отме-

тим, что квазиклассическое 'приближение детально разработано

только для одномерных и сферически-симметричных случаев.

4) Численные метода

Хотя у многих людей есть ощущение, что на хорошей ЭВД можно

решить любую задачу, это далеко не так. Когда речь идет о зада-

чах на собственные значения, то численные расчеты дают надежные

результаты только в одномерном случае. Даже двумерная задача

представляется узе очень сложной с точки зрения численного сче-

•2 та, как результат этого - противоречивые результаты (см.ниже).
I

На этом мы завершим краткий обзор методов и рассмотрим ре-

альную ситуацию с несколькими классическими квантовомеханичес-

кими задачами, которые описываются практически з любой учебной

книге по квантовой механике.
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I) Атом водорода в постоянном электрическом ложе

(аффект Штаржа)

В этой задаче область сильной связи начинается с полей

В & О Д а.е. В настоящее время имеется 5 расчетов энергии

связи основного состояния в области больших полей: четыре -

численных и пятый - в рамках подхода, описанного в данной лек-

ции. Все четыре численных расчеты дают разные результаты (см.

| и ссылки г ней), причем некоторые различаются по порядку ве-[•I
2) Атом водорода в постоянном магнитном поле

(аффект Зеемала)

Ее решена задача классификации состояний* Эта задача в прин-

ципе проще задачи об аффекте Штарка, поскольку отсутствует явле-

ние тунвелирования. Имеется довольно много расчетов (см. Гэ] и

ссылки в ней). Результаты для энергий низших состояний при по-

лях ГС
11
-!!)

1
 Гс, встречающихся в астрофизике и физике полупро-

водников* различаются на несколько порядков.

3) Атом водорода в скрещенных полях

Существует только качественное рассмотрение (CM.[I0J ). В

области слабой связи векзвестен даже первый перекрестный член

порядпа £ /£
На этом мы закончим введение и приступим к основной части

лекции.

2. Описание подхода

Предваряя конкретную реализацию нашего метода,жзложим его

основную идею. Вполне очевидно, что любую волновую функцию свя-

занного состояния в гладком потенциале можно свмволичесжж пред-

ставить в виде



У М * j(A **t {' £(*)}> (2.1)
где функции f(*) и 6(*) не имеют особенностей при действи-

тельных Х € Щ { . Конечно, представление (2.1) неоднозначно.

Пусть теперь потенциал задачи состоит из двух частей: невозмушен-

ной V©
 и

 возмущения Vf

где Я - формальный параметр и мы хотим решить исходную задачу

по теории возмущений, рэзлзггя все величины в ряд по параметруу( .

Iterate теперь открываются возможности, поскольку имеется несколько

способов реализовать теории возмущений?

Это не что иное как стандратная ТВ Релея-Шредингера (см./5/,гл.6).

Данная процедура называется методом р -функций Дальгарно (см.об-

зор /II/); этот метод с успехом использовался Банксом я др. при

исследовании одномерного и двумерного ангармонических осцилляторов

/1-2, 12-13/.

в) ( 1 - ъ случае основного состся-
I ния

VL 1 / W
r
 < 4'М-

 в
 случае возбуаденных сос-

'
 J

 \ ' тояний с известным положе-
нием узловых поверхностей

- в общем случае возбужде*-
^ ных состояний

Построению, изучению и использованию этой формы ТВ, которая являет-

ся..наиболее общей при представлении (2.1), и поевлщена.в основном
т
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наше лекция. История создания, довольно любопытная, будет изложен

на ниже. А теперь начнем описание метода, рассмотрев сначала слу*

чай основного состояния, волновая функция которого нигде не обрас-

тает ся в нуль (конечно, если потенциал "хороший").

2 . 1 . Основное состояние

Суть метода, если посмотреть на нее с несколько другой сторо-

ны, чем ето только что ироделыввлось, заключается в процедуре пре-

образования, которую мк назовем процедурой нелинеаризации /14*17/,

& -мерного уравнения Шредингера, являющегося линейным уравнением

второго порядка

в нелинейное уравнение, но зато первого порядка, с правой частью и

в развитии ТВ ухе применительно к этому уравнению. Преобразование,

которое реализует эту процедуру, имеет вид /15-17/

y^-Vf/y
 z

-
V
(t*Y)

b
 (2.4)

где Д , V - обычные к -мерные операторы Лапласа и градиента

соответственно. Используя (2.3М2.4), получаем следующее уравне-

ние /15-18/

Аг£-9*«£-У. (2.5)
которое эквивалентно исходному уравнению Шредингера при условии,

что поле Ч - потенциальное

у-*^АЛ (2.6)
где £(*) - скалярная функция; другими словами, должна равняться

нулю косая производная

i
Уравнение 42.5) с условиями (2.6) или (2.6*) - это основное урев-
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неяие, с помощью которого строится наш метод. Отметим, что в одно*

«мерном случав оно превращается в известное уравнение Рютсати.Воп-^

рос о граничных условиях для (2.5) обсудим ниже.

Начнем теперь построение ТВ, сделав следующее предваритель-

ное замечание. Очевидно, что исследуемый потенциал V(*) всегда

можно представить в виде сумм» (2.2) или в общем случае как

где А -формальный парвметр.введенный для удобства,причем уравне-

ние

может бать разрешено тсчио.Другими словами,»то звучит так, для лю

бой достаточно гладкой функти ^
0
 (ус) € £% (R ) мояво я&итж по-

тенциал ' _ -• .

%-Е. *&%/%, «.,..,
ей соответствующий,* тогда потенциал возмущений Vf будет рав-

няться ррзности (V-V
o
) • Следует отметить, что

После этого зочечания, которое вам будет очень полезно в дальней-

шем,приступим к построению ТВ для основного еостоянся.

Как отмечьлось выше, для достаточно гладких потенциалсв волно-

вая функция основного есстояшл нигде не обращается • нуль. Это оз-

начает, что век*ор-%нкция и не содержит полюсных особенностей

при действительных X *К Запишем теперь разложевие Е ж Х

в ряд Тейлора по параметру Л :

f-
Зиесь и далее для краткости мн пижем / , подрвзумевая точкуГ
в пространстве j{* с координатами (х, .. »

а
71Г• xJTT
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при атом fce и у в даются (2*7') и (2.8) соответственно. Под

ставляя (2.9)-(2Л0) в (2.5) и собирая члены при Д н ,

и и ^ н уравнение

или, в эквивалентном виде,

(2.12)

причем векторное поле W ^ должно еще удовлетворять и усло-

вию потенциальности (2.6) или (2.А. Здесь

, £ . < ; и»*..
 (2ЛЗ)

Подчеркнш любопытный факт: уравнение (2.II) шесте с условием

потенциальности поля W
M
 - это уравнение обычной (только

многомерной) электростатики, в которой W и «^ играют

роль диэлектрической проницаемости и напряженности поля, соответ-

ственно, a (E^-Qv^) Y O " плотности заряда.
Обсудил теперь вопрос о граничных условиях. Поскольку нас

интересует проблема связанных состояний, то вполне естественно!

кажется требование, чтобы векторное поле W^ не росло при

больших |х| быстрее, чем степень. Это условие можно записать



в виде

и(.и /
X
j -

( 2 > ы )

Граничное условие можно несколько пояснить с физической ТОЧКЕ

зрения: в случае, когда потенциал возмущения равен нулю, то все

поправки с.и Ч
и
 тождественно равны нулю. Это означает, что

решение однородного уравнения (2.12) должно Сыть тоащественнш

нулем.

Условие (2.Т.4) можно немедленно превратить в информацию о

поправках £ . Для этого проинтегрируем (2.II) по всему
пространству и преобразуем получающийся в правой части интеграл

в поверхностный,согласно теореме Остроградского Гаусса. Тогда,

учитывая условие (2.14), получим

(2.15)

Выражение (2.15) дает величину произвольной поправки к уровню

энергии основного состояния невозмущенной задачи. Отметим, что

выражение дл первой поправки Е* совпадает стандартным ТВ

Релея-Щредингера Гб1 , а вторая поправка В^ всегда отрица-

тельна, как и должно быть.

Однако, для того чтобы вычислять различные поправки / L

при Yi ̂  2,необходимо решить электростатическую задачу (2.II),

которая эквивалентна решению эллиптического уравнения общего

вида

"""" '" "" " " (2.16)
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с граничные условием (2.14), где й*, s ш а Д ф
щ
 , а Е

к
 да-

ется (2.15). Отметим, что оператор

стоящий в правой части (2.16) - оператор ЛЬПДЦСЯ В кривом прост-

ранстве с конформно-плоской метрикой, причем у
о
 играет рожь

детерминанта метрического тензора. Тагам образом, задача эквива-

лентна нахождению функции Грива оператора Лапласа в конформно-

плоском пространстве со специального вида метрикой.

Итак, задача вычисления поправок уже не есть задача на соб-

ственные значения ( £
 н
 и W

K
 предполагаются известными из пре-

дыдущих итераций.). По этой причине задача нахождения поправок

и соответственно Ч^ много проще с точки зрения чис-

ленного счета, чем решение исходного уравнения Щредшгерв. Кро-

ме того, эквивалентность этой задачи некоторой электростатичес-

кой позволяет использовать аналоговые вычислительные машины.

Оосудим теперь вопрос о нахождении поправок Ч
к
 более деталь-

но. Решение уравнения (2.II) с дополнительным условием зотеяца-

альности (2.6) имеет следующий вид

I'I С 2 Л 7 )

где Q (Х> У/ - удункпия Грина уравнения (2.II) с дополни-

тельным условием (2.6) или (2.6*), а индекс К означает размер-

ность пространства. В общем случае, когда У^ - произвольнаяр р У̂

функция yL £ X j OR ) » решен116 н а м н е известно и,по-видимому,

его невозможно построить в явном виде. Однако, в нескольких

„частных случаях это можяо сделать. Во-первых, для сферически-



симметричных функция Грива шее? вщх

где ъ^х 21Г / Г л ^ й ) " площадь 4 -мерной сферы еди-
ничного радиуса. Тогда решение (2.17) становится

>к
( 2 Л 9 )

Подчеркнем здесь, что эта формула также дает общее решение в од-

номерном случае. Во-вторых, задача решается въявь, когда джалех-.

тржчесхая проницаемость гауссова

= а.

Общее решение уравнения (2.II) дается формулой

(2.2C)
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которая будет выведена ниже. В данный момент мне не известны

гие функции Грине в явном виде, однако для возьущенной кулонов-

ской задачи, несмотря на отсутствие явной формулы дяя функции

Грина, теория возмущения может быть вьявь построена (см.раздел 2?Ь

Также отметим большое упрощение, которое возникает в случае,когда

нулевое приближение берется сферически-симметричным, а учет сфери-

чески-несимметричных частей в поправках делается с помощью разло-

жения по сферическим гармоникам, как делалось в задаче о двумерном

ангармоническом осцилляторе общего вида /16/.' Определение коэффи-

циентных функций в этом разложении - одномерная задача. Прежде,

чем перейти к рассмотрению случая возожженных состояний, покажем

вывод формулы (2.20), которая представляет самостоятельный интерес.

Техническая подробность. Электростатика с гауссовой диэлек-

трической проницаемостью (получение формулы (2.20)

Для решения электростатической задачи с гауссовой диэлектри-

ческой проницаемостью

воспользуемся уравнением (2.12), в котором сразу учтем условие по-

тенциальности (2.6). Вспоминая, что- ув*«?*Х .получаем,что ис-

ходное уравнение преобразуется к виду

Д fa ~2<А X * У К * % (*)г (ТП.2)

где <|
и
 (х)-некоторая функция, очевидным образом связанная с плот-

ностью заряда, a $,(*j- потенциал ( % * v $ , , а для удобства

индекс и. мы будем в дальнейшем опускать). Это уравнение можно ре-

шать по-разному, однако, наиболее простым и красивым способом яв-

ляется следующий *': сделаем преобразование подобия yi-*-xt и

заметим, что оператор

¥^ Ч *??.т»одарен В.А.Фатееву, указавшему мне. на этот прием.
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^ * r ' < J ш.з)
является однородным. Тогда уравнение (ТП. 2) пригашает форму

( т п
-

4 )

при этом ищется его решение, имещее вид функции от произведения

%{. . Для того, чтобы его найти, воспользуемся преобразованием

Фурье по переменной X . В результате получится уравнение

- £- % - ZJilL - о (ТП.5)

где р - переменная, сопряженная X i Ф , f - Фурье-образн

искомой функции и правой части уравнения (ТП.4), соответственно.

После простых и не очень длинных выкладок получаем, что решение

уравнения СШ.2) имеет вид

J
Напряженность электрического поля, отвечающая такому потенциалу.

о

и дает искомую формулу (2.20). Бе можно несколько обобщить на слу

чай диэлектрической проницаемости более общего виде

£ 5 Ц1 =a**p{-AXX-t9'J* (ТП.8)
где |с - некоторый постоянный вектор. В атом случае

и уравнение (2.12) сводится к (ТП.2) звменой ?,а5?

хотя в правой части будет стоять не у(х) , a a fa - к/ )

Окончательная формула для потенциала
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Y о

а для напряженности поля

s

( Ш Л О )

Отметин, что регуляризация расходящихся интегралов в выражениях

для потенциалов СТП.в), (ТЕГ.9) вшолняется стандартнш способом.

В получившихся выражениях (Ш.6)-(ТП-7)-(ТП-Ю) отсутствует за-

висимость от мультшишсативной константы CL диэлектрической

проницаемости ( Ш Л ) , Ш . 8 ) , как и должно быть (см.(2.17) ).

Похучаивне только что формулы представляют интерес с раз-

ных точек зрения* Во-первых, это все-таки решение нетривиальной

элек'деютатическоЗ задачи. Во-вторых, с точки зрения гравита-

ции - это ковформно-шюскиЁ пир, который замкнут, поскольку ин-

теграл от метрического тензора сходится. Bo-третьих, <*орадулн с

диэлектрический проницаемостью (ТП.8) могут быть полезны при

построении теории возмущений для квазистационарвых состояний,
 ;

где «С играет роль параметра регуляризации возникающих ин-

тегралов (см.раооту Зельдовича [l9J и монографию £20J , гл.7,
§ 6). И последнее: конечно же,этя формулы ьанны при реализации
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подхода» описанного в данной лекции.

В заключение отметим, что,по-видимому» не представляет осо-

бое проблемы обобщить полученные результаты на случаи, когда

диэлектрическая проницаемость является многомерная полиномом

Эрмпта, умноженным на гауссову функцию типа CHI.I) или Ш . 8 ) .

2.2. Возбужденные состояния

Перейдем теперь к рассмотрению возбужденных состояний. Не-

обходимость их отдельного рассмотрения связана с несколькими

причинами. Во-первых, в случае возбужденных состояний в интегра-

лах (2.15) возникают неинтегрируемые особенности, поскольку ну-

ли возбужденных волновых функций трансформируются в полюсные

особенности вектор-функции ^ , а интегралы (2.15) зависят

от Q
n
 , являющихся.квадратичиыгли фордами Ч/ . В

одномерном случае было показано Г 21J , что увода контур интег-

рирования в комплексную плоскость, чтобы обойти эти особенности,

мояно получить правильные результаты. Нам этот метод кажется

слогшш с технической точки зрения, а крале того,чрезвычайно

сложна его реализация в многомерном случае. Мы предложим много

более простой способ, в котором размерность пространства не иг-

рает существенной роли. Во-вторых, вопрос о возбужденных состоя-

ниях в многомерном случае практически не исследован, что сильно

отразится на нашем рассмотрении.

Итак, несомненно, что волновая функция возбужденного сос-

, тояния характеризуется некоторш множеством ^5* t на котором

| она обращается в нуль. Поэтому волновую секцию можно предста-

: вить в виде (2.1)
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YM» №**/>{-ФМ).
где f(*) ж у (х) не содержат сингудярностей при конечных

Х € & * в /(*) растет при /л/-* о-о не быстрее степе-

ни, причем f.(f) s O , 8 У/(/)фО при Я € £ *К Таким,

образом, ж в явном виде выделяем функцию /fxj , несущую инфор-

мацию об узловых поверхностях, т.е. поверхностях, где исходная

волновая функция обращается в нуль. Поскольку эта процедуре неод-

нозначна, то желательно это разделение сделать минимальным образом,

т.е. так, чтобы J-(x) содержало минимальную информацию, не от-

носящуюся к узловым поверхностям. Теперь введем в рассмотрение век-

тор J s V (^(У , и тогда вектор-функция ? (2.4) будет равна

$=-*?/* * f" **//• (2.21)
Следовательно, мы выделили явным образом ту часть векторного поля

Ч , которая содержит сингулярности. Подставив (2.21) в (2,5) и

умножив результат HS ffrj «приходим к следующему уравнению/16,17/.

/ *f-/f ~Af+2fr/ * (£- Vj/. (2.22)
Это уравнение и лежит в основе всего развиваемого подхода.Отметим,

что при q = 0 оно переходит з обычное уравнение Щредингера, а

при 4(х) в I - в уравнение (2.5). Начнем теперь развивать ТВ.

Пусть потенциал имеет вид (2.2') и У
в
 - волновая функция урав-

нения (2.7), записанная в виде (2.1), причем множество $
о
, на

котором ф
9
 обращается в нуль, задается условием ^ / У * о . Раз-

ложим теперь в ряд по Д не только Е и а (см.(2.9), (2.10)),

' *̂  В точках самопересечения узловых поверхностей, где происходи^
разветвление, должно выполняться условие у £ = 0.
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но и функцию /, характеризующую множество нулей и их деформещасг
J

.̂..=IY/*.
Соберем теперь члены первого порядка по л и после простых ма-

тематических преобразований получим

(2.24)

где индекс яулг характеризует нулевое приближение. Интегрируя ао.

всему пространству (2.24) и учитывая условие (2.14) (в котором «

заменено на Q ), получаем формулу для Е^ , которая совпадает с

(2.15) при »г- I. Общее решение уравнения (2,,24) можно записать

В В Д е
 " - ,(2.25)

* функция Грина я>бвнения (2.24), причем выраже-
н и е v

f'
i
(x)G Гх Л у должно удовлетворять условию потенциаль-

ности (2,6) или (2.6') по переменной X • Другое условие фиксации

функции Грина - требование, чтобы правая часть (2.25) была векто-

ром, направленным по ф/
с
 при х € $

о
 • Тогда деформация

множества ^$
 в

 первом порядке по /{ характеризуется условием

*' В одномерном случае fS - дискретное множество точек, а -Г -
полином . д J

где m - число нулей. Поэтому, в принципе»можно разлагать в ряд
п о Д прямо положения нулей «с; . т.е. писать к<:а£Л*<'* ,
как это предлагалось в /22.23Л Однако, этот способ не допуска-
ет обобщения на многомерпе (см.ниже) и, кроме того,неэкономен,
т.к. происходит превышение точности в предэкспоненте / : пси
правка -£,У* содержат вклада от высших порядков. Другими сло-
вами, для построения ТВ излишне знать,как деформируются fear-l
менты узловых поверхностей, достаточно знать, кек меняется вся
картина в целом.
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(2.26!

r
Аналогичным образом находятся уравнения для определения sue»

шнх поправок. По структуре они похожи на (2.24) и отличается от

него только право! часты)

илв,в эквивалентной форме,

А

Поправка к энергии получается иэ тех ще соображений, что и в слу-

чае основного состояния,и имеет вид, аналогичный (2.15)

(2.29)

где >и при к ^ 2 дается (2,28 r ) , a 2f, s Vy • Если

вспомнить о потенциальности поля 7? и переписать уравнение

(2.27) в виде

(2.27*1
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то ми видим, что как а в случае основного состояния, задача на-
хождения поправок сводится к решению электростатической задав

с переменкой диэлектрической проницаемостью. В данной случае

роль вектора вапряаенностж электрического поля играет величина

Решение уравнения (2.27) молено записать в том зе виде,

что и решение уравнения (2,24):

с той хе самой функцией Грина Q.^ (*,*') • * & Ш Ш

Информация о высших поправках S^ , характеризущв дефор

щго множества нулей, дается соотношением

Итак^казапось бн,мы имеем вое необходимое для

ТВ для возбудденннх состояний. Однако это не совсем так. Дояскш.

в чем дело.

Когда нам из каких-либо соображений удалось угадать полаа&~

яия нулевых поверхностей, то построение ТВ не представляет труд-

ностей, поскольку задача фактик зеки сводится к той, которая баш

в случае основного состояния, так как

1
 ч
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и, следовательно,

В общем же случае ситуация представляется довольно неопре-
деленной, поскольку для нахождения деформаций многообразий ну-
лей уи(х)веобходимо привлекать дополнительные соображения, ко-
торые позволили бы продолжить У„ (*) из области х £
(см.(2.31) ) , в которой они определены, ва все пространство

В одномерном случае эта дополнительная информация дается осцжж-
дяционной теоремой (см*(б] • § 21 ) . Смысл этой теоремь заключа-
ется в том, что предэкспонента j fr) - поливом степени, раввой
номеру изучаемого уровня, а поправки j H должны быть полинома-
ми степеней,не превшаицих величины номера урошя. Поскольку в
одноыерии £ - совокупность нескольких точек ва прямой, то ве-
личина деформаций их положений дается ( 2 . 3 1 ) .

Н-кгЛ1г)

£ - номер и с с л е д у е м о г о у р о в н я . И т а к , з а д а ч а с в о д и т с я к
определению коэффициентов полинома { 1 - 1 ) с т е п е н и £>{ ' у
заяаш о̂ > точвах *[ (?">&) =/. ft)) x ) .

В мвогомерии подобная дополнительная информация отсутству-
ет, поскольку многомерный аналог осцжлляционной теоремы в на-
стоящее время неизвестен. Воинственно, что известно об узловых

Х) Поэтому необходимо решить систему £ уравнений о С не-
известными. Отметим, что очень просто это решение может быть
получено по правилу Крамера, причем определитель системы яв-
ляется определителем Вандермонда.
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деяерхностях в многсмержж - уяломе гожврашося И.- ли и м

делит пространство яе более чем на И, чаете! £ 24 j . Эта

трудность отражает факт отсутствия класежфоациж с о с т о я л ! в

многомерном случае. Итак, прежде чем строить ТВ,нвсч5ходж*ю ре-

шить классификационную задачу. В некоторых частных случаях (ког-

да невозиущенная задача - точнореваемая) проблема кляссжфмнащж

может бить решена технически, с помощью решения секулжржого урав-

ненжа. Это свойство Зудет вамж использоваться в разделе 3 .

2 . 3 . О связж со стандартно! теорже! воамущеажя

Обсудим теперь связь данной 1В со стандартной ТВ Рехея-фе-

джвгера. Ее легко проследить, еслж сраввжть разложение волновой

функцжж в odiRHOM подходе

ж в подходе.развиваемсм в настоящей лежаки»

(2.34)

Вспомним теперь выражения для W u ж Г ж обнчвом подходе

5J 5 38) ж сравним жх о соответствующими в навям (для

этого экспоненту в (2.34) нужно разложить в ряд). Тогда получа-

ются два семейства правил сумм (ЛЕЯ храткостж приведем по одно-

му представителю каждого) х* f 1 7 ]

х ' Ради простота яе будем обращать внимание на поправки к форму-
лам стандартной ТВ при наличии непрерывного спектра в невоз-;
мущенной задаче ж «оди^икации этих формул вследствие вырож-
дения.
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W (2.35)

индекс - номер поправки, верхний - номер рассматривае-

мого уровня; факт, что возникают подобные правила суш,неодно-

1фатно отмечался во многих работах fl4-I8, 2I-22, 23,257. В

Г15,23| овж были построены явно для основного состояния применж-

тельно к одномерному случаю. В частности, в Гзз1 бнжо проведено

прямое доказательство (2.36), а формула (2.35) бнха фактически

доказана в освовополагающея работе Зельдовича |267 . Исследова-

ние этих правил сумм дает информацию о спектре вевоэмуценвож за-

дачи в случаях, когда он заранее неизвестен.

В чем же состоит принципиальное различие (2.33) ж (2.34) ?

Ответ на этот вопрос заключается в следущем. Если мы находим

первые И, поправок в разложения (2.34), то вопрожзвсдятся не

только первые К поправок разложения (2.33), во также учиты-

вается часть вкладов высших поправож. При построении данного

подхода мы нигде не пользовались званием всего спектра невосму-

щенной задачи. Нам потребовалось знание только того уровня,к .ко-

торому ищется поправка. Объяснение этого явления особенно прос-

то в одномерном случае. Пусть, мы знаем <*£*V - невозиущенную
волновую функцию к - го состояния с энергией B

s
 В •

которая есть решение лжнежного дифференциального уравнения вто-

рого порядка (коим является уравнение П|>еджнгера). Далее* если
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жзвеотно одно решение, то с помочью квадратур *• можем построек*

второе, линейно независимое решение. Следовательно, поскольку

известны оба линейно независимых решения, то можно построю

функцию Гряна црж фиксированной энергии с ~ £ * ̂  другой

сторовк, во все фсрмулы ТВ зходит функция Грина именно при энер-

гии E s £ * поскольху уравнение для определения я,-** поправки
имеет вид:

Поэтому все формулы можно ваджсать в виде квадратур, что х было

фактически сделано Зельдовичем Г2б] . К сожалению, в многоиержж

подоотшя процедура построения функции Грина в настоящее время

неизвестна.

На этом мы завершим изложение подхода х уделш некоторое

внимание истории вопроса.

Историческое отступление. Об истории развития данного метода.

Экскурс в историю вопроса я бы начал с шутливого замечания,

что новое - это хорошо забытое или малоизвестное старое. Многие

аспекты вшеязложенного подхода в той ялх хной степени высказы-*

вались ранее. Например, преобразование (2.4) использовалось

классиками ВКБ при построении квазххлассхческого приближения.

Рнтовш - в теории колебаний (см.мовографию ИаЗфе £27j ), Бож-
лсм[2в] , Пенроузои-Онзагером ^Боголгбовда-Зусаревш Гэо7

- в задачах многих тел и статистической физики. Теория возму-

щений в квадратурах в одномерном случае была впервые они ава

в работе Прайса £31J с помощью перехода х уравнению Риккати х
везависшо Зельдовичем [2б] , а затем Кхрхвищш Гзг] - не-
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посредственно в уравнении Щредингера. Отметим, что Кжржшщу с

помощью данного подхода удалось найти поправку х пржолихению

Хартри-Фока при расчете двухэяектронннх атомов (ом.Гз2/ ж моно-

графию [ 3 3 j ) . В работах Далгарно-Девиса ж Стежнхаммера разви-

вался несколько другой подход к ТВ» позволяющий также подучать

формулы в квадратурах (ал.обзор [ i l l ) . В дальнейшем подобные

подходы и замвяутне формулы для поправсх ТВ многократно переот-

крывалксь разными авторами II4-18,21-23,25,341 , которые демон-

стрировали их преимущества перед стандартное!. В частности, в

J25J был построен пример некоторой быстрооходящейоя итерационной

схемы для решения задачи об ангармоническом осцилляторе. Как

было позднее показано в одной из работ автора, эта схема своди-

лся к описанной в лекции ТВ. Подробное исследование метода было

дано авторам в работе f l 7 j , причем в f l 4 J был впервые сформулиро-

ван рецепт получения сходящихся рядов 1В. В качестве примера

была построена ТВ для низших состояний в потенциале X « В

Г 8 { в рамках данного подхода была решена задача об основном сос-

тоянии атома водорода в произвольном постоянном электрическом

поле а в f l S J - об основном состоянии двудомного сферически-

несимметричного ангармонического осциллятора.

Обобщение подхода на случай возбужденных состояний в одно-

мерном случае было предложено Поливанова! [21-22J , а затем .

Ароновым-Ау £ 2 з 1 и в общем случае - автором [I6-I7J .

Многомерное обобщение данного подхода было сформулировано

в f i s ] и независимо в f i e ] . В работе £l6J была описана связь
ТВ с вариационна* принципом. Вило показано, что результаты вариа-

ционных расчетов представляют собой первые два коэффициент& ..э~

которого ряда ТВ и поэтому вычисление следующих коэффициентов
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этого ряда позволяет оценивать точность вариационных расчетов ж

итерационным способом ее повышать. Кроме того, в этой работе бы»

ло найдено, что рецепт получения сходящихся рядов ТВ, сформулж-

рованный ранее [*141 , есть не что иное как обвчные требования,

исходя из которых строится класс пробных функций для вариацион-

ных расчетов. В частности, рецепт, предложенный в JJ25J - частный

случай общего рецепта, справедливый только для неотрицательных

и растущих на бесконечности потенциалов. В работах JI6-I7J бы-

ло также описано обобщение подхода на случай возбужденных сос-

тояний. Кроме того, было доказано, что когда можно реализовать

стандартную ТВ, данный подход становится чисто алгебраической

процедурой, сводящейся к решению рекуррентных соотношений poj.

В настоящее время подход интенсивно развивается. Происходит

перерассмотрение практически всех известных задач квантовой ме-

ханики.

3. Алгебряизации стандартной теории возмущен^

В предыдущем разделе мы описали общую структуру метода и

теперь начнем рассмотрение более конкретных задач. Предметом

этого раздела будет ситуация, в которой может быть построена

стандартная ТВ Релея-Щредингера: невозмущенная задача - точно-

решаемая. Мы покажем, что в этом случае построение нашей ТВ -

чисто алгебраическая задача, сводящаяся к решению довольно про-

стых рекуррентных соотношений. При этом появляется возможность

проанализировать структуру произвольной поправки ряда ТВ в слу-

чае произвольных возмущений полиномиального вида, а некоторые

элементы этой поправки найти в явном виде. Как побочный продукт

у нас в руках оказывается алгебраический способ вычисления раз-

личных матричных элементов, основанный на использования правил

суш (2.35).
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Итак, первая важная задача, которую ж рассмотри*,-

ный гармонически! осциллятор.

3.1. Гармонический осциллятор как невозмушенная задача

Be будем напоминать читателе о важности втой задачи - сиа

встречается практически в любой физической науке. Потенциал нуле-

вого приближения,отвечающий гармоническому осциллятору,имеет вид

Ч *£«/*! , Qi>° , (зл)
/г/

а потенциал возмущения пусть будет полиномиальным

Требование полиномиальности возмущения не органячиввдт общности

нашего рассмотрения, поскольку в противном случае потенциал возму-

щения можно разложить в ряд Тейлора и рассматривать (3*3) как бес-

конечную сумму. Ради простоя будем считать гармонический осцилля-

тор сферически сжмметрнчным, т.е. #/ = I. В дальнейшем мы проде-

монстрируем несущественность этого условия. Рассмотрим уравнение

(2.26). Первое чудо, с которым мы сталкиваемся, его сохранение в

комбинации I ,
 л
 ^ м \ / „ . —

так как jo в данном случае - многомерный полином Эрмжта или ли-

нейная комбинация таких полномов (см. /36/), где к - "главное

квантовое число"; например, если £ • Hkt (*,)... H^C^tl) »*де

/£ (ж) - обычный полином Эрмита /36/, то

. ..+fy. (3.3-J)
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Поэтому уравнение (2.28) с учетом (3.3)^приобретает вид г

Учитывая теперь потенциальность поля

получаем окончательно ^ в
в
 **• X )

Отметим, что если Jo - полином Эрмита с главным квантовым чис-

лом л , то выражение в скобках обращается в нуль*

Теперь можно сформулировать основное утверждение данного раэ-

дела.

Теорема I. Построение теории возмущений для гармонического осцил-

лятора в случае полиномиального потенциала возмущения - алгебраж-

ческая задача. Это значит» что ф
щ
 и f

H
 многомерные полино-

мы, коэффициенты которых находятся из рекуррентных соотношений,

следующие из(З.б). В частности, если старшая степень в потенциале

возмущения по переменной Х^ равна J/ , то старшая степень

по этой переменной з произвольной поправке ф
п
 лежит в интервале

от (г\1± -Zn+2.) до nil
 в

 зависимости от конкретного вида

потенциала возмущения (3.2).

Доказательство В случае основного состояния доказательство факти-

чески сс.цержится в работе /35/. Рассмотрим обьдей случай, предпо-

ложив, что проблема классификации решена, т.е. j
c
 - некоторый

многомерный полином, являющийся суперпозицией многомерных полижу

мов Эрмита с заданным главным квантовым числом. Доказательство

будем вести по индукции.

Рассмотрим уравнение на первую поправку



28

Очевидно, что jzf
f
 - некоторпй многомерный полином, содержащий те'

же комбинации степеней к,, ^ '" ^d J »
 ч т о и

 потенциал К ,

поскольку оператор X V
x
 - однородный, а также комбинации по-

добных степеней*'. Одно из условий нахождения поправки^ - это

требование сокращения дроби в (3.7), т.е.

где г<| - некоторый полином, который УМ ДОЛЖНЫ найти. Или, эк-

вивалентно,

f ^ т/. - Я, /
о
.

 (3
.
9)

Напомним, что ̂ f
o
 -суперпозиция многомерных полиномов Эрми-та с

главным квантовым числом к ъ f
o
 удовлетворяет однородному

уревнению (3.9). Разложим правую часть (3.9) в ряд по многомерным

полиномам Эрмита**' и потребуем отсутствия в атом разложении чле-

нов с главными квантовыми числами, большими или равными к . Из

этого условия сразу определяются коэффициенты полинома ^ • Тог-

да решение (3,9) в виде ряда по полиномам Эрмита однозначно нахо-

дится. Стоит отметить, что Ri будет содержать те же комбинации

степеней, что и А с единственным условием/ что все Р: не обра-

Ш8ЮТСЯ в нуль одновременно
391
 .

*̂  Подобными комбинациями степеней мы будем называть комбинации,
которые содержат степениСч-̂ р̂ /а-Яр*',... ̂-2ftfj» где Pi # ft»*"
•"Pd-i^Pd/' - целые положительные числа, причем выполнено
условие С^с ~*~р£.}'& @ для любого t •

'^^Естественно, прввая часть будет содержать конечное число чле-
нов, причем старший член.будет характеризоваться квантовым
XIWGJTOM A I V Jc ^ /. ^ ^ . ^ ^ • • • ^ ^ л ** •• •
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Итак, на первом этапе возникают рекуррентные соотношения для

коэффициентов Rj , а после этого - на втором этапе - рекурренть-

ные соотношения для коэффициентов ф^ , следующие из уравнения

*Е,~У< ' (ЗЛО)

Прежде чем перейти к рассмотрению произвольной поправки
 п

сделаем несколько подготовительных замечаний. Введем функцию £
п

по аналогии с (\j . Поскольку п > I, то R
n
 будет содержать

вклад от правой части (3.4), т.е. от Ц
п
 , содержащий члены с

в знаменателе п-1

{
(3.II)

или, с учетом того, что выражение в квадратных скобках равно

.

. (3.12)

Тогда уравнение для определения f
n
 принимает вид,аналогичный

Предположив теперь, что $
t t

 j£ и А; при i < П - полиномы,

причем 71 содержит полиномы Эрмита с главными квантовыми числа-

ми, меньшими либо равными А , аналогично тому как это делалось

для j^ , найдем сначала °
п
 , а затем У

л
 .После этого возни-

кают рекуррентные соотношения для ф
п
 из уравнения
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Г Д в <?n * * ч £ # ' j£ -* • а о с | Ю 1 Ь 1 У уравнение (3.14) да-
пускает полиномиальное решение, жбо правая часть его представши
ет собой полином по построенжю, что ж требоваяось доказать.

Вышеприведенное рассуждение, конечно, нельзя считать стро-
гим доказательстве*, а скорее очень правдоподобной его схемой.
Однако, нет сомненЕЙ что его можво сделать стропи.

3 заключение отметин тот факт, что для чгализа старщих
степеней поправки фк не требуется звавже /?t ж /; , ко-
торые ве дают вклада в старше степенж. Зажим образом, эти ко-
эффициенты же зависят от рассматриваемого уровня ж более того,
хогут быть найдены в явном виде, что будет сделано ниже.

Прежде чем перейти к рассмотрению конкретных задач, поясним
почему возникла ^ДТРР^ПЙИУУ^*^ • ДРИЯ дтого запишем, напримет),
вую поправку обычной ТВ Релея-Шредингера

Невозмущенная волновая функция •/£ • имеет вид полинома
Эрмита (комбинации полиномов Эрмита), умноженного на гауссову
функцши. С другой стороны, известно (см. ("5J ) , что если возму-
щение полиномиально, то имеется ограниченное число ненулевых мат-
ричных элементов переходов V ^ . Это, в свою очередь «означа-
ет, что в ряду по промежуточна! состояниям содержится конечное
число членов ж формула для поправки представляет собой суперпо-
зжцию полиномов Эрмита с нехоторши весами, умноженных жа одну
ж ту же гауссову функцию* Таким образом, предэкспоневта являет-,
ся конечным полиномом. 1налоглчное рассуждение проводится и для
произвольно! поправки у / $ • Это ж е е » объяснение явления

t Впервые на это явление обратжли iwwAHift Беядер ж
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By fl,2j , которые работали в формализме f - функции Дальгар-

но применительно к задаче об основном состоянии одномерного ан-

гармонического осциллятора. Ими были выписаны рекуррентные соот*

ношения, с помощью которых они вычисжкяи 75 коэффициентов в раз-

ложении энергии основного состояния и нашли асимптотические

поведения этих коэффициентов. 6 компании с Банксом (12-13J ,

они проделали аналогичную процедуру для основного состояния дву-

мерного несимметричного осциллятора. В рамках обсуждаемого в

лекции формализма алгебраизация в одномерном случае для основ-

ного состояния была обнаружена в работах Г 25,37? , а в двумер-

17J . В многомерном случае при произвольном

полиномиальном возмущении утверждение об алгебраизации IB дхя

основного состояния было сформулировано в Гзб] . В настоящее

время подход интенсивно развивается как в направлении использо-

вания метода р - функции Дальгарно ж его модификаций [38 j ,

так и в рамках данного подхода, описанного в работе Гзэ] •

3.1а Одномерный ангармонический осциллятор

мы теперь рассмотрим первый конкретный пример - классичес-

кую задачу об одномерном ангармоническом осцилляторе

V * * * + ) * * (3.15)

ж построим 1В по константе связи е • В этом случае невозму-

щенная волновая функция к-*> уровня равна

I/' (3.16)

H
k
 tt) - к -й полином Эрмита, т.е. /

0
* f/

k
 (%)

Уравнение (3.4) приобретает тогда вид
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}Лнбо/вспомгаая определение (3.12)

1

у. 7
г
-

можно записать это уравнение в более удобвой форме

где Q
1
 *V

t
 , ф

и

я
 ~&Yi гь-i • Начнем с вычисления первого по-

рядка. Ясно, что $i"0/ имеет вид полинома третьей степени .со-

держащего только нечетные степени (из симметрии задачи), а функ-

ция /?/ - вид полинома •* X +р> . Подставляя Rf в правую часть

(3.18) и переразлагая в ряд по полиномам Эрмита, видим, что воз-

никло разложение,содержащее полиномы//^^.Д^ *П
к3%
if

k
., Занулим

коэффициент!! при " k+z и "к. '
 и э т о

 позволит нам определить

полином п ^ . Подставим теперь к ^ в (3.19), после чего сразу на-

ходим р
±
 . Теперь (см» (3.9)) в уравнении на поправку^ опре-

делена правая часть. Ищем j
x
 в виде суперпозиции "fc-г и **к-к •

Поскольку//^ - решение уравнения для поправки,то оно может вхо-

дить с произвольны»! коэффициентом в j^ .Мы этот коэффициент за-

нулим, т.к. он фиксирует нормировку волновой функции,которая для

нас несущественна. Окончательный вид первой поправки следующий:

к!

Столь ке легко и просто находится вторая поправка

- S * £
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для Ej и R^ совпадают со стандартными /4С/. В предэкс-

понёнте^/у и у . содержатся полиномы меньших степеней, чем ъ Н &

Спуская ̂  ж ^ из экспоненты вниз, т.е. разлагая экспоненту

в ряд, восстанавливаем все возможные матричные элементы переходов

V ^ . Отметим, что Ej дает значение диагонального матричного эле-

мента. Итак, мы алгебраически нашли соотношения между различными

матричными элементами.

Из (ЗЛ7)-(ЗЛ9) легко показать* что произвольная поправка

имеет следующий (функциональный вид

(
">u tx\

 (3
"-

22)

и практически не представляет особого труда найти несколько стар»

ших коэффициентов в (3.22), решая явно рекуррентные соотношения,

опускаясь сверху вниз (от старшего коэффициента к младшему). Для

ф
п
 получается

а для
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(3.24)

-Аналогичным образом можно находить и следующие коэффициента. Эта

задача очень просто решается на ЭВМ с помощью символических язы-

ков програилированкя типа ££DUC£-2. Отметим, что старший коэф-
фициент в (3.23) не зависит от рассматриваемого уровня, как и

должно быть. Для основного состояния это коэффициент был впервые

вычислен в /25/. Кратко проанализируем свойства коэффициентов о. .

(см. (3.22)). Можно показать,что с увеличением L степень роста

этих коэффициентов увеличивается в завгскмости от ft по пркблк-

зительному закону а . л* п • Таким обрезом, если при небольших

L они ведут себя как степень, то при I ~ к их рост становится

фвкториалышм. В принципе, из анализа рекуррентных соотношений мо-

гут быть найдены формулы, описывающие асимптотическое поведение
At\ Act

коэффициентов CL^\ И 4 • •
 а
 следовательно и Е

л
. Но эта зада-

ча будущего исследования, и если ее удастся решить,то возникнет

альтернатива квазиклассическим вычисления!.: в ля Липатов /41/.
3.16. Многомерный ангармонический осциллятор

(система связанных ангармонических осцилляторов)

Покажем, как работает развитый метод для системы связанных

ангармонических осцилляторов. Эта задача представляет особый ин-

терес, поскольку встречается в физике твердого тела и является дис-

кретным аналогом теории поля.

Итак, нулевое приближение - полностью несимметричный ангарф-

нический осцвллятор в пространстве размерности
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d
г-»

I » /

где w ; £*и: * 0 дня любых {' i I
имеет вид формы четвертого порядка

Русть потенциал возмущения

(3>26>

Эта задача обладает одним'тникальным свойством - в ней отсутству-

ет вырождение и поэтому нет проблем классификации состояний* Со-

стояния характеризуются наборами из а квантовых чисел к).к
л
 „.к*.

Волновая функция нулевого приближения произвольного состояния име-

ет вид. ^

кЧ *1

где /У, W - обычный полином Эрмита. Энергия состояния

Начнем развивать теорию возмущений и в качестве примера найдем

первую поправку. Результат сокращения в комбинации (3.3)

C3.29)

приводит к тому, что уравнения для первой поправки имеют вид

(3.31)

где %*V$4 • а ?о я 6и</ о Н1 л хг^... |^^). Уравнение (3.31)

характеризует деформацию узловых поверхностей. Будем искать #

в.след^яцем функциональном виде
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с с л *Ci£ , а R, как

(3.33)

Разложим теперь правую часть (3.31) в ряд по полиномам Эрмита

и получим

(3.34)

Потребуем теперь зануления коэффициентов J

разложении я сразу асе определим
и в этом

«•*>

После иахозденая коэффициентов Rt (3.35), произведем подста-
яовку к, в (3.30) и найдем ut- , 6t- я Су в (3.32), а
затем и £ •. Окончательное вцрааение для ф, н /^ дается

формулами
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Отметим то обстоятельство, что коэффициенты при старших степе-

нях в (3.36) не зависят от рассматриваемого состояния. Теперь,

зная- коэффициенты ft,- , L я £.•* , находка J. , А- и

Д.- , А;' в (3.34) и таким образш определяегл правую часть

(3.31). Ищем решение (3.31) в виде суперпозиции многомерных

полиномов Эрмита таких же, что и в правой части уравнения (3.31).

Окончательно выражение для деформации узловых поверхностей в

первом порядке

ц.

Итак, без особого труда мы нашли первый порядок ТЗ.Несг.елько

более сложно находится второй порядок, формулы для которого мы

не будем приводить в силу их громоздкости. Этот процесс вычисле-

ния поправок модно продолжить и далее.

Проанализируем теперь структуру ответа для первой поправки

к анергии н посмотрим, кадсе эффекты возникают при переходе к
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случаю бесконечного числа свяэашшх осцилляторов. Пуоть

константамж Я
(
 имеется связь ^ х С «и* й * ЗД* С *

Q -т некоторые параметры. Тогда очевидно, что в первой поврав-*

ке к энергии имеется член

и при <2 s i первая поправка к энергии становится бесконеч-

ной, даже еслж параметр С очень мал, при «/-»«*е> . Таким

образом, в полевом пределе (а наш осциллятор имеет своим полевш

пределом некоторую нелокальную теорию поля), начиная с некоторых

констант связи, поправка к энергии вакуума или другим, возбужден-

ным состояниям становится бесконечной, причем эта бесконечность

не убирается перенормировкой зарядов. Это означает* что если

мы сразу работаем с теорией поля, то получим полюс в энергии и а

щшнцтаг не будем знать природу этого полюса. С нашей ае точки

зрения мы въявь видим,как он возникает при переходе к пределу,

| хотя в конечномерном случае этот полюс отсутствует. Этот простой
: факт позволяет надеяться на некий нетривиальный взгляд на тео-

:. ршо поля с точки зрения квантовой механики и,в частностигна соз-

: дание альтернативной методики вычисления порядков ТВ, отличной

| от фейнмановской диаграммной техника.

V Несколько слов о структуре произвольной поправки ТВ. Можно
Ш •
g легко показать, что функциоиальнга! вид поправки в экспоненте
Ш
Ш (зледующий:
й'
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Это выражение покшо явно выписанных старших степеней содержит
также комбинации подобных степеней. Поразительным является об-
стоятельство, что можно вычислить въявь некоторые коэффициенты
при любом п. , в частности»

Оиютам, что коэффициенты (3.40) не зависят от рассматриваемого
состояния. Столь же просто выписывается функциональная структу-
ра X . fife не будем ее приводить из-за громоздкости выражений.

На этом закончим рассмотрение возмущенного гармонического
осциллятора ж переидем х обсуждению возмущенной кулоновской за-
дачи.

3 . 2 . Зулоновская система, возмущенная произвольных мульти-
польнш статяческш взаимодействием.

В предыдущем разделе сил рассмотрен гармонический осцилля-
тор, возмущенный полиномиальным взаимодействием. Еыло показана
алгебраизация процедуры построения ТВ. В этом разделе аналогич-
ный факт будет установлен для случая кулоновско:! системы, опи-
сываемой потенциалом

о- г

где U . Л/ - некоторые параиогры, введзнные для удобства,
прячем эта система возмущается произвольным мультипольным ста-
тическим потенциалом, содержащим конечное число гармоник
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с ограничением, что

Сдеяаеи несколько предварительное замечаний. Так же как ж в

случае гармонического осциллятора, происходит сокращение в ком-

оинацин '

г
 /о

где /V - некоторая комбинация квантовых чисел задачи, которая

будет определена несколько позже. В случае» когда % - кудо-

новская в( лновая функция в сферических координатах (мы не за-

оотгмея о нормировке), равная

тогда

(3.45*)



: й - - ' . •'•• • . ' '• • • . ' " ' •.. - A I ' - • " • • •-.

Ill где jf А - полином Лагерра, а V -•'Р*ш/е*ьту «
ф

j f п л н о м Лагерра, а Р ш / у

сферические гармоники в нормировке Бейтмана и Зрдейи £ 3 6 / . В

этом случае параметр А/ дается формулой

4 (3.46)

причем /V имеет смысл главного квантового числа, где И«--

радиальное квантовое число, характеризущее число нулей полино-

ма Лагерра. Для параболических квантовых чисел, когда задача

рассматривается в параболических координатах,

(3.47)

где П< , И.
х
 - параболические квантовые числа. Уравнение

(2.28) с учетом (3.44) приобретает вид

Обратим внимание на факт, что 4
О
 из (3.45 ) удовлетворяет

^ О . (3.49)

Введем функции д
л
 , аналогичные (3.12) . . *
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/с

На этом предварительные замечания заканчиваются,и можно сформу-

лировать теорему, аналогичную теореме I предыдущего раздела.

Теорема 2. Построение теории возмущений для кулоновской задачи

со взаимодействием (3.42)-(3.43) - чисто алгебраическая задача.

Поправки ф^ и /
л
 содержат конечное число гармоник с поли-

номиальными по г" коэффициентами, которые определяются из ре-

куррентных соотношении, следующих из уравнений (3.48) и (3.50).

Доказательство. Мы не будем его проводить, ибо схема его очень

похона на доказательство теоремы I. Отметим только некоторые

угловые моменты. Поправка f
n
 находится из уравнения, аналогич-

ного (3.13) и следущего из (3*50)

сз
-

51)

Правая часть этого уравнения разлагается в ряд по функциям типа

£ (см. (3.45*) ) с различными п
г
 и L . функция Ц^ нахо-

дится из требования отсутствия в разложении правой части (3,51)

членов с ^ >Ы, где A j * n>r + C • После того как функция

найдена, она подставляется в уравнение

. (3.52)

Решение этого уравнения ищется в виде ряда по гармоникам



(3.53)

Легко видеть, что это разложение содержит конечное число гармо-

! вик с полиномиальндаи по f коэффшщектнши функциями

^ *t*€m ( г ) * Коэффициенты S *' находятся из очевидннх рекур-
i рентных соотношений. Вот таким способен проходит доказательство.

1 Итак, для возмущенной кулоновской задачи также возникает

явление алгебраизации. Однако, поскольку мы знаем, что алгеоЪа-

изация имеется для возмущенного гармонического осциллятора, нас

не должно удивлять подобное явление в кулояовской задаче, ибо

мы знаем, что хулоновсхая задача эквивалентна четырехмерному

гармоническому осциллятору (см,напр., Uzl ) .

Перед тем как перейти х рассмотрение конкретных задач, от-

метвм фахт, что алгеораизация процедуры построения ТВ для куло-

новской задачи отмечалась ранее Г4з7 и использовалась при ре-

шении различных задач: как сферически-симметричных (экраниро-

ванный кулоновскжй потенциал, потенциал типа "воровки"), так и

сферически-несимметричных (эффект Штарка Г4б1 , эффект Зеешна

(~4б1). В перечисленных работах рассматривались основное и

первые возбужденные уровни. Доказательство алгебраизации в слу-

чае основного состояния для произвольного мульт1шольного взаимо-

действия было дано в Гзб], и в этой хе работе была рассмотрена

задача об атоме водорода в электрическом и магнитном постоянных

У' ПОЛЯХ.
:' У В качестве примеров мы рассмотрим атом в постоянном маг-

нитном поле ж в постоянных скрещениях полях.
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3.2а. Атом водороде в магнитном постоянном поле

(эффект Зеемана)

Изучение деформации спектра атома водорода в постоянном

магнитном поле - одна из наиболее старых задач квантовой механи-

ки. Однако, из-за существенной трехмерности задачи решение ее еще

далеко от завершения: на сегодняшний день еще не решена даже пол-

ностью задача классификации состояний. Регулярно рассмотрены

низшие состояния спектра (см. обзор /47/ и ссылки в нем). В слу-

чае слабых полей ( о сильных полях речь шла во введении) общее

мнение состоит в том, что ситуация описывается линейным по полю

членом (см., например, /5/).

В этом разделе мы подробно рассмотрим ситуацию в случае сла-

бого поля дпя основного и некоторого класса возбужденных состоя-

ний в рамках описанного ранее подхода. Будет показано, что для

рассматриваемого класса высоковозбузденных состояний квадратичный

эффект существенен, сдвиг уровней может быть большим» даже для

очень слабых полей, и область, где работает ТВ,резко уменьшается

с увеличением возбуждения атома. В дальнейшем будем считать атом

бесспиновым.

Как упоминалось ранее, для атома водорода в постоянном маг-

нитном поле до сих пор не решена задача классификации состояний.

Поэтому даже значение первой поправки к энергии для квадратичного

эффекта Зеемана в общем случве неизвестно.Чтобы подчеркнуть техни-

ческие трудности, возникающие в этой задаче,обратим внимание на

факт, что производные матричные элементы переходов мезду кулонов-

скими волновыми функциями были вычислены явно только в 1968 году

(см.обзор /47/). Однако, существует несколько классов состояний},

которые невнровдены (и- поэтому не перемешиваются).В частности,

крайние и предкрайние компоненты кулоновских мультиплетов при ну-
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левом радиальном квантовом числе

П
г
= 0 , W V « * £ , »i*±(l-i)* (3.54)

где у\Л -магнитное квантовое число. Вот этот класс состояний 'ш

и рассмотрим. Разложение энергии имеет вид

где В - магнитное поле в безразмерных единицах, направленное по

оси 2 • Потенциал возмущения V* ss R *(х
г
+у

х
)А, a oi гь ///AwJ

Поставим себе целью найти Ej к Ŝ » Ранее /47/ величина Ет была ней-

денэ, поскольку она совладает со значением соответствующего мат-

ричного элемента диагонального перехода,

Преддхспонеята для данного класса состояний (3.55)

(3.56)
i

и она не меняется при наложении возмущения, т.е./^ г 0 прил>0.

В экспоненте произвольная поправка имеет тот же вид, что и в слу-

чае основного состояния (см. /46/)*^
п

(3.57)4L г У R

т.е. содержит ( Л + I) четных гармоник.

Вычисления достаточно просты, но громоздки. Окончательный

ответ дается следующей формулой

с = (l*J)ltH-k)
(3.58)

*) Это утверядение справедливо для любого рассматриваемого
ня*поскольку перемешиваются только предэкспоиенцколькне
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и I -JLl**, если нормировка потенциала

V » - */£- • ̂  н е
 П Р ™

6
™ Форму* Для ^

 Е
 га •

 в с я л у к гр0
"

моздкости. Отметим,что коэффициенты при старших степенях Я ^
т

 я в

зависят от расгалатрйваемого состояния, Нехоторые явные формулы

привздены в /46/ (см.также раздел 3.26),

Проанализируем теперь полученные результаты. В случае, когда

Ж >>/ , поправки имеют вид (с учетом нормировки,описанной выше):

(3.59)

Поэтому разложение энергии в ряд по полю при

1
- Ш л

не позволяет детально анализировать ситуацию даже в случае слабых

полей. С увеличением £ область применимости ТВ уменьшается

поскольку ряд ТВ - асимптотический /49/. Рассмотрение физических

следствий подобной ситуации представляет несомненный жнтерес. В

будущем мы планируем провести конкретный расчет внеоковозбуяден-

ных состояний (3.54) при любых 1юлях с помощью представлений, опи-

санных в разделе 4. Пока отметим только, что, видимо,возможна си*

туация, когда сдвиг высоковоэбузденных состояний под воздействие^

малого магнитного поля может симулировать сдвиг низших состояний
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под влиянием большого поля.

3.26. Атом водорода в скрещенных полях

Эта задача, также как и эффект Зеемана, - одна из наиболее

старых проблем квантовой механики, однако, в отличие от последней

го, она практически не исследована /1С/. Мы очень кратко рассыот-.

рим ее в случае основного состояния и приведем лишь окончательные

результаты. Отметим только, что она представляет интерес в физике

полупроводников (экситон в постоянных полях), астрофизике и опти-

ке. В частности, она возникэет, когда делается попытка учесть ко-

нечность массы ядра в аффекте Зеемана (см.,например,/4Э/).

Потенциал, описывающий бесспиновый атом водорода в постоянных

электрическом и магнитной полях.имеет вид

(3
-

61б)

где электрическое £ и магнитное В поля намеряются в атомных еди

ницах, а поле В направлено по оси Ш .

Итак, начнем строить ТВ по £ и В

Потенщшлн возмущен»» равна

(3.63а)

где V . - сферические гармоники.

Рассмотрим сначала случай параллельных полей. Нетрудно убе-

диться, что общий вид поправок следуююй
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€=0 ' '
причем

Опять, так же как и в эффекте Зеемана, полином при старшей гармо-

нике в (3.74) - двучленный, при предстаршей - четырехчленный и

т.д. Несложно найти некоторые коэффициенты этих полиномов явно.На

пример, полином пта старшей гармонике имеет вид
 M

*j>t-

1
 ( 3

'
6 6 )

Отметитл, что при п = 0, т.е. € = 0 , формула (3.66)описывает эф-

фект Зееманэ. В случае к = 0, т.е. при В=0, эти формулы описывают

эффект Штарка. _
-р

Когда поля перпендикулярны £ _ L & , ситуация несколько слож-

нее. Не будем выписывать формул, дающих функциональный вид произ-

вольной поправки - они практически аналогичны (3.64) с небольшими

модификациями. Из решения соответствующих рекуррентных соотношений

можно найти несколько первых членов в разложении энергии основного

состояния ( «С = I)

6

Ьстеновямся несколько подробнее на этой формуле и обсудим перекрен

Q ^ которые до сих пор не были известны;ртше члены типа
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В случае параллельных полей все поправки четвертого порядка име-

ют примерно одинаковую величину, однако в случае перпендикуляр-

ных полей коэффициент при перекрестном члене аномально велик. Этб

означает, что даже при очень малых полях этот член существенен и

сужает область применимости ТВ. Отметим, что ряд по В^ - асимпто-

тический при любом значении £ . Возможно, аномально большое зна-

чение перекрестного члена указывает на существование физического

явления, предсказываемого в работе /10/, заключающегося в локали-

зации электрона в некоторой области вблизи ядра: это явление доля-

но наблюдаться при больших полях*

3.3. Алгебраическая процедуре вычисления матричных
элементов переходов. Заключение

Завершая этот раздел, нельзя не обратить внимание на еще одну

поразительную возможность, которую открывает обнаруженная нами ал-

гебраизация ТВ: мы можем алгебраическим путем вычислять матричные

элементы переходов. Для этого вспомним стандартную ТВ Релея-Ере-

дингера. Первая поправка к энергии - это диагональный матричный

элемент, который в данном подходе вычисляется алгебраически. Пер-

вая поправка к волновой функции к -то состояния

а с другой стороны, имеем (см. (2,1),(2.9), (2.23))*'

W f.
f
(9 .(4)

 r
(o)\ -PL

*' Теперь следим за правильной нормировкой \i/
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:
-\ Разлагая в ряд по предэкспонентам у> нулевого приближения

j tbPjP' (ft ищется уже в виде искомого разложения по по-

строению (см.(3.23),(3.38),(3.51) и текст далее), получаем ис-

комые матричные элементы как коэффициенты разложения.. Эта проце-*

; дура сильно упрощается, если рассмотреть поправку х основному

состоянию, однако в этом случае находятся только матричные элеме-

| ты переходов между основным и возбужденными состояниями. Пре-

[ имущества данного метода по сравнению со стандартным,особенно

для возмущенной кулсиовской задачи, налицо.

. Итак, мы продемонстрировали возможности нашего подхода в

$ случаях, когда нулевое приближение - гармонический осциллятор

или водородоподобная система. Простота и преимущества метода

особенно наглядно видны в случае кулоновской задачи, где по-

строение ТВ стандартными методами - сложная задача, связанная,

в частности, со взятием интегралов по непрерывной части спектра

и с вычислением нетривиальных сумм по промежуточным состояниям.

Эти трудности наглядно подчеркиваются отсутствием до настоящего

времени вычислений перекрестных членов в задаче о водородоподоб-

ной системе в скрещенных полях. Данный метод имеет большие пер-

' спективы, поскольку мы теперь можем рассматривать многочастичные

задачи и, в частности, можем попытаться перейти к теоретико-по-

левому пределу и наглядно увидеть перенормировки. Есть

что дят^нй метод приведет к созданию альтернативы фейнманозской

диаграммной техники. Однако, это пока только

В заключение обсудим вопрос об алгебраизахщи нашей процеду-

ры для других точнорешаемых задач. Сначала заметим, что практи-

чески все известные мне точнорешаемые задачи обладают тем свой-:

| ством, что явно отфокторизовнвается полином, задающий положе-

| ния узловых поверхностей. Этот полином обычно дается некоторой
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гшхергешетрической функцией. Этот процесс факторизации проис-

ходит в некоторых специаяьных координатах. Например, для потен-

циала Морса V(*)= А(&~Ы*-Ze~**) новые координаты

Т = £**** (cM.(5j ) . Однако, множитель, остающийся в

волновой функции после выделения полинома, не всегда является

экспонентов типа (2 .1) . Такая ситуация с потенциалом

у ( * ) * -V©/ 6/,*^x • ОД8 8 1 1 0 в других известных точнорешае-

мых задачах этот множитель - экспонента в некоторых координатах.

Поэтому может быть сделан вывод, что если точнорешаемая задача

допускает представление волновой функции в виде (2.1) и потен-

циал возмущения полиномиален по отношению к координатам, в ко-

торых возможно представление (2.1) , то процедура построения IB -

чисто алгебраическая.. Без сомнения,это справедливо для следую-

щих потенциалов

у J - *"*f

( 3 > 8 0 )

(3,81)

В формулах ( 3 . 7 9 M 3 . 8 I ) мы указали также координаты, в кото-

рых должна быть полиномиальность возмущения. Видимо, с некото-

рыми модификациями полиномиальное» возмущений будет приводить

к алгебраизации и в других точиорешаемых задачах.

На этом мы завершаем рассмотрение задач, в которых нулевш

приближением служат точнорешаемне задачи, и переходим к следу-

ющему разделу.
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4. Теория возмущений и вариационный метод

(построение сходящихся процедур)

В предыдущем разделе мы продемонстрировали возможности ж

преимущества нашего подхода по сравнению со стандартнш, осно-.

ванным на ТВ Релея-Шредингера, в ситуациях, когда стандартный

метод мелеет быть реализован. Однако, много более частая к пред-

почтительнши являются ситуации, когда стандартный метод не мс—

лет быть реализован,* поскольку нулевое приближение является

не точнорешаемой задачей. В нашем подходе мы пока еще совсем

не пользовались таким его мощнш свойством как ненужность знания

всего спектра кевозмущенной задачи. И в этом разделе мы вос-

пользуемся этим свойством. Оно позволит нам строить процедуры,

сходящиеся при любой константе возмущения, выбжрая потенциал ну-

левого приближения почти произвольно. А с другое стороны, оцени-

вать точность вариационных расчетов! Креме того,у вас в руках

окакется критерий "разумности" выбора нулевого приближения

(пробных функций) в вариационных вычислениях, основанный на ар-

гументе Дайсона.

Таким образом, в этом разделе мы изложим регулярный метод

исследования области сильной связи в квантовой механике, В ка-

честве примеров будет рассмотрено несколько классических задач

квантовой механики, являющихся пробна* камнем для любого метода.

4.1. О вариационном методе с точки зрения теории возмущений

Итак, глк имеем итерационную процедуру для нахождения собст-

венных чисел оператора Щредингера, не требующую знания всего
 :

спектра невозмуценной задачи. Таким образом, у нас в руках ока-
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зался такой мощный произвол как выбор потенциала невозмущенной

задачи. Этот произвол позволяет почти любым желаемым образом

представить исследуемый потенциал V в виде суммы 1 £ * ^ ,
а следовательно, дает возмоасность строить сходящиеся ряды ТВ.

Однако, предде чем обсуддать вопросы построения сходящейся ТВ,

установил связь мезкду теорией возмущений и вариационным принци-

пом.

Начнем обсуждение этого вопроса с очевидного высказывания:

любая достаточно гладкая функция ^ £ £ - (й^) является

собственной функцией некоторого состояния в потенциале \/
с
 ,

равном

V -£ ̂ £!(L, (4.1)
* %

где Во - энергия этого состояния. Предположим теперь, что

мы хотим найти положение какого-либо уровня в потенциале S/

с помощью вариационного принципа ж построили для этого некото-

рый класс пробных фунхции у /]Л * . Посмотрим теперь, каким

потенциалам \j0 (X) соответствуют эти пробные функции, вос-

пользовавшись для этого (4.1). Для этого взглянем на вариацион-

ный расчет с то~ки зрения ТВ £l6-I7j

Е
/А}

(4.2)

±же Я - совокупность параметров, по которш происходят дш-
ншизация. Однако, для нижеследующего несущественно, проведе-
на минимизация или нет.
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здесь ДО с р
г
+ у , Мо¥£л£0¥о *

 а
& 1 '•

первая поправка к уровню энергии в случае,когда потенциал

ния V> равен 1̂ -1/© • Итак, мм получили, что вариационный

расчет дает первые два члена ряда IB (см. (2.10) )• в котором no-»

тенциал возмущения равен отклонению исходного потенциала от то-

го, который соответствует пробной функции у£ //J (см. (4.1) ).

Вычисляя следующие члены в ряду ТВ (2.10) £Г с с ,

получаем возможность оценивать точность вариационных расчетов

и итерационна! способом их улучшить. Кроме того, сравнивая

потенциалы V * V
o
 * можно задеть,сколь разумно построев

класс пробных функций. Что при этоа имеется в виду будет разъ-

яснено ниже.

4.2. Как построить сходящуюся теорию возмущения

Перейдем теперь к обсуждению вопроса о сходимости описанной

выше процедуры, т.е. когда ряды (2.9), (2.10), (2.23) будут схо-

диться. Предварительно поясним, почему ряды ТВ обнчно расходятся?'

шссмотрим в качестве примера ангармонический осциллятор

(рис. а), в потенциале имеется бесконечный ряд связанных состоя-

ний, а при Q с 0 (рис. б ) , причем сколь угодно малом, возника-

ет явление туннеллирования, т .е . энергия уровней Е(]) пере-

стает быть действительной, приобретает мнимую часть. Это озна-

чает, что при а «о функция Е{§) имеет особенность, а по-

скольку ряд ТВ - это разложение в нуле, т .е . непосредственно в

особенности, то ряд ТВ шеет нулевой радиус сходимости. В этом

осуждение обычно называется "аргументом не-
.сона .
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я заключается объяснение расходимости ТВ. Впервые строгое рас-

смотрение этого явления на примере ангармонического осциллагора

было проведено Вайнштейном /*50 7 , который показал для энергии

основного состояния, что от точки о 43 начинается разрез, и вы-

числил скачок на этом разрезе в пределе о -Ф - 0 .

Теперь мв понимаем, что одна жз причин расходимости ряда

ТВ состоит в том, что потенциал возмущения более сингулярен,чем

невозмущенный. В этом случае происходит коренная перестройка

спектра при варьировании параметра возмущения о : уровень

аоавт стать квазистационаряда, :ак это было в только что описан-

ном примере, а может перейти з непрерывный спектр. Поэтому об-

щий рецепт получения сходящихся рядов ТЗ звучит следущш обра-

зсм £l4-is}x):
Сконструируем волновую функцию нулевого приближения

тахвм образом, чтобы потенциал Vo » ей соответствущий

(см. (4 .1) ) , воспроизводил он как можно больше характерных

свойств изучаемого потенциала V • В частности, что особенно

важно, чтобв были вопроизведенн все сингулярности и асимптоти-

ческое поведение исходного потенциала.

На языке волновых функций это означает, что f0 должно

содержать максимально много свойств истинной волновой функции

У : поведение на бесконечности, в нуле, вблизи сингулярностей

потенциала, информацию о нулях и т.д. Нетрудно увидеть, что

этот рецепт (на языке волновых функций) фактически совпадает с

тем, который обычно используется при построении класса пробных

функций в нелинейном вариационном методе Ритца.
Xi Отметим, что в f 251 была построена сходящаяся ТВ для основного

состояния ангармонического одномерного осциллятора, в которой
в качестве нулевого приближения использовалась волновая функ-f
цжя, жмездая доведение на бесконечности ж в нуле, такое же.
как ж жстжнвая волновая функция.
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Верншся к обсуждению воцроса о сходимости и сформулируем

следующую теорему о сходимости, применительно к случаю основно-

го сос-гояяяя £l7j :

Теорема 3* Если первая поправка ,̂ - ограниченная вектор-

функция, т.е.(1) Щ
г
\ й<\

1
 и кроме того (2)

то ряды <2.9)-(2.Ю) сходятся.

Доказательство. Д:и доказательства воспользуемся методом мате-

матической индукции. Из условий (I), (2) сразу убеждаемся, что

поправки - ограниченные вектор-пункции

'-и , *>,l » (4.3)

причем

If I < Т*
 (4#4)

I*/

где число # ц ограничивает модуль вектор-функции <? . Для

нахождения области сходимости радов (2.9)-(2.10) вычислим, чему

разка су?лма ;

^ ^ л (4.5)

С помощью (4.3) легко показать, что

2 л **• - ^ (4.6)

х) Я благодарен А.Д.долгову, предложившему этот трюк.
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Нужное нам решение (4.в) имеет вид

(4.7)

Таким образом, мы построит мажорирующую лоследоватс .ьность
для VH s £h , которая сходится при

м - 8 )

ж теорема доказана. Совершенно ясно, что утверадение этой тео-

ремы довольно слабое и его можно значительно усилить. Представ-

ляется почти очевидный, что для сходимости рядов (2.9)-(2.Ю)

достаточно выполнения условия ( I ) . Стоит также отметить, что

аналогичную теорему можно доказать для возбужденных состояний.

4 . 3 . Одномерный случай

Перейдем теперь к рассмотрению одномерных задач и тех, ко-

торые к ним сводятся. В качестве примеров рассмотрим основное

состояние в потенциалах (A) yflt) * х * * . V** «2.3,4 и (Б)

j

В одномерном случае уравнение (2.5) превращается в хорошо

известное уравнение Риккатн, а условия (2.6) или (2.б 1 ) выполня-

ются тождественно. Легко показать, что решение уравнения (2.II)

дается формулой (2.18), которую можно привести к следующему

ВИДУ [14-17,20-23,25-26,31-34]

1 / ' ( 4 - 9 )
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где CL - некоторый параметр.

/А/ Потенциал l/(jc/s X
ZtL

Пусть в потенциалах (4.ID-C4.I2) параметр а равен I;

отметим следующий вашшй факт: потенциал (4.12) при а =1

воспроизводит поведение исследуемого потенциала на бесконечности.

Потенциал возмущения, являющийся разностью мезду исследуемьы

потенциалш и потенциалш (4.12), дается формулой

.
a
z

x
i (4.I3)

Подставил теперь (4.П)-(4.12) в (2.15) и (4.9) и получим зна-

чения поправок и и £„ • В таблице I представлены вычис-
ленные таким способам поправки £

л
 ( Л = 1,2,3) для случая

а. = К ш . 1*14-15] ). Видно, что сходимость метода довольно
й Р

хорошая, особенно для потенциалов X и X . Учет £j при-
водит к точностям лучше процента, дане в наихудшем случае потен-

циала х .

А теперь проведем минимизацию по параметру а выражения

(£ у.£ \ (см.раздел 4.1). В результате псяучии вариа-

ционное значение энергии основного состояния с пробной функцией

(4.II). Вычисляя Ej , сразу оцениваем точность вариационного

расчета, которая оказывается на уровне процентов. После опреде-

ления поправки £ обнаруживаем, что удалось воспроизвести

четыре знака после запятой в величине энергии (ш.табл.1).

Проведем теперь расчет дляшрвого возбужденного уровня.

Пробную функцию нулевого приближения возьмем в виде
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где (J^ определено в (2.18). Поправки х энергии £ по-прежне-

му даются формулой (2.15). В случае возбужденных СОСТОЯНИЙ ре-

шение уравнения (2 .27 1 ) , имеющее ввд (2.30), преобразуется к

фор» [ I ? ]

( 4 л о )

тогда как деформация многообразия нулей у ^ дается формулой

(2.31*) паюс осцилляцнонная теорема («.обсуждение на стр.20),

причем QK определяется с помощью (2.28). Отметим, что л / ^

не шеет особеввосте! на действительной оси. Подчеркнем, что

когда рассматривается первый возбужденный уровень, фориули (4.9)

-(4.10) фактически совпадают с теми, которые приводятся в ^23?.

Когда решается многомерная сфержчесга-сашетричиая задача, фор-

мулы ( 4 . 9 M 5 . I 0 ) очевидна! образом модифицируются. В случае

основного состояния они приведены в ^25-26,32 7 .

Вассмотрам примеры (А) и (Б). Одной из простейших функций

основного состояния, удовлетворяющих требованиям, с$ор?дулщюван-

ты в разделе 4.2, является

Эта функция представляет собой волновую функцию основного сос-

тояния в потенциале

- * • ( 4 Д 2 )
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Потенциал возмущения равен

Для этого случая не будем проводить минимизацию по а, , а

приведем результаты расчета при а =1 (см.таблицу 2 ) . Резуль-

таты, наихудшие, как и в случае основного состояния, для потен-

циала уУ . Причина этого заключается в "наибольшем" потенци-

але возмущения по сравнению с другими потенциалами.

(Б) Ангармонический осциллятор

Проблема ангармонического осциллятора (АО) - одна из самых

старых в квантовой механике. Последнее время она привлекает все

большее внимание (cw^iaiTpJ*I-4,I2-I3,I5,I7,25,35,37,5o7 ). На-

иболее полное и подробное исследование одномерного случая было

проведено Бендером и Бу Г*-2/. Одной из причин проявляемого по-

вышенного интереса к данной проблеме состоит в том, что АО -

это одномерная теория поля fl] , которая содержит в себе многие

проблемы, присущие реалистическим четырехмерная теоретико-поле-

в ш моделям. Поэтому интересно попытаться изучить все эти про-

блемы на примере этой достаточно простой модели. Креме того,АО

шсет важные применения в атомной и молекулярной физике, а так-

яе в физике твердого тела.

В работах fl-2,3?,5ol квазиклассическши методами была

подробно исследована структура ряда ТВ по константе связи. Б.Сай

моном изучался вопрос об аналитической структуре ршановой

поверхности энергии как функции константы связи О . Более

подробное обсуждение свойств обычной ТВ дано в разделе 3. От-

метил, что в £25J была предложена сходящаяся итерационная про-
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цедура, которая, как модно показать f l 5 j f является частным

случаем развиваемого здесь подхода, когда невозмущенный потен-

циал берется в виде 1£* у - i ^ ' / у 1 » а» ооответственно,

потенциал возмущения равен ^ s £ V ' V H * • Другие варианты

сходящейся ТВ были предложены в [15,17,52] . В изложении будем

следозать работе £ l 7 | , где сходящаяся ТВ построена ^ рамках

развиваемого нами формализма.

В качестве пробной функции нулевого приближения для основ-

ного состояния возьмем функцию {4.11} при и, =2, как и в случае

примера (А). Тогда потенциал возмущения равен

( 4 Л 4 )

Разовьем теперь ТВ, подставив (4.II) и (4.14) в (2.15) и (4.9).

Для энергии получается следующий ряд

Легко видеть,что ряд (4.15) содержит много свойств,присущих истин-

ной функций энергии ж хотя разложение при fl sO содержит не только

целые степени J , имеется разрез в плоскости а , иду-

щий от 0 до - о-5» • причем скачок на этом разрезе при

я ~J> -0 экспоненциально мал.

Проведем теперь минимизацию по параметру а , вычислим

£ . и сравни* полученные результаты с численным интегрированием
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уравнения Щредингера, Можно видеть (табж.З), что точность мето-

да такова, что даже простейшая пробная функция (4.II) позволяет

воспроизвести несколько знаков после запятой как в области малнф,

так и больших значений константы овяэи а . Формула (4.15) по-

зволяет исследовать аналитическую структуру энергии как функции

константы связи.

•Ка этом закончим рассмотрение одномерных задач • переждем

к многомерная.

4.4. Несколько слов о многомерои

Двумерный ангармонический осциллятор как пример

В этом разделе мы кратко обсудим многомерные задачи ва

примере двумерного ангармонического сферически-несимметричного

осциллятора. В разделе 2 было показано, что реализация ТВ в мно-

гомерном случае эквивалентна решению электростатики с переменной

диэлектрической проницаемостью или нахождению функции Грина опе-

ратора Лапласа в ковформноплоском пространстве. В настоящее вре-

мя мне известно аналитическое решение электростатики с гауссовой

диэлектрической проницаемостью (2.20), а во всех остальных слу-

чаях приходится прибегать к численному решению. Однако» когда

удается приблизить исследуемый потенциал сферически-симметричнш

так, что отклонения от сферичности малы, то молено надеяться,

что использование функции Грина (2.18) оправданно и сходимость

будет достаточно быстрая. Покажем, как строится сходящаяся ТВ

для двумерного ангармонического осциллятора fie] .

Итак, мы будем рассматривать основное состояние двумерного

сферически-несимметричного осциллятора

V* *H*
l
+f) * % ('**?• гсху),

 (4Л6)
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где hi * 4 . С - параметры. Это сложная задача,
которая Еачала жсследоваться только в ошое последнее время
}J2-I3,I6 f 5l i , гончем эвергки уровне! находились с помощью
варжацжонного метода f 51 j и данной ТВ / J 6 1 .

В качестве волновой функции нулевого приближения возьмш

где а. - параметр. Потенциал, который отвечает этой волновой

функции основного состояния, равен

Потенциал возмущенна, равны! разности V и 1/о , имеет вид

f ] (4.19)

где Ц-/*****) • Следует ошетжть, что дараметр £ ме-

няется в облает

1г~*, (4.20)

оосхольху при С < -I потенциал (4.16) не ограничен снизу, а об-
ласть С >1 может овть трансформирована в ооласть (4.20), так
как существует преобразование

_ У** - *-ч _ V£ - Y/^Ci <4.2I)
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открытое Банксом, Вендором и By /I2-I3/, переводящее уравнение

Шредингера о потенциалом (4.16) само в себя, причем параметр

меняется в области (4.20).

Напишем теперь < £ O + S f ) и проведем минимизацию по пара-*

метру &>-, Затем с помощью функции Грина (2.18) вычислим величи-

ну второй поправки к энергии, которую обозначим Е^*« С одной сто-

роны, Е * отчасти будет характеризовать точность вариационного

расчета с пробкой функцией (4.17), а с другой стороны, дает вклад

в величину поправки £^ от сферически-симметричных частей потен-

циала возмущения fy . Мояно показать с помощью численного рас-

чета, что вклад в Eg от сферически-несимметричных частей потенциа-

ла возмущения У, пренебрежимо мал при С , близких к единице
 >

возрастает с уменьшением С и достигает величины ^ 0 . 5 Ъ%

при С =-1. Результаты наших расчетов приведены в табл.4,где они

также сравниваются с вариационными /51/, Мокно сделать вывод,что

даже такая бесхитростная пробная функция как (4.17) приводит к

достаточно высоким точностям. Аналогичным образом могут быть

приведены расчеты и для возбужденных состояний.

5. Заключение

Итак, мы изложили некоторый нестандартный взгляд на зада-

чу нахождения спектра в яерелятивистской квантовой механике.

Наряду с простотой и экономностью, он характеризуется многими

преимуществами по сравнению с обычными методами: /I/ в случаях,

когда может быть реализована обычная ТВ Релея-Ифедингера, наш

подход является алгебраическим и позволяет анализировать свой-

ства произвольной поправки; /2/ он дает возможность оценивать

точность вариационных расчетов и кроме того, из него естест-

образом возникает критерий "разумности" выбора пробных
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j функций; / 3 / поскольку для построения процедуры не требуется

у знание всего спектра невозмущенной задачи, то появляется про-

извол в выборе невозмущенной задачи, позволяющий строить сходя-'

•- щуюся ТВ; /4/ процесс вычисления матричных элементов переходов

f, становится алгебраическим.

; На многочисленных примерах мы продемонстрировали возмож-

I ности нашего подхода, с легкости) вычислив различные поправки

| ТВ, подтвердив старые расчеты и получив новые результаты. Перс-

пективы, которые открываются, очень интересны. Мы можем перей-

• ти к полевому пределу из квантовой механики и проанализировать

процесс перенормировок, произвести учет ангармонизма в кристал-

лах, в том числе и сильного ангармонизма, интересной представ-

: ляется возможность данньм методой попытаться рассчитать энергии

: связанных состоянии в задачах многих тел. Возможно, возникнет

альтернатива квазиклассическии вычислениям старших порядков ря-

да ТВ а ля Липатов. Интересными представляются такне попытки

обобщения подхода на релятивистский случай, на уравнение Дира-

ка [53-54] .

Конечно, имеется много трудностей. Практически не известно

ни одной сколь-ниоудь нетривиальной функции Грина оператора

Лалаева в кривом конформно-плоском пространстве, которые необ-

ходимы для нетривиальной реализации процедуры. Для сложных за-

дач не совсш просты процедуры построения волновых функций ну-

левого приближения Гб5 7 . Существуют и чисто математические

проблемы, связанные с возбужденными состояниями в многомерном

случае. Однако, все,что сделано к настоящему времени,позволяет

надеяться на благоприятный исход.



Таблица I
Результаты расчетов энергии основного состояния в потенциале X**

Потенциал
Приближение vw = W*)«

С

T

2

з

E

'0. * 1

Ej

E o + E l
-Eg

V E I + E 2
-%

V E I + B 2 + S 3
точное

: i .

0.13359

I.I3359

0.04841

I.0B5I8

С01542

1.06976

I.

0.47

0.598448

1.068448

0.007720

1.030728

0.000304

1.060424

,060362

I .

0Л58419

I.156409

0.010936

I.147473

0.002033

I.145440

0.35

0.302627

I.I52S27

0.007319

I.I4530B

0.00040S

I.144902

I.14480246

I .

0.234760

1.234760

0.009164

1.225596

0.C00225

1.225822

I.I4

0.08S720

I.22972C '

0.003632

1.226038

0.000223

1.225865

я1.225820Ю

Значение параметра (см.(4.II) при котором достигается минимум (E
o
i-Bj)

чено Маржновым ж Шеотопалом с помощью численного решения Шредингера.
полу-

;•,-•: -v vv. 'У'- .'V:
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Результаты расчетов энергии первого
возбужденного уровня в потенциале X'

Потенциал

Приближение
X4

0

Т „„и

П . . _ —

^точное

Е о

+ Е 1

- Е 2

3

0.94939

3.94939 (4%)

0.10458

3.84482(1,255)

3.7996732

3

1.35903

4.35903(0,52)

0.01927

4.33976(0.03$)

4.338599

I

4

0

4

4

3

•87G84

,87684(2. ГД)

.122695

.754141 С. ОЗОП

.755875

Елочное получено Мариновым и И!естопалом с помощью численного
решения уравнения Шредингера. Проценты, указанные через дробь,
характеризуют относительное отклонение полученного результате
от точного.



Таблице 3
энергия основного состояния ангармонического осциллятора

У
Ocl

0.2

0.3

0.4,

0.5

0.6.

0.7

0.8

0.9

I

10

50

100

500

1000

0.7?

0.77

0.77

0.78

0.79

Q.3I

0.82

0.83

0.84

0.86

1.41

2.27

2.82

4.76

5.98

0.561738

0.605769

0.641838

0.672984

0.700687

0.725803

0.748d92

0.770336

0.790VII

0.809320

I.51622

.2.51864

3.I55I6

5.36040

6.74521

0.002569

0.003334

0.003852

0.004233

0.004550

0.004793

0.005035

0.005252

0.005452

0.005607

0.00H50

0.01939

0.02438

0.04154

0.05230

0.559169

0.602435

0.637986

0.668751

0.696137

0.72I0I0

0.743857

0.765084

0.784959

0.803713

1.50472

2.49925

3.13078

5.31886

6.69Z9L

EL-.,*

0.559146

0.602405

0.637992

0.668773

0.696176

0.721039

0.743904

0.765144

0.785032

0.803771

1.50497

2.49971

3.I3I38

5.31989

6.69422

Кормкровкг- Е и ^ как в роботе /51/ (Е*= S/2, a - 9/ ).

Точное
 и з

 Р
р б о т а

/
5 I
/ '•



. . Таблица 4

Энергия основного состояния ангармонического осциллятора (4.16) пря О «2.

с

-в2

у*
Етэчн.

С

Аи.*

-**

Hf"

-I

O.II

I.I95

0.039

I.I56

I.I08

-1

0.43

1.498

0.024

1.474

1.444

-0.8

0.18

I.23I

0.029

1.202

I.I72

-0.8

0.48

1.526

0.019

1.507

1.484

-0.6

0.24

1.264

0.021

1.243

I.22I

-0.6

0.53

1.552

0.015

1.537

I.5I9

-0.4

0.30

1.296

0.016

1.280

1.264

-0.4

0.58

1.578

0.012

1.566

I.55I

-0.2

0.35

1.326

0.012

1.314

1.302

ы

-0.2

0.63

1.602

0.009

I.5Si.

1.580

0

0.41

x.355

0.009

1.346

1.336

*4

0

0.57

1.625

0.007

1.613

1.60b

0.2

0.46

I.383

0.007

1.376

1.368

0.2

0.72

1.643

0.006

1.642

i.obb

0.4

0.50

1.410

0.005

1,405

1.398

0.4

0.76

1.670

0.005

1.665
i!.bi>d

0

0.

I.

0.

I.

I.

0.

I,

.6

55

436

004

Л32

,426

0.6

.80

.692

0.004

I
J

.688
. .631

0.8

0.59

I.46I

0.003

1.458

1.452

0.8

0.63

I.712

0.003

1.70S

1.703

0 .

I.

0.

I.

I.

0.

I,

T

64

485

003

482

,477

I

,87

.733

0.003

I

1
.73C

.'/24

Параметр e^fo реализует мяюмальное значение (S
0
+Ej). Eg - часть поправки

второго приближения (см. стр.84). Д р
О ч н о е

 и «го нормирсвка из работы /51/,
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a

Ркс.1. Потенциал ангармонического осциллятора Vfx) =X*
(а) при а. > 0, (б) при д < 0. Линии иагволически
указывают положение одного из уровней.
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