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RESUME. Nous construisons la fonction génératrice de la bise de Gel' fand
des groupes unitaires ainsi que celle des €léments de la matrice de la re-
présentation. A partir de ces fonctions, nous obtenons par des calculs sim-
ples, les vecteurs de la base et les §léments de la matrice de la représen-
tation de 1a base de Gel'fand, Les fonctions génératrices sont obtenues par
deux méthodes différentes : la premitre, tire profit d'une propriété des
fonctions génératrices que nous mettons en évidence dans ce travail, et la
seconde utilise des caiculs de récurrence sur la chafne GL (1,c JCGL(2,¢)
C...C GL({(n,c).

ABSTRACT. We construct the generating function of the Gel'fand basis for
unitary as well as representation matrix elements. From these functions,
we obtain via simple calculus, both the basis vectors and the representa-
tion matrix elements in the Gel'fand basis, The generating functions are
obtained from two differents methods : the first one takes advantage of a
property of the generating function showed in this paper and the second
one, uses recurrence calculus for the chain GL (1,c)C(GL (2,¢)(C ...C
GL (n,c).
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Section 1, HADETH, BEYROUTH, LIBAN.



1, Introduction

L'étude des groupes unitaires est d'une importance - oaridérible en phy-
sique. La connaissance explicite des états de Gel'fard ou d=s éléments
de la matrice de la représentation de U (n) est fondamzntale en phyrique

P

atomique, en physique nucléaire et en physique des nartic ulv s éléman -

i . .

taires. Y

Plusieurs procédés ont été exposés pour la déterinin: tion des
£tats de Gel'fand : I'approche infinit€simale (Nagel et Mcshinsky 1965),
la méthode inductive des opérateurs-tensoriels irréductibles (Louck et
Biedenharn 1973) ou bien encore certains calculs de récorrence sur la
chafne GL (1,¢) C GL (2,¢) c---- C GL (n,c) (Flores et N ederle
1970, Henrich 1975)., Mais toutes ces approches présentent la méme

difficulté, les calculs devenant inextricables pour n> 4,

Cette difficulté nous a conduit 3 procéder autrement. L'étude
des fonctions génératrices des polyndmes orthogonaux (Vilenkin 1965),
des groupes de rotation (Schwinger 1965) et de la base de l'oscillateur
harmonique (Hage Hassan 1980}, montre que toutes ces fonctions ont une
propriété commune : dans la construction de la fonction géné ratrice, 3 |’
chaque &tat est associé un produit de parametres dont les puissance sont
égales aux puissances des opérateurs d'€chelle appliqués aux états ex-
trémes pour obtenir chaque &tat. C'est cette propriété qui a permis de
construire les fonctions génératrices de la base de Gel'fand et des é1é-
ments de la matrice de la représentation du groupe U (n). Et par un
calcul de récurrence, nous construisons ces fonctions génératrices et
nous €tablissons que ce sont les fonctions génératrices de la base ortho-

nomée de la représentation de U (n).

Nous consacrons les préliminaires & un résumé des résultats

dont nous avons besoin dans ce travail. Dans la deuxitme partie nous



construisons la fonction génératrice de la base de Gel'fand et des €1¢ -
ments de la matrice de la représentation de U (n). La troisig¢me partie
est consacrée a démo;xtrer que les fonctions que nous avons construites
sont les fonctions génératrices de ia base orthonormée, L'appendice
est réservé a 1'exposé de la propriété commune des foncticns génératri-

ces dont la mise en évidence a été le point de départ de ce travail,

2. Base de Gel'fand et €éléments de la matrice de représentation de U (n).
2.1. La base de Gel'fand
Dans les paragraphes 2.1 et 2, 2 nous présentons les propriétés essen -

tielles de la base (ou base de Gel'fand) et des £1éments de la matrice de

la représentation des groupes unitaires.

Les sous-espacee irréductibles, [hun] (u=1l,---,n)de U (n)

sont décrits par les vecteurs de base, ou ase de Gel'fand (Louck 1970):

[h 7 In 2n " TTTTTTT L.
- n =4 h  evee=
Ihuv> - (h) - hypoa lln-l n-1 . (”
o :;,z b,
v, . !
h].'1 3
olle 1 ~Vvin,
[Iﬂn
ou encore | huv> = rh]'n_l . 2)

(h)

n-1



h sont des entiers positifs qui satisfont les conditions suivantes :

-] 2 .
hi jtl hij hi+l jt1
Nous assccions i chaque état Ih“ " > un vecteur ou vecteur de poids qui

a pour coinposantes - avec
P P (‘“m' w w )

2n’

i N |
D IEVED JEV @

izt =1
Th] [n]
: n n :
Nous notons respectivement : et » les états qui
(l'na.::)n (min)n
[nl,
ont les poids maximal et minimal, Le vecteur [h]n_l est le vec-
(max)n_]

teur semi-maximal. Par la suite, nous écrirons [h] au lieu de [h'_ln et
{h) au lieu de (h)n pour €viter d'alourdir la présentation, étant entendu
que nous rétablirons 1'emploi des indices quand cela s'avirera nécessai-

re.

La dimension des sous-espaces irréductibles [bpn] est donnée

par la formule de Weyl :

d[hu"”l = rg,- (P, - Pjh) 1/122! cc-c (n-1) ! )

avec P, = h, + n-i,
in in

Les représentations fondamentales du groupe U (n) sont les sous-

espaces irréductibles :

(1,0,----,01, [1,1,0,----,0) , -veu-- s [(1,1----, 1],



2.2.

Les vecteurs de base de toutes ces représentations sont désignés par
Ixi> aveci=zl,---, 2°-1, Nous notons n! v les indices des vecteurs
1x i>. Nous pouvons considérer formellement les vecteurs Ihu o> de
la base [h ] comme des polyndmes homogines en Ix > avec

lh == NP (|x ») ol N est une constante de normahsalmn
TRY) (h " ")
(Gazeau et al. 1978).

Eléments de la matrice de la représentation de U(n) et "polynfmes 2

bosons'

1. Eléments de la matrice de la représentation de U (n}

A chaque transformation unitaire U(n) z (“ij) de Cn on associc un opéra-

teur TU défini par :
n

7, |™ <m T, [h:|> £y > (5)
(b) (m) \(m) (h) {m)
Les élérx'xem:ls<"hJ v [n) = D tn) (U‘n-) sont les éléments
(m) (n) {m), (n)

de la matrice de la représentation. Ces £l€éments s'expriment A l'aide

des variables ( Louck 1970) :

M, v) = <x;l Ty I"j’ . (6)

n
s ]>
. )
(n)

Nous déduiscns de (6) que :

©) <rh‘]
x . U =
1 n (max)




Le calcul de x . (U, ) s'effectue 2 l'aide de la paramétriration de U(n)
que nous avons proposée (Hage Hassan 1979). Le calcul d'une partie
de ces coefficients présente un grand intérét pratique pour la construc-
tion des invariants de Weyl (Sharp et Lee 1971) et fera l'nbjet d'un tra-

vail ultérieur.

.2, "Polyndmes 3 bosonsV .
F
Jl"'J_"
Nous notons X, l'ensemble X = {xi (z)} = Ai i (=):1 -t <n
1 L4
3y
od A (z) est le mineur de la matrice construite 4 prrtir d= va-

-,

riables complexes z = (z‘; Y(@i,j =1,---,n) par la sélection des lignes

et des colonnes i_, i_, ---,i. L.es "polyndmes a bosons"”

Jprdgemmmidy 1’2

sont des polyndmes homogénes en A(z) et ne sont autres que les 41é-

ments :

0 @)™ @) . (8)
(m)» (h) (m), (h)

Dans le cas ol (m) est (max), 1'expression (8) devient la base de

Bargmann-Moshinsky (Louck 1970, Henrich 1975) :

(h1
T ] (A (z)) =p " (=) 9 -
(h) . (max) , (h) A

Aux éléments de la matrice de la représentation

D(max), (max) (n U'n-1 ) t P ] ™y, (U, U’ _,), nous faisons
X

{ma
(max)
n-1
correspondre les deux fonctions K (z.2') et R n (z,2') qui



p'écrivent :

k (™) @2 = pfhl (0 o)
"\t (max), (max)

kn l.Lk+1 n
b 12--<k
= ]
=N, l?:l (Alz--.k (znzn))

A1l r ook Ykn
- ] f

»

o o A

Z
k= lZ---k-l.n n n

avec, ‘_\“‘ﬁ;i"#
.| o ln-l #
= . -
z = (x_h) , 2 L ,
n-1
——
U’i. o In-l
Un = (blj). Un.z P 7 .

h =0siu>n

(10)

(11)

(12)

(13)


file:///ln-l

et,
- - ' -
dul B hpk hp A-1 "’ dul = hp -1 hp+ll '
n-1 ‘n
11 I (h, - +k-j)
N =dzl__ksitl n " M
= n r
" n (b, +n-j)!
=

1/2 ) -1/2 -
N o= [Nn_l] [A (D‘]:-l)] .

n n
A(mn ) e A Y

b} - ’
n-l P T

avec,

- - ;_-“ ’ -ia
pj-hjn+nj. pjzhjn_l-fnjl,

AT I e S DR ML s L

Q. =0 @.-m), 8, =0 @-p +1),
. u") i Tk (1) o J k

i<k
Les fonctions Kn et Rn s'expriment 2 1'aide des €1éments de la basa de

Bargmann-Moshinsky sous la forme :

K 8(z}, & (z') = I A I A (z' » 14
n n (b) (=) n\() (=*) (14)

(w),



() 0y
R (8 (z), Az)) = r 21 ) (agz)T 21 (a8 @) (1s)
n z (; n-1 [h'\ z n {h} !

-1 ‘n-1 n

Ces expressions, dérivent simplement du développement de
p (h]
{m), (h)

vement U , U' et U’ éar z , 2'_ , z' et en multipliant par des cons-
n n n nn n

(Un U'n) et de D E:_E)' (b) (Un U'n) en remplagant respecti -

tantes de normalisation (Louck 1970). Dans les relations (11) et (13)

. 12---k . 12---k
nous pouvons écrire les expressions 4 12---k (zn z n) et A 12---k-1n

(zn z'n) en fonction des variables 4(z) et & (2') (voir Henrich 1975) et
c'est pourquoi nous considérons dans la suite de ce travail Kn et Rn com-

me des fonctions des nouvelles variables A (z) et 4 (z').

Enfin, une propriét€ importante de Kn et Rn se déduit de (14) et

(15) et s’exprime sous la forme :
fnn (20,8 DK (8(2) d@hdp (') = R (A=), 8 (), (16)

o't d i (2') est la mesure de l'intégration dans 1'espace de Bargmann et
Moshnsky et {é (w)} des variables quelconques.

3. Fonction géniratrice de la baie et des éléments de la représentation des

“ay o

groupes unitaires : 3

Pour construire la fonction génératrice de la base de la représentation

.n_Lz!ﬂl para-

o {y, z) ) dont les puissances dépendent de h "
v

du groupe U )’ nous multiplions les états |h H > par
1 .

metres notés p_ (h
n u

puis nous faisons la sommation sur tous les indices. Dans ce qui suit,

nous exposons la maniére de choisir les puissances. Le sous-espace

de la reprécentation irréductible [h un] est de dimension finie, de plus,



nous pouvons ordonner les vecteurs de Ia base { Ihu v>} (Louck 1970).
Ainsi chaque vecteur de la base lh > ge déduit du vecteur l [h] >
"RY (max)
[h) . i M
> ’ '
ou l (min) par 1'application des opérateurs d'échelle R A oulL 2

(Nagel et Moshinsky 1965) comme suit :

| h A-1 7] dul n) ‘
h >=N1II I L (17)
(TRY) s=2  u=l N (max)
n 1l u \¥ur | In) >
= N' II R '
%2 y=l A (max)

ol N ¢t N' gsont des constantes de normalisation.

Nous pouvons donc détérminer les vecteurs Ihuv > si nous connaissons
. . -

les distances | dul} ou ’dul } du vecteur In av > ae vecteur

(h]

(min)

| [h3

(max) >oud l

> . Ainei si nous connaissons tdukz , %d'uk* et

hnn nous pquvons déterminer huv , de plus, les conditions (2} sont vé-
rifiées. Nous pouvons donc choisir les distances dul , d'u)‘ et
hnn comme puissances des parameitres., Nous écrivons donc :

h

n A-1 u dul o dul n PO
o (b ,ly.2z))= 0 z. ) (y,) Yy '
n WUv r=2  w=1 A A n

Nous en déduisons qu'a chaque variable [xi > correspond un élément q;ln
qui a les meémes indices hluv que |xi>.

Les polyndmes homogenes P )(l x 3 ayant pour fonction géné-

. by
ratrice une exponentielle, la fonction génératrice prend la forme suivante:
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o (y.z)>= z o, (b (Y-Z))P(huv) (I x>)
h
uv

a exp[z ol lxi>] : (18)

i

Cette expression de la fonction génézatrice de la base de Gel'fand du
groupe U(n) donne, dans le cas ol n = 2, la fonction génératrice du grou-
pe U (2) obtenue par Schwinger en 1950 et pour n = 3 elle permet d'écri-
re la fonction génératric.e q ‘¢ nous avons obtenue (voir Hage Hassan
1979). Nous obtenons d'une manidre anzlogue, la fonction génératrice

des éléments de la matrice de la représentation :

[h)
lo, (v a2,z > = D0 o b0 (e, (my,. 72D (U
h (’n)-(")
uv
My8
= exp E win (y',z') Mij qajn (v, z}}, (19)
ij
avec m = h Yn.
(¥ ¢} un
() ‘ LY

D(m),(h) {U) = N D'(m),(h) (Un) ol N est une constante de

normalisation (Gazeau et al. 1978).

4. Construction de la fonction génératrice de la base de la représentation

du groupe U(n) par calcul de récurrence,

Nous allons construire la fonction génératrice de la bage de la représen-
tation du groupe U(n) par un calcul de récurrence, pour cela nous utili-
sons les expressions (10-15) et (16) et nous prenons pour point de départ
la fonction génératrice de la base de la représentation du groupe U (2)

{Schwinger 1950).
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4.1. Fonction génératrice de la base de la représentation du groupe U (2)

. {In]
La fonction génératrice de la représentation rz (8(z) ) de U (2)
(h)

est donnée par :

I's

/2 hlz'hrr- ---;"u'hzz 2 b2
-
- ' . R
(h)p-hyptl) ! Am)

172
() [‘"12"‘11)’ (b)) -hy,) hzz"]

- 1 1 2 120)
= oxp [Al Yo *8p% ¢ Alz"z] .
Nous rappelons que cette fonction s'obtient aussi en utilisant la formule

{18) dans le cas oin = 2,
4.2. Fonction génératrice de la base de la représentation du groupe U (3)

Pour déterminer la fonction génératrice de la base de la représentation

de U (3), nous devons partir de 1'expression :

SR @, sk, @) AE) ) =R 6@ @) . (@)

Il est important de remarquer que nous pouvons remplacer les variables
A(z') par d'autres variables sans que rien ne soit modifié dans 1'expres-

sion de l'intégrale (2]). Ainsi nous effectuons le remplacement dans

. . k_-h h,, . h
K, =N, [8,@ 8,0 +0,@5w] % 8% @2 o
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oil nous remplagons respectivement A (z') par yl , A (7') par ::1 el

2 (z ypar 1, ainsi nous obtenons :

bi2-Byp By
] A (w)

K! 12

, ] ]
2 = N, [An"z”z"z

1/2 lhu Y lhlz'hn

(. -h [(h12+l) ' ] Y2 )
N,
12 22) (b ,-h,,+I)! ["n )t (hlz"‘n)’hzz’]ﬁr

[h]
r, (8 6w))
" B -k (h)
Ch nTzz iz
1
AT, ®) (6w) x Y, 2,

A la suite de ces remplacements et A 1'aide de 1'expression de 1'inté -

grale (21), nous pouvons déterminer R_'3 qui s'écrit alors :

) h12"‘23 b b,
[} - L]
R3-N3(Alyz+Azz2) A3
- : h -
A b2 h_;s @ 1oa by 23 ko2 Ahas
12 13Y2 " %23 % 123 °
a a
3 2 u u3 " H3
En multipliant R' parA” I |2z y avec
3 3
u=1
An = l »
n n
N I a ' 0 d !
no K, e
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nous trouvons :

: 13723
1 1,1 1
N, [(Al Y ¥8,%)Y;5 *8 z3]

¢ =
K’y
1 1, 2 2 ] P2y " Bas ks
* [(Ala”z”zs 2023 * 837y 23
“ .
PO ; .
3 2 4 " TP (h]
= Z B_A n (z ) (y ) ¢ (‘ ))v

373 r=x2 u=l by 31 ‘h)

3 .
avecAssAzA » B =N_ H_l (hkn'hkﬂn“'

La fonction génératrice de la base de la représentation du groupe U(3)
se déduit de 1'expression de K'3 en multipliant celle-ci par
h .

33

3 . . .
B y3 ot en faisant la sommation sur hu v° Noue obtenons :

= (z)
Ao b, ,(yz))T (aiz) )
>R NRRTETEN

TR

1 1.1 1 1 1,.2 2 3
= exp [(A1V2+Az 2 ) vy ta eyt vty zz)23“312"3‘%123"3]'

(22}
Il est A remarquer que cette formule s'obtient en posant n = 3 dang l'ex-

pression (18).

4.3. Pour déterminer la fonction génératrice de la base de la représenta -

tion de U (4) nous remplagons dans 1'expression (21), K 3 par K' 3 ainsi
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nous obtenons R' 4 Par un calcul anrlogue aux calculs précédents,

nous déduisons K',k de R'4 en multipliant 1'expression de R'4 par

4 .
d ]
3, Yue | Yas
A 1 (z) {y,) et en faisant la sommation sur h __ avec
4 u=1 4 4 uv
v<4,

La fonction génératrice de la base de la représentation du groupe

h
1' 4 44
U (4) s'obtient en multipliant 1'expression de K'4 par & (y4) et
4
en faisant la sommation sur h e Nous obtenons :
D agu, . 2 T ( (8(z) )
h
U
(A x+A zl) +A zl 1+A zl
1 Y2782 %) Y3 T O3 %3 JVg T 04 %
, 1 2
*( Va3 ) %y Y )"4
1 2
( 1432 z)z +A34 3)24
, 1, 2 3
N 13aY2t 23 200 2 +~’”u’"") 8123 V4]' (23)
'

Par la miiae mdéthode, pour n = 5,6, ---, nous obtenons la fonction gé-

nératrice de la base de la représentation de Ul{n), 2 savoir :

(k1 - Pz, 2o
Z An ;;n(h‘w, (y,z))rn ® (A(z))-expi o, % (z )] -

[

avec A = A A
n n-1
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Nous reconnaissons dans 1'expression précédente la fonction génératri-

ce &crite en (18),

Le développement du second terme et la comparaison avec le premier

permet sans difficulté de déterminer 1‘n () (a{=)).

5., Conclusion

Dans ce travail, les fonctions génératrices des é1€éments de la matrice
de la représentation et de la base de Gel'fand des groupes unitaires sont
obtenues par deux méthodes différentes. La premitre qui ne fait inter-
venir pratiquement aucun calcul consiste 2 utiliser une propriété des
fonctions génératrices que nous avons pu mettre en vidence et 'appro-
che infinitésimale préconisée par Nagel et Moshinsky (1955) dans le cal-
cul des vecteurs de la base de Gel'fand, La deuxi®me méthode dont le
point de départ est la fonction génératrice du groupe SU (2), est un cal-
cul de récurrence fondé sur la connaissance de 1'état maximal et semi-
maximal. Cette méthode est une méthode globale qui ne fait par inter-

venir les opérateurs d'échelle.

A partir des fonctions génératrices que nous avons construites,
nous obtenons par dea développements simples de ces fonctions, des
expressions explicites des éléments de la matrice de la représentation
et de la base de Gel'fand des groupes unitaires U(n). Les éléments de
la matrice de la représentation des groupes U(n) préeentent un intérét
congidéral:le de par leur connaigsance explicite d'une part, du fait qu'ils
permettent le calcul des coefficienta de couplage des groupes tinitaires
et la détermination des éléments de la matrice de la représentation des

groupes symétriques (Louck et Biedenharn 1973), d'autre part.

A l'aide de la propriété des fonctions génératrices que nous avons

Pu mettre en évidence et en tenant compte des résultats obtenus par
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l'extension de la méthode infinitésimale préconisée par Nagel et _
Moshinsky (1965), dans le cas des groupes unitaires, aux groupes or-
thogonaux (Wong 1967, Pang et Hecht 1967) et symplectiques (Mickelson
1972) et 2 d'autres groupes (Patera 1973, Patera, Winternitz et Sharp
1974), nous envisageons de coastruire les fonctions génératricea de la
base de la repréeentation de ces différents groupes et d'en déduire ex-

plicitement les éléments de ces bases.

La deuxiéme méthode globale que nous avons établie, s'avére pro-
metteuse dans la mesure o on peut, en vertu du théoréme de Borel-
Weil (1954) envisager de l'appliquer 2 l'€tude des groupes semi-simples

et obtenir les fonctions génératrices de ces groupes.

6. Appendice

6. 1.

Les ionctions génératrices des polyndmes orthogonaux (Vilenkin 1965)
Pn (x) s'écrivent sous la forme

w

f{x,z1 = Z a, 2 P, (x).

i=0

Le polynéme P, (x) se déduit du polyndme 1=’o (x) par 1'application de l'0-

pérat.ur d'échelle Kx+ comime sdit ;.
“as .. 8
i i .
Pi (x) = (K ' K" eceace- K K+ ) Po {x) .

On en déauit que la pmssance du paramtre z est £gale au nombre des

opérateurs K

. La fonction génératrice des harmoniques sphériques {Schwinger 1965)

est :
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- - l/z z j+m zzj'm
47 1 i
xp [ 2 ] = r ] —=—y ().
e ?,; zan V) ¢ gomy I
:=(.zzl+zzz.-i(zzl+zz).2zlzz :

-
r = (x, ¥, 2)

j-m repréuente le nombre des applications de J_pour l'obtention de ij

a partir de yjj

j+m est le nombre des applications Yy

K]
i 1 j-m
de J+ pour la déduction de ij I
a tirdey, .. . Y5m
partir de YJ-J j+m ‘ 3
1y
Ij-j

6.3. La fonction génératrice de la représentation couplée {Schwinger 1965)

s'écrit sous la forme

=

x J+m % J-m gljm g j'ﬂ xv-j'l

3 eineien® 2 12 limuv>,
[ (j+m)i(j-m)!(G+a): (G -u)s (v-5-1) ]

jmuv

Dans ce cas les opérateurs d'échelle (J+. J’_). (J 4+ 1 Jet K_'_. Ici
aussi nous remarquerons que les puissances des paramttres sont €gales
au nombre des applications de J+, --,K+, nécessaire pour déduire

[imuv>deljjjon>.
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