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RESUME. Nous construisons la fonction génératr ice de la buse de Gel' fand 
des groupes unitaires ainsi que c e l l e des é léments de la matr ice de la r e 
présentation. A partir de c e s fonctions, nous obtenons par des ca lcu l s s i m 
p l e s , l e s vec teurs de la base et l e s é l éments de la matrice de la r e p r é s e n 
tation de la base de Gel'fand, Les fonctions génératr ices sont obtenues par 
deux méthodes différentes : la premiere , t ire profit d'une propriété des 
fonctions génératr ices que nous mettons en évidence dans c e travail , et la 
seconde uti l ise des ca lcu l s de récurrence sur la chafne GL ( l , e )CGL(2,c ) 
C . . . C G L ( n . c ) . 

ABSTRACT. We construct the generating function of the Gel'fand bas i s for 
unitary a s we l l a s representat ion matrix e l ements . F r o m these functions, 
we obtain via s imple ca lcu lus , both the bas i s vectors and the representa
tion matrix e lements in the Gel'fand b a s i s . The generating functions a re 
obtained from two différents methods : the f i r s t one takes advantage of a 
property of the generating function showed in this paper and the second 
one, u s e s recurrence calculus for the chain GL ( l , c ) C (GL (2, c) C • • -C 
GL ( n . c ) . 
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1. Introduction 

L'étude des groupes unitaires est d'une importance •. onsûdér îble en phy

sique. La connaissance explicite des états de Gel'i^rd ou des élén ents 

de la matrice de la représentation de U (n) est fondamentale nn physique 

atomique, en physique nucléaire et en physique des narticul. s élém^n -

taires. ' ^ ' ,, '; 

Plusieurs procédés ont été exposés pour la dct«Mn!n; tion des 

états de Gel'fand : l'approche infinitésimale (Nagel et Vtcshinsky lT>f>), 

la méthode inductive des opérateurs'tensoriels irréductible» (Louck et 

Biedenharn 1973) ou bien encore certains calcula de récurrence sur la 

chafne GL ( l , c ) C GL (2,c) c C GL (n,c) (Flores et Ncderln 

1970, Henrich 1975). Mais toutes ces approches présentent la même 

difficulté, les calculs devenant inextricables pour n > 4. 

Cette difficulté nous a conduit à procéder autrement. L'étude 

des fonctions génératricea des polynômes orthogonaux (Vilenkin 1965), 

des groupea de rotation (Schwinger 1965) et de la base de l'oscillateur 

harmonique (Hage Hassan 1980), montre que toutes ces fonctions ont une 

propriété commune : dans la construction de la fonction génératrice, à 

chaque état est asaocié un produit de paramètres dont les puissance sont 

égales aux puissances des opérateurs d'échelle appliqués aux états ex

trêmes pour obtenir chaque état. C'est cette propriété qui a permis de 

construire les fonctions génératrices de la base de Gel'fand et des élé

ments de la matrice de la représentation du groupe U (n). Et par un 

calcul de récurrence, nous construisons ces fonctions génératrices et 

nous établissons que ce sont les fonctions génératrices de la base ortho-

nomée de la représentation de U (n). 

Noua consacrons les préliminaires à un résumé des résultats 

dont nous avons besoin dans ce travail. Dans la deuxième partie nous 
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construisons la fonction génératr ice de la base de Gel'fand et des é lé -

ments de la matrice de la représentation de U (n). La t ro i s i ème partie 

es t consacrée à démontrer que l e s fonctions que nous avons construi tes 

sont l e s fonctions génératr ices de ia base orthonormée. L'appendice 

e s t r é servé à l 'exposé de la propriété commune des fonctions génératr i 

c e s dont la mise en évidence a été l e point de départ de c e travail . 

Z. Base de Gel'fand et é l éments de la matr ice de représentat ion de XJ (n). 

2 . 1 . La base de Gel'fand 

Dans l e s paragraphes 2 .1 et 2. 2 nous présentons l e s propriété» e s s e n -

t i e l l e s de la base (ou base de Gel'fand) et des é l éments de la matr ice de 

la représentation des groupes uni ta ires . 

Les s o u s - e s p a c e s i rréduct ib les , [h ] (u = 1. .n ) de U (n) 

sont décr i t s par l e s vec teurs de base , ou 'uase de Gel'fand (Louck 1970): 

11» > uv/ (1) 

ou 1< -,i ^ M :î n , 

ou encore no 
(h) 

n - l 

n-1 

(2) 



h sont dea entiers poaitifa qui aatiafont lea conditiona suivantes : 

h i j + i fchg*Wi 

Nous associona a chaque état |h » un vecteur ou vecteur de poida qui 

a pour composantes (tu, . iu_ »--,ui ) avec In Zn nn 

% - È hji £ V i 
j = i j = i 

Thl 
Nous notons respectivement I , . ) et 

( m a * ) / 

ont les poids maximal et minimal. Le vecteur 

(3) 

( m i n ) n / • 1 " " " » < 1 ™ 

[h] , \ e a t le vec-n-x 
(max) 

n - ] / 

teur semi-maximal. Par la suite, noua écrirona [h] au lieu de 0 0 et 

(h) au lieu de (h.) pour éviter d'alourdir la présentation, étant entendu n 
que noua rétablirons l'emploi dea indice a quand cela e'averera néceaaai-

re. 

La dimension dea sous-espaces irréductibles [h ] eat donnée 

par la formule de Weyl : 

XJ = ri<j ( p

i n - v i / , : 2 ! - - ( n - 1 , : (4) 

avec P. = h. + n-i . 
i n i n 

Los représentations fondamentalea du groupe U (n) sont lea sous-

espaces irréductibles : 

[1.0, ,01 , [ 1 . 1 , 0 .03 [1 ,1 , 1 ] . 
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Les vecteurs de base de toutes ces représentations sont désignés par 

|x> avec i * l>---> 2 -1. Nous notons h , les indices des vecteurs 

|x .>. Nous pouvons considérer formellement les vecteurs | h > de 

la base [h ] comme des polynômes homogènes en |x.> avec 

|h » = NP ,, . (|x >) ou N est une constante de normalisai ion 
M V (\ v ) 

(Gazeau et al. 1978). 

2. 2. Eléments de la matrice de la représentation de U(n) et "polynômes à 

bosons" 

2. 2.1. Eléments de la matrice de la représentation de U {a) 

A chaque transformation unitaire U. . * (u..) de C on associe un opéra

teur T.. défini par 
n 

U 
(h)> (ta) \ | (ta) \ ( m ) 

U_ 
W \ |Lh1 

(h) >i;:> (5) 

Les é léments / 

\ ( m ) 
r l C h l \ u > 

> J (U ) sont les éléments 
n 

T„ I J \ = D 

(m), (h) 

de la matrice de la représentation. Ces éléments s'expriment à l'aide 

des variables ( Louck 1970) : 

M.. (Un) = < X i l T D |x. > . (6) 

Nous déduisons de (6) que : 

v(max) 

/D»1] I [«M 
1 n \ ( m a x ) U n I (h) / 

(7) 



5 

I - f < n , 

Le calcul de x . (V ) s'effectue à l 'aide de la paramétriratio» de U(n) 

que nous avons proposée (Hage Hassan 1979). Le calcul d'une p.-irtie 

de c e s coeff ic ients présente un grand intérêt pratique pour l;i construc

tion des invariants de Weyl (Sharp et Lee 1971) et fera l'objet d'un tra

vai l ul tér ieur. 

2 . 2 . 2 . "Polynômes à bosons" ; „ 

' ' rfte - — •' 

Nous notons X, l ' ensemble X » l x . (z) }• * < A. (••) ; 

où A. . (z) e s t le mineur de la matr ice construite à pr rtir d? va -

V * 
r iables complexes z = (z. ) ( i , j = 1 , — - , n ) par la sé lect ion des l ignes 

j ,p j , i - - - i j j «t des colonnes i , i , , i . Les "polynômes à bosons" 
1 Z * 1 Z 

sont des polynômes homogènes en i ( z ) e t ne sont autres que les é l é 

ments : 

D L h ] ( z n ) = D W {* (z) ) . (8) 
(m), (h) n (m) , (h) 

Dans le c a s ou (m) e s t (max), l ' express ion (8) devient la base de 

Bargmann-Moshinsky (Louck 1970, Henrich 1975) : 

r J l f t J Ï Ï M * > ) = D M » (O. (9) &H • '*"' (max) , (h) 
n n 

Aux é léments de la matr ice de la représentat ion 
D / ! i ? . w — i (U U' . ) e t D * 1

 / n . v (U U' , ) , nous fa isons 
(max) , (max) l n n-1 ' / O 1 ! , » \ n ' » - l 

(L h A ( Z ' z ' ) « t R ( n I correspondre l e s deux fonctions K f J J(z, z') et R. ( J ( z , z ' ) q u i 
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• 'écrivent : 

K° w (z.z-) = D C h ] ( z n , z ' n ) (10) 
(max), (max) 

n / \ h k n \+m 

et, 

= N n k = 1 L 12-—k-l,k n n'J 

s = (* ) n M 

U = (U .) , 

x n F A " " " * , ( * « • ) ! 
k = , L 1 2 — k - l , n n n'J » 

n-l_ . 
/ U' . . | o \ l n - l 

h = 0 si U > n 
un 

(11) 

(12) 

(13) 

file:///ln-l
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et, 

d , = h , - h , , , d' , • h . , - h , , , 

n-1 n 
11 ?.. <V f cta + k - J ) 

N = _ j £ i k=J±L 
n n 

n (h + n - j ) : 

•••M"tft.r 
(»i> W) 

avec. 

\ l . = h. + n-j , u ' . s h. , + n - j - l , 

p(u)=f<k V V - ' P ( u ' ) = f < k ^ V ^ , : * 

Les fonctions K et R s'expriment à l'aide des éléments de la bass de n n 
Bargmann-Moshinsky sous la forme : 

•'M SY, r n ( V*W ) rpl h V Kn (A(Z). A (.-M - > M Hâ(»))rp( 1(M*>> . (M) 
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R (à(z). Û(Z)) - V * r [ "- 1 J (A(z)r ( n J (&(;•)). (is) 

ï l - 1 

Ces expressions, dérivent simplement du développement de 

D S , (h) <Un U'n> e t d e D M . (h) <Un U'n> « " m P ^ a « " ' * " « " 

vement U , U' et U' par x , x' ,- z' et en multipliant par des cons-n n n n n n 

tante» de normalisation (Louck 1970). Dans les relations (11) et (13) 

nous pouvons écrire les expressions A , , . (s z' ) e t û , , "" , 

(z z' ) en fonction des variables A (z) et A (z 1) (voir Henrich 1975) et 
n n 

c 'est pourquoi nous considérons dans la suite de ce travail K et R com

me des fonctions des nouvelles variables &(z) et A(z'). 

Enfin, une propriété importante de K et R se déduit de (14) et 

(15) et s'exprime sous la forme : 

flln (A(S;, 4 (Z-)) K n l (Û(Z'), 6(u,])dH (z') = R n (A(z) . A (») , (16) 

où dp (z 1) est la mesure de l'intégration dans l'espace de Bargmann et 

K.oshmsky t t des variables quelconques. 

3. Fonction génératrice de la baie""ët.'3ê* éléments de la représentation des 

groupes unitaires ' •* 

Pour construire la fonction génératrice de la base de la représentation 

du groupe U . . , nous multiplions les états |h > par _ ' para

mètres noces cp (h , (y, z) ) dont les puissances dépendent de h 

puis nous faisons la sommation sur tous les mdices. Dans ce qui suit, 

nous exposons la manière de choisir les puissances. Le sous-espace 

de la représentation irréductible [h ] est de dimension finie, de plus, 
Mn 
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nous pouvons ordonner l e s vec teurs de la base < | h >> (Louck 1970). 

Ainsi chaque vecteur de la base Ih > s e déduit du vecteur I , . > 
^ \X v (max) 

I Hi I U U 
ou I , . . > par l'application des opérateurs d'échel le R . o u L . 

(Nagel et Moshinsky 1965) c o m m e suit : 

x-z u-i V x ) I ( m a x ) / 

n X-l / U \ d u X M \ 
« N1 n n [R î / m a v > / • 

X=2 U = l \ \ ) ( m * X ) / 

(17) 

ou N et N' sont des constantes de normalisat ion. 

Nous pouvons donc déterminer l e s vec teurs Ih * s i nous connaissons 

l e s distances 1 d , [ ou j d ' . | du vecteur h „ > au vecteur I uX » « |iX ' llV 

I , . > ou à I . . . > . Ains i s i nous connaissons }d , , j , } d \ . , { et 
(max) (mm) ' UX» I liXt 

h nous pquvons déterminer h , de plus , l e s conditions (2) sont v é -
nn u V 

r i f i ée s . Nous pouvons donc cho i s i r l e s d i s tances d . , d' , 
r uX uX 

h c o m m e puissances des paramètre s . Nous écr ivons donc : 
zin 

et 

* n ( h u v ' ( y ' 2 ) ) 
[ d d' i 

.. UX u X l 
X X J n 

Nous en déduisons qu'à chaque variable Ix. * correspond un é lément tp 

qui a l e s m ê m e s indices h que )x .>. 
u v 

Les polynômes homogènes P.. (I x aj ayant pour fonction géné-

ratr ice une exponentielle, la fonction génératr ice prend la forme suivante: 
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< P a ( y . . ) > - 2 t » n ^ a v : ^ z ) , P ( h u v ) < ! 3 t > ) 
h 

uv 

(18) 

Cette express ion de la fonction génératr ice de la base de Gel'fand du 

groupe U(n) donne, dans le c a s où n = 2 , la fonction génératr ice du grou

pe U (2) obtenue par Schwinger en 1950 et pour n = 3 e l le permet d'écri 

re la fonction génératr ice q 'e nous avons obtenue (voir Hage Hassan 

19T9). Nous obtenons d'une manière analogue, la fonction génératr ice 

des é léments de la matr ice de la représentation : 

E n»] 

h

 u •» «e ( m ) ( h ) n-

m a 3 

exp 

avec m = h Vn. 
l in u n 

„ l

n ( y ' > Z ' ) M i j ( p
J

n (y, z) (19) 

[ h ] [h] 
n ÎU ) = N D \ > ,. » (U ) où N e s t une constante de 
D ( m ) , ( h ) KUn' (m), (h) v n' 

normalisation (Gazeau et al . 1978). 

4 . Construction de la fonction génératr ice de la base de la représentation 

du groupe U(n) par calcul de récurrence . 

Nous allons construire la fonction génératr ice de la base de la représen

tation du groupe U(n) par un calcul de récurrence , pour ce la nous uti l i 

sons l e s express ions (10-1 S) et (16) et nous prenons pour point de départ 

la fonction génératrice de la base de la représentation du groupe V (2) 

(Schwinger 1950). 
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4 .1 . Fonction génératrice de la base de la représentation du groupe U (2) 

La fonction génératrice de la représentation I" I J (A ( z ) ) de U (2) 

est donnée par : • C D -

1/2 / l 2 -* r t : y H U" h 2 2 Z 2 2 , 
.1 ..1 ..2 / r . , ^ 

la) ) [ -1 l/£. . IA « - , i l ce ce 

.... < W " : J h ^ ' w v T > ' 
exp [ A ^ +4 2 . J + û 1 2 y

2

2 ] . :20) 

Nous rappelons que cette fonction s'obtient aussi en utilisant la formule 

(18) dans le cas où n = 2. 

4. 2. Fonction génératrice de la base de la représentation du groupe U (3) 

Pour déterminer la fonction génératrice de la base de la représentation 

de U (3), nous devons partir de l'expression : 

J R (A (*) . A(ti)))K n l (A (m). A (Z')) du (a) = R n (A (*), A (z')) . (21) 

Il est important de remarquer que nous pouvons remplacer les variables 

A(z') par d'autres variables sans que rien ne soit modifié dans l'expres

sion de l'intégrale (21). Ainsi nous effectuons le remplacement dans 

K 2 = N 2 [\(2) A ty +A 2(^A 2y] 1 2 2 Z
 A J 2 (Z ' )* ,2 2 («•). 
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où nous remplaçons respect ivement A (z') par y , , A (7.') par a et 
1 1 Z <. 

A , (z')par 1, ainsi noua obtenons : 

K'2 •"
 N 2 K^z^z- iJ " û « ( t t , ) 

12 22 22 

1/2 j ^ l " ^ j h 1 2 - h l l 
y 2 Z 2 

= V w | ^ 2 + i , : ] [ h u . h 2 2 ) : ( h i 2 . h n ) : K 2 2 : ]^ 

/Ch]\ 

2\ 

' A 2 r 2 

/ C h i \ / h H h 2 2 h 1 2 - h l l \ 

A la suite de cea remplacements e t à l 'aide de l ' express ion de l'inté 

grale (21), nous pouvons déterminer R' qui s ' écr i t a lor s : 

h 1 2 - h 2 3 h -h 
R ' 3 = N ' 3 ( A l y 2 + A 2 ^ ) A / 3 

. h 2 2 - h 3 3 , . 1 + . l v h 2 3 - h 2 2 A

h 3 3 
x A 1 2 ^ 1 3 y 2 + A 2 3 a 2 ) à 123 -

3 - r M I »•> Ê ..y U3 
En multipliant R' par A 

U«l i, %'"%-
A = 

n n 
N' n d'. ! n d. I 

n k=l to k=l »» 
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nous trouvons 

h 1 3 - h 2 3 
K-3 = N3 [(A, y* + A 2 4 ) y 3 t ^ j ] 

r i 1 2 2 1 h " ~ 3 3 v 
x L ( û 1 3 y 2 + A 2 3 Z 2 ) z 3 + A 1 2 y

3 J A 122 
e 

- • ) ) . 

a v e c A 3 « A 2 A 3 , B n - N Q 5 ^ ( ^ - ^ + l a )'• 

La fonction génératrice de la base de la représentation du groupe U(3) 

se déduit de l'expression de K'_ en multipliant celle-ci par 

1 3

 3 3 

y , et en faisant la sommation sur h . Nous obtenons : 
7 3 uv 

E A 3«p 3(h u v.(y.«))r 3 ^ J t * W > 
h 

UV 

= ex P [(A j y\ + i 2 «J ) y 3 + û 3 «J + (Aj3 y 2 + * 2 3 zj ) z 2

3 + ^ y * ^ 1 2 3 y | 

(22) 

Il est à remarquer que cette formule s'obtient en posant n = 3 dans l'ex

pression (18). 

Pour .déterminer la fonction génératrice de la base de la représenta -

tion de U (4) nous remplaçons dans l'expression (21), K, par K' , ainsi 
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nous obtenons R' . Par un calcul analogue aux ca lculs précédents , 

nous déduisons K' de R' en multipliant l ' express ion de R' par 

d d' 
3 U4 U4 

AA ^ W } [y±) et en faisant la sommation sur h a v e c 
4 , 4 4 UV 

u=l 

V < 4. 

La fonction génératr ice de la base de la représentation du groupe 

h 
1 4 4 4 

U (4) s'obtient en multipliant l ' express ion de K'. par ' _ (v . ) et 
* D 4 

4 

en fa isant la sommat ion sur h . . Nous obtenons : 
U4 

E A 4 ^ ( h U v ' ^ Z ) ) r 4 ( ^ ) ( A ( z ) ) 

= e :P [(' \ y\ + A2 z 2 } A + A 3 «3 ) y 4 + A 4 *4 

+ ( , 4 1 3 y 2 + A 2 3 m 2 ) s 3 + A . 1 2 y 3 ) y 4 

4 ( - 1 4 V 2 + * 2 4 Z l ) z 3 + A 3 4 Z 3 ) Z 4 

f 1 zA + û234 Z2> Z 3 + $ ï A ) ' l + Û123 *î ] • <"> 

P a r la mi'i.ic mûthode , pour n = 5 , 6 , , nous obtenons la fonction g é 

n é r a t r i c e de ia b a s e de la représentation de U(n), à savoir : 

£ An , n (h u v . ^ « J ^ a Q ^ W ) - - ^ < X i ( Z n) | . (24) 

h 

avec A = A , A 
n n -1 
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Nous reconnaissons dans l'expression précédente la fonction génératri

ce écrite en (18). 

Le développement du second terme et la comparaison avec le premier 

permet sans difficulté de déterminer r I j (A(s)). 

5. Conclusion 

Dans ce travail, les fonctions génératrices des éléments de la matrice 

de la représentation et de la base de Gel'fand des groupes unitaires sont 

obtenues par deux méthodes différentes. La première qui ne fait inter

venir pratiquement aucun calcul consiste à utiliser une propriété des 

fonctions génératrices que nous avons pu mettre en évidence et l'appro

che infinitésimale préconisée par Hagel et Moshinsky (1955) dans le cal

cul des vecteurs de la base de Gel'fand. La deuxième méthode dont le 

point de départ est la fonction génératrice du groupe SU (2), est un cal

cul de récurrence fondé sur la connaissance de l'état maximal et semi-

maximal. Cette méthode est une méthode globale qui ne fait par inter

venir les opérateurs d'échelle. 

A partir des fonctions génératrices que nous avons construites, 

nous obtenons par des développements simples de ces fonctions, des 

expressions explicites des éléments de la matrice de la représentation 

et de la base de Gel'fand des groupes unitaires U(n). Les éléments de 

la matrice de la représentation des groupes U(n) présentent un intérêt 

considcral'le de par leur connaissance explicite d'une part, du fait qu'ils 

permettent le calcul des coefficients de couplage des groupes unitaires 

et la détermination des éléments de la matrice de la représentation des 

groupes symétriques (Louck et Biedenharn 1973), d'autre part. 

A l'aide de la propriété des fonctions génératrices que nous avons 

pu mettre en évidence et en tenant compte des résultats obtenus par 
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l'extension de la méthode infinitésimale préconisée par Nagel et 

Moshinsky (1965), dans le cas des groupes unitaires, aux groupes o r 

thogonaux (Wong 1967, Pang et Hecht 1967) et symplectiques (Mickelson 

1972) et à d'autres groupes (Patera 1973, Patera, Winternitz et Sharp 

1974), nous envisageons de construire les fonctions génératrices de la 

base de la représentation de ces différents groupes et d'en déduire ex

plicitement les éléments de ces bases. 

La deuxième méthode globale que nous avons établie, s'avère pro

metteuse dans la mesure ou on peut, en vertu du théorème de Borel-

Weil (1954) envisager de l'appliquer à l'étude des groupes semi-simples 

et obtenir les fonctions génératrices de ces groupes. 

6. Appendice 

6. 1. Les Lonctions génératrices des polynômes orthogonaux (Vilenkin 1965) 

P (x) s'écrivent sous la forme 
n 

CO 

f (x, -~ i = y a. z P. (x) . 

i = 0 

Le polynôme P. (x) se déduit du polynôme P (x) par l'application de l 'o

pérateur d'échelle K comrn«rsuif : . 

P . (x, = < K 1 ; 1 K\ K + ) P O ( X ) . 

On en déuuii que la puissance du paramètre z est égale au nombre des 

opérateurs K 

6.?. La fonction génératrice des harmoniques sphériques (Schwinger 1965) 

est : 
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exp 

1/2 m j+m z j - m 
riJE- ] = y r±L ] » 2

 y > (~) 

jm 

2 . 2 2 . _2 a = (- z \ + z 2 . - i (« ' , + * 2 ) . 2 Zj z 2 ) 

r B (x, y, z). 

j -m représente le nombre des applications de J.pour l'obtention de y . 

à partir de y . 

j+m est le nombre des applications 

de J pour la déduction de y . 
jm 

à part i r de y. .. 
3-1 

3 

j - m 

t 
J_ 

* 
j+m 

> *+' 
•—Jl-j 

V 

6. 3. La fonction génératrice de la représentation couplée (Schwinger 1965) 

s 'écr i t sous la forme : 

j+m ^ j - m „ j+U ç j -U X »-J -1 

Y ) (v+j)!(2j + l ) - 1 ~ î * , / 2 l j m u v > 
f-V, C(j+m)î(j-m)!{j+u):a-u):(v-j-i): ] ' jmuv 

Dans ce cas les opérateurs d'échelle ( J , J )» ( 3 . • U ) et K . Ici 
+ — T — T 

aussi nous remarquerons que les puissances des paramètres sont égales 

au nombre des applications de J . -->K , nécessaire pour déduire 

| j m U V> de Ij j j o >. 
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