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\ Resume

Parmi les difficultés que l'on rencontre dans la modélisation numériaque
2n Mécanique des Fluides, le traitement de la convection occupe une place
import-nte. On présente ici une famille de méthodes basde sur
l'utilisation des caractéristiques et qui peut &tre utilisée en €&léments
finis.

Divers exemples sont donnés permettant de juzer des performances des
approches proposées.

The discretization of advective terms in the numerical models is one aof
the main difficulty that we have to deal with in Fluid Mechanics.
Different mecthods are proposed here using a characteristic approach which
can be used in finite element discretization.

Different examples are given which show rhe possibilities of the method.
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QUELOUES DIFFICULTES DES MODELES NIIMERIOUES
EN HYDRAULIOQUE

J.P. Benqué® - J, Ronat¥¥
Electricité de France
(* Laboratoire National d'Hydraulique LNH Chatou France)
{** Déparcement TIEM Clamart France)

Une des principales difficultés que 1'on vencontre dans > modélisation
numérique de problimes d'hydraulique réside dans la discrétisa n des termes
de convection. On propose dans ce texte une formulation qui s inspire d'ume
méthode de caractéristiques et qui semble particuliirement applicable 2 une
discrdtisation par dléments finis.

Dans une deuxilme partie, on présente quelques exemples ol ces termes sont
déterminants pour la solution. Au travers de ces exemples, on constate que la
modélisation adoptée est tr2s différente suivant 1'échelle A laquelle on
moyenne le phénom2ne.

INTRODUCTION

L'élaboration d'un mod2le numérique peut généralement &tre décomposée :n trois
parties :

. Ll'analyse des phénomenes physiques que 1l'on cherche 2 dtudier et la
détermination d'un systeme d’'équations (en général aux dérivées partielles)
qui permet de les décrire.

L2 recherche d'un algorithme qui doit conduire 2 une solution approchde de
ces équactiomns,

. La programmation, c'est-3-dire la traduction en language informatique de
1’algorithme choisi. '

Nous n'abordons ici qu'essentiellement les deux premiers points en essavant de
dégager les principales difficulcés que 1'on rencontre et de décrire quelques
tentatives pour les surmonter,

Compte tenu de la taille des ordinateurs dont on peut disposer 2 l'heure
actuelle, il n'est pas envisageable de disposer d'un mod2le numérigue qui soit
applicable 2 tous les cas que l'on soubaite aborder., Il faut particulariser la
modélisation et ainsi dégager des "familles de mod2les". Toutefois, les
équations aux dérivées partielles qui représentent ces mod2les sont en général
assez semblables et les difficulcés a les tésoudre sont donc communes.

Cet exposé se décompose en deux grandes parties. Dans une premidre partie, om
s'acttache 2 présenter une méchode pour aborder ume difficulté ctre2s souvent
rencontrde dans la modélisation numérique :

Discrétisation des termes de counvection.

Dans une deuxizme partie, & l'aide de quelques exemples, on donne une idée de
quelques cas traités en bydraulique que cela soit dans le domaine de



1'environonement ou de 1l'bydraulique induscrielle. Ces exemples illustrent le
fait que la modélisation doit 8tre particularisée aux quantités que 1'on
cherche 2 ddrerminer.

Lorsgu'on examine les équations qui rvégissent différents mod2les en Mécanigue
des Fluides, on me peut pas ae pas rvemarquer leur ressemblance. Celle-ci
provient généralement du fait que, dans la ddtermination du mod2le, on part
des é&guations de Navier Stokes auxquelles on fait subir quelques
simplifications [11.

La forr: générale des équations peut @tre Ecrite de la fagon suivante :
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L'équation (1) représente l'dquation de continuité. C(P) représente la
célérité des ondes de pression, elle peut &tre infinie, le fluide étant alors
considéré comme incompressible.

L'équation (2) représente le bilan de quantité de mouvement. U représente un
flux 1lié¢ 2 la quantité de mouvement et P rteprésente une grandeur lide
directement 2 la pression. On désigne par Diff un opérateur de diffusion sur
la quantité de mouvement non nécessairement lindaire. Q(U) représente la
vitesse de transport par le courant.

\L'équatian (3) représente le bilan d'un champ scalaire qui peut, par exemple,
erre la température. On trouve souvent des modiles qui font interveni:
plusieurs équations de transport de champs scalaires (différentes quantitds
lides au niveau de turbulence). La limitation 2 un seul champ scalaive n'est
13 que par soucis de clarifier l'exposé, la généralisation se fait saps mal.

Afin de préciser le role des diffédrents termes sur la solution dans les
équations aux dérivées partielles, on peut @&tre amené 3 distinguer trois
classes difféventes

1 Lles termes de la colonne I n'apparaissent pas dars 1'dquation de
continuité ; ils veprésentent les effets du transport par le fluide du chamo
scalaire et de la quantitd de mouvement, Ces termes ont un comportement
essentiellement hyperbolique ; ils rendent, lorsqu'ils sont importants, 1la
solution trés sensible aux conditions amont.

11 Les termes de la colonne IT1 n'apparaissent pas dans 1'équation du champ
scalaire, Ils traduisent la conservation de la masse et la propagation {si le
fluide est compressible) de la pression. Leur comportement est soit elliptique
(C = @) soict hyperbolique, mais, dans tous les cas, isotrope ; les ondes de
pressiop ne particularisent pas une direction d'espace.



111 + IV Ces termes reprdsentent la diffusion de la quantitd de mouvement et
du champ scalaire avec des termes sources é&ventuels. Cet opérateur est de
nature parabolique, il peut 8tre non lindaire er veprésente les effets de la
turbulence le plus souvent. La forme précise de cet opérateur varie d'un
mod2le 2 un autre en fonction des grandeurs que l'om cherche 2 approcher.

Ces constatations am&nent la remarque suivante :

11 existe une différence Fondamentale de comportement entre les rermes de la
premidre classe et les autres. En effet, les termes de convection rendent
prédominant les effets des conditions amonc. L'espace physique se trouve
"polarisé&” dans le sens du courant. Les autres cermes, que la celérice des
ondes de pression soit finie ou non, ne créent pas cette polarisation. C'est
de cette coexistence entre ces termes de nature différemte que nait une
difficults essentielle, celle-ci a fait l'objet de nombreux travaux, On trouve
dans |5| une bibliographie trés compl2te de ce qui a été Fait sur ce sujet 2
1'aide d'dléments finis.

On décrit ici une approche que 1'on a développée et qui semble permettre de
traiter assez correctement ‘ces termes. Celle-ci s'applique indifféremment 2
une discrétisation en é&léments f 'nis ou différences Finies. Afin de simplifier
1'exposé, on va rout d’abord se placer dans le cadre” d'une égquation de
convection~diffusion et ensuite généraliser aux équatioms (1}, (2) er (3).

I - Une aphroche pour trairer la convection dans les équations de Mécanique
des Eluides : .
1.1 - Equation de convection diffusion.
1.1.1, - Généralicds :

On se propose, connaissant le champ de vitesse u{x) de résoudre 1'équation de
convection-diffusion suivante :

38 . V. (U8-%kV 0 ) = 0dansw de froncidre Y
T

La fonction Xx, t) est supposée comnue 2 l'inscant t{ er inconnue 3 l'ins-
tant ty.

La méthode proposée s'inspire directement d'une méthode da caractérisciques et
n'en diff2re essentiellement que par le fait qu'une égalité prise au sens fort
ne l'est plus qu'au sens faible.

1.1.2 - Equations ;

On  cherche une approximation de 1'équation de convection diffusion en
réalisant 1'égaliré suivante :

t2 nn
P {x.t) [-"—t«» V.(ud - kvO )] dw dt = 0
el Ju v
soit :

€2 N
j €622 v (uy) - uETp - V. (k6 ) + kFITY) dw de = 0
tl w




Awda condition que
6 QL+ uvy) dudr =0
tl w P
condition remplie si o+ uVy = 0 au gems fort, l'dquacion de base
s'écric : :
£2 26y

t2
(4) (Tc~ + k VYUB) dw dt + f
3 w

f Pn(ud - k98) dy dt = 0

£l Y

L'intégrale de bord correspond aux conditions aux limites naturelles qui sont
2 prendre en compte

sur Yo u.n = 0 On suppose que le flux par conduction est donné ou que 2 est
donne soit : .

k. V8,n = q grandeurs connues
6=r7

surY u.n < 0 l2 conditiom 2 la limite naturelle correspond A se donwner 1la
puissance qui rentre 2 la fois par conducrion et ccavection :

(u€ - kV8 dn = F
sur Y*u.n > 0 Comme le fluide sort la convection ne nécessite pas de
conditions aux limites et on supposera que le flux par conduction est nul. On
a donc :

€2 f Yn.(u€ - kV6) dY dt = 0
cl Y

Afin de simplifier la mise en oeuvre de ces conditions aux limites, on adopte
la procédure suivance ;

Sur Y~ qui correspond 2 la partie de la fronti2re ol le courant enmtre, on admet
que la diffusion est négligeable. Physiquement, on constate en effet que les
transferts convectifs sont bien supérieurs aux transferts conducrifs. En
conséquence, la donnde de la puissance en entrée revient 23 se donner la
fonction 8. Pratiquement afin d'dviter le caleul de l'intégrale de bord, on
prelonge le domaine  par un domaine Jw 12 qui est 1l'ensemble des points
X(x,t,t2) pour x€Y pour tE[t], £3].

@ 5 Sw

e — e P 4 Sur ce domaine, on se donne la
g fonction 8 correspomdanc A la
condition 2 la limite que l'on
8wy cherche 4 s'imposer. on
‘"i transforme donc 1'intdgrale de
b —— bord  sur Y en une intédgrale

€7 - ¥ sur 3w 13.

Si on introduit une discrétisation en temps de type Crank Wicholson,
1'équation (4) devient :

opdu-| Budw + o (€2 - £D) f KVEY ¢ dw + f KTO7) du]
w2 wl w2 wl

!
-~ (c2 - &l) +kv9 . ndY + f kaE.nd‘/, ] =0
z [[,3 L: Rt el

L



avec Y:C Yo partie de Y, ol le flux est donné.

. Choix des foncrions test :

Les fonctions test Wj(x,t) vérifient l'équation de tramsport :
vl

2 e uTi=0

at

Ces fonctions seront totalement définies lorsque des conditions initiales
auront été Fixdes. .

Deux cas sont envisagéds :

. convection 'forte" Vi (x, tg) = o(x - %i) (masse de Dirac placée en
%i),

. convection "faible" Vi (x, t2) =P; (x)
On trouve dans |3]| un calcul de l'erreur introduite par la discrétisation.

1.1.3 - Formulation forte :

Dans ce cas, compte tenu des fonctions test choisies, onne peucprendre en
compte que les termes de convection, on a alors :

f Bidw = f Budw .
w2 wl

S 8y (95 Y, =£J 8,5 (p ¥,

Mg d'ou :
e=t, -
MK
t=t

1

51}:' désignant la wvaleur de € ay point Mg+ .pied, 2 1'ipstanc ¢t de 1la
caractéristique issue 2 1'instant t; du point Mg noeud du maillaze. Fn
regle géndrale, le point M'y ne sera pas un noeud du maillage mais sera
intérieur 2 un triangle T. La valeur de 9jy' sera obtenue & partir des
fonctions de base et des valeurs 2 1'instant t| de 9 aux noeuds du triangle
T.

Ce schéma, bien qu'explicite, est inconditionnellement sctable, en particulier
la condition de Courant est toujours vérifide.



. Cas monodimensionnel :

Qu transporte dans un champ uniforme (u = 1) ure gaussienne., Pour des
conditions aux limites et initiales approprides, la solution analvtique est
une gaussienne d'écart type s et de moyenne m :

-1 (x-t—mz)
f(x,t) = e 2 s

Pour le test numérique, le pas d'espace est &x = 1/40. la gaussienne initiale
est centrée en m =» 0,15 et son &cart type s = 0,04. Les résultats des figures
{(l.a) sont obtenus par ume interpolation lindaire et ceux des figures (1.b)
par une interpolation quadratique. On a fait varier le pas de temps de 0,012S
s 3 0,0375 s afin de voir l'influence du nombre de Courant.

On constate que l'approximation quadratique donne de meilleurs vésultats que
celle d'ordre 1 qui conduit 2 une ¢iffusion imporrante.

Par ailleurs, on vemarque que la précision est meilleure lorsque le nombre de
Courant est proche d'un entier. L2s résultats avec un nomore de Courant de 1}
colncident exactemert avec la solution analycique car la vitesse dtant
uniforme l'interpolation n'a pas d'influence sur le calcul.

. Cas bidimensiomnel ;

Qn traosporte un cOne damns un champ circdlaire uniforme. Les coutbes
caractéristiques son: des cercles concentrigues.

Le domaine de calcul est une grille cavrde contenant 31 x 31 croints de
discrétisation. La vitesse de rotation est de 1/2 tour par seconde et le pas
de temps de 0,02 seconde. L'approrimation est parabolique.

La Eigure (2.a) représente la forcrionm 2 1'é&tat initial ainsi que la solution
calculée apr2s un quart de tour sait 25 pas de temps. La figure (2.2) montre
les solucions calculées et exact:s apr2s successivement 1/2, 3/4 et un tour.
La cote du sommet du cdne diminue de 1 2 0,6 en un Ctour.

Il convient de noter, qu'a priori, 1a méthode Eorte n'est pas conservative,
c'est-a~dire que les fonctions: de base n’engendrent pas 1'unité, Les

rdsultats numériques le montrent ; la velation suivante n'est pas
rigoureusement védrifide :

f £ (E2) dw = f £ (cl) dw
w w
On observe un écart de l'ordre de 3 % sur un tour.’
1.1.4. - Formulation faible :
Dans ce cas, on a ll’:g(x,tg) =1§i (x)
z

Les termes de diffusion et de convection peuvent 2tre traités simultanémentc.

Les fonctions de base Pi(x) engendrant 1'unité &; Pitx) = 1, il en est de
méme des fouctians ¥j(x,t).

£i vi (x,t2) = 1 par définicion de w; (x,tg)



;t- i opi) ~uw.V(Zf ¥)=0

entrainent : £ ¥ (x, t) = 1
Lorsque le coefficient de diffusion est nul, l'équation de base s'écrit :

: . < du '
fmZ opi dw fmewx dw

soit :

T 8 PPD =5 8 ()
On déduit iﬁédiatement de cette égalité que la masse totale se conserve dans
le domaine 3 l'inverse de la méthode précédente (farmulation force).
I1.1.4.1 - Stabilite du schéma lorsque le champ de vitesse respecte V,u = 0.
5 PPz ea) = TS Py

en adoptant pour motatiaw :

Prot = viix,e1) avee : bilx,tp) = Pitx)
et :

'7;0t= G5 (x,t9) avec : ¥ilx,ry) = Pilx)

f

La divergence du champ de vitesse u ¢étant supposée nulle, le Jacobien de la
cransformation x » X(x, 3, ty) est égal 2 1, ce qui entraine :

(P2, Pw1 = (Pi, P99 *

soic 3

ZJ' %, ‘Pjezj - ‘PJU‘:Blj)wZ =0
Posans :

R k{lj'xelj ecd =Zjlpjszj
on a .

(9, B8 -o0wy =0

Soic

(B,B-a)wy =0
compte Lenu que ;
(B-a, B-a)wyPo
il découle de ceci que :

||c:z|]gd2 > IIBII%,,2



Soit :
Tij plte T Owanin gy Eij(Pa¥pag fai 22
la divergence du champ de vitesse étant nulle :
(P59 5 = (95, Py
Soit :

L5 P, P w1 810015 955 (B, Pihn 655 9o

Cette dernidre inégalité implique la stabilité du scoéma.
1.1.4,2 - , Schéma monodimensionnel :

Notation - hypothéses :

Ay = cte ot désigne le pas de temps Ot = t, -t
Noeud du maillage : xp = pdx

U : vitesse constante

$Yp : fonction de base affine (Py)

o] : nombre de Courant 0=\j§5
x

Par soucis de simplification des notations ©1j sera note &; et 8,;

€*;. Pour étudier les propriétés du schéma, on suppose que le nombre de
Coutant teste compris entre O et 1, Il est sans difficulteé de généraliser les
résultats obtenus quelque soit la valeur de ce nombre. Nans ces conditioms,
l'équation de base discrétisée (avec k = 0) s’écrit :

B¥n+l * 480 + B¥pa] = Spal + 4 By + Ep-)
- 30 (8g+l = Bn-1)
+ 392 (Buel - 2 0p + 9p-1)
- 03 @pap ~ 38+ 3801 - Bpud)

. Analyse de Fourier :
6(x) = e 2i m(X/A)
Soit 9, = 6(n &x) = ; N ayec @ = 2 max/)
la solution théorique correspondant 2 8% est égale 2 8, = & ic (n-g),
Le facteur d'amplification du schams A sera défini par la relatiom :

g%, = A elauln-g)



. Module de A :

Posant t =1 - cos Q, un calcul sans difficulté montre que :
2 - 2
hall 2+ -[20=2el2 (50 05 1 - 0y <]
3-¢t
Pour 0€[0,1] et t€ [0,2] , 1la valeur minimale de 3 + 20 (1 -G) ¢t est
positive, il découle de ceci que |1al! 1 et que le schéma est stable.

Posant A = |]All el dA on a :

a0 - - Dsignfy 72
tg Pa) =T T el

Les variations de |[All d'une part, et de d, d'autre part sont portées sur
les figures 32 et 3b en fonction du nombre de points de discrétisation par
longueur d'onde (A/Ax) pour différentes valeurs de 0.

On constate que la Fonctionm' )]A (0,0)]] est symétrique par tapport 20 = 1/2 et
que la fonction ¢, (0,%) est antisymétrique par rapport 2 cette meéme valeur.

Il apparait qu'a partir d'un nombre de points par longusur d'oade de 5, le
schéma ne fait plus apparvaitre ni déphasage ni amortissement quelque soit le
nombre de Courant. On peut donc constater que bien que les £fonctioms
d'interpollation soient linéaires, il n'y a plus d'amortissement. 1Lz
formulation forte ne permettait pas l'utilisation d'interpollation linéaire.

Comme dans le cas de la formulation forte, om a testé le schéma sur 1'exemple
d'une "gaussienne" dams un champ de vitesse constant sur le méme maillage. On
retrouve sur les rdsultats de la figure 4 ce qui avait éré prévu par 1l'analyse
de Fourier.

T1.1.4.3 - Cas géneéral (k # o) :

. a6 :
Les fonetions 6(x,tp) et k_BT (x,t) sont supposées respectivement connuas
sur Yorr et Yor x [ey, rg].

Dans ces conditions désignant par To** l'ensemble des valeurs de i
correspondant 2 des unoeuds situés sur Yo** le syst2me général s'dcrit :

PETow &1 = T

ig1em L J‘[(‘?i 3w + K=y V?’j’@]% =

($181)uy - k%(vwiij)w, - (Eﬂ——";”‘[L( W oalez + ¥i qltl)d‘rJ
: Q
avee T et g = - k n V8 grandeurs comnues.,

Il apparait denc que la rdsolution de cette équation nécessite 1'inversion
d'un systdme symérrique et positif de méme nacure que celui fourni par la
diffusion si on sait construire des tonctions Vi vérifiant :

i
—
ot

C'est l'objet du paragraphe suivanc.



. Caleul des intégrales (93, ) wp et (k¥Y § T9)) wy,

On se place dans le cas bidimensionnel pour expliciter le caleul de ces
intégrales. La construction des fonctions ¥ est envisagée ici dans le cas on
les fonctions de base ¥ sont paraboliques sur un maillage de triangles droits
(voir figure 5).

- A tout noeud M de coordonnées x; yp du maillage, on fait correspondre un
point MC de coordonnées x§ et y§ défini comme suit :

£ =xtg X=%xn Y =ym

X = ulx,y) ¥ = vix,y)
dt dr

E=ty xf=X yhetv

- A rtout triamgle T du maillage de w défini par ses noeuds
Si {%; vi> i = 1,6 (sommers et milieux des cotes),

. : ~ :
on associe un criangle de référence T rectangle isockle, Il ex,.ste une
correspondance biunivoque entre les points intérieurs aux triangles T et 7.

Un point ¥ intérieutr au trlangle T de coordonnées (x,y) est 1'image d'un point
M intérieur au triangle T de coordonnées (x,y) défini par la corresponcance :

x =& x; ‘Pl (xv)

y=Eiyi i (&P
Cette procédure permet d'associer 2 tout point d'un triingle T du maillage de
W un point du triangle TC¢. L'ensemble des triangles T¢ vréalise wun

maillage de ®] en n'ayant coovecté que les noeuds de discrétisation.

~
Remarque : DéSLOnanc pat A, B et C les isomorphismes faisant correspondre M 3
M M3 M et M. 2 MC, 1'isomorphisme CoBoh se réduit a 1'identité,

Les intégrales ( #; 8)w) et (kVij, Y6)) w] seront obtenues par
sommation sur les divers triamgles T¢ des intégraies (¢, 6q)re et
(k%3 Y8y )te.

Calcul de (95 Iy)pc et (& Thj VEy)pe :

Pour ce faire, on cherche 2 calculer les quantirés ¥; 8) er kVP; 785,
aux d.fférents points d’'intégration.

Description de la procédure de calcul :
3 . . . ALA A A
.. Choix des points d'integration PS(x§, y§) € TC.

.« Deérermination degs points P‘:(xg ¥§) E T¢ correspondant aux
points (x§, y§) € Te.

.. Détermination de ‘Dip et Ny ip-

-~
wip *¥ip  Vuip =




au poine (R,F;), comme CoBoa est l'identite, on a :
~ a -~ A
bip = Pip et i, =79,
Jp jacobien de la transformation (x¢, y©) » (7?:, ;C) pris au poinc
~ Ac
X5 ¥5-

N .
. Dﬁteminacion du triangle Tp du maillage dew tel que (x§,
v§) € Tp.

Uoe telle détermination ne présente pas de difficulcés mzjeures car on comnait
a priori les triangles d'appartenance des noeuds du trianmgle TC.

. 58
.. Dérermination de {x, yp) C T :

nt
Remarque : lorsque T, esc un triangle droit (ce qui est le cas) une telle
détevmination ne présence pas de difficuled,
~ ~ A

. A 2 ko]
.. Détermination de (Pip at V‘Pip (espace de référence Tp)
~ ~
.. Détermination de ¥Pip er V¥,
Pl 4 o~ 5
Pip = Pip TWip = Jp TFy,
A A
TP jaccbien de la transformacion (?(’p, ')"’P) > (XNP ?p)_
.. Détermination de eLP et Vﬁlp 2 partir des valeurs de :
-~ ~n ~
?ip et V?ip (espacsa TP) -
- > ~
valeurs de 9 aux noeuds du triamgle T,
.. Calcul de (VY5 6) ~c 4 (k1981 )c
y: B Tuve PR ¥
(38 +# kWUVE e = Axirs_(‘!' YZWplder Jpl(81py ip +V€ip Ty ip)

=
1
(intégration par forrule numérique). P

Un seul cas d'utilisation de la convection faible a &té testé : celui des
cdne dans un champ de vitesse circulaire dans des conditions analogues & zelul

présenté précédemment. Les résultats obtenus sont présentds sur la figure 5 bis.

On note une nette amélicration par rapport 3 ceux présentés figure 2b (maximua
supérieur apr@s un tour i 85 Z.

1.2. - Equations de la Mécanique des Fluides :

Seule la formulation forte a ¢té urilisge u ce jour pour traiter les &guatioms
définies (1), (2), (3). La formulation faible se généraliserait tras
facilement 2 ces dquations et, comme nous 1'avons vu permettrait sans doute
d'obtenir de meilleurs résultats ; ce point fait l'objet des développements
actuels. Les exemples qui vont @tre présentés utilisent la formulationm
suivante :

Si on désigne par G les grandeurs au temps nDT que 1’on suppose connues {on
cherche & déterminer celles au temps (n+1)DT), il ast alors facile de montrar
que la rvésolution des equations (1), (2), (3) peut &tre effectude en deux
dtapes dans un pas de temps de la fagon suivante :



-

~
A0 4 0 (ungV yn = o

9‘2(?)01'
() T-T Qo VT =9

oT
E“*l-n“ + 7. yn+l =0
DT

~
(2 Ml i, ypntl - piff gntl « F(U,T) = O
oT

el ¥ n+l
I =T piff T + 8(u,T) = 0
oT

La premigre étape est discrétisée en utilisant la procédure décrite au 1.1, la
deuxi2me é&tape est résolue par différents procédds déja décrits dans la
littérature 16|, |9]. Cette fagon de procéder conduit 2 une résolution
explicite de la couvection qui est inconditionnellement stable. D'autre pare,
la résolution des équations (1), (2), {3) ne conduit qu'z des inversions de
wmatrices symétriques.

On trouve dans |2]| et |4] 'des comparaisons sur l'écoulement incompressible
dans une cavité carrée 2 paroi mobile (Drivenm Cavity) qui montrent que les
résultats obtenus par la présente méthode sont en accord avec ce qui avait dté
publié précédemment par 4'sutres auteurs 3 bas nombre de Reynolds. On constate
d'autre part que la méthode permet de "monter en Reynolds' sans voir paitre
d'oscillations parasites. Ceci ne signifie pas pour autant que l'dcoulement
trouvé ait physiquement un. sens.

II - Quelques exemples :

Il n'est pas possible de décrire en détail ici ‘es différents mod2les utilisés
pour traiter les exemples qui vont suivre. On se limite 2 décrire bri2dvement
les résultats «n renvoyant le lecteur intéressé A ume référence plus complate.

II.l - Equations de St Venant :

Ce sont les dquations qui régissent les équations de la marde au voisinage des
¢otes, Elles sont du type mentionné dans l'introduction, la bauteur d'eau joue
le r6le de la pression et_la célérité des ondes dépend de cette hauteur de la
manidre suivante C(b) = Vgh od § désigne 1'accélération de la pesanteur. Au
voisinage des cOtes, il faut faire intervenir une di*fusion (qui est un des
parametres du mod2le) afin de vreproduire les couches limites qui se
développent. Sur la figure &, on trouve le champ de vitesse calcule 2
différents instants de la marde, on remarque l'importance des Etermes non
linéaires de convection qui sont responsables avec les termes de viscosité de
l'apparitiun de tourbillons imporctancs.

La résolution de la partie (2) est décrite Aans 18]. Elle s'apparente 2 celle
décrite danms |6], Une collaboration est 2 l'heure actuelle mise en oeuvre
entre 1'I.N.R.I.A. et 1'E.D.F. afin de perfectionner la résolution de cette
partie.

I1.2 ~ Ecoulement dans un échangeur :
Un é&changeur est un milieu fluide en présence de tr2s nombreux obstacles.

Ceux-ci sont suffisamment denses et proches pour qu'il soit '"raisoonabla2” de
ne chercher 2 déterminer que des grandeurs movennes dans le milieu.



On trouve dans [15] et [16] une modélisation de ce type d'écoulement qui met
en oeuvre des technioues d'homogdnéisation. Les équations trouvées sont du
méme type mais les opérateurs de diffusion soit sonc néglipeables, soit n'ont
pas les propriétés classiques [16|. Sur la figure 7 on trouve les résultats
d'un calcul utilisant cette approche. 12 encore, le r6le des termes de
convection est important. Des tests ont montré que l'écoulement était
radicalement modifié dans la zone d'entrée lorsqu'ils étaient négliges.

Ce modele appliqué 2 1'échangeur du réacreur Phénix a donné des résultats tout
2 fait comparables aux mesures in situ (14 (figure 7).

11.3 ~ Ecoulements en cavité :

pans ce cas, le problame consiste 3 chercher le champ thermique le long d=
certaines parois afin ‘de ddrerminer ultérieurement les contraintes qui en
résultent. On doit donc mettre en oeuvre une madélisation assez fine car le
champ thermique de paroi est trés largement influencé par 1'&coulemenc 2
1'intérieur de la cavité, Il convient dans ce cas de bien représenter d'une
patt le domaine de calcul (on utilise dans la mesure du possible les mailles
cutrvilignes ou les éléments finis) et d'autre part les échanges turbulents.

Sur ce dernier point, un mod2le est assez largement utilisé bien qu'imparfait.
Il s'agit de caleculer 1'énergie cinétique turbulente et la dissipation par
deux équations supplémentaires |10} et d'en déduire une diffusion turbulente 3
introduire pour simuler 1'effet des Eluctuations turbulentes sur 1'écoulemenc
moyen que l'on cherche A approcher. Dans ce cas on moyenne (homogénéise) sur
des échelles de temps et d'espace de l'ordre de grandeur des échelles de la
turbulence.

Le premier exemple est celui d'une tuyvauterie industrielle dans laquelle
circule du sodium liquide. A l'entree de la tuyauterie un choc thermique d‘une
amplitude 170°C se produit, brutalement. Sur la figure 8, on trouve le champ de
vitesse et de tempdrature A différencs instancs du choc et la comparaison avec
des résultats expérimentaux.

On peut constater que la stratification prédite par le mod2le dans la partie
horizontale de la conduite a effectivement lieu. lLe modile de turbulence
utilisé bien que sommaire, permet de reproduire ce phénom2ne. On trouve dans
112] et )10l une description complate du mod2le utilisé et des comparaisons
avec les expériences. Le deuxidme exemple est celui de la cuve chaude du futur
téacteur (éventuellement !) Super Phdnix 2. Plus précisément, le probleme
consiste 2 déterminer les effets sur les structures au contact du sodium d'une
décroissance brutale de température.

Ici, la modélisation bidimensionnelle a été& abandonnée. Les é&quations de
Navier Stokes 2 trois dimensions d'espace couplées 2 une dquation thermique
ont été résolues en transitoire. La géométrie choisie est 1/8&me du réacteur.
Elle est représentée 2 l'aide de coordonndes cylindriques. Compte tenu de la
taille du probléme, le syst2me de coordonnées choisi était assez simplifid et
ceci conduit 2 une description des fronti2res qui n'est pas parfaite. On
utilise les différences finies pour trasiter la deuxilme étape.

La figure 8 rveprésente une vue en perspective du champ de vitesse 3 1'dtac
permanent, A partir de cet état, un transitoire a €té réaliss., Sur la figure
8, on trouve é&aalement le champ thermique 2 divers instants aprd2s le début du
choc. La comparaison avec des expdriences montre une assez bonne concordance
f131.



CONCLUSIONS

tes difficultés numériques qui apparaissent quand op cherche 3 bien
représencer les &changes par convecrion constiftuent un vieux problime pour les
mécaniciens des fluides qui véalisent des codes de calcul. Les éléments de
solutions oui ont éré décrits ici ne sont, bien sQr, pas les seuls
envisageatles, 1'intérét de la méthode proposée réside dans sa relative
facilicé de mise en oeuvre d'unme parc, et dais le fait qu'elle infroduit une
diffusion numérique assez faible d'autre part.

Seule la formulation forte a &té utilisee 3 ce jour pour traiter des exemples
pratiques. La prédsentation qui a été faite d'une formulation faibla permer de
penser que l'on devrait obtenir de meilleurs césultats en l'utilisant. Ce
point est en cours de développement & l'heure actuelle.

Les quelques exemples ont permis de constater que, suivant la grandeur
vecherchée, le mod2le n'était pas ie méme. Les échanges turbulents par exemple
dtant modélisés de Ffagon trés différente, lorsque l'on s'intéresse & un
échangeur de chaleur, ou,quand il s'agit d'une cuve de réaccaur. Dans
1l'avenir, la possibilité d'effectuer des calculs en trois dimensions devraic
permettre de mettre au point des mod2les de turtulence ol on ne chercherait
plus un écoulement moyem indépendant du temps mais ob an décrirait le
comportement des gros tourbillons. feci ne peut $é faire que grice 2 la venue
sur "le marché" de nouveaux calculateurs vectoriels ; cela apporte en effet un
gain de temps considérable et donc favorise, d'une part, l'utilisation de
méthodes assez codteuses, comme les é&léments finis ou les mailles curvilignes,
er, d'autre part, une wtilisation courante de calculs tridimensionnels.

Définition - nocation :

On suppose la solution de l'édquation que l'on cherche 2 rdsoudre connue 2
1'instant £] et on cherche 2 la déterminer au temps tj.

W domaine d'intégration 2 l'instant ty Y sa frontizre.
La frontidre Y se décompose en trois parties :
#Y + correspondant 2 u.n >0
«Y0 correspondant 3 u.n = 0 ()
#Y - correspondant & u.n {0
Yo partie de Yo ot 8 (x,tp) est connu
Yox# partie de Yo ot 28 (x,t3) est comnu
an
avec n normale extérieure au domaine.

On admet que 1l'on sait prolonger la Ffonction u (x,t) 2 l'extérieur dew au
voisinage de Y .

X (x,£,T) :%: ulx,t) X(x, t, t) = x
d

domaine wy = w
domaine wy = ensemble des points X(x, ta2, ty) pour x&u,



A l'instant t;  B(x, t}) = 81(x) =&
ta B(x, iz) = 9q(x) =I

(x)
(x)

’P‘l(x) fonction de base du doma-i:ne ‘*’
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Transport d'un cdne dans un cnamp circulaire.
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TRANSPORT D‘UNE GAUSSIENNE
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TRANSPORT D'UN CONE
(convection faible)

Champ de vitesse circulaire
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Maittage en eléement fims
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