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' ; . Ce rapport est relatif à la dispersion dans un écouleœent 
-•âoyen bidimenaîonnel - cas de la mer par exemple • -. Il présente', 
, on* théorie qui aboutît à définir la dispersion par un tenseur ..-, 
:;."(2tiy dont on établie l'expression littérale de' ses termes en "--'; 
.fonction de la répartition de *la vitesse de l'écoulement suivant : ; 
la verticale et du coefficient de viscosité turbulente. Une esti— . 
nation pessimiste (faible) des coefficients de ce tenseur est 
ensuite fournie en calculant la répartition des vitesses suivant 
la verticale dans le cas où le fond est plat, le domaine infini, 
le. vent nul et en se donnant une répartition verticale de la vis— . 

cëioMtir turbulente dont I*eatitnation est tirée de la littérature. 
:'L^-résultats «ci régime permanent comme en régime -de marée sont . -̂  
présentés sous forme d'abaques. Les coefficients du tenseur de 
dispersion ont également été calcules à partir de mesures en r -̂
nature donnant la répartition des vitesses suivant une verticale ^ 
et exécutés par le L.N.H. au large de Flannanville. *&?+. 
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ution.oQ la. principale inconnue 

rcnaàp'dei'concentration de l*effluent on- peut être amen* 3 s'intéresser 

•'-;:!â unsrva-ïeur de cette concentration moyenne sur une au deux directions de 

• ,'*• l'espace:. Ainsijians le modèle filaire on prend1 comme .inconnue la concentra* 

...,S;v tion moyenne dans une section de l'écoulement. Daubert [ij a alors montré 

en repartant des idées, de Taylor que cette concentration moyenne vérifie une 

équation de transport-diffusion où la diffusion est due aux hétérogénéités 

de. vitesses et de concentration autour des moyennes dans une section. Ce méca

nisme est 3 une échelle spatiale très supérieure â celle de la diffusion 

turbulente et est appelé dispersion. LE coefficient de diffusion (dispersion) 

.^s'exprime en fonction des fluctuations de vitesse autour de la valeur moyenne 

''•^""dJàam-xtam section et'de* Éa. diffusion turbulente. 

Dans ce rapport on a- tenté de généraliser le résultat obtenu par 

Daubert; au cas ou l'écoulement moyen est bidimensionnel, la grandeur cgnsidé-

.. ree est la valeur moyenne de Jla concentration dans une direction de l'espace. 

.;-;Oiuca*Jest celui des.' rejets en mer â marée où la turbulence est suffisamment 

^^^î^fffiâif-.poar rendrét1."presgtie homogène la concentration et la vitesse sur la 

^pne première estimation'de la valeur de chacune des composantes de ce 



1 
I - POSITION DU PROBLEME 

Lorsqu'un écoulement présente deux directions prépondérantes suivant 

, lesquelles*, s'effectuent les transferts de masse» il appartient à la classe -

\de»' écoulements plans. C'est'''le ca*des écoulements dus'â la marée. Il est.V', 

naturel de les nodëliseren première analyse en utilisant la vitesse moyennee 

" sûr iàf"direction: verticale. Moyennant quelques hypothèses simplificatrices 

on.aboutit aux équations de Saint-Venant qui donnent» quand on les a résolues» 

les courants de marée et le marnage en tout point du domaine d'intégration. 

Lorsque cet écoulement sert à transporter et mélanger un effluent 

oit est conduit à chercher également, une concentration moyenne sur la verti

cale. Le paragraphe suivant a pour but d'établir les équations qui régissent 

• le champ de concentration moyenne sur la verticale d'un polluant placé dans 

. u» écoulement de marée. . ;,•>. : . . - . ' . £ " ' : : 

TwI— Equation de la concentration moyenne '?"-"'.£ 
'..'; . •/. . ; • * * • . • v. .,;,•••... / - f W • . . . '^i-

'-. Ou note par x et y les deux directions horizontales et par z la 

direction, verticale. Si on désigne parc (x,y»z»t) le champ de concentration 

i,tout instant*., Inequation d'évolution'de ce champ, s'écrit : . " 

&%mmmm¥u '•fr- '*• 

^flltl^»-
JTSÎ^-&£\ r-TE 

notation» suivantes r 

mif^ÊÊ: 

ill 
riï$o<v^^fçoef£'££i.eac:;àé. di *ft:sion turbulente 

àkrxDonte. que'dë~la- diffusion turbulente-dans la direction 
_ Ç ^ S S , ^ ^ ^ ' ' ^ * ^ ^ * ' ^ ^ . ' ^ ' ; " " ' ' ' * ' ' ' ^ 1 . ^ - ' - ..-':. • •--• -• -. '•*•••••'-•••• 

\ÔQtut*Âtçï*ni*î£«.t. imé''"suivant cette.direction les termes de . 
y " - ' - T ï - < r - r ^ - ^ w « ^ « P « & ^ W l * * - ï " ' • '• " ><•'•*&•'&&•< -r*---- --: • • '•• '• 

ï&1^&&--r£q&W*ë&'ofc*àM* fiiEXè*. et'IeèF gradients sont tes nlus importants. (Hypotbèse 



On pose : ' 

u (x, y, z, cl » û" (x, y, t) + u*(x, y, z, t) 

', V (x„ y„ z, t> - 7 (x„ y, t) * v'(x, y, z, t) 

c (w-„ y» z^ e) « 7 (x, y, t) + c'(x, y, z, t) 

1 

En intégrant cette equation sur la verticale on obtienc : 

ZF ZF ZF 
r 
ZF 

Le terme entre crochet du membre de droite représente les flux du -

polluant à la surface libre et au fond, posons : 

hfà„'*. + +* 
Les normales unitaires à la surface libre 

et au fond,, en supposant que les composantes 

de grad Z et grad ZF restent petites îevant I, 

s'écrivent ; 

rt surface 

dz 
57 
dz 

<F7 

Î Z F 

JtV̂ f . ^ - „ ̂ f,I*oa!p«na«auTlite de la surface libre et du fond s ' 

a ' J*K\m surface l ibre 

«r ( x , y , ^ t ) - - f | + u fx y Z,c) - | £ • v (x y 7 t) - | ^ 

Au fond 

«z r àz 
« (x ,y ,Z F , t ) - u O t . y ^ . t ) — ^ + v (x ,y ,Z F , t ) - j ^ 

écrivent t 



En tenant compte de ces expressions, l'intégration donne : 

1 

• dh c dh u c âh v c dh u'c T 

&t~ dx. tfy àx 
. dh v'c ' . 
' by .3 rF 

(1 bis) 

-r-r » r 

v ' c » — r v r c T d z 
h Jz 

• 1.2 — Tenseur de dispersion 

Ces équations font apparaître la divergence d'un vecteur ty inconnu 

de composantes u'cT , v Tc*. 

"Far analogie à ce qui est fait pour résoudre certains problèmes 

relatifs aux écoulements turbulents on est tenté d'écrire : 

__ i 
«r'-Tgrad C 

où K est un tenseur (2,2) appel" tenseur de dispersion 

i- t^objet de ce rappprt est d'établir ce résultat et ses conditions 

de validité et de donner une estimation du tenseur K . 

,,-;":.;.;; i r -» ramsgoKr HOMZOSTAL PAR CONVECTION ET onrosioN VERTICALE 
vn£-:.*tf j^fr • • & ' 

mfêiS>>r& >>- . <*â.*"»*!i -v. 

;••'-Aif^:fcii«nip«r»isoi»: entra deux «ch«: 

^^f^l^lgk 
, .,_ temps- : 

diffusion verticale. 

â a ^ É ^ ^ ^ . a ^ ^ ' â ^ A - ' i ^ v ^ , .&• 



5. 

II.1 — Echelles des temps ; ; 

Si on désigne par L une longueur qui caractérise l'échelle horizon

tale et par R celle correspondant à. échelle verticale t .«'•'•-•«; 

.. I* temp*'caractéristique de la convection horizontale s'écrit r ",Ù̂ i 

où U représente une vitesse caractéristique de la convection horizontale. 

De même on définit un temps caractéristique de la diffusion verticale : 

T « f f - " Z / D 

où D représente un coefficient de diffusion caractéristique de la turbulence 

• verticale- • .' '" ."'•!"', ',""'• -V>^: 

•'•' On s'intéresse au cas-où les hétérogénéités de concentration de 

polluant sur la verticale sont faibles, c'est-à-dire lorsque la diffusion a 

le temps d'agir vis-à-vis des. échanges convectïfs- On suppose que lron a : 

. -. . '.ù^i-J^rr''.-';':.-^.... '"''"••-'• •• . '...,. •-.-.' 
• .-••. . , : ,• :-«^Mj-;̂ ^BA .̂t<.- ,•»'• a i " . » « i •-.--••>... -•• . • ' - • • ; . - ' ÏV= 

'.;' ••;.£* 'vailîdicfc d* çett'è.hypothèse sera examinée par la suxte . ' '. - . . ^V '^S te^ 

• . t. --.-f lorsque l'èffluenta des échanges non nuls avec ^atmosphère'ou 

;' avec- le £ond„ il intervient une nouvelle échelle de temps : celle qui carac— 

"1 

•£'.y:C caractfcisev lé* variations de la concentration moyenne sur la verticale de 

mmm?*>> 



:—T l'Miî 1 
L'expérience montre que dans les cas courants (température) on a r 

*vT« i vstv 

^4::'G** nypbthSse'ar étant fixées on va maintenant examiner les simplification»' *•''.; 

,-;.:.* qt*reLIes entraînent au niveau de la mise en- équations» Pour cela on utilise 

. la-mise sous forme adimensionnelle. 

" ' ' • ' • ' . . ' • ' ' • • • ( / • * " ' 

II.2 - Mise sous forme adimensionnelle 

Op cherche â relier les deux intégrales suivantes aux grandeurs 

moyennes, aux fluctuations de vitesse et à la diffusion turbulente r 

-r-r ' I f Z . . , ti'c • h J d z 

'• t, w '- -

• W - ^ , . c d* 

Ainsi si il était possible de déterminer c f en fonction de c ( a , u
1* ej d t, 

il suffirait alors de remplacer c* par sa valeur dans l'intégrale. I/équation 

. ^"£qo£.faïc intervenir cV est L'équation (I) que l'on peut écrire r i ' "̂'"*.:,.̂. 

' - • - • - ^ ^ f ' - i ^ ^ - ' - ^ - ^ ? c r ? c *• » ? c

 w» qç ._ de? • de-• - de 

:-Vr,>:*-5v;"^3^^ adimensionnelle s'effectue de la façon suivante : 



••. c* •*%(?* ;c C concentration de reference précédemment introduite 

- u>» U u D vitesse de référence précédemment introduite 

1 

fluctuations de vitesse autour de la moyenne 

verticale dur même ordre de grandeur que la grandeur 
moyenne "..'.,, . ' . . - , :•,', 

": \:V'ii;.;.̂ ;̂'cT*'y C çj F Les fluctuations de concentra":ion autour de la valeur 
:^',i\.^j;^'''A*>*i'--.'f'1-<. :•.. ° - ï - •,'. > •• 

'̂ •V- ''HT1*'?Î; " •"„'• I moyenne-sont considérées petites vis-à-vis de c imoyenne-sont considérées peti 

B coefficient de diffusion turbulent de référence 

précédemment introduit.- On pose souvent D = U H afin 

d'exprimer que la turbulence est conditionnée par la 

convection horizontale et l'échelle verticale. 

x. » L x 
L. longueur de reference horizontale précédemment introduite 

f • ' . " • " ' •-': •-•fof^; '. 
J * " -"' ."•••••••i-.i^.jSu.-' 

H longueur de reference verticale .f.'.C " 

C » T„ Le temps caractéristique des variations temporelles de 

c est ïie a la convection alors que celui des variations 

c* est lie a la diffusion turbulente. - ,.li.: -^, 

mm,*. 
laçant dons (2), on obtient' L''.;-fe:l^^ï-

3c-." "'iic-J;?@Slr>'+ 

•s-= + v r —s-—)+» T^ c i*-

d c + _ dc+ d c + d c + 

(3) 

-4» 

• ^ 

C«£k.«t tfcpx«Mlcn\ jrov^enfc de Z'Scriture de la v i tesse verticale à la surface 

On chois i t coaae échelle de temps pour les variations de c T__ et pour 
- c e l l e s de c r t. cv ' 

**•* X*^te3Si&i 
diH. 

•SLJbfc&t 
.•» -W^^k-K.^: ~SjhL£=£X8A 



En divisant par = (3) devient : 
ciif î 

7— +• M (ÛT = + V = • 
àc' 

y-ji ?-*v 
* « ' • 

ar; "J* T C • 
• Se 

• — I L r w 

ac. 
(4) 

Puisque 1* et » « 1 l'equation se simplifie : 

*** ^ £* "*** - - » • **, 
) - u' £ - (5) 

y 
A(x,y,t) 

indépendant de z + 

• " « » , < » . 
- » 0 c a ^ 

**"•'~arf®ÙL*feâ teî Ĵ weâ&QrtAaS fcoaCxoi* mérice quelques commentaires,. On constate qu'i l n'Vni-

• SBfc ^«i^iefet-plua d£*cl%c£vee& de c^que dans l a direction* verticale* ceci percée 

&%" ^ * ^ ^ p a ( r ^nÇïgratiÀt^e cette 1 équation de ne faire dépendre- c*(x»Y*£>t> que des 

grandeurs moyennes et de leurs dérivées au point x y considéré". On voit 

Apparaître dan* te second membre un terme indépendant de z. La solution gêné-

I * 

"SS 

«è&^ 

(6) 



1 
Il faut encore que c' représente les fluctuations autour de la 

concentration moyenne sur la verticale, c'est-â-dire que : 

r* 
•h* 

c* dz^ . - 0 

- , En intégrant (6) sur La verticale, en tenant compte des conditions 

aux limites et que : ' 

* r t «•• - . ) = Q 

'.. Ainsi si la concentration c eat initialement à moyenne nulle elle le 

.ifeste.- L* terme A indépendant de 2 dans le second membre de (5) ne contribue 

qu'à la moyenne de c' et non à la répartition transversale suivant z . L'équa

tion que vérifie c* astreint à demeurer a moyenne nulle esc donc identique 

à celle de c . . 

"5v d t* 
v ' 

!$?:**•:. 

- "-r • i 
d t + - g — - 0 en z - 2 et 

+ +• K ' V 

v;. X;:£^i^'z2^é]jtàç& P*E3&raphe suivant est 

(7) 

consacré à la détermination de la solution 



'II.3 - Recherche de la solution 

L'équation (7) est linéaire, la solution peut être exprimée à partir 

de la fonction de Green de l'opérateur. 

-, Soit G(z*t' / z' rt*) solution de l réquation : 

àG à <U*> 4 r •> 8 <z"2') s c=-f) 

(») <?G 
= 0 en z. » I et z = 0 

On prend comme origine des cotes'le fond et on omet d'écrire à partir 

de maintenant les'symboles + d'adimensiannalisation. 

y~ G est appelé fonction de Green associée a.l'opérateur que vérifie c*. 

Si à l'insta:... initial on choisit c'(x,y.2,0) = 0, la solution 

générale de l'équation (7) s'écrit : 

•c . I ' ,~ 
. . c'(x!>y»I,t) - -J dt' J G(z,t/z\t') u'(z,y,2\t') - j | (x.y.f) dz' • 

• l '-".>' -. • • a. o 
•i--- .;•...; ..• ;.

;'-V^;,^;>..-;- r ';./'•'•• • " • 

• :•• •:',:. ..'• •'•.ir.:'ii®-»!.'̂ ?.,£:Visi- et; :. o ... * 

te expression dans le terme de flux inconnu, 

: X., aft' 4f -V u' dz £ £ dt1 -4| _f G u' dz' + J* dt' -4s- f G'V dz'] 

-jrjCx.y.f) dz' 

En.reportant cette expression dans le terme de flux inconnu, on obtient : 

ûSeT-ir. - y u' dz ̂  J dt1 - ^ J G u' dz' + J dt' -£ 

( '^feiite^^ **e dispersion, à des grandeurs connues. . 
1 ^ ^ # v - x * ; v ^ / ' * - ; ^ ^ - " • • • • ' . ' • . ' •- • • - ~ - 1 • 

• s•:i.thr--A.-i*«Mrf.ww»»«*fii»fc'.»oaM '«MMTrflHSA #«*•• intervenir-l'histoire des fluctuations :"' ? ' -^l~: '*: 'Céti&éxjf tès9ioT£assez compliquée fait 

~:̂' /'.C^/Vo/ir Anncs& I l'expression de G ^our une expression particulière de d (z) . 

i^lSï£Ssafc;^^; 



de vitesse autour de le moyenne ainsi que l'histoire du gradient de concen

tration moyen au point x.y. 

La divergence du vecteur \ft intervient dans l'équation de convection 

de la concentration mpyenne (I bis), les évolutions temporelles de y sont 

ù, comparer avec lrêchelle de temps de convection. Par hypothèse la constante 

de temps de la diffusion est beaucoup plus courte que celle de la convection. 

Cela signifie qu'à cette éche-lle de temps on peut considérer » pour détermi

ner c r, le problème stationnaîre associé à (7), on a alors : 

/ u'c' A / / u' dz / G* u' dz' , / u' dz / G*v' i?.\ / | ^ \ 

J v'c' d*/ V f v' dz / G* u' dz' , / v' dz / G*v' d z / \ | ^ / 

. ' • . • . . , • : • . . , » — — . , < 

- X 

X* est la fonction de Green solution de l'ëquatîor suivante : 

y.::V£.-: ;:'.-"• •'•^..;V',£i'T-•'•-." "' ' 
->'• • : * * t ^ — - 0 en z - 0 et z =» I 

v". v»- a* ' 

II apparaît donc que-le f l u x V peut être relié aux grandeurs moyennes 

de la façon suivante : 

•ï$;£'•"• i ''^pSM^,K ? r a d .<=' 

. K$; est un-,'censeur :2»-2. Ce tenseur a» t appelé tenseur d e dispersion. 
' 'V>-'- ."•" •• ' ^ - ^ ^ c ^ * ^ 1 ^ • - ' " " • . • ' . ' " 

' * * ^ ' * ' y * ' ' ' : ' - ' ^ --'-*.,•••-•-"•• • - . _ _ 

. *.-••' *"•. On "vient de montrer que la divergence dey pouvait être représentée 

par une diffusion. 

T,.,_ pour les évolutions temporelles de c r 
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Il convient, maintenant d'expliciter l'expression du tenseur de dispersion. 

La fonction de Green du problème stationnaire vérifie : 

4 . d f £ - S <,_,., . , 
dz c dz 

i . 2Ï_ . 0. en z . - 0 et z - 1 
* * i z • . . • ' • • ' . M ' ' ' ; 

Par intégration on a immédiatement : 

C* < • . . ' > • / ' ^ - ^ - " du 
O t 

Y représente la fonction d' Heavyside. 

On suppose, pour alléger 1'écrituretque les fluctuations de vitesse 

sur là verticale ne dépendent que de la cote. 

1 

Les composantes du tenseur de dispersion s'écrivent 

l j J o ." o v o t ' 

avec- u. - u' si ' i - r * 
1 ' V • • 

•••• u. - v ' s i i - 2 •;" ' 

, . -i..'?;---)- Cette expression peut s'écrire <*' r - ?^,v 

> l _ O ." O- ., t O- J 

/m. 

^/^'Çettft.expresaion est analogue à celle fournie par Elder mais généralisée 

'• ... -̂-.v..'>:-?':v .• On Dèut encore écrire* ' r • - :>•.:*" ; :;̂ ;;. '>;-•• 

^v-a&k 
... ....i^r^ï-
: ••.î~.-..-?,75ssss...--
ç*T^ *"-it-:cl:" -

On peut encore é c r i r a ' F - - ;> ., ; ' t '.••'iîî-'; "> ' i ' • 

; K i i " / d-fiS / ' - a i < ° > * » - / % « * • • 
O t O - -•"£« -'• ." •• -Or . 

1 
f 

Il semble que ce soit cette dernière expression qui soit la plus 

aaniable lorsque l'écoulement moyen est' bidimensîonnel ; il est en effet 

sise de montrer à partir de cette expression que le tenseur K est associé' 

à, una' forme quadratique symétrique définie et positive . 

' ' <* (*) Voir ...-r.exe 2, 



II.4 - Validité des hypotheses _::.; 

;L* demonstration qui permet d'exprimer la divergence du vecteur " 

{de composante? u'c* et v*c') par une diffusion (dispersion sous forme d'un 

..censeur (2 * 2»». e pu être établi* moyennant deux principales hypothèses 

qu'il convient de rappeler et dont il faut montrer la validité : '^^ . 

''- le temps- caracté"ristique de la diffusion verticale doit être petit vis-3-via 

da teapa caractéristique de* la convection horizontale : , Vf'.*-' ' 

1 

diff « [ 

— le temps- caractéristique des échanges de chaleur avec l'atmosphère aoit 

être grand par rapport au temps caractéristique de la convection : 

T 

- ~'y:^^7£^^%^T~T-'tK l .-•/..... : J f ^ 
^•••'^ rîf̂ fê ..̂ :-.-'-- . - ^ / j f e ^ ^ ^ - r "'• - •--'•"" •'••• • . À ' V 
"-• •-•-•v ;/^.v>î*r.-t'''*^>\*:\*-''-'^;'- • .'--'•^•îi'i.'.^-.- • y,-: ' -•-.. -> . • • • *. ,-Î>.(.;^ 

,"'" Ixaninons la premiere hypothèse; an considère que le temps de -

convection est de l'ordre d'une demie marée. Ceci signifie que l'on choisit 

comme longueur horizontale dé référence l'excursion et comme vitesse dte réfé

rence une vitesse moyenne sur la de m e période •* 

20 000 a 

J pins loin quft^A diffusion turbulent* pli» 

-l'ordr. d» 0,05. • /. (cf. III Z, £ig* Z) 

î 
moyenne est de 1 ordre de 2Q nt et on verra. 

sur la verticale peut être estimée de 

diff 

diffusion n'est pas d'us ordre de 

« Examinons de plu» près l e compor** 

iantration? on admet qu'i l est- régi par 

fflk&Ai (.V 
/pX' ni 

On? constat* alors qu'une repartition initiale de concentration 

linéaire sur la verticale correspondant a un. écart de temperature de 2* C 

entre le fond «t la surface disparaît grace a la diffusion turbulente en 



1 
5 000 s dans les cas les plus défavorables de viscosité. On admettra donc que 

' la diffusion a le temps d'agir via-à-vis de la convection si on n'autorise pa-3 

de fortes variations de concentration sur la verticale. Celles-ci doivent res 

ter faibles devant la concentration moyenne. Cette dernière hypothèse a, par 

railleurs, «té utilisée au cours dm raisonnement. 

m-rni--
seconde hypothèse i ^tsf*-

•/-"''' -V-\ "* vv:'.L*£qu*tioTi des échangés thermiques avec l'atmosphère d'une 

colonne d'eau de section S unitaire et de hauteur h s'écrit : 

S de 

A 
- (T 
h 

T.) 

r.Av«cv.V T . tenperature de l 'eau, T_ température de l'eau à l 'équil ibre thermique 

v . , •'«*cc!lT^tmosphëre. On chois i t pour le* coefficient d'échange A. avec l'atmosphère 

' * TOS^Valeuc noyenne de 50 Watts: par metre carré et par degré» C est la chaleur 
.-- 3 P 

nassique à pression constante (2,tQ .10 MKS) » . 

1/integratlon de l'équation précédente donne : 

- • ' * * ( * - * F-' 
t« tsvrps caractéristique des échanges avec l'atmosphère est donc 

.-«' 
- L600> 000 » ~ 15 jours 

te' %b 
rcv' 

,"vî:*iS5:§S.-.}>;-

j ^ , - (pour h 



1 
III ~ ESTIMATION DU TENSEUR DE DISPERSION A PARTIR D'UN. MODELE SIMPLE 

HI-1 - Formulation mathématique du modèle 

' Dans ce chapitre on fournit une estimation pessimiste de ta dispersion 

à partir de l'expression donnée dans le chapitre précèdent, en se plaçant'' 

dans les hypothèses suivantes : fond plat, vent nul et domaine infini. Dans 

ces conditions on peut considérer que les Hétérogénéités de vitesses sur 

la verticale sont les plus faibles. Les forces agissantes sur l'écoulement 

sont celles dues à La viscosité turbulente, au gradient de pression, à 

l'inertie temporelle et à la force de Coriolis qui est la seule cause d'une 

déviation du champ • de vitesse dans la direction perpendiculaire a 1'écou

lement moyen. Cette dernière s'écrit : 

-Z ûTsinJO A V 

( W rotation instantanée de la terre, f> latitude du lieu et V vitesse de l reau). 

Ses composantes dans un repère orthonormëe Ox, Oy, Oa (Oz verticale ascendante) 

s'écrivent 

fT 

- f U 

*• 0 

en posant f » 2~. «* sin j^tt o et v étant les composantes de V suivant Ox et 

Oy (on. suppose la vitesse verticale négligeable). 

Compte tenu de ces hypothèses de départ, le champ de vitesse ne dépend 

que de c. 

Les équations du mouvement de l 'eau s 'écr ivent , en appelant f le 

coefficient de v iscos i té turbulente, P la pression et p la masse spécifique 

3*i _ _d s* du. _ 1 £p ;; ,:- Jr:i 

1ï "3T( T? * Zv~p!fr 



1A. 1 
.I/intégratïon, suivant la verticale, des équations précédentes donne r 

•.ïf_.rîë... /> a * L * z j 
'* •."•- - *• ." - : ; : ^ : v ' ' ; ^ '^^' :'•• • "' - ' < ' A : ' -'" '^. a u f o n d 

:•*;; ae /> <» l dz J 

*Jlfc 
• • x * » 

* 

On désigne par U et V les composantes du courant de masse H la cote de la 

surface libre comptée à partie du fond (-3— et . —-- sont nuls en surface) 

.'..-'- D'autre part on peut considérer, pour ce type d'écoulement quasi— 

horizontal, que la pression est hydrostatique : 

•^mm* 
,;."p »p'g'"(H - zj S» 

Pia^^fessiiîii 
^ ^ W ^ J S £ an r» 

^^^i^^n^^ï^SK^i'^MBiKïJIJWWSîy»?^ ï -.'^.fM&iwl-^jfe. %*?*5r".~-~^—.. - r' ' V w l ^ ' ^ ^ S T y t ? ^ ^ ^ ' ^ " ^ * ^ ^ ^ ^ ' ^ ; ^ S 

ras® 

q^~cô^âs£7ife- mess»- sinrosoutÂÎ-' i^àmplttude côrreapon-

^mmmmmSmmïÊy^^ 

~; wsfe£-*3Ste 'rJi 



17.. 1 
«S #*C l e s équations précédentes s 'écr ivent : 

• u ut H cos ai t 

Ea reportant cette expression du gradient de pression dans l'équation (8), 

on obtient : 

i f - - & < • - & • ' * ^ H + u (il cos eu C 

( ID 

de à* âz TTH * £ u

0

 s i n < " ' 

mmm 4kf 

i* • u u 

:^;,^4T#ï-'***'**P**e=*8* par la-.suite> :' ' 

-^^.-/' / ^ ^ Î - ' ^ V V - ^ ^ . ^ t 1 . * - ^ - ^ - . - . ' avec f • —• •• — sin )•» (T période de l a ro ta t ion 
' ^ Ï V ^ ï S ^ ^ ^ â i - ' ^ * " ' : ^ ' t e r res t re ) 



1 

Ji*-

t u . ai 0 
H 

T" r*> 
Z u o 

P " r u 2 

avec OU =•• 
Tr 

(Tr période de la marée) 

T « « £u,j, au fond 

r - « -4^+ au fond 

E.'equation (II) T'éctit alors 

(12) 

- - r • , : . : . ; . ; • - . . ; • • • • • • • • • & : -

. S* le courant de masae est permanent, on obtient : 

/•'^Pfllffi*r% : u * + r y + f * 

«pas 
•Vitesse'' »*obt£ént e» résolvant' les. équa-

s.,jï*s;:-..:•,,.. ; . - v : - . !.?._ . .. ^ 

obje t du paragraphe 

J**.'. ; . v • f'^Si^tf'-t-k<^'*^"' r ï-iï"' *r->'-". ' "• ' • - ; . ' ' i ï ' -^ '^ ' : -* "'" "• ' • 

- i ; ^ » ^ 2 £ . 



1 
II1-2 - Estimation du coefficient de viscosité turbulente €' 

ha littérature relative â ce sujet fournit différentes estimations ; 

dans ce paragraphe on cherche â dégager une fourchette de valeurs possibles* 

';''"•" .'. "*.' /tir assimilant ensuite la diffusion turbulente de matière d mention

née en IT à 4F.On peut, après intégration du profil de vitesse, calculer les -

valeurs des termes du'tenseur de dispersion* 

A partir de mesures de vitesse,différents auteurs ont cherché une 

expression de la diffusion turbulente qui permette de retrouver les mesures 

effectuées, la suite de ce paragraphe décrit quelques unes de ces expressions. 

a) Profil, de viscosité turbulente parabolique obtenu à partir d'un profil 

de vitesse logarithmique [^{ 

. - ; -_ ̂ :';,L'expérience montre que le profil de vitesse, en absence de tout 

obstacle, peut être souvent décrit par une loi logarithmique : 

••.--«„ t-' log f / £ 

â-^^'iKf*'.-"••?'•. .-^'S»~ZJ 

•&£&$.?*:• *• b étant la profondeur et z l'épaisseur de I profondeur et z l'épaisseur de la rugosité du. fond> k la constante 

'd» Kannoir- (0*4fj.'ët ri^ la vitesse, dé cisaillement au fond. 
• ,;*.','" .Tv'-.i ^•'\ï\-,'*ïïi& '•-i'i • * . i • ; ' " . - / * t " ' "'•' 

. .-,; Si de'pîus r on admet une décroissante linéaire Je la contrainte de 

! 'M^Bf0Mm^^M^^^Wf^pi^-^';^2 n " A «'' courant moyen [31 

• •••^j:^^-K^'-f^'Ve^^a^S.-mntxér (voir Annexe 3.b) que le coefficient de viscosité turbu-

- «.-. j ^ l ' ^ t e Variér^araboliqueinent en fonction de la profoi-leur : 

-_rï vr^.'teft::_4^i4-v.>.--iiï-iè-u.AV-î ->' 



1 
• * - k o u » h £ ( ï -& 

avec #- k V^"« h N l - t ) 

"\ •'..Compte tenu- des valeurs de k ,. e.t pour h * 20 m, on obtient ; 

• « - 0 , 3 6 ^ ç a - Ç ) 

-3 
avec le » 2.10 ce qui correspond â un nombre de Chezy de 70. 

u = I m/s 

" b) Profil de viscosité turbulente linéaire au voisinage du fond, constant 

au-dessus. :"-* 

A partir d'observations de courants de marée dans la zone de la baie 

. •. d*.„ Red Wharf dans lamer .d'Irlande* Bowden et Fairlairn £3j ont donné : 

•:mgmmm?& C» z/h 

' - -"«.C^sï/ffo• ?*£,) 

'^0^Wm^0mW^"^> '•':?.*• 'a;,*> 



1 
Compte tenu de la valeur de k (0,40) et.pour k. » 2.10 (Chezy de 70} 

le coefficient de viscosité,turbulente est : 

pour 0 < Ç < 0„r4 

\. :'•' V .. o,i4 < ç < i 

Dans Le cas où h •• 20 nt 

«=» 0,016 u h Ç 

C - 6,0025 u h' » 

• pour 0 < « < 0 , 1 ' 

0,14< « < I 

i 4 — 

« => 0,36 u £ m = 

• ='0,05 u 

<£o5m'/s *" * 
pourt^a lm/s 

c) Profil de viscosité turbulente obtenu à partir dTune répatition des vitesses 

..'.i;.4« Informe 'u '-Tl Ç ° .. ' _; [3\ , -.y^i/i,. 

—"-•^"^^Jt pfrrir d os grand nombra. a observations des courants de marée dans 

- le» : «iciwîres hollandais et dans le détroit du Pas-de-Calais Van' Veen (I93B)-

a trouve un profil de vitesse de là forme : 

i -̂î r̂ -a"''--"' -'4 Eft «dtoéttanCy COOTO* diras: Z* paragraphe précédent,que la contrainte de ciaaille-
T 'i^l^'V-'V^e*-*'^^^ - " . . . . • •.-"v • - . ' • . 
1 •••,at:W;-i1-:--v/>

,-:-*.'-ie- '.'t:;i.K^_..w^ *-_.*.*-Y- c _: 'teindre une valeur 



1 
ce qui donne pour k » 2.10 

h• - 20 nr-

(Chezy de 70), un coefficient H de 0,2 et 

« - o F l 6 u m Ç 0 » 8 ( i - Ç ) 

u » Im/s 

d,Ô4émtf/s ' € 

L'examen d'autres résultats, notamment ceux obtenus par Le Floch et 

Deniaud £5J confirment les ordres de grandeurs trouvés précédemment. 

d) Forme et valeur du profil de viscosité turbulente pris en compte dans le 

.. code de calcul . 

- -*'*',-- ."'-'.!• ifmxMwen des mesures de répartition des courants suivant des verti

cale» exécutées au large de Flaraanville par E.D.F. montre que la f^rme du 

profil de vitesse envisagée dans le paragraphe c) u » ll£" permet de s'adap

ter â la plupart de9 résultats obtenus en donnant à fi des valeurs variant 

'v.de 0,2 â 0»& (voir figure I). C'est la raison pour laquelle on adopte ce 

" _ -'ŷ 7*V.'*rjofil dm vitesse'«B. I* répartition, de viscosité turbulente: qui en résulte. 
.;• * < ; ^ ."r-i-Vv-fl. • :*«^~^;*^^3\;v--.. • • ~- <•>..••••. --« •.--.--_ • . • . . • - • . •-.. .'•, . 

•••' ̂ •̂'•IkVÔnr- tendzKepsipCei de différentes conditions de frottements sur le fond, les 
- •< •* ^*tâ^h&&^*jX£^ - 3 • . "• '• - • •-•.-^V 

- V :'.-^";Q^ 4̂ .10 qui correspondent à des 

-•"-•.. ..i.̂ ŝ eoëffïcientsï'aBr Cfcezy: des 70 et de 50. Lès-courbes de la titmre 2 illustrent» 

".-v'-y-, p^ur une profondeur dé 20 iû et pour une vitesse moyenne de I m/s,, les répar-

/;:-•'titions dé viscosité turbulente correspondant â ces paramètres. On y porte 

•/-'.''"S>-^Vi^:';*i«*B*?t-•I**~'|!5?rc*.^5l--^er-*lscos^t* donnés aux paragraphes a) et b) ; on voit 

"^f^^jiliiîf^N^ *luV ont. été adoptés. " • *." 

, . w l.„.^«î§S$ÏÏ^$^i^ ïréscudr* le système 
i -••;£;.: .'V^*£ ,*,y*Vi:-«-~^*--ï:*'^ -'?/•£*"'•/Ï;"-*:-* -i-rt *>;v: ^..- • - - • ; • > . . 
' T^?/./.- V ^ J ^ . e q M t i ^ a d i a e n s i o n n e l l e s de l a v i t e s s e u 

-'" ii'.^'s;^"^. V. •-'^fl^-'i^Y^-^À** ^ --v .' • •*•" . :-'.*.' *- - .J'"•-.- _ • - . . . • - . . . * 
J * v ^ ^ ^ ^ " s « w « r i t # ; t i » profondeur* La coiutt£as*ace de e e t t e r é p a r t i t i o n v e r t i c a l e du 

; ' ' . . . ' "sJ:"*jkaroraat n<ên*«;**la» £ e c * £ c t t l e i ? l e » , c o e f f i c i e n t s du tenseur de d i s p e r s i o n d ë -

| '< -.- . . . ^ V ^ f z i u * s e n s , f a n M r ' c d i s i c n j i o n o e l l e ' p s r l ' i n t é g r a l e t r i p l e : 

m^mmm^ 



23, 1 
K. . » f — f u.(u) du f u.Cv) dv 

• avec u, * u — u_ 

;-fiiii&^»|g|#»S**;ï ï*a«i 
(-'; .u> t f V étant respectivement les valeurs adimensionnelles du courant moyen. 

Notons que l'expression ditnensionnelle des coefficients du tenseur 

de dispersion est : 

^ £*jrfaelucicnt du système (12) (au 13) a été effectuée par une méthode de diffé-
:'i:r*<K«»/fiaxe«'^en dxfcrftisant les équations en 50 pointa sur la verticale- Ces 

' ̂ ptf&taVS» ̂  m i s plus:resserres dans te voisinage du 

fond»là où les gradients de vitesse sont les plus forts de façon à augmenter 

la précision du calcul. • + 

}^^J^j^fi.Tfoton*.. enfin, que le» équations (12) ou (13} forment un systems d'évo-
* *'* '•£'* •^fi~i5&*' v'*'--'' v, î ' ,''.V..-4*i'v«r "* •• A.' -.•i.*^"'--T'."'-'-^"'."v" * " - •- •' " '"' " 

' ^ - . ' J ^ initiale esc le repos, mais la solution ' . 
- '•£—J>•''-*•——-:---̂ —- -*--, valeur*, indépendantes du teapst pour, ou..'*; / 

. ;^K?>TrJJWfc:"l<egia« pwaisnent. 

»®i3fc# | îS^^-
^ ^ » ^ i » ^ - i s ^ % i « É ; : 

*l i§»lf^ ^^«2ff»S • dispers 

>que X'çii'&'.adnfseJ on a tracé sur 2» figure 3 

-suivant .laverticale pour différentes valeurs des 

'-•••"• '^'&¥l'*f?C^CM'ft^j^.'^.*«,,a>Pi^1f^I«V I'"" ** I» composante dans, le seat dé 

Ï;'':- \.'"^Ônm«ver»»l)... 

?«a 
> dan»- fa, direction-perpendiculaire;, (écoulement 

•^àaasaaËEi^air; 



lie tableau suivant donne les coefficients du tenseur de dispersion 

correspondants : 

H - 20 m 0 k [ ,*vt H hz 
; • ( Ï » 7 / » ) f in 2 /») <m2/s> 

>«M Z.10 J 40 •" - 2,4 '." 0,15 

».? 4 . 1 0 ~ 3 20 - 0,48 ff,0128 

, P„4 
-3 

2.10 160 - 18 2 ,2 , P„4 

0 ,4 4.10 84 - 4 ,2 0,24 

0,6 
- 3 

2.10 420 - 64 10 

,o H. IU ' '2U - 15,6 I . 2 

: r 

, ; . & & - • 

• Notons que des trois coefficients K._ est le plus important î II carsc 

cerise la dispersion dans le sens transversal à l'écoulement (voir annexe 4). 

1 

' r r Ces premiers; résultats mettent en évidence l'importance du choix. Je.': 

viscosité. On, voit par exemple que dans la fourchette de ta viscosité que nous 
- _ > • • - • - . ï : * '-:••': • - • • - • - - J T 1 - ; . 

avons choisie K„ passe de !0 m /s a 0,0128 \ La comparaison de ces ré s- '.cats 

•t de» repartitions de viscosité exposées sur 1* figure 2 montrent que plus 

la viscosité* est grande plus faible est In perturbation causée a la vitesse 

transversale- et plus, petits sont le oeff îcients du t n^eur de dispersion 
Ce» première» coïts taxations vont être approndies dans lretade paramétrique 

iw%^ 

^ 

•SS"ï 

^ t f w -d-^>- <f «*•* l* <2) 7 : 1 . 

* 

i+_ 

àr*. 



~l 
flétant fixé le problème depend d*un seul paramètre r-+ rapport entre la 

- force de Coriolis et les forces de viscosité. 

. » Répartition dea vitesses en fonction de T-

,-' . . '-'', ... On. * traç€ les profils de vitesse,obtenus pour différentes valeurs 

de j? p (figures 4, 5,'6)en fonction de Ç/k qui s'écrit (en exprimant 

f H g uo 
J^par et k le coefficient de frottement par -#- , C étant le coefficient 

de Chezy). 

On constate que les vitesses transversales augmentent avec le pàra-
,. f n r2 

mitre •• • ' •• ; ceci peut s r interprëter de la façon suivante : 
8 U ° 
•* e l l e s augmentent lorsque la viscosité dimnue puisque : ' 

— e l l e s augmentent lorsque le tirant d eau a igmente ; 

— e l l e s augmentent également avec f mais a îos lat i tudes , ce para-

y aetre esc pratiquement constant 

, ^ ^ l̂îÇ§Ë->«MC«& 1 * ïieatif cependant lorsque es t très grand» 1 examen des 

W s ï £ t^-Smwïaon* taenrreone v tend'vex» & tandis que u tend vers 1. Ceci corres-

pood & one v i scos i té extrêeemenc fa ible , sa i t a un cirant d eau très grand j. 

^ i u r e c dernier' cas on retrouve ic i un resulcat de la théorie d'Ekman : au— 

de eus de l a profondeur drEkman. c est-a-dire, au dessus d'une épaisseur d reau 

3 i ;^3^é%£iàxe pal* B r*V-k/—rr-, * étant one v i scos i té turbulente supposée constante 

' i>V& fcesRratcourestenfc est? te^eowrent geostropbique Ccouranc uniforme). Ainsi» s i la 
•«1%Mtei3eP4 "»•"• *•# •* ^ ^ "»i ^ * ^ A *•> ,,..-...•. v. 
.je. . . i H i b ^ K . - 0 £ ^ e Q r devîésfcjjjgfts* grasde, 0 devient négligeable* vis—à-vi3 de la profon-* t tot""! i^e^roajemnt tend vers le courant geostrophique ' u - u_ v » 0 

lure Je» joSrve» des" figures- 5 e t 6v pour* l e s grandes valeurs de — 
•• - •""- •""»-- V * ; * * - !" ••'.'.• 8 " o 

pbenoaene on observe une l€g.ère diminution de la 

profit de vitesse principal qui tend à devenir 
îlT^r*vlÉ3Ï1'*S

tfi*s« transveTsar«''et un ; 

S/-

^ ^ Q S a g p . ^JSfêfegfe? 



Notons enfin que les vitesses transversales augmentent avec 0 . 

Ceci est en bon accord avec les conclusions précédentes puisque quand0 

augmente la viscosité diminue (voir figure 2). 

b> Coefficients- du tenseur de dispersion 

;Â partir de' la formule donnée au paragraphe II et pour les profils 

de vitesse obtenus par intégration numérique des équations, on peut obtenir 

les valeurs des différentes composantes du tenseur de dispersion. On à assi-

- Sur les figures 7, 8 et 9» on a tracé, sous forme adimenslonnelle, 

une série de courbes donnant les coefficients du tenseur de dispersion en 

fonction- de r-* ( • ) pour des valeurs de 0 égales à 0,2, 0*4 et 0,6. 
k uo g _4 

Sur l« figure 10, dans le cas ou f - 10 (force de Coriolîs à La latitude 
de 4S*y et. pour u — 1 n/s» on trouve les coefficients du tenseur de disper— 
• ••;•,,.,;•' ._>•'„.. m "...-•. v-^-. . • • f H C 2 '-'''-

sien,, sous 'forme dimensionneFle en fonction de . Cette figure permet de 
• : « o 8 • 

se rendre compte que la dispersion croît avec H et avec C (la croissance de 

ce dernier paramètre correspond à une décroissance de la viscosité turbulente)'. 

Cette constatation est conforme a ce qui a déjà ete vu pour la vitesse transver-

^«•le^qax crée la dispersion, transversale mais, cette, tendance est accentuée 

^ Ifcl^tWyJW»5"":* d» 1» viscosité turbulente au dënoainateur dans 

mmi? *W 'XÊ 

U l d t de» termes, du Censeur de d i spers ion . La décroissance des courbes 

,. . ,- Jbs{j*kJ&SZjlï$'~fë. ' °™ r l e s grandes valeurs de £ - 8 ^ correspond ai»" 
*g&J&3r*!Z ÇZ / » •? !»&**" - u o S -•. 
« Ï W t e iple l 'otr * exposé lors de l 'ecude des v i tesses '""''•'"'< 

^l^^- .Qn trouve sur la figure 11 les directions principales du tenseur de 

* — ^ _ i_-*..*- __ ^ ,_ ..— — ^—nne adl Correspondantes écrites sous forme adimen— 

'.«£ 
-- ' ' ' -^^Mir^ 



27. ~i 
III.3.2* Application du code r j calcul au cas de la marée. 

L'étude paramétrique précédente ne peut s'appliquer au cas de la marée. 

...Les .equttionSwlZ n* peuvent ta effet, ne- dépendre que des seuls paranëtres /3*t 

—ç ccesse dons le/ ce* du régime permanent- Les termes d'inertie rendent les 
1 phénomènes plu* complexes z j3 » t et F agissent séparément. 

— Allure de l'évolution de la répartition des vitesses transversales et des 

coefficients du tenseur de dispersion au cours de la marée. 

Four donner une idée de l'évolution de la répartition des vitesses 

transversales et des coefficients du tenseur de dispersion au cours de la marée 

on présente ces résultats sur les figures 12, 13 et 14 dans un cas particulier : 

Le courant de marée est sinusoïdal d'amplitude u 1 

« a n — = — 

la viscosité turbulente s'écrit alors : 

* ! :p* n 
'". * • k u Isii 

''&~*ïà^:^^XXÏm£&fkë ëcrêtée à un*- valeur minimale de t 

'M 

S (; 

aie 

Timrrtr 
XT ;,;_ pour éviter a^aux instants —s— ( V entier) elle ne prenne une valeur nulle 

constante 

2.4 minutes 

„-3 .^E* paramètre- f (f — ) est pris égal à 2.10 J (cette valeur corres-

- K' pond par exemple 3-une profondeur de 20 m et un courant sinusoïdal de marée 

V: Vd'un* amplitude de I m/s>. 



1 
Sur la figure 12 on a porté en plus des coefficients du tenseur de 

dispersion la vitesse moyenne du courant et l'amplitude maximale de la viscosité. 

/,.-.• le* profils des vitesses transversales et longitudinales tracés sur 

-!•*• figure* ri et 14 correspondent aux. instants n V \ rt?!\ "3", '%",> n&\ 7 6 % 
n7,m et "S™-reparti» sur une deaf marée et indiqués sur1 la figure Î2j ils corres

pondent respectivement 3 ides vitesses moyennes de 0, 30, 60, 80, 100, 80, 30 et 

0 cm/a. Xea profils correspondant â des instants répartis de la même façon sur 

l'autre déni marie (Z r 3* etc..) seront symétriques des premiers; ils nront 

pas été tracés pour ne pas alourdir les figures. 

Las figures 13 et 14 mettent en évidence les effets d'inertie. Celle-

ci se manifeste : 

. par un déphasage de la vitesse transversale en surface d'environ 45* par 

> rapport â la vitesse moyenne longitudinale (voir fig. 14) (donc un déphasage 

v.v.'éfal pour les vitesses transversales près du fond puisque la vitesse trans— 

"v vcrssle moyenne doit-être nulle). • "' 

• parles formes des profils de la vitesse longitudinale. 

On constate en effet que, si au maximum de la vitesse longitudinale moyenne 

._(point 5> le profil est identique 3 celui obtenu en régime permanent (voir 

--'̂ Ar̂ Exfe» •'£>'. pour '!«• ^tesse» longitudinales moyennes inférieures les profils 
'->VS^*ï^.,^/~- ^^T^^foi^^.--"-- ̂ --:w.:vïi->u, > ; .,•-. y -...y.. 

lav figure 14 montre- que, pendant, la plus grande partie de la marée» elles sont 

"supérieures â celles que l'on, obtient en régime permanent pour une vitesse 

.mitjtaire... -•••tm*mmmmi& mm^ïMi 
- :- ̂ ^fi^,^œ«l«^|&?i2^*ifcto d* dispersion. 

;•••' * * ^ Q ! a 2 ^ ' 3 i ! a * e ^ S K ^ i ! f c » ^ r^swi.^*;' ..<,..•••-
: *'" •s»-v/!*,*it.coui# de l a marée.-teigne*-12} ixmtrç qs ' i l sa t t e ignent des valeurs très 

•V^7.j^^s^-gt»nd«^'ipi«DaP: IB-yttrnif:*»ymaam. fe I^Sorot«irbt.;esrTax-'l«.- ce qui esc normal 
: £ C ^ : ^ ! ^ ^ @ ^ ^ ! ^ ^ » ^ U ^ ^ ^ ^ ^ £ j ^ ^ n € P < ^ C * S ^ i â t intervient au dénominateur dans 

*'~'~ ' ÇgmwpiMtiuX- •^^'eèjFSm^éors' étant c -trémas „. on « défini, dés coefficients moyens 

" " ~ "- e t* cfisq 

'-•.'"T'Ĉ  V:--?su"coors de la **rê'e~-apres~avoriF'ê*c été enaqu* courbe â la moyenne de3 2 valeurs 

' do coefficient obtenues pour une vitesse^ ëffale â 0,3 foia l'amplitude du courant 

/ ' •'•".•'moyen de marée. (aux pointa. 2 et 7» -igure 12). 

•'.«.•f/Wapr* 



Dana le cas particulier qui vient d'être exposé on obtient les 

valeurs suivantes : 

. .- ' K^'» 27 m2/s E J 2 » 2 , 5 B Z / S ^ • 0,5 O 2 / J . 

• • • " • • \ : ^ : ^ " • • " • - ' ' • • • % • / ' : ' - ' - . ' : ' • • ' • • - ' ' $ & * ' 

.''.•v;/'̂'.Itt écoulement permanent» dans les mêmes conditions de profondeur* J' 
" " ' " , ' ' ' ' • ' *' •'•^$.ïj:> 

de viscosité, la vitesse étant unitaire,, on obtient/ : - . . ' . • y.'.^yù; 

•••:;:?*iïr* ' * r 2 " ̂  ^ - c w s . , ;£ | : . . 

On voit que lorsqu'on passe du régime permanent au régime de marée, 

K_ 2 augmente tandis que K.. diminue. Ce résultat mérite quelques commentaires : 

. On a comparé la dispersion en régime de marée avec celle obtenue en régime 

permanent d'intensité égale à l'amplitude du courant de marée. La viscosité 

.turbulente est donc inférieure dans le premier cas, ce qui devrait a priori 

augmenter les coefficients du, tenseur de dispersion. En fait les effets . 

d'inertie sur le profil de Txteas* sont prépondérants et conduisent au ré— 
3?" ' '•'' •'•• 

eultac précédent. * 

î • 
— Etude paramétrique de la dispersion moyenne au cours de la marée. 

** **" . tes coefficients «oyens de dispersion au cours de la marée sont 
• .^ fert** , - .... 
domnCs sur- les figures 15^ 16 et 17 sous forme adimensionnelle en fonction de 

ww-t/1 * £-r-pour des valeurs de a égales â 0»2. 0..4 et 0.& et pour des valeurs âxx '" ' 
î**v|S\ * V Ç V ï . i ^ ' K F ' *• f *»*••*- .«--•«•:•>*̂ f>.-̂  •< W., -i •-•-V.-^V^-
/ ̂  „ .-;* coefficient de CÀezy égales à 5$ et 70. Bien que' lès-phénomènes soient plus-(T 

complexes que dans le cas du régime permanent on retrouve des lois similaires : 

* ") ^W'^^i** coefficients du tenseur de diSDersion augmentent auand la visco— 

^site ^ T y * f - r dn voîç. en effeÇ^ga^ ceux-ci augmentent quand C passe de 50 1 70 

deux cas par une 

eau On- déduit en 

t valeur dimension' 

* neHevde» coefficients du- tenseur île dispersion croît avec H. « 
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- Comparaison entre le régime permanent et le régime de marée. 

La, comparaison des résultats donnés par les figures 7, S, 9 et 15» 

16» !7 montre que pour une viscosité donnée ( j3 et C fixes) et pour une 

vitesse du courant permanent égale à celle de l'amplitude du courant de marée 

K. t diminue quand*o» pass* du rëgine permanent au régime de maréej c'est I
r£n— 

verse- pour Kjl tandis que EC.» varie peu» C'est un résultat que l'on avait 

observé dans le car particulier étudié au début de ce chapitre. Le tableau 

suivant où. leV valeurs des coefficients de dispersions sont tirées des figures 

7, 8, 9v t5» 16 et 17 illustre ce phénomène. 

Profondeur iff c 
Régime permanent Régime de marée 

Profondeur iff c K I ! K I 2 K 2 2 
K ,r K 1 2 K 2 2 

m 2 /s 2 , m / s (moyens) 

2 0 B 0 , 2 70 40 •2.4 0,15 27 2 , 5 ' . 0.5 

J : ^''0»6 70 4 4 0 65 14 282 64 3 2 

40 m 0 , 2 70 ' 7 6 9 , 6 1,3 5 ( 10 4 ' 

0 , 6 70 760 214 68 511 190 152 

100 m 0 , 2 70 160 50 15 III 
• 

44 37 

• 

0 , 6 70 950 550 390 970 450 470 

&i?**t £ H ^ > i 

dis; mare» est favorable 3 la dispersion transversale qui. 

J5 

S»* rtt " 

*s*v 

t,ï .•£& 



IV - ESTIMATION DU TENSEUR DE DISPERSION A PARTIR DE MESURES EN NATURE. 

. . v.' I* calcul du tenseur de dispersion nécessite la connaissance de la 

. .vitesse en amplitude et en direction en tous le3 points drune verticale. Comme 

' il est assez difficile en mer de faire des mesures simultanées en un nombre 

'suffisant de points suivant une verticale,, les données nécessaires 3 notre 

;î ;c»Ic«tE «««tarare* et celtes qui existent sont imprécises» Le L.N-H» a cepen-

' ' ":v^danttt*nt# à%\ telles mesures au'large de Flamanville. On présente sur Ies>7r* 

'^figure» ISV'9 et 20 les résultats de celles -ci pour le point 49°30r52" If' 

; «t 01*52*43"^ (profondeur. 15 m environ). Les mesures ont été faites en 6 

.•'-- points'également répartis suivant la profondeur. Elles peuvent être considérées 

comme simultanées bien qu'elles aient été exécutées à l'aide d'un seul détec

teur de.courant. Le temps nécessaire à l'enregistrement de la vitesse successi

vement en ces six points (10 mn) est petit eu égard à la période de la marée. 

Pour une verticale, après avoir déterrai e a chaque cote les composan

tes dm I* vitesse u„ v„ suivant les axes orientes tf-F* S-N, on a calculé un 

ecouZevent moyen par ces composantes 
"G "ft, 

«at noyen par c*s composantes 

£ pn 
:••••.•£?:)&•• ?¥&•'-

d* 

dz 

=••**"( 

: « * 

wtL~ H * / f t 'G 

« f i D i e w n t la direction e t I^anplitude a du courant moyen a un instant 

*aîce oirdetermine l e * composantes u et * de 1» v i tesse 

dituTïi ' î irèct ion du coraatuTmoyen « perpendiculairement a cette direction. 
* *iy -̂  * . * a • - * ' - • . -

•*^4 Csmrevr de dispersion* sont données sous forme >,' 

"' ri ' 

M» ° V t V > * ' .-..0..,-*-'. ••>-;•-!*;.. 

•-•S?^£>:-s.'i^--. 
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La viscosité turbulente conserve la même expression que précédemment : 

• '« -kg'"0(i -g) 

g 
aprSs avoir calé1 une courbe U Ç ' s u r chaque profil u ( z ) , un coefficient 

noycn 0 m écë pria «gai â 0,4, . . ' . - , -4%. 

V ' • • • ' ' •• ' 

-3 -3 
On a dorme à k les valeurs 2.10 (Chezy - 70* et 4.10 (Chezy » 50 ) . 

On présente sur les figures 21 et 22 les résultats de ces calculs 
-3 _3-

pour k - 4.10 , cas où la. dispersion est la plus faible (pour k = 2.10 

les résultats sont â doubler). La dispersion trouvée est plus importante que 

celle qui avait été obtenue par le code de calcul en régime de marée : en 

effet pour k » 4.10 *, pour une profondeur de 15 m et une amplitude de la 

vitesse de 0,4 m/a les abaques de la figure 16 donnent approximativement les 

coefficients suivants : . ' [•• 
, - . .' t • • • • ' • ' ; ' 

K. 15 ; K, 
12 

2,7 ; K. 
22 

0,9 (m. /s) 

tandis que les coefficients moyens déduits des courbes des figures 21 et 22 

.seraient de l*ordre de : 

^1»*iwyortance de Cfca derniers coefficients du tenseur de dispersion vient non 

seulement de la dispersion des mesures mais aussi de perturbations que les 

-'.- •..'. >-:'>coor«nât-.suï|i»sent. dans la région de Flaroaoville et qui s'ajoutent aux effecs -

'-̂ ^̂ *̂â f-iŜ :\*iî 'ÏJÊftiïricéîir.î --'Çmiô i».. Ceci 1 t*nd i prouver que' les résultats du code de 

~%?^l£^lfe^W "' ••••"•'' 
• • :^^^'€,\i-^^^^çS!^'*i^^V^t^'aaAiBB ; ce qux, »« t comprend bien puisque l'on a négligé par 
^ ^ # 2 ^ 8 ^ ^ • •.. .•'-, 

&é£^v 



33. 1 
CONCLUSION 

Ce rapport est relatif à la dispersion d'un effluent en mer. Dans la 

.. théorie- qui est exposée dans les chapitres I et II la dispersion apparaît 

•;.«cm» 1* forme d'un tenseur (2x2) dont les termes sont fonction de la reparti

tion verticale des vitesses et de la viscosité turbulente. Ce calcul a pu être 

!établi moyennant deux hypothèses qui ont été vérifiées par la suite : la dif

fusion turbulente verticale a le temps 3"agir vis-a-vis de la convection ho-

'/rxzontale et les échanges d'effluents avec l'atmosphère ont une constante de' 

temps trës grande vis^-â-vis de celle de la convection horizontale. Le calcul 

pratique des coefficients du tenseur de dispersion donné par l'expression 

suivante : 

I z z 

. *ij " f -éfi) f u j ( u > d u / U Î C U ) d-u 

,V^ ensuite été effectué à l'aide d'un modèle mathématique simple qui donne la 
1 >f,-,.rfp»rtxcioa verticale des vitesses d'un écoulement dans des conditions pessi

mistes pour la dispersion : milieu infini» fond plat» vent nul. Ce modèle 

tant pour le calcul de la répartition verticale'des vitesses que pour celui 

de 1 expression précédente, donnant les coefficients du tenseur de dispersion, 

nécessite la- connaissance de la viscosité turbulente. Elle nous a été fournie 

..'.-Upaar î» littérature. 

^ IcBt-re^Itftts^ «oat expose» sous; forme d'abaques. Ceux-ci donnent dans 
: £ s * ^ ^?^2g;ç»ë^d*tnv rëyxae, permanent ou d'u 

:' ":ïeoT dfar: dispersion» Dana l'un et I', 

un régime- de marée les coefficients du ten-

et l'autre cas la dispersion est une fonction 

> .décroissante de la v iscos i té turbulente et e l l e croit avec le tirant d'eau. Les 

~ " " "* r-s comparables, 

ersion transver-

inertie de l'écou-

.tfàsTsteif; transversale* importances et d'autre-part a. 

ànbnTas avec Za^eourant 3. se t renverses- ) ." 

-calculée" 3~ partir de mesures en nature exécutées 

îe, sitaTde Flarfanvitle est plus importante que ce l l e que l'on déduit du 

'' v^rc^*;,aodeIe mathëmatiqu*-» l e s conditions hydrauliques étant voisines. Ceci peut 

'• V''.?'%%;t#*éxp2iqu*r par-'la 1fait 'que l'écoulement réel-peut être perturbé par la côte» 
'•"Tt- ' ̂ --^--Z-'fe^^'^^^iW^;;^?^^^,.^'---'.-...'- • ; • - ' . - , • * 

-:'v̂ I savent» ̂ .ràïi^-Â.fônd'»- facteurs' qui 'sont ignorés dan& le modèle mathema-
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Dans des cas courants que l'on peut rencontrer dans la Manche (pro

fondeur 20 ou 40 m, vitesse de 1 m/s), le tableau suivant donne, en régime 

permanent ou en régime de marée, le coefficient K 2 2 du tenseur de dispersion. 

Il caractérise la dispersion dans le sens transversal à l'écoulement, la plus 

intéressante â connaître puisque, d'une part, c'est dans cette direction que 

les gradients thermiques ou de concentration d'une tache polluante sonc les 

plur importants et que, d'autre part, dans le sens de l'écoulement les phéno

mènes de convection sont prépondérants vis-à-vis de la dispersion ou de la 

diffusion. Il a été calculé pour deux valeurs extrêmes de la viscosité (p»0,2 

C » 50, y9- 0,6 C » 70) et pour une valeur intermédiaire C /9 => 0,2 C = 70). 

REGIME PERMANENT K22 
2 . 

m Is 

; " • 

• , n > ; 

£- 0,2 C » 50 | 3 - 0 , 2 C - 70 /8- 0 , 6 C = 70 
; " • 

• , n > ; 

• 0 , 0 1 2 0 , 1 5 13" 

:....-,•• '-.-'-;v.i}-:1.-: 
0 , 1 5 1,3 70 

: r-mmr- REGIME DE MAREE 

1 [•<:•••'•::•'. : • 

32 

152 

résultats trouvés pour la plus faible. 

' •-••***K' /;;^vx*Co*it&'-manifestement trop importants - on peut admettre pour une profon-
-V-'-'•-'•'*;•.'*• • > • • -.'-"iv'•-• • 2 

deur de ^0 nr une valeur Je 0,ï m./s en régime permanent et une valeur de 
2 • • ' • ' ' 

/0»3 nr /a en. régime de marée» Dan» .chacun de ces cas, pour une profondeur de 
• - ' • • Z 

40 my on aurait des valeurs de 0,7 et 2,3 m /s. Notons que ces estimations 
sont, issues de calculs menés à partir d'hypothèses pessimistes. 



A N N E X E 1 

EXPRESSION DE LA FONCTION DE GREEN PU PROBLEME 

INSTATIONNAIRE 

S o i t G(z , z ' , ' t , t r ) l a f o n c t i o n de Green s o l u t i o n de 1 ' e q u a t i o n 

s u i v a n t e : , 

d . ( z ) ~ = C e n z = O e t z = l 
t a z 

Ce problème n'est, pas tout à fait classique dans la mesure où d dépend 

de z. On va tout d'abord chcrchrr à déterminer la transformée de Laplace de G 

. r00. -Pc =ij e G(z,t) dt .-T--

G vérifie : p S" - —- dfz) 4^ -S(z - z r) 
az t dz 

d_(z) ̂  » 0 en 2 = 0 et z = 1 

t dz 9 

G est donc aussi une solution élémentaire,, elle vérifie l'image de l'équation 

initiale par la transformation de Laplace. Ori sait que l'on peut exprimer G 

à partir des fonctions propres f (z) associées aux valeurs propres X dû 

problème suivant r .. .../.-.,.. 

d t n 
dz <*t(

z) ~"JT^ " 0 en z .• 0 et z » I 

Ainsi posé ce problème consiste a trouver les solutions propres d Tun 

problème de Sturm Lionville. -J''A~' 

j . " On-choisit pour poursuivre l'intégration une expression de d (z) p 

(*) . ' 

(*) Cette expression de d (z) est assez proche de celle choisie pour l'étude 

de la marée (III). 
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Dans ce cas les solutions propres s'écrivent : 

\ + p » - a n (n+1) n e IN 

f (z) - V 2 n+I P„(z) 

P (2) • —— 2 Cl - z) (Polynômes de Legendre) 
n n ' dz 

La fonction G s'écrit alors : 

œ p (z) p (z') 
G ;z,z*/p) - 2 - (2 n+I) 

n-o 
a n ;n+1 ) •*• p 

Par transformation inverse de Laplace, on obtient immédiatement 

OO -an(nt l ) ( t - • f ) 
G (z .z'/t - t ) - X - (2 n+1) P„(«> V 2 ) e T(C - t > 

n»o 
> 

«ft: ^ * â 

afc-....A... 



37. 1 
A N N E X E 2 

DIFFERENTES EXPRESSIONS DU TENSEUR Ï)E DISPERSION ET QUELQUES PROPRIETES. 

«£-- 'jr ,. i(.>d«7 ,'u jW(Jr* ^ ç ^ 1 ^ ) *.-

avec u. • u' si i » I 
i 

u. = v' si i = 2. 

Compte tenu du fait que I u.(z') dz r • 0 l'expression précédente 

peut s'écrire : 

•K-y—/ «JO*./ ».(«•> ./ Ij^l 1-2') 

Ce (jui «'écrit encore : 

-Considérons l'expression suivante : 

. *-.-• oqFr(zijj: désigne .une primit ivede ï /d (u) . T'1*-'' 

v s -^ f l - ." ' -J^^^ i ^KÎ^è î , a t ^ r * t ^ o a P a r E^ties^", on obtient : '.'-'. 

•; -.. -o • - J • z t . • - o> J o o t 

: „ ' - . ' J u - (") du 

^ ^ J f c ^ .:•*-*. 
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Le terme entre crochets est identiquement nul,, on obtient donc pour 

K.. l'expression suivante : 

; « — ' - - / u.<z) dx / ' dz' f*' , . 

On peut donner une autre expression de K.. en effectuant une autre intégration 

par parties : 

K - - / u (,) d, Ç TTPjI* u j ( u ) d u " -Uf V u ) d u) 
° a o . t o o 

Le terme"entre crochets est identiquement nul, on obtient donc : 

mmwm 
Kii - / rfcy /* u i f u ) d u • / * u i ( u ) d u 

sur cette expression que le tenseur K est. symétrique;. 

•W^^I^^^^^H-

''^i&É^MiùâùMMi gsBÊÈimçmm^-, H W V B " -—-



39. 1 
Par application de l'inégalité de Schvarz on a immédiatement : 

O • " • " - • • . • . • ' . • ' . , • -s--',-'-: 

. j v'(u> du] 

A- -~ 

On en déduit donc que det K » 0. 

"il s'agit bien d'une diffusion, K est associée à une forme quadratique 

symétrique et positive(traceK > 0, det K > 0). 

'^?"iTr>~?'S'''*S "'• '\Xk existe donc une base orthonormée qui diagonalise ce tenseur. 

^^mMf-ï, 

'••?mm%s@mï-
w& w%mm:. •^mm>< 

. , - ; . -v---U,>- ."- ,~ .^. ' : . . • ' ; . , / - t „ . . . w v i . .,.. . . ,SF : A 
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A N N E X E ' 3 

a) Généralités 

V.-rkr^-Dan*''l*étude de la turbulence la contrainte exercée par une couche" 

d reaa sur l'antre,, due aux forces de viscosité est définie par : 

T-p « An (o 

Tforce par unité* de surface (H/m ) 
2 

Cécant appelé coefficient de viscosité turbulente Cm /s) 

. - ^ t w t aussi exprimé à parcir des fluctuations de vitesse : 

:: •':-]•-f. _•'•-. ~:WÊW0Mï C2) 

Prandtl en 1942 introduit la notion de longueur de mélange et écrit : * 

-s 
•*£• T-Pl -g; (-gi> 

r - j ^ "H _ 

.«e* 
u ëÇanC appelé la vitesse de frottement 

toise . 
"-v*i ft. i-

fe^fi^fisi^^vi 

(3) 

?£, ** ** T étant Xa contrainte de frottement sur le fond- (force par unite de surface) 

* qui vaut . - * 

•y*. *-«s>tt«'* 5 S ?y <"?êé*, 18?*^-. «,. y-^A^-e^v 



2 , 2 „ ™ 

41. 

(4) 

k étant: un coefficient de frottement égal â 2.10 (réf. [_3_| et [4J ) ce qui 

correspond â un coefficient de Chezy C de 70» u représente le courant moyen. 

D'après £rj' 

au 

p à* 

u k 
•I 1 

-31 " u * Ro ~JT 

.-_S—A. .k o.,h{ (. -C) 
P V ko 

et en exprimant d'après f^ï u en fonction de la vitesse moyenne 

« - k - / ïT u h £ ( 1 - c > 

c) On a u-l-C 
0 

2 D - 2 

p u * __> k u 
" * ^ m 

_.i-l;.»^- i_.aa.-7 _ 

http://i_.aa.-7
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3rëcric en remplaçant ret 4j— par leur expression eh fonction de u n 

fr > f c u m

2 C - g ) h / 3 

/»u /3 (£+ i) / " ' 

k « , b 1-/3 

ou en remplaçant k par —*,-,: 

C20o3+l) . > 

.^.v'&i-?-W-.^«:: 
':«?â^à^^KSS 

M» la»» 



A N N E X E U 

Si le -tenseur de dispersion s'écrit 

I K, 2

 K22 ' 

.le flux de concentration est 

43. 

s écrire : 

$ » K grand c 

Le gradient de concentration (ou de température) peut 

_ cas 0 
grad c * Œ 

<p -a 

in 0 

K . cos 0 * K ) 2 sin 0 

K l 2 co» /S + K 2 2 sin 0 

et la valeur du flux dan* une direction quelconque 8 est : 

:^:-mms"^ 
K,, cos /? * K 1 2 s i n / 3 cos 3 

sin â 

<X | K.l cos/3 cos 5 + K., Csin /? cos S -*• cos 0 sin S) + K 2 2 sin fi sin 3 j 

.'..>;: -•';; ;..^'^fe^^ à '- .̂ „ ... 
• ^ f e ^ v ^ ^ l i ^ y y ^ u * v *~* „ de température es t i 

•-'• :-'-î '-..v. */*-'.>.l3.-]^iS^âî^ •—- cu la i re à 1'écoulerai 

.«&* 

Or dans une tache thermique le gradient 

souvent perpendï-" 

eraent, donc" J3'* —5—» 

d* plus on ne a'intéresse qu'à la 

dispersion perpendiculaire à 1*écou

lement ear dans le sens du courant ̂ a 

diffusion esc négligeable vis-à-vis 

' de la convection, donc O » —_— et l'expression précédente devient Q.K29> 

* C'est donc'cette valeur qui caractérise le gradient thermique perpendiculaire-

.'- nent au courant moyen. 

J-****-:-A*. 



Annexe 5 

Programme de résolution 

La résolution dû système \2 et le calcul des coefficients du tenseur 

de dispersion se sont effectués à l'aide du programme "Dispersion"". C'est un 

programs d'évolution en temps. Il résout lea équations adimensionnel^es 12,. 

c'est—â-dire qu'il calcule u et v en 50 points de la verticale. Les coeffi

cients du tenseur de dispersion sont ensuite calculés sous forme adimension-

nelle. 

Pour une question de précision - très importante - : 

I) La ouille suivant la verticale est variable et plus petite aux alentours 

de la surface et principalement du fond. 

Z) Les dérivées spatiales sont centrées. 

ï ten 3) Tous les termes des équations sont centres sur les dérivées en temps : 

£ „ A.. .. t+Ût _ .. t .. t+At _ .. t 

. ,..— , ̂  £ * * « * £ * permanent le pas en temps A t a été choisi à 100 s et 

fè' pas en texàps a- été pris égal 3 TTT de la durée 

t'̂ àoM€»sxoimeire-"sott,̂  • à' >r» * E I e regime périodique a été 

•'"• :-\?^jf^;^iitt«fait'«tt so MXCC». ' ; " " . ' - i , : ' ̂ t ^ - ' ^ s t •* 

••';.-:,vuV-*~^V*:^sô*6n»qaep. maigre" les precautions prises en ce qui concerne ia pre-
V 'V^;:Cïi^vv^/ J'=^.'-^ ••'A---'r • *' vv"*7-' " .-"• "• 

:~>*i\v ex*ïoii da calculi, càlIe-Tci' devient mauvaise pour les faibles tirants d'eau 

'^S^^^J^^l^^fËs^^-raisiii^àtffi^;^^- : 



1 
(^ 10 m)quand la viscosité devient grande ( 0 • 2, k • 410^ ) - les vitesses trans

versales devenant très faibles -. 

Entrées r on donne, z ! . - , 

. Û.T le p*»'en temps :--.'..''>•'."'• I':,'"YV''' • • '.•,' '•-:;'&.<• 
H I* profondeur . ..._•-. .";"**•. -

u I* vitesse du courant moyen ou l'amplitude du courant moyen en régime de marée 

BETA (£) 

COEF <k) ou 
u ^ | 

caractérisent la viscosité 

NTC Le nombre de pas en temps entre chaque sortie des résultats (il a été choisi 

égal a. 40 en régime permanent et â 2 en régime de marée de façon à obtenir 

les résultats â chaque vingtième de marée). 

---vi;". 
^l^pfco-gràiiue imprime à chaque point indice-K de la discrétisation vert i 

cal* ; $,. 

K, u ( K K V ( K ) , uFCX),, VP(K), W I ( K ) , Z(K> 

s o i t z *' • 

K'V- yk&fe; 
~°»- ' V~.r»? 

>'• a^,V«r ,p̂ 'C«tjait'*re»- vitesses-aoyeimes adimeosîonne 

.:V vénales..•;.:.- ̂ ,^te'S-^^^fe'Sv--?;.-%'='• ;-V. ,• 

adïmensîonnelles longitudinales et trans~ 

(v-gl. àoft être nul ou voisin de 0 — c'est la précision du calcul -, u - est égal 

ou voisin de î en régime permanent) . 

m mm 
%T* •mm^ 

coefficient* des 
S»*f;-.. 

"ALri;AtZv n t î . Vtf; 022, V22*, «oie l e s 2" valeurs propres ÂLl et ÂL2 du tenseur de 

dispersion e t l e s Z directions'propres associées : 011, V i l , 022. V22 (avec Oil - 1, 

ft£% 

0 Z 2 - 1 > . mmi 
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Profits de viscasïta turbulente 
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Répartition verticale des vitesses suivant la direction principale de 

l'écoulement et suivant la direction perpendiculaire (vitesse transversale) 
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