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EINLEITUNG

Bis vor wenigen Jahren glaubte die iiberwiegende Mehrheit der
Kernfusionsforscher, daB der geziindete Tokamak der fiir die
spitere kommerzielle Nutzung der Kernfusionsenergie geeigne-

te Reaktortyp wire.

Bei diesem Reaktorkonzept wird die zur Herstellung der Reak-
tionsbedingungen notwendige Energie dem Plasma zuerst {iber
ohmsche Energie eines getriebenen Plasmastroms, dann entwe-

der iliber hochenergetische Neutralstrahlen oder elektromagne-
tische Wellen zugefiihrt. Diese externe Energiezufuhr kann ab-
gebrochen werden, sobald das Plasma ziindet, d.h. die Reaktions-
energie selbst zum Aufrechterhalten des Betriebszustandes des
Plasmas verwendet wird. In den letzten Jahren wurden zunehmend
Zweifel an der Reaktortauglichkeit des Tokamak-Konzeptes laut.
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Diese Entwicklung fiel zusammen mit spektakuldren Verbesserun-
gen auf dem Gebiet des Spiegelreaktorkonzeptes, das bisher im
Schatten der Tokamak-Entwicklung gestanden ist. Im Gegensatz
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zum (geziindeten) Tokamak ist der Spiegel ein Reaktorkonzept, %
bei dem wdhrend der gesamten Betriebsdauer extern Energie zu- %
gefiihrt werden muB8, um die notwendigen Betriebsbedingungen des %
Plasmas aufrecht zu erhalten. Dies wird iberwiegend durch den g
Einschuf eines kontinuierlichen Neutralteilchenstrahls in das g
thermalisierte Plasma bewerkstelligt. §
Die herk&mmlichen Fusionskonzepte, sowohl Tokamak als auch Spie- §
gel und einige andere, wie z.B. der Stellerator, gehen von der %
Verwendung von Deuterium und Tritium als Fusionsbrennstoff aus. g
Dieses Brennstofigemisch erm&glicht bei niedrigeren Temperatu- g

ren hbhere Leistungsdichten als alle anderen Fusionsbrennstoffe,
weist aber auch einschneidende Nachteile auf:

- Tritivm ist radioaktiv, diffundiert leicht durch Metalle und
stellt damit ein radiologisches Problem dar.
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- Tritium kommt in der Natur kaum vor und muB daher erbriitet
werden. Dies erfordert eine aufwendige Blankettechnologié;
die anspruchsvoller ist als die bei schnellen Spalt-Brut-
reaktoren (LMFBR, ...).

- Der lberwiegende Teil der Energie wird als kinetische Ener-
gie von Neutronen frei, diese Energie wird daher nur als
thermische Energie verfiligbar, was den erreichbaren Wirkungs-
grad beschrdnkt.

- Die freiwerdenden Neutronen kénnen auch zum Briiten von Spalt-
stoffen verwendet werden. DT-Fusion liefert also sowohl fiir
die Weiterverbreitung von A-, als auch von H-Waffen die not-

wendigen Materialien, Tritium und Plutonium.
- Man erreicht den Break-Even (Fusionsleistuncosdichte ist gleich
den Verlusten) umso leichter, je gréB8er das Verhdltnis vom :
Volumen zur Oberfliche ist. Das bedeutet, daB ein derartiger %
Reaktor méglichst groB sein soll. Bei dcn geplanten Tokamaks %
iberschreitet diese GrdBe schon die finanzielle Kapazitdt f'
einer Kraftwerksbaufirma. %
- Weitere Probleme gibt es beim Design: P
So ist beispielsweise die erste Wand starker Neutronenbestrah- g
lung unterworfen, sodaB sie &fters ausgetauscht werden mufB. %
Die supraleitenden Magnete miissen vom NeutronenfluB abge- %
schirmt werden. Die induktive Aufheizung des Plasmas durch é
ein sich dnderndes Magnetfeld kann auch Wirbelstrdme im Blan- %
ket verursachen, das ja aus metallischem Lithium besteht. Fiir g
die Aufheizung durch NeutralteilcheneinschuB ben®tigt man §
EinschuBkandle, die wiederum die Magnetfeldkonfiguration sto&- &
ren. %
k
Angesichts dieser technischen, 8kologischen und politischen Pro- E
bleme mit dem konventionellen Brennstoff Deuterium-Tritium, sahen g
sich viele Forscher veranlaBt, nach alternativen Fusionskonzep- g’
ten zu suchen, die die Verwendung fortgeschrittener Fusionsbrenn- §
7
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stoffe erlauben. Dabei versteht man unter fortgeschrittener
Brennstoffen mitunter auch die "reine" DD-Fusion, deren haupt-
sidchlicher Vorteil in der Vermeidung des Tritiumbriitens liegt,
die aber dariiber hinaus die meisten Nachteile der DT-Fusion
aufweist. Neuerdings verwendet man den Begriff der fortge-
schrittenen Fusionsbrennstoffe nur mehr fiir solche, bei denen
weder die Ausgangsprodukte noch die Endprodukte radioaktiv
sind und bei denen Neutronen nur marginal auftreten (z.B.

p+ B! *3 He4).

Bei der im Frithjahr 1978 vom institut fiir Theoretische Physik
veranstalteten, und bei der im Frithjahr 1980 mitveranstalteten
ersten und zweiten internationalen Tagung iiber "Neuartigc
nukleare Energiekonzepte® wurde iiber eine Reihe derartiger

1)

Fusionskonzepte diskutiert, welche sich zum Teil schon im
Versuchsstadium befinden und erfolgverspfechende Aspekte auf-

weisen.

Hier ist ein Verfahren - das Migma-Konzept von Dr. MAGLIZH,
Fusion Energy Corporation, Princeton, USA - bei welchen guasi-
monoenergetische Teilchen hoher Energie in einem relativ
kleinen ReaktionsgefdB (Migmazelle) zur Fusion gebracht wer-
den sollen, besonders in den Vordergrund getreten. Maglich
setzt ein besonderes Ordnungsprinzip der Teilchen, welches
durch ein nichthomogenes Magnetfeld erreicht werden soll, vor-
aus. Das Prinzip einer nicht-thermonuklearen Fusion ist an
sich auBerordentlich verlockend, da hi_.s die reale Mdglichkeit
besteht, Fusionsreaktionen mit fortge.c.hrittenen Brennstoffen

Zu realisieren.

Damit stehen derzeit drei Fusionskonzepttypen im Vordergrund
der Fusionsforschung: Reaktoren, die geziindete (Tokamak ...)
oder getriebene (Spiegel ...) DIr-Plasmen einschlieBen und
Reaktorkoinzepte, die die Verwendung schwererer Ionen (fort-

1)} Atomkernenergie 32 (1) 1-84 (1978)
Atomkernenergie 32 (2) 85-152 (1978)
Karl Thiemig Verlag, Miinchen



IEPTE. TR o e LA

R %=

L TR i

by or

1y

geschrittene Brennstoffe) in getriebenen Plasmen ermglichen

(Migma LI -) .

In allen F&dllen ist die Frage von Bedeutung, wie ein mono-
energetischer Teilchenstrahl mit einem (thermalisierten oder
nicht-thermalisierten) Plasma wechselwirkt: Beim geziindeten
plasma in der Aufheizphase, beim getriebenen Plasma wdhrend

der gesamten Brenndauer. Dabei treten Fragen der Energie-
iibertragung auf, die insbesondere fiir getriebene Reaktorkon-
zepte von fundamentaler Bedeutung sind. Besonders gegen nicht-
thermonukleare Hochenergiefusionskonzepte werden dariiber hinaus
prinzipielle physikalische Bedenken erhoben, welche allerdings
bis jetzt durch quantitative Rechnungen nicht abgedeckt sind.

In Anbetracht der Wichtigkeit einer getriebenen Fusion mit den
angefiihrten Eigenschaften ist es daher von Interesse, die bis-
her nicht quantifizierten oder sehr unvollstiindig quantifizier-
ten Bedenken einer exakten Priifung zu unterziehen. Die Erar-
beitung eindeutiger Exrgebnisse, welche sowohl positiv als auch
negativ sein kdnnen, also die prinzipielle M3glichkeit einer
nicht-thermonuklearen Fusion oder die Unmdglichkeit einer sol-
chen sicherstellt, wdre auf jeden Fall fiir die Weiterentwick-
lung der Fusionsreaktoren von Bedeutung.

Die vorliegende Arbeit verfolgt im Sinn der obigen Ausfiihrungen
die Zielsetzung, Fusionskonzepte, bei welchen die Energie

durch EinschuB monoenergetischer Teilchen hoher Energie zuge-
fiihrt wird (driven system), quantitativ zu untersuchen. Als
analytisches Hilfsmittel wird dabei die Boltzmannsche Trans-
portgleichung herangezogen; insbesondere wird die Transport-
gleichung auf Nichtgleichgewichtszusténde erweitert und die
Energieilibertragungsrate eines monoenergetischen Ionenstroms

auf ein Boltzmann-verteiltes Ionen- oder Elektronengas berech-
net.
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Prinzipiell gibt es zwei Klassen von physikalischen Bedin-
gungen, die erfiillt sein milssen, damit durch Kernfusion Ener-
gie erzeugt werden kann:
a) die Verluste diirfen den Energiegewinn nicht iibersteigen
b) die Fusionsanordnung muB stabil sein, d.h. eine kleine
(virtuelle) Anderung vom Gleichgewichtszustand des Plas-
mas soll "von selbst" wieder in die Ausgangslage zuriick-~
kehren. ‘
Weiters gibt es 6kologische und wirtschaftliche Kriterien, bei-
spielsweise die Verfiigbarkeit gewisser Materialien fiir den Bau
und den Betrieb eines derartigen Reaktors und eine minimale
Leistungsdichte.
Von den in a) und b) erwidhnten physikalischen Kriterien wollen
wir uns auf die Untersuchung von Verlustmechanismen beschrin-
ken, u.z. insbesondere von Teilchen-~ und Strahlungsverlusten.

Verlustmechanismen

a) Teilchenverluste: Thre Ursache ist die elastische Streuung
der geladenen Teilchen untereinander. Die Teilchen k&nnen
entweder durch wiederholte Std8e an die Wand diffundieren
oder -~ dies gilt im speziellen flir Spiegelmaschinen - so
gestreut werden, da8 sie ungefdhr parallel zu den Magnet-
feldlinien fliegen und durch das Magnetfeld nicht mehr

eingefang2n werden.

b) Strahlungsverluste: Jede beschleunigte elektrische Ladung
strahlt Energie ab. Die Elektronen als Teilchen mit der
kleinsten Masse (im Vergleich zu den Ionen) sind am meisten
den Bewegungsdnderungen unterworfen, sei es durch &duBere
elektrische und magnetische Felder, sei es durch die Fel-

der der Ionen. Man unterscheidet zwischen Synchrotron-

T S O IR (T T
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und Bremsstrahlungsverlusten. Beide Verlustmechanismen
entziehen hauptsidchlich den Elektronen Energie, sodas

die mittlere Energie der Elektronen wesentlich niedriger
sein wird als die mittlere Energie der Ionen. Wir setzen
ndmlich voraus, daB dem Plasma Energie durch den EinschuB
monoenergetischer Ionen dauernd zugefithrt wird.

Vorgegeben: Q, Ei' ny, n,, Te

Gesucht: Ti

Energieverlust
(Strahlung)

P, -
EinschuB 1~ e
monoenerge-
tischer
Teilchen
QI Ei
Ionen Elektronen
Teilchenverlust Teilchenverlust
(Verlustkegel, Diffusion) (Verlustkegel, Diff.)

Eine zentrale Frage, die hier gestellt werden muB, ist fol-~
dende: Wie groB ist der Energieverlust, den die Ionen durch
elastische St3B8e mit dem kdlteren Elektronengas erfahren? -
Die Elektronentemperatur T » die EinschuB- bzw. Verlust-
rate Q und die Tellchendichte der Ionen n; sowie der Elek-
tronen n, seien gegebene JuBere Parameter. Es ist also fest-
Zustellen, ob die mittlere Energie der Plasma-Ionen 3/2kT
wesentlich kleiner ausfi#llt als die kinetische Energie der
Strahl-Ionen oder nicht:
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Fall (Aa) 3/2kTi =~ Ei

Fall (B) 3/2kT, << E

i i

Im Fall (A) hat man bei groSen Elektronentemperaturen mit
starken Strahlungsverlusten zu rechnen; im Fall (B) besteht
die Gefahr, daB die dem Plasma zugefiihrte Leistungsdichte
QEi die Fusionsleistung {ibersteigt. Es wird Gegenstand wei-
terfiihrender Arbeiten sein, festzustellen, welcher der bei-
den Bereiche der geeignetere ist oder ob man einen Zwischen-
bereich wdhlen muB.

Wir beschridnken uns im Rahmeh dieser Arbeit darauf, die
sich einstellende Temperatur der Ionen zu berechnen, wobei
alle anderen Gr8B8en als gegeben angenommen sind. Es herrsche

Quasineutralitdt (d.h. ne = ni) und Quasistationaritit (Ein-~

schuirate = Verlustrate). ym die Gleichgewichtstermperatur T;
genauer berechnen zu kénnen, muB man die Ionenverlustrate

kennen. Um diese Frage sinnvoll zu behandeln, miiBte man die
Boltzmann~ oder Fokker-Planck-Gleichung 16sen, aber dafiir
gibt es im Rahmen der analytischen Methoden keine L&sungs-
theorie.

Wir k¥nnen aber den Energieverlust des Ionengases ans Elektro-

nengas (P ) mit der Fusionsleistungsdichte (Pfus) verglei-

1-»e
chen und so ein notwendiges Kriterium fiir den "Break even"

{in bezug auf die Elektronentemperatur) angeben.

Pise
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Sollte ein Break-even erreicht werden, dann darf obiger Aus-~
druck die Schranke 1 nicht liberschreiten.

Das analytische Konzept

Es wird ein elektrisch neutrales Plasma, bestehend aus Ionen

- und Elektronen angenommen, welches sich in einem stationdren
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Zucstand befindet. Die konstante Teilchenzahl bzw. die
Stationaritdt wird durch einen entsprechenden Teilchenzu-
gang und damit auch Energiezufilhrung, sowie durch einen
Teilchenabgang durch den Verlustkegel erreicht. Die Ener-
gieabfuhr entsteht durch den Energiefransfer von Ionen auf
die Elektronen durch Coulombsche Wechselwirkung, sowie durch
Mitfithrung der kinetischen Energie derjenigen Teilchen, die
im Verlustkegel das Plasma verlassen. Die Elektronen geben
ihrerseits Energie durch Bremsstrahlung und durch Zyklotron-
strahlung ab. Die Ionen besitzen im betrachteten Energiebe-
reich (gr6B8enordnungsmédBfig bis zu einigen MeV) praktisch kei-

ne Energieverluste durch Abstrahluug.

Ein reines Ionengas (Elektronendichte ist Null) wiirde, wenn
keine Teilchenverluste vorliegen, seinen Energieinhalt kon-
servieren und der FusionsprozeB wilirde einen positiven Wir-
kungsgrad besitzen, auch wenn das Verh&@ltnis von Streuquer-
schnitt zu Fusionsquerschnitt noch so schlecht ist. Da in
einem realen Plasma (Elektronendichte ungleich Null) bei be-
stimmten Betriebsbedingungen der Energietransfer durch Cou-
lombstreuung von Ionen auf Elektronen nicht sehr groB ist,
besteht also die Mbglichkeit, daB fiir das betrachtete Plasma
der unter (B) angefiihrte Betriebszustand erreichbar ist.

Den analytischen Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuchun-
gen bildet die Boltzmann-Gleichung. Zum Unterscheid von den

reaktorphysikalischen Anwendungen der Transportgleichung
besitzen auch die Targetteilchen vor dem StoB wesentlich von
Null verschiedene Impulse. Dariiberhinaus gehken in den StoB8-
term der Boltzmann-Gleichung nicht nur die gesuchte Dichte-
verteilung der "stoBenden Teilchen", sondern auch jene der
"gestofenen Teilchen” in multiplikativer Form ein. Sind die
stoBenden und gestoBenen Teilchensorten identisch, erhidlt
man eine nichtlineare Integralgleichung zweiter Art. Werden

;
t
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auBer den Ionen auch noch die Elektronen beriicksichtigt, so
hat man es dann mit einem Zweikomponentensystem zu tun, wel-
ches analytisch einem gekoppelten System zweier inhomogener
Integralgleichungen zweiter Art mit Randbedingung entspricht.
Der inhomogene Teil beschreibt die Teilchenquelle, die Rand-
bedingung die Teilchensenke unseres Plasmas.

Da dieses System kaum aufldsbar erscheint, waren eine Reihe
von Vereinfachungen notwendig. Zum ersten wurde eine Reduk-
tion auf nur eine Integralgleichung (fiir den Ionenanteil)
durchgefiihrt, wobei die Verteilungsdichte der Elektronen

als eingeprdgt angenommen wurde. Weiters schien es zweckméds-

' sig, die verbleibende Boltzmann-Gleichung filir das Ionengas

; » zu linearisieren. Es widre aber sinnvoll gewesen, bereits

f‘ ' hier mit Hilfe der Delta-Distribution {iber die inneren Variab-
? . len, von den die Verteilungsfunktion nicht abhdngt zu inte-

grieren. Dieses Verfahren wurde aber erst spidter bei der Be-
rechnung der Energieiibertragungsrate entwickelt. Es ist zu
erwarten, daB wir auch bei der Boltzmann-Gleichung eine iiber-
sichtlichere Darstellung gewonnen hdtten! Die zielfiihrendere
: Vorgangswelise wdre also gewesen, zuerst {iber die inneren va-
| 1 riablen zu integrieren und dann zu linearisieren.

Die Linearisierung erfordert allerdings die Kenntnis einer
Testfunktion nahe der tats&dchlichen Lésungsfunktion. Mit
dieser Methode 148t sich nur dann eine Verteilungsfunktion
berechnen, wenn sich der Zustand des Plasmas in der N&he

des thermodynamischen Gleichgewichts befindet, denn fiir sol-
che Fdlle kann man als Testfunktion die Maxwell-Boltzmann-
Verteilung wdhlen. Die Verteilung hat nun zwei freie Parame-
ter: die Teilchendichte und die Temperatur. Wie kommt man
nun auf diese beiden Parameter? Wir setzen zwei Gleichungen ! ;
i' an: eine Teilchenbilanzgleichung und eine Energiebilanzglei-

L chung.
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In die Teilchenbilanzgleichung gehen Quell- und Verlust-

term ein. Es scheint gewagt, als nullte Niherung eine {(iso-
trope) Verteilungsfunktion fiir die Ionen anzusetzen. Diese
Befiirchtung hat sich dann auch als berechtigt herausgestellt:
Selbst bei infinitesimalem Verlustkegel st6B8t man auf Diver-
genzen, die damit zusammenhdngen, daB die Nullte Ndherung

der Verteilungsdichte eben unrealistisch nahe bei der Gleich-
gewichtsverteilung gewdhlt wurde!

Fiir die Energiebilanzgleichung benétigt man einerseits die
Ergebnisse der Teilchenbilanzgleichung (um die mitgefiihrte
Energie der verlorenen Teilchen zu berechnen), andererseits
die Verlustleistung, die von den Ionen durch elastische
Streuung auf die Elektronen ilibergeht. - Die so erhaltene
Energielibertragungsrate stimmt mit der Literatur iiberein -
ein weiteres Kriterium dafiir, daB der Boltzmann-StoS8term

in der Plasmaphysik anwendbar ist.

Bei der Ableitung dieser Gleichung wurde eine Handhabung der
Delta-Distribution und der Heavisideschen Stufendistribution
entwickelt, mit der man komplizierte Integrationen auf ein-
fache Weise behandeln kann. So etwa steht man bei der Ablei-
tung der Energieiibertragungsrate vor dem Problem, da8 man
entweder auf Labor- oder Schwerpunktsimpulse transformieren
muB8. Im Laborsystem sind die Verteilungsfunktionen einfach,
im Schwerpuﬁktssystem ist der Wirkungsquerschnitt eine ein-
fache Funktion. Mit Hilfe der Delta-Distribution 1&B8t sich
die Integration im jeweils geeigneten Koordinatensystem be-
handeln und aufintegrieren - im Laufe unserer Rechnungen er-
halten wir nie kompliziertere Funktionen als Potenzen und
den Logarithmus - und es ist zu erwarten, daB wir, h&tten
wir diesen Formalismus auch bei der Boltzmann-Gleichung ange-
wandt, auch dort eine ilbersichtlichere Darstellung gewonnen
h&dtten.
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Eine quantitative Untersuchung wird durch einen Vergleich
der Fusionsleistungsdichte mit der Energieilibertragungsdich-
te gegeben. Es stellt sich heraus, daB8 eine zu starke Unter-
kilhlung des Elektronengases (aufgrund von Strahlungsver-
lusten) die kritische Grenze fir den Break-even bald iliber-
steigt. Eine Arbeitstemperatur von Te = Ti/10 diirfte kaum

in Frage kommen.
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Um die in der Einleitung gestellte Frage zu beantworten,
ist es notwendig, ein add@quates mathematisches Modell zu
finden, mit welchem der physikalische Sachverhalt beschrie-

ben wird.

Problemanalyse:

Ein Ensemble von Ionen (eine, u.a. mehrere Ionensorten)
steht mit dem Elektronengas (und den iibrigen Ionensorten)
in stdndiger elektrostatischer Wachselwirkung. Elektro-
magnetische Wechselwirkung gewinnt erst im Hochenergie-
bereich, v = ¢, an Bedeutung. Der Zustand des Plasmas

sei quasi-stationidr, d.h. das Plasma verliert dauernd
Teilchen, aber es werden auch dauernd Teilchen. einge-
schossen, sodaB die mittlere Dichte des Plasmas konstant
bleibt. Der Einfachheit halber wollen wir ein Punktmodell
betrachten: Der EinfluB des Diffusionsterms und der &uBe-
ren Felder sei vernachlédssigbar; wir stellen lediglich
einen Verlustkegel in Rechnung, in welchem gewisse Eigen-

schaften des duBeren Feldes eingehen ( o = arcsin'JBO/Bmax =

= Verlustwinkel). Sobald das Teilchen durch einen elasti-
schen Stof in die Verlustzone kommt, gelangt es auf eine
Bahn, die ins Uncndliche fiihrt und es entweicht dem Plas-
mabereich.

Von besonderem Interesse ist somit der Streuproze8, um zu
ergriinden, wieviele Ionen pro Zeiteinheit auf die Verlust-
bahnen geraten. Genau so wichtig ist es auch, zu wissen,
wie die einzelnen Teilchensorten ihre Energie untereinan-
der austauschen. Gerade die Elektronen sind es ja, die

dem Plasma durch Abstrahlungsverluste dauernd Energie
entziehen.
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Bekanntlich ist in der klassischen Physik das Dreikdrper-
problem nicht gel&ést, geschweige denn das Mehrk&drperpro-
blem. Wir miissen Nidherungsannahmen treffen, und hier std8t
man auf zwei prinzipielle Schwierigkeiten:

- 13 -

a) Da das Coulomb-Potential unendliche Reichweite hat, ist

b)

sein totaler Wirkungsquerschnitt unendlich. Das gilt
auch bei quantenmechanischer Rechnung. Das heiBt aber,
da immer alle Teilchen mit allen Teilchen wechselwir-
kXen - eine Zweiteilchenndherung ist also unzulidssig.
Die beiden Teilchen bewegen sich so, als 2b kein drit-
tes Teilchen die Bahn der beiden betrachteten beein-
flusse. Das kommt auch dadurch zum Ausdruck, daB man
sowohl bei der Boltzmann - als auch bei der Fokker-
Planck-Gleichung eine obere Schranke des StoBparame-
ters der stoBenden Teilchen braucht, damit man keine
divergierenden Terme erhdlt. Man rechnet bei der Boltz-
mann-Gleichung so, als ob die Streuungen jedes Teil-
chens mit jedem hintereinander ausgefiihrt werden.

Bei einigen Gleichungen vom Fokker-Planck-Typ braucht
man auch noch eine untere Schranke des StoBiparameters.
Hier wird namlich angenommen, daB sich ein Teilchen 2

B TS
«,-,"}"‘;.,}aga,,':,,,;;,, . .

unter dem EinfluB8 aller anderen bewegt. Es gibt aber
keine Riickwirkung des einen Testteilchens auf irgend-
ein anderes Feldteilchen; alle Feldteilchen bewegen
sich - im Gegensatz zur Boltzmann-Gleichung - auf einer
geraden Bahn. Daher k&nnen sich die stoBenden Teilchen

nicht beliebig nahe kommen; man schneidet bei der

(3

90-Grad~-Streuung ab (Streuungen > 90 Grad werden ver-

hS
|

Wy AR
‘(~.-;i}i$3i§'iu g

nachldssigt). Im Cegensatz zur Boltzmann-Gleichung
steht hier das Testteilchen in stdndiger - gleichzei-
tiger - Wechselwirkung mit den anderen Teilchen.
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Um den Sachverhalt zu veranschaulichen, zwel Skizzen:

Boltzmann-Gleichung

5 2

Die beiden Teilchen bewegen
sich im gegenseitigen Ein-
fluB - unabhdngig vom Ein-
fluB der iibrigen Teilchen,
und der iibrigen Teilchen
untereinander.

Fernwechselwirkungen

Fokker-~Planck~-Gleichung

Das Teilchen bewegt sich

im Potential aller anderen
- unabhdngig von der Riick-
wirkung dieses Teilchens
auf die anderen, und der
ibrigen Teilchen unter-
einander.

Warum muf8 man bei beiden Theorien fiir den Sto8parameter b

eine obere Schranke einfilhren? Wie grof muB8 die obere

Schranke gewdhlt werden? Was bedeutet sie physikalisch?

Wie aus den oberen beiden Skizzen zu entnehmen ist, neh-

men beide Theorien an, daB sich jeweils zwei (ein) Teil-

chen im EinfluB des jeweiligen anderen (vieler anderer)

bewegen. Die {ibrigen Teilchen aber wechselwirken unter-
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einander gar nicht, und sie bewegen sich ungestdrt an-

einander vorbei.

Wollte man sich dieser Tatsache annehmen, dann miiBte man
etwa die Dreiteilchenstreuung, Vierteilchenstreuung etc.
einfiihren. Man kann aber die kollektiven Effekte auch
durch die Thermodynamik berficksichtigen.

In der Umgebung einer positiven Ladung halten sich bevor-
zugt Elektronen auf, wdhrend positive Ladungen eher abge-
stoBen werden. Im zeitlichen Mittel bildet sich eine ne-
gative Ladungswolke in der Umgebung der positiven Ladung
aus - in der Umgebung des Elektrons eine positive - und
das hat (wieder im zeitlichen Mittel) eine Abschirmung
des Potentials zur Folge.

Ein Teilchen, das aus dem Unendlichen auf diese betrach-
tete Ladung zufliegt, "splirt" also nicht die positive
Ladung Ze allein, sondern auch die der Elektronen, die
sich zeitweilig in ihrer Umgebung aufhalten.
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Mathematisch ausgedriickt heiBt das folgendes:

Ze

. . c _
Statt mit dem Coulomb~Potential V (r) = o hat man

mit dem abgeschirmten Coulomb-Potential zu rechnen:

D _%.e
vilr) = - exp(—r/RD)

AD ist der beriihmte Debye Radius:

A = '\[kT/4T[nee2 (1+zi)1
VD(r) erhdlt man aus der Debye-Hlickel-Theorie mit Hilfe
der Barometrischen HBhenformel, angewandt auf die Nahum-
gebung einer Ladung im Plasma, in Kombination mit der
Poisson-Gleichung. Man verwendet diejenige LOsung der
Poisson-Gleichung, die fiir r * O in das Coulomb-Poten-
tial tbergeht.

Plausibilitédtserkldrung fiir den Debye-Radius (AD):

Da8 er fiir wachsendes Zi kleiner wird, ist evident.
Ebenso klar ist auch, daB er bei groBerer Elektro-
nendichte kleiner wird - weil eben mehr Elektronen
besser abschirmen als weniger.

Etwas weniger einsichtig zu sein scheint, warum er
mit wachsender Temperatur steigt.

Dazu folgende Skizze:

Elektronenbahnen bei konstantem StoBparameter, verschiede-
nen Geschwindigkeiten

Vo >> Vi 5> Yy
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Langsame Elektronen kommen den Ionen am ndchsten! Daher

ist bei niedrigen Temperaturen AD kleiner.

Wir sehen, daB bei der Interpretation des Debye-Poten-
tials die Bahnen der (ilbrigen) Teilchen durchaus nicht
geradlinig gedeutet werden diirfen. Weil also - entspre-
chend der Anziehung und AbstoBung der Ladungen - die Teil-
chen gekriimmte Bahnen ausfiihren, erhalten wir fiir eine
ruhende Ladung im Plasma (oder fiir das Ruhesystem einer
bewegten Ladung) ein abgeschirmtes Coulomb-Potential!

Die Abschirmung beriicksichtigt also die Wechselwirkung

der {librigen Teilchen untereinander!

Wie sieht nun der Wirkungsquerschnitt fiir dieses abgeschirm-
te Potential aus?

In der Boltzmann-Gleichung bendtigen wir den partiellen
Streuquerschnitt.

Skizze einer guantenmechanischen Ableitquﬁdes Streuquerschnitts

(Bornsche N#herung)

Ausgehend von der Schrédinger-Gleichung

[-Zv2 s vin ]y - £y
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oder [7‘2-;- kz]’U(r) = -‘,ZE’%;.(I). ’U(.?.") ( )

2
= 37E
kann man mit Hilfe der Green'schen Funktion

[v2+ K ]Gy = dr-79

obige Gleichung in folgender Weise umschreiben

(1) = Sa2) + % f G2 Vi) w, () o

Yu(r) sei eine L¥sung von (*) ohne die rechte Seite
(Anfangsbedingung = Zustand des Systems vor dem StoB).

Kann man die Wechselwirkung V(r) als kleine Stdrung
sehen, dann wird obige Gleichung nach der Methode der
sukzessiven Approximation geldst. Bricht man nach dem
ersten Glied ab, dann hat man die erste Born'sche

Ndherung. '{

% (D) =80r) -5 [Gore) Vi) ) &%

Yal(r) = 82"

PR Ty L

Multiplikation mit y;'(r) (ebenfalls Eigenfunktion von (*):
ohne die rechte Seite; Zustandsvektor des Systems nach
der Streuung) und Integration liefert die Streuampli- i

e v riaron

tude Aba

'Aba "<JZ/$%1> %




¢

- 19 -
Poa = & - %55 [ 030 Girth Vitd g (9005 %
~dy -§ <8 IVI%>

Wihlt man fiir V() das abgeschirmte Coulomb-Potential

Vir) = &S & "

fir G(2/1r') die Greensche Funktion des Helmholtz-Operators

<k r-2I

’ 17 &
G_T;r) = 4,- Ir__r.ll

dann folgt fiir die Streuamplitude wegen

ik, ) -l
B g€ 5 B =g &

Aba =<k IV ka> = /@fﬁ?%‘f}f/,éz

Das Quadrat der Streuamplitude ist gleich dem differen-~-
tiellen Wirkungsquerschnitt (siehe Davydow) und wir er-
halten:

2

{4p m‘?f‘ ( Q%)[-S;if F& (y;)?

kT -
Setzt man Po=Ap = 4rnge%(1+2;)
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dann hat man fir E% :

9? ] Vv ... Relativgeschwindigkeit
) =
&' = v

bei quantenmechanischer
Rechnung

Bei klassischer Rechnung erh&lt man fiir 0O, :

o' = 255

Die quantenmechanische und die klassische Rechnung lie-
fern hier (im Gegensatz zum Rutherfordschen Streuquer-
schnitt) verschiedene Resultate. Fir AD +> o gehen
beide G,(v) gegen Null; der Wirkungsquerschnitt geht
iber in den Rutherfordschen Streuquerschnitt.

{Kammash, S. 89)

Fir v » 0 {lberwiegt der klassische Abschirmwinkel:
éakl =;;§§ﬂ2% j. _h _.eaqu )
o (V) ArApY Mrpy T o V.

fir v » o« 1ist es umgekehrt.

Welcher Abschirmwinkel ist fiir die Hochenergiefusion zu
wdhlen?

Durch Gleichsetzung von 6:1(‘0') und @,_?” (¥) 14Bt sich die
Grenzgeschwindigkeit Vo bestimmen, oberhalb der der
quantenmechanische Abschirmwinkel bestimmend wird.

Die Grenze lieqt bei:

U = 286,/h = 2Z 7, 0cC

266 268,
Q@ = { Arrx i T< 7%
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Fiir die Hochenergiefusion (kTézsﬁo keV) relevante mittlere
Geschwindigkeiten liegen bei 0.5 c. Folglich ist der quan- ‘
tenmechanische Abschirmwinkel zu wihlen. R

SN AP

Welcher StoB8term soll nun beniitzt werden, der Boltzmann-
StoBterm oder der Fokker-Planck-StoB8term?

Ein Vergleich der beiden Terme mag als Kriterium heran-
gezogen werden, welchen Stofterm man aus praktischen
Griinden widhlen soll:

Boltzmann-Sto8term Fokker~Planck~Stoffiterm

{siehe: Cab)

(g—:) fluz-ud{ﬂx,uhﬂf& zl.)- (Bf FP=__3_6¢%_9 aa, 3a G{MAU)

mit

- foqu, D)ty q,,z‘)j@'amz

2= 2.2 r) 182 F ‘f

Gttt 9jae fd‘ 5 byt R

B und

ol 3u, Gf 4es)-

ga&?au, <7'fd*50$*%ff)

_/;."E} O 27 fw)

Es 14Bt sich zeigen, da8 man die Boltzmann-Gleichung
durch Entwicklung von g,f = {; + AY; nach den Ay,

 amm————
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qu Geschwindigkeit des Teilchens nach dem Sto8
AU; Geschwindigkeitsinderung

in eine Gleichung vom Fokker-Planck-Typ iiberfiihren kann

(Montgomery - Tidmann, Kapitel 2). Man muB allerdings
einen geeigneten "Abschneidewinkel"” einfiihren, um end-
liche Resultate zu erhalten.

Die erhaltenen Entwicklungskoeffizienten stimmen {iberein
mit der Gleichung von Rosenbluth, Mac Donald und Judd1).
Weitere Ubereinstimmung mit: Gasiorowitz, Neumann, Ridellz),
Kaufmann3).

Die Boltzmann~Gleichung fiir weitreichende Coulomb-Krdfte
1438t sich auch direkt aus der Liouville-Gleichung mit Hil-
fe der BBGKY-Abstiegsmethode ableiten. Das Abbrechen der
Integralgleichungshierarchie (=Dreiteilchenstreuung) ge-
schieht lediglich durch eine unbewiesene Annahme (Montgo-

mery - Tidman, Kapitel 4):

Da man zeigen kann, daB die Zweiteilchenstreuungen von der
Ordnung g sind (g = 1/A;n 4 10ﬂ3, n = Teilchendichte)
nimmt man an, da8 die Dreiteilchenstreuungen von héherer
als erster Ordnung in g sind.

Wir {ibernehmen diese Annahmen und stellen fiir ein Mehrkompo-
nentenplasma (= verschiedene Ionensorten, Elektronen) eine
Boltzmann-Gleichung des Nichtgleichgewichtszustandes auf
(quasi-stationir).

1) M. Rosenbluth, W.M.Mac Donald, and D.L.Judd, Phys.Rev.,
107, 1 (1957)

2) s. Gasiorowicz, M.Neumann, and R.J. Ridell, Jr., Phys.Rev., o
101, 922 (1956) i

3) A.N.Kaufmann, "La théorie des gas neutres et ionises", ed
C.De Witt and J.F.Detoeuf, John Wiley & Sons, Inc., New
York, 1960
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Inhomogene Boltzmann-Gleichung im Impulsraum

Der erste Teil hat das Ziel, eine Gleichung aufzustellen,
mit der die Impulsverteilungsfunktion f(p) eines ein- oder
mehrkomponentigen Teilchenensembles bestimmt werden soll.

Wir stellen die Gleichung zundchst fiir ein Einkomponenten-~
system auf, dessen Teilchen
a) durch die Quelle der Stdrke Q(p) eingeschossen werden
b) untereinander mit dem Wirkungsquerschnitt 6 wechsel-
wirken (elastische Streuung; DreiteilchenstiBe werden
vernachlédssigt)
c) in der Verlustzone V verschwinden

Spdter werden wir die Gleichung auf mehrere Komponenten und
auf inelastische Std8e (z.B. Bremsstrahlung) erweitern.

Wir verwenden dieses Modell zur Berechnung der Verteilungs-

dichte in Spiegelmaschinen:

t 4
-

Q{p) «......... EinschuB entlang des Aquators (axiale Symme-

trie fiir eine eventuelle Vereinfachung der
Rechnung)
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U .ieceae... derjenige Bereich des Impulsraumes, in wel-
chem elastische Streuungen stattfinden

V ceceevceess. die = im allgemeinen nicht unbedingt kegel-
férmige - Verlustzone. Sobald sich ein Teil-
chen in der Verlustzone des (ortsfesten) Im-
pulsraumes befindet, gilt es fiir das Plasma
als verloren. Es muB gelten:

U =R3\V (1)

Bei thermischen Plasmen ist die Verlustzone ein Doppelkegel,
dessen halber Scheitelwinkel durch die Alfven-Relation be-
stimmt ist:

szbq = B_i:x (2)

Bei hochenergetischen Plasmen (Migma) ist nach Berechnungen
der Fusion Energy Corporation1) (FEC) der Verlustwinkel
kleiner als der durch obige Formel angegebene.

Doch jetzt zur eigentlichen Ableitung:

Im Gegensatz zur Boltzmann-Gleichung, wie sie {iberall in den
Lehrbiichern zu finden ist, handelt es sich hier um keinen
Gleichgewichtszustand, da dauern Teilchen ins Plasma einge-
schossen werden un dem Plasma verlorengehen. Wir miissen

die Boltzmann-Gleichung also dahingehend abdndern, daB wir
einen Quell- und einen Senkterm einfiihren. Andererseits
werden wir auch eine Vereinfachung treffen: Da uns im be~-

1) Atomkernenergie 32(2) 100 - 120,
B. Maglich, High-energy fusion: A quest for a simple,
small and environmentally acceptable colliding-beam
fusion power source.



- 25 -

sonderen die Impulsverteilung interessiert, nehmen wir

eine homogene Ortsverteilung an. Die Ortsvariablen tre-

ten in dieser Gleichung nicht mehr auf. Physikalisch 1l&8t
sich dies dadurch rechtfertigen, daB wir die Impulsvertei-
lung im Mittelpunkt des Plasmas (oder in einer Umgebung des

Mittelpunktes) berechnen.

Die Boltzmann-Gleichung1) lautet, wenn das betrachtete Sys-

tem im Gleichgewicht ist:

J
[#+# & Gre)dIfee -

= fdjp fa/g #,%16’(1.@)[ {05 D8 Bie) - o pOfl B ) )/

Die Transportgleichung eines Systems im Nichtgleichgewichts-
zustand hat die Form:

%[?'0 =Q(p) + /P(P'ﬁ"' « p'B ) [A LD #5) - (8)

B AR Jo R ol ol

In dieser Gleichung wurden Homogenitdt (d/dr = 0) und
Stationaritdt (d/dt = 0) vorausgesetzt. A und B sind Stu-
fenfunktionen der Impulsvariablen p, p; p', p', die spdter
niher bestimmt werden sollen.

1) Siehe etwa: Montgomery / Tidman
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Beschreibung der einzelnen Texrme:

Q(p) ..... (duBerer) Quellterm = die An-
zahl der pro Zeiteinheit ins
Impulsintervall (p, p+dp) durch
eine duBere Quelle eingeschosse-
nen Teilchen.

Boltzmann-Quellterm: die Anzahl
der aus dem gesamten Plasma ins
Impulsintervall (p, p+dp) hin-
eingestreuten Teilchen

[Pa b tpsel%e -

Boltzmann-Senkterm: die Anzahl
der aus dem Impulsintervall (p,
p+dp) hinausgestreuten Teilchen

[PBe @I . ...

P(p, p e p', P") Ubergangswahrscheinlichkeit pro
Zeiteinheit bei der Targetteil-
chendichte 1 und der Testteil-
chendichte 1 {= 1 Teilchen pro
cm3)

P 148t sich durch den Wirkungsquerschnitt der Impulse vor und
nach dem StoB ausdriicken:

Plp.jp + pIF) = Uy 6 (Eugyas@)=(£~ £ )8z fIB)  (s)

z/;‘{-(.g_ - _”e_-) ..+ Relativgeschwindigkeit im
1 2 CM-System (Schwerpunktsystem)

G L. ... Kosinus des Streuwinkels im CM;
/7ﬁ1 "% //g_f"ﬁ%zl bei einer Komponente ist m, =

1 = M-

as

Im Anhang A wird erl&utert, wie P durch den Wirkungsquerschnitt
¢ dargestellt wird und wie 4, das in der Literatur in Schwer-
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punktskoordinaten gegeben ist, in Laborkoordinaten ausge-
driickt wird.

Da in unserem speziellen Beispiel (elastische Streuung) der
Impuls~- und Energieerhaltungssatz gelten, sind die Anfangsim-
pulse mit den Endimpulsen vertauschbar und wir schreiben:

Pp.g —pp) = Pplp'~pp) =~ PRE~EPY 6
A e [ ha s A
Anfangimpulse Endimpulse

Die Variablen in P an erster und dritter Stelle bezeichnen
die Impulse der Testteilchen, die an zweiter und vierter
Stelle die Impulse der Targetteilchen:

Unterstrichene Buchstaben symbolisieren Impuls ve k tore
P(p, _E-""E'r E')

Testteilchen
Targetteilchen

f(p) ist die zu berechnende Impulsverteilungsfunktion. Sie
ist auf die Teilchendichte normiert:

f/(ﬁ)df" =N (7)

f(p)dp ist somit die Anzahl der Teilchen pro Volumseinheit

im Impulsintervall (p, p+dp).

Nun kénnen wir die Anzahl ¥ der St®Be pro Sekunde und cm>

angeben, wenn die StoBpartner des Plasmas vor dem StoB die
Impulse (p, p) mit den Impulsverteilungen f£(p) und £(p) und
nach dem StoB8 die Impulse (p', p') haben:

WCpp +p.f) = Plp.p~pip) ) {65 (8)

n.
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Durch Integration iiber alle mdglichen Endimpulse (p', p')
und iiber alle Anfangsimpulse der Targetteilchen (E) und
durch Multiplikation mit dp erhalten wir die Anzahl der
aus dem Impulsintervall (p, p+dp) hinausgestreuten Teil-
chen, bezogen auf die Zeit- und Volumseinheit.

Dieser Term hat eine groSe Ehnlichkeit mit dem Boltzmann-
Senkterm in Gleichung (4); es fehlt nur noch der Faktor B.
Mit den Faktoren A und B soll nun berlicksichtigt werden, daB
auch Teilchen aus dem Plasma verschwinden!

Die Stufenfunktionen A und B

In Gleichung 1 haben wir den dreidimensionalen Impulsraum R3

in zwei Teilmengen aufgeteilt: U und V. U ist derjenige Be-
reich, in dem Streuungen stattfinden, wdhrend in V keine
Streuungen stattfinden. Das heiBt, daB8 aus V keine Teilchen
zuriickgestreut werden sollen. Wir definieren daher eine Stu-
fenfunktion, die "Riickkehrwahrscheinlichkeit".

10, o]

(9)

Mit Hilfe dieser Rickkehrwahrscheinlichkeit driicken wir die
Stufenfunktion A im Boltzmann-Quellterm und die Stufenfunk-
tion B im Boltzmann-Senkterm aus (Vgl. Glg. 4 ), wobei in den
folgenden Tabellen fiir A und B: "1" bedeutet: Streuung findet
statt; "0" bedeutet: Streuung findet nicht statt.

Da die Stufenfunktion B leichter abzuleiten ist, wollen wir

sie zuerst ableiten:
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Funktion B (Senkterm) : 5 = 7(p) ?(.E) -10)

Endimpulse aus:

Pl u u v v
Pl uv uv

K < & & 1w
< K < & Wy

Q O Q a:

Q O o -
O O O a
O O O =

Anfangsimpulse

Die St6Be werden nur dann als Beitrag zur StoBrate gez&hlt,
wenn sich beide StoBpartner vor dem StoB im Reaktionsbereich
U des Impulsraumes befinden. Sobald sich eines der Teilchen
in der Verlustzone V befindet, ist es ja im Plasma nicht
mehr vorhanden und der Sto8 findet nicht statt.

Der Boltzmann-Senkterm liefert einen negativen Beitrag zur
Teilchenbilanz df(p)/dt im dreidimensionalen Impulsintervall
(p, p+dp). Aus den Bedingungen der Quasistationaritédt (Glei-
chung 4 ) muB folgen, daB er sich mit den beiden iibrigen
Quelltermen aufhebt. )

Die beiden librigen Terme miissen gerade soviel Teilchen "lie-
fern", wie der Boltzmann-Senkterm "schlucken" kann. Auf eine
Tabelle fiir die Stufenfunktion A angewandt heiBt das, daB
sie mehr Nullen enthalten muB8 als die Tabelle fiir B. Wo miis-
sen aber diese Nullen stehen?

Die Antwort lautet: Filir p aus V mu8 A Null sein (siehe 4 ).
- Wire A = 1 fiir gewisse p aus V, dann gidbe es in V eine Quelle,
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die aber wegen des B(p)-Faktors, der den Senkterm anulliert,
nicht mehr aufgehoben wiirde. df/dt widre fiir diese p aus V
gréBer als Null.

Die Funktion A im Boltzmann-Quellterm lautet also:

Endimpulse aus:

!

!{1 U U Vv Vv
o Pluv ouv

} =1 | e I yuup

« PP
£ uv 10000
> VvuU 100 00
"E Vv V lo 0 0 0

A=7(P)?(£9?[ﬁ/) (11)

Durch Einsetzen der gefundenen Funktionen A und B in (4)
erhalten wir folgende Gleichung:

2 _ o
{t@—) = 0= Q) + [Plp5 =p pO{p@0 0PI 9GP ABY -

(12)
~PRPPHDI D) o B

Indem wir folgende Definition geben, 148t sich auch ein

Senkterm abspalten:
(13)

Def.: (,9) = 7- ?(,9) Entweichwahrscheinlichkeit

%é(ﬁ'l-O = Q) - T(p)-

[P ~ o B g gRABIAD + o
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+ [Pips —~ 2'5) { pierp(p)der ¢ ) - o
29I f Lo

Durch Integration iiber den gesamten Impulsbereich p erhal-
ten wir die Gesamtteilchenbilanz (Zahl der eingeschossenen
Teilchen aller Impulse = Zahl aller verlorenen Teilchen):

[6@yd% = [Pp g9 9@ AR 470 d'%

(15)

 Ja [apdf (5 )t Pipr - 22)
u? R

Die Zahl der verlorenen Teilchen pro Zeiteinheit und Volu-
menseinheit ist jene TeilchenstoBrate, deren Anfangsimpulse
beider Reaktionspartner in U liegen; der Endimpuls des Tar-
getteilchens kann irgendwo im R3 liegen, wdhrend der End-
impuls des Testteilchens nur in der Verlustzone V liegen
darf.

Es wurde damit eine Gleichung abgeleitet, die nur die Teil-
chenstdBe beschreibt, nicht aber die Ortsverteilung und den
EinfluB des &duBeren Feldes.

Es gehen in die Gleichung jedoch Eigenschaften des makro-
skopischen magnetischen und elektrischen Feldes ein:

Sobald ein Teilchen in den Verlustkegel gestreut wird, gilt
es nach unserer Annahme fiir das Plasma als verloren. Im
realen Fall legt es noch einige Zentimeter innerhalb des
Plasmas zurlick, wo es immer noch eine Chance hat, auf
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R L TR

eine gebundene Bahn zuriickgestreut zu werden. Die Annahme

gy

Pp) =0, fr pev (9)

bedeutet, daB es mit Sicherheit verlorengeht, sobald es
die Grenzen des Verlustkegels iiberschreitet. Andererseits

bedeutet die Annahme

o) =1, fir pel (9)

daB ein Teilchen, das den Zentrumsbereich auf einer gebunde-
nen Bahn verldft (U-Raum), mit Sicherheit wieder in den Zen-
trumsbereich zurickkommt.

Es ist zu erwarten, daB diese Annahmen weitgehend zutretfen.
In der Migmamaschine variiert die Teilchendichte im radialen

Bereich um einen Faktor von 10-2 bis 10-3. Da die Streuwahr-

scheinlichkeit proportional zu n2 ist, finden im Randbereich

10-4 bis 10"6 mal weniger Streuungen statt als im Zentrum.

Sollte sich durch Rechnungen oder Messungen herausstellen,
daB die Annahmen fﬁr‘z(g) als Stufenfunktion nicht zutref-
fen, dann kann man statt dessen eine bgliebige Funktion

O pCp) </ (16)

einsetzen, die natilrlich physikalisch begriindet sein mu8.

Solange man aber mit der Stufenfunktion rechnet, ist auch

eine andere mathematische Formulierung praktikabel:

Wie aus der Gleichung (12) ersichtlich ist, ist @(p) immer
mit f£(p) multiplikativ verkniipft. Das heiBt

1 B R S I g ek e e et e Aot 5 s e o g e
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fp), #Fr peu
2P {(Cp) = (17)
| 0, frpEY

Somit kann man die Boltzmann-Gleichung fiir Nichtgleichge-
wichtszustidnde (12) auch anders schreiben:

0= 8@ + [d% {,/ &P AL Pt p P
Ra

(18)
Ja [[ayes Paf s et

Die ,, -Funktionen der Variablen p', p' und p werden hier
durch die Integrationsmengen ausgedriickt. Um auch die N -
Funktion der Variablen p zu beriicksichtigen, miissen wir
noch zusdtzlich fordern:

a) f£(p) ist nur auf p e U definiert
b) £(p) = 0 an der Grenze zwischen U und V (Randbediagung).

Wesentlich allgemeiner ist natiirlich die Schreibweise mit
den n -Faktoren, da man damit auch kontinuierliche n -Funk-
tionen betrachten kann.

Erweiterung auf inelastische Streuung und Mehrkomponenten-

sxsteme

Bei der elastischen Streuung gilt Inversions - Invarianz,
d.h. die Teilchenbahnen des ZweiteilchenstoBes kdnnen auch
in umgekehrter Richtung durchlaufen werden.
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Plop ~£P) = PRp'~kp) =: Plag+ g5’ (6)

Dies trifft nicht zu, wenn Bremsstrahlung auftritt. Wie kann
man unelastische Streuungen beriicksichtigen? - Unter der An-
nahme, daB praktisch keine Reabsorption auftritt, integrie-
ren wir die tlbergangswahrscheinlichkeit der Bremsstrahlung

fiber die nicht interessierenden Impulse des Photons1):

B =P = [F oh = pipi k) (19)

Hier gilt aber:
12 —2

2 —

- -dgi-:é zfl- - £
2m4 2mz (D) 2my

der Energiesatz zwischen den beiden geladenen Teilchen ist

nicht erfiillt, da die verbleibende Energie vom Photon wegge-—

tragen wird. Hier gilt der Pfeil nur in eine Richtung; Irnver-

sions- Invarianz ist nicht gegeben.

Natiirlich muB das auch in die Boltzmann-Gleichung eingehen.
Es sei P wieder eine Ubergangswahrscheinlichkeit, aber die
Inversions- Invarianz gelte nicht. Dann lautet die Boltzmann-~

Gleichung:

0= ap *R[a’ T [ Pieo~ 5o ) 459 -

(20)

;ﬁ’f léfd’%’d"ﬁ ' Plas ~ 850 40)¥p)

1) Der Wirkungsquerschnitt wird gegeben bei:
H.A. Bethe und W. Heitler, Proc.Roy.Soc., London, A146,

83(1934); oder

Heitler, Quantum Theory of Radiation, Third Ed., Oxford,
1954; oder

G. Kdllen, Quantum Electrodynamics, Springer Verlag, 1972
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oder in der'-q -Schreibweise:

0 =8@) +fffd}?dfg’d§’{f’@’,§ ~p.0) 9Ph el ?@jf@/) 28" (21
PR PRITERIR) 70) 10 }

Wir werden die Verallgemeinerung auf inelastische Streuungen
jedoch nicht verwenden. Sie sei hier nur der Vollstdndi.gkeit
halber angegeben.

Um mit Gleichungen fiir mehrere Teilchensorten (Komponer.ten)
bequem operieren zu kdnnen, bedienen wir uns einer abgekiirz-
ten Schreibweise. Wir schreiben die Funktionen ohne Argument
(p,p'; p,p') und versehen dafiir die Funktionssymbole mit dem
Apostroph bzw. mit dem Querstrich. Um die Komponenten (Teil-
chensorte) zu bezeichnen, versehen wir die Funktionssyritole

noch mit Indizes.

Beispiele:
{,’ = ﬂ ()5) .++ Verteilungsfunktion der i-ten Kompo-
. nente im Argument p
/ ! . ; :
%G" ?Egg) ... RUckkehrwahrscheinlichkeit der j-ten

Komponente im Argument p'

Die Schreibweise der Uhergangswahrscheinlichkeit kann eben-
falls abgekiirzt werden. Pij wird mit zwei Indizes versehen,
wobei der erste die Komponente des Testteilchens, der zwei-
te die Komponente des Targetteilchens bedeutet.

6P 8) -
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%(p,p - p.ph = Py (22b)

Wie aus obigen Gleichungen zu ersehen ist, kilirzen wir hier
ab, indem die Indizes mit Zusatzzeichen versehen werden.

Das Neunfachintegral wird so abgekiirzt:

d%p'd%'ds =d’p (23)

Die Gleichung fiir n Komponenten lautet daher:

06 + 7 2 Jtp (Ry id 71y - s hits ] (24)

Bei Inversions- Invarianz gilt wieder:
fi = fy

Gleichgewichtssystem (24) beschreibt nun die Impulsvertei-
lungen eines Plasmas, bestehend aus n verschiedenen Teil-
chensorten. Es beriicksichtigt Quellen und Senken im Impuls-
raum; wir haben tatsdchlich eine Gleichung fiir den Nicht-
gleichgewichtszustand. Es werden ausschlieBlich ZweierstéBe
betrachtet, was trotz der weitreichenden Coulomb-Kr&ifte

statthaft ist (Begrindung im Teil: Warum Boltzmann-Gleichung?).

Das Gleichungssystem (24) ist so allgemein, daB8 es auch StoB8-
mechanismen 2zuldB8t, bei denen die Inversions~ Invarianz ver-
letzt ist. Dies ist vor allem bei inelastischen Streuungen
von Elektronen mit anderen Teilchenarten von Nutzen, da wegen
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des Auftretens der Bremsstrahlung besagte Inversions-
Invarianz nicht gilt; bei Strahlungen der Elektronen un-
tereinander wird die Bremsstrahlung erst wirksam, sobald

sie sich mit relativistisch bohen Geschwindigkeiten gegen-
einander bewegen; auch das wird noch von der Gleichung er-
faBt: In der Ubergangswahrscheinlichkeit stecken keinerlei
Annahmen iiber eine Beschridnkung auf niedrige Geschwindig-
keiten! Somit ist es auch eine Verallgemeincrung der Glei-
chung auf St&B8e mit Photonen mbglich, etwa eine Bilanzglei-
chung der Synchrotronstrahlungsdichte.

Hier offenkart sich allerdings die Grenze dieses Modells:
Wir betrachteten bisher keine St&Be, bei denen Teilchen ver-
nichtet oder erzeugt wurden. Gerade das ist bei der Syn-
chrotronstrahlung der Fall (iibrigens auch bei Kernreaktionen
oder "Schalen"-Reaktionen, sprich: Ionisation, Umladung, Re-
kombination etc.)

Das Gleichungssystem 1ld8t sich aber auch auf solche Félle er-

weitern.

Ortsteil: Bisher wurde ein Punktmodell (keine Ortsabhdngig-
keit) betrachtet. Bei Berilcksichtigung des Ortsteils der
Boltzmann-Gleichung kommt im StoBterm nur die Ortsabhédngig-
keit der 7 -Funktionen dazu.

Wir kehren zurfick zum Gleichgewichtssystem (24) und iiberle-
gen uns ein L&sungsverfahren. Es gibt im Rahmen der analyti-
schen Methoden kein Verfahren, ein derartiges Gleichungs-
system exakt zu l8sern, denn man hat es hier mit einem nicht-
linearen Integralgleichungssystem (oder einer nichtlinearen
Integralgleichung bei Restriktion auf eine Komponente) zu
tun. Diskretisiert man die Integralgleichung, indem man die
Integrale in Summen uﬁd die Variablen in Indizes umschreibt,
sO0 erhdlt man folgende Gleichung:
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0= CQ * ‘;ET fzg]k'(?ff? £;¢;

Durch Umbenennung der Indizes und Einschieben des Kron-

ecker-Symbols erhdlt man:

gesucht: f" (ﬁ/ﬁ/ '#l)

O0=8, + Z(Z L ]k mi ',Z}Z',jk)/}'#

oder:
n ”

Wie man sieht, ist auch der dikretisierte Fall praktisch
nicht 18sbar. Wir miissen also ein Ndherungsverfahren suchen,
mit dessen Hilfe die Verteilungsfunktionen ndherungsweise
berechnet werden sollen.

Ndherungsverfahren:

Filr Plasmen im thermodynamischen Gleichgewicht ist die Ver-
teilungsfunktion bekannt: die Boltzmannverteilung. Wenn wir
uns auf Plasmen nahe dem thermodynamischen Gleichgewicht be-
finden, k&nnen wir Gleichungssystem (24) n&herungsweise
linearisieren.
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Linearisierung der inhomogenen Boltzmann-Gleichung

Die Funktionen fi(p) seien niherungsweise bekannt, sodaB8

wir ansetzen kénnen:
©)
) =& () (1+ %) (25)

Wir verwenden fiir die }f,-(p) wieder die abgekiirzte Schreib-

$p)=& ; BB)=F wvsf

Einsetzen in die Mehrkomponenten-Boltzmann-Gleichung:

2 ;)
3'?- C =6 "'Zfd#[?l ;’Z ‘ifof; 1*")’)(1 ) (26)

—P-p.7. LOFO =
,;zy,#,’(, (”J’,'Xf*c?;')}
Die vier Faktoren in obiger Gleichung fassen wir zusammen:

;7’5% 55 fﬂ@, 7@ _ j, - 47<23 *_in?)

(27)

li'?i ?j#@é@ = M/,i- =W}(p"§'_>-plpl)

Ab nun wird a’z vernachléssigt:
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0= Q; fj.z; fa/fp[?, m/i/”"'c?;‘dj/) -

(28)
_;4/1‘7.-(1+,53. +J§)}

Dieses Gleichungssystem soll auf ein lineares Integral-
gleichungssystem folgender Form gebracht werden (gesucht:
j&(g), i=1,2, ... n):

n
_ — e r} > / /
5 =vi@%@ - 2 [ K254

wobei die Funktionen fi’ vy und K; im folgenden berechnet
werden.

Dies wird bewerkstelligt durch Umbenennung der Integrations-
variablen in denjenigen Termen, wo das Argument p oder p'
in der  -Funktion auftritt. Dort vertauschen wir p mit p°*

bzw. p' mit p':

n
i ;Z [ {5 e + W+ Woye ) =
(29)

-(i 17 +M47~# + mj’i"/)}

Zusammenfassung der Terme in Koeffizienten von ¢i(p)
und Absolutglieder:

@~ £ [ty - Wit - 2 [a% Wy -

(30) ;
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- zfi:d[ZZ ﬂ7 Jitfg *

AN (30)
S Wy gy Ty e
mit _ -
Wi rgt iy
/= (31)
Wiz =5 Fi 4 77
oder
Wiz = Wiy Cei =plpY)
(31°%)

Wip'~£.p)

Hiermit haben wir ein lineares Integralgleichungssystem
zur Bestimmung der Verbesserungsfunktionen

5:G8), £00), - 2D

Reduktion der Gleichung (30) auf ein Zweikomponentensystem

Wir mdchten uns im folgenden auf zwei Teilchensorten (Ionen
Index 1, Elektronen =

Index 2) beschridnken. Dadurch wird

Gleichung (30) auf ein System von zwei Integralgleichungen
reduziert.
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Q@ ~ [[ Wy (o~ PB) @) W @0~ PRV Y L35l -
- [[Wielpp~ )+ Wy gl gl el =

- 50 [W (o5 p0) + Wy (L + PP\ A 5l -

B [[ Wy P 5 + W FlE - PRI T e’ +

+[[WaCep'~ 550~ 10 Wy @'~ £ T 5t 0t +

(32)

+[[ Wiy et~ 25~ 9,60 W (Bl » PEYAF dE s ol !

Die zweice Gleichung erhidlt man durch Vertauschen der Indi-
zes 1 und 2.

Wir fassen dhnliche Terme zusammen und definieren die Gr&Ben
S,y und K durch:

f[MJFfE"PPI) _?1 (»9)141/1 (pﬁ’-»,gﬁ)]di:’df’dfg = Sf/ (19) (33a)

[ Wy 5450 - eI WinpB ~ PSP dBET =2 Sz () (332
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[ Wy (eF > pB) ST = Y, (p) (330)

......

f[m{z@ﬁ ‘Plﬁl)dyd.?ﬂf = Vi Cp) (33b")
f[%@)[ﬂf@?"’ﬂ@* M2(£:§'»p§)+mf(,§:p’-.,pp’2]- (33c)

= Wot Gop'~EP) f B dlf’ =: Koy G p)

[t 28 2@ (> e AT B = Kip D (e

Mit dieser Definition lautet Gleichung (32):

Q@) =S, (p) - Sp(p) = [Y, () + Y0 (P)] 5e) -

(34a)

- Jhu a5 000% - [t

AR g g '

iy SR SO G
N ‘,‘, 54 . .

B :

£y o8 e gRMETE R pEAmep o .
0 gg,ﬁ&avg‘%{;‘;}ng, e
cnA R LR
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SheqT L
\&LJ'-'Y‘ﬁ

Zweite Gleichung durch Vertauschung der Indizes:

@ (8) - 5, (p) ~52Gp) = [, (B3 + Y (B ]85 Cp) -

(34b)

[tnloprtiera®’ - [t Gepdster ey
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Auch dieses System bedarf noch einiger Vereinfachungen,
vor allem wollen wir statt einem System von Integralglei-

chungen eine einzige.

Vereinfachungen:

a) Wir nehmen den Teilchenverlust isotrop an, was bedeutet,
daB auch f(p) isotrop wird; wir haben also keine Winkel-
abhdngigkeit. Dariiberhinaus sei der Teilchenverlust gleich-
f6rmig bei jeder Geschwindigkeit. 7 ist dann keine Funk-
tion mehr, sondern eine Konstante:

7 = const. o<nN<1

b) Wir nehmen die Elektronenverteilungsdichte als eingeprigt
an. Das Gleichungssystem fiir die Ionen- und Elektronen-
verteilungsfunktion reduziert sich dabei auf nur eine

Gleichung.

Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir statt dem Gleichungs-

system (34) die Integralgleichung

Q,(P) = Sy (p) - Sy (p) =

(35)

= [V, (P) +, (P)].f;(,o). - f/fﬂ (P.PI%CP) dp’

Mit Hilfe von Gleichung (35) 1&4Bt sich eine Verbesserungs-
funktion ¢ (p) der passend gewdhlten Ndherung der Ionen-
verteilungsfunktion f(o)(p) berechnen. Wir erhalten als
erste Ndherung fiir die Ionenverteilung:

gip) = £%p) ( 1+ pp) (36)
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Wir haben dabei vorausgesetzt, daB

lyp) | <€ «1 (37)

damit yz(p) vernachlédssigt werden kann.

Q1(p) ist der Quellterm, S11 und 812 sind Senkterme. Die
Y -Terme und der Kern K11(p,p') bes~hreiben die Impuls-
dnderungen der Ionen, verursacht durch Stt6Be der Ionen
untereinander und StdBe der Ionen mit Elektronen. Da wir
die Verteilungsdichte der Elektronen als gegeben und ihre
mittlere Energie kleiner annehmen als die der Ionen, wird
der StoB eines Ions mit einem Elektron im allgemeinen eine
Verzbgerung des Ions zur Folge haben. Der Kern unserer
Integralgleichung {(35) wird also auch einen Bremsterm
enthalten!

Alle Terme der Gleichung (35), mit Ausnahme des Quellterms
Q1(p) enthalten die Funktion f‘o)(p), unseren Ansatz fir
die Verteilungsdichte der Ionen. Wir niissen also eine
passende Funktion f(o)(p) wdhlen, die der Forderung

| eep) 1< 1 (37)

nachkommt. Im AnschluB8 an Phase 1 (Berechnung der Terme
von Gleichung (35)) werden einige Ansdtze fiir f(o)(p)
diskutiert.

Berechnung der Terme von Gleichung (35)

Die Berechnung der Terme von Gleichung (35) wird in zwei
Phasen durchgefiihrt: Zuerst wird unter Verwendung der Del-
tafunktionen ilber méiglichst viele Variablen integriert,
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ohne daB man filr den Wirkungsquerschnitt und fidr die Ver-
teilungsfunktionen eine bestimmte Funktion einsetzt und
wir schreiben allgemein €, f1, f2. Es wird der Reihenfol-
ge nach 1J12(p), S12(p) berechnet; S12 kann als Differenz
zweier Terme dargestellt werden:

S,,(P) = A(p) ~ B(P) . (38)

Wir werden sehen, dafl A(p) = )J12(p) ist, sodaB nur B(r}
berechnet werden muB.

Die Terme v11(p) und S11(p) folgen durch den tbergang
2 -» 1. Der Kern 1ldBt sich als Summe von vier Summanden
darstellen, die wir wie folgt bezeichnen:

K,(p,p") = I - IIa - IIb - K brems

Die Terme IIa und IIb folgen durch Hbergang 2 -» 1 un-
mittelbar aus K1?rems , der die eingeprédgte zweite (Elek-
tronen-) Komponente enthdlt. Term I muB getrennt berech:-

net werden.

In der zwelten Phase werden explizite Ausdriicke des Wir-
kungsquerschnitts und der Verteilungsfunktion eingesetzt.
Explizite Funktionen werden exemplarisch nur fiir den Term

vii (p) berechnet.

Berechnung der Terme von Gleichung (35), Phase 1

Der Term V12(P) s

Vp(p) = [Wiz d% = (40)

= WP RGP PId LTS =

11 (39)
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=0T 4P ) s 6 Hh - ,,,2) if;’ 2 (40)

N i dn®esde ac bt MRSV A
s e i i s o e Pt 3 SRS i
2 seiies etk e SRR g b B i R T

$Ge¢" -4‘6%%-'rzz>2)5(,9+ﬁ-p')£@)d,~z-ra<39'd,’g'

Wir verwenden wieder (siehe Anhang, A ):

8 §° - #- (- R)) = g ¢l A )

Wir integrieren {ber d3p' und d3q' und erhalten:

Y, (P)= %sz@//ﬁf’ig/ffﬁﬁz‘%ﬁ‘%f)f@)di; (41)
Restriktion auf den Term )H1 durch den Ubergang 2 -« 1:
NP =7, ﬁff,")‘/}"&‘*z 61&(&« (ﬁ'f)z)/@)d‘} (42)

Wir unterscheiden hier zwischen f(p) und f(g):

fp) = / Ap)diQ = 4T flp) (43)

MR PHLUB YRS
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Ableitung der Senkterme S11(g) und S1z(p)

Wir beschrédnken uns auf die Ableitung von 512, da S11
durch Ubergang von 2 auf 1 folgt.

S,(P) = [[Wo (B ~gB) - @ W @E~pE)]d% wa
)
a/fp = a‘,’g’a’f’d",ﬁ (23).

Ableitung des Terms A:

@= Vy2 (/o) siehe (36)

Es gelten die Symmetrierelationen

Wee (pP - pBY = Wi (2P~ pP) (45)

wenn als nullte Niherung von f die Maxwell-Verteilung ver-
wendet wird:

2
7 55 P
fip> = Tk T)VE <

Dann gilt nimlich bel Anwendung des Energiesatzes:
P Up) = 4p) ¢CF) (46)

{siehe Grofmann I)
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Bei allgemeineren Ansdtzen fiir die Funktion £ ist jedoch
nicht zu erwarten, daB die Symmetrierelation (45) gilt,
wenn sie auch flir P12 erfiillt sein mag.

Nun gibt es zwei Auswege:

a) Bestimmung der Funktionenklasse, fiilr die (46) noch er-
fillt ist und Wahl einer Ndherungsfunktion aus dieser

Funktiorenklasse

b) Wir berechnen den Summanden (B) fiir beliebige Ndherungs-
funktionen f1, f2 und lassen die Symmetrierclation (45)
bzw. (46) fallen.

Da (b) einen allgemeineren L&sungsansatz zul&dB8t, habe ich
mich fiir (b) entschieden.

Ableitung des Terms (B):

- 70 [ B GiF "~ p P I @) p T % =

oot BEEH]

n;

S(e+Z-pl-p) SCA(E-R) -2(E5))

=1 13~
F1(8) b(P) dp'dF'd)p
Nach Integration iiber d3§ geht E/m2 - p/m1 lber in:

= "77% ‘Fn%(,?'*f‘:’-"ﬂ)-#; -%;L,-f (48)

)

L‘:
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Damit wird

- £
®- ?’?2/,«‘ [Am; m, 2}% .’g”&&/)

5(5‘(2 m,) "4"(»72 - ’g)z)ﬂfp’)/@/)@/@l

Substitution:

pep=r P =g+ P
(Ji’ _& o = glv i P

ergibt

Substitution:

4
L-F -

P = mz +/%’-3,e

dP' = mid%

f

e
‘



- 51 -

Damit
®- Bp i [or [y 6lF SR} S 507

(AT =g 2Pl + B2 et )

Wir wdhlen das g'-System so, daB seine z-Achse parallel
Zu v ist:

sind’ cos¥’' , sind' cass!
Q‘/ = 71 sind sing'! €3 = | sind sing’
ast’ casd’

Damit

®- ?1222/§/d%~/;’%'6/bz"a’#2{5/ 6’[%?, caseﬂ—’} .
é—f ¢ 9’-/¢#)¢3 -¢’ A *2)4 (@ + 7,,”!59“_@- +2))
= 970 1% [0 [Pondclb e 6 [ 40% cost} -

R vl o@D Gurnlds + ZeGugre ).
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Mit Hilfe der Gleichung (38) ( es gilt: S1z(p) =

= Mo (p) - B,,(p)) kénnen wir das Ergebnis fir S49

S2(P) =9 P [le-R| ™4 G- BN @) -
G [l [rsind b oy 6 (£ vF st} (49)
¥ [l v +p f 1 fundd + Z2(uv+p)f d06p)

Restriktion auf den Term S durch den Ubergang 2 - 1:

: 11

50 ) =014 [ BRL ™G G B ) iyl -

L e

(50)

- (2% [rsintetbdp! 6 [§02 astf

# [l dd 4t +plf 4 (10t +plf

L0 Lt o A

Ableitung des Kerns

Wie aus (39) ersichtlich,hat der Kern K11(p,p') folgende

Form:

Kulpp)= f [ @@[m,@ffapﬁ'ﬁ Wir(PP'~FE )] -

e vl TN Temral Mot 0 Sy AN e we T B Y i i O TR TN NS,
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W12 enthdlt den Wirkungsquerschnitt fiir Reaktionen ver-
schiedenarti ;er Teilchen (Elektronen, Ionen). Dieser Term
liefert Aussagen iiber die Bremsung der Ionen. Obwohl wir
zwar hier die Bremsstrahlung vernachlédssigen, stellt die
Funktion W12,
schnitt von Elektronen und Ionen enthdlt, einen Bremsterm

die lediglich den elastischen Streugquer-

dar. Wir setzen namlich die Elektronenverteilungsfunktion
etwas niederenergetischer an (Begriindung dafiir siehe 55 ).
Das heiBt aber, daB das kalte Elektronengas dem heifiten
Ionengas dauernd Warme entzieht, die dem Ionengas die kon-

stante Ionenquelle nachgeliefert werden muB.

Alle anderen Terme (I, Ila, IIb) berilicksichtigen nur StéSe
der Ionen untereinander. Da diese StdB8e - von den vernachlds-
sigbar seltenen Kernreaktionen abgesehen - vorwiegend
elastisch sind (keine Bremsstrahlung1)), tragen sie auch
nichts zu einer Verminderung der kinetischen Ionentempe-

ratur bei.

Wir kiirzen also ab:

Ku(RPD = K Gapd + K™ Cp.p) (51)

zerfillt in zwei Summanden, I, IIa und II b:

K wp) =- B hPEE) [By o'~ BEI T dF + (52

I

1) Rose Clark / Plasma and Controlled Fusion
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FBRD Frier=eB) + B 20l B

II a I1 b
2
- ;;% ,Q(P),{}n,') ﬁ,e-,e’/@"%ﬁ 1 p-p'I) sind o (53a)

Mit einem dhnlichen Rechenaufwand wie fiir S11(p) und
S12(p) erhdlt man fiir K11(p,p'):

2 ’ -
) = A58 fip 2’ L
(53b)
6"{ $a z,,,,f / 6/3/7(60529')(/—2025#5 JZ /675—24}’7-

4l [ 72 p-plAL ?},+ e ,o( 0 )/fsm}'a/zh{f’\‘im‘dw“
LR SN -
Ioy= g [ Wydieds - 2 s [ L
o { éf_;gi/]r signceas )(1-209#)f - (53¢)

ﬁ[ /»"'f’/aw' ,D( 2y fsm&a’z‘-a{f'sm}

by = g [t d 'l = g i) [ 1221
of }ﬁﬁ,’; ) sign (eos®) Cecas '~ 1) § -

t { 18-F o s,}, +p fs )j{s/'ﬂd"a/z%(y/\si/nf

(534)
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Wir setzen jetzt flir den Wirkungsquerschnitt und fiir
die Verteilungsfunktionen f1, f2 explizite Funktionen

an.

A) Der Wirkungsquerschnitt1)3)

Wir nehmen an, die Teilchen seien in folgenden Energiebe-
reichen:

Ionen im Bereich um 600 keV (oder unterhalb)
Elektronen im Bereich um 100 keV

Wir setzen Quasineutralitidt voraus: n, = n,

3

n Tonen pro cm

1---

3

n, ... Elektronen pro cm

2

Es ist wilinschenswert, daB die Ionen in einem Bereich um

600 keV liegen, weil hier der Fusionswirkungsquerschnitt
geniigend hoch ist, und der Coulomb-Streuquerschnitt bei

hohen Energien sinkt.

Da die Energie der Ionen bei 600 keV weit unter dem rela-
tivistischen Bereich liegt, kdnnen wir die Bremsstrahlungs-

2)

verluste der Ionen untereinander vernachldssigen.

Wir verwenden den in der Plasmaphysik gebr&uchlichen

Wirkungsquerschnitt3)

L

1) T. Kamash, Fusion Reactor Physics
2) Rose - Clark, Plasmas and Controlled Fusion

3) Siehe: Skizze einer quantenmechanischen Ableitung
des Wirkungsquerschnittes; diese Arbeit.

e

L T e T ORI
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' E4E2
6'(9 7-") (2/;?}2)7'5//72¢ + H 92(3"2]2

Y ... Relativgeschwindigkeit

der sich als erste Bornsche Ndherung des Potentials
V(r) ergibt:1’

Ur) - &&2 ™ . Gfe

61qy) = (e,e,)z UN— (54)

Suv?/ [sitepe + W/ar2Evill?

Auch der Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung Ion -
Elektron bzw. Elektron - Elektron hat eine #hnliche

Form, nur daf eben eine andere reduzierte Masse einzu-
setzen ist.

Allerdings muB8 in allen Fdllen die Abschirmungskonstante
o neu diskutiert werden: Erstens liegen in unserem Fall
keine Boltzmann-Verteilungen vor, und zweitens haben das

Elektronen- und das Ionengas verschiedene kinetische Tem-
peraturen,

Es ist nicht notwendig, fir die Ionen- Elektronen- Wechsel-

wirkung den komplizierten Bremsstrahlungswirkungsquer-
schnitt 2u verwenden, da dieser Energieverlust nur die
Elektronenvertellungsdichte beeinfluBt, und die haben

1) Siehe: Skizze einer quantenmechanischen Ableitung des
Wirkungsquerschnittes; diese Arbeit

T o T T YL Y L
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wir ja als eingeprdgt angenommen. Durch diesen Brems-
mechanismus wird aber bevorzugt den Elektronen kineti-
sche Energie entzogen, weil gerade sie wegen ihrer gerin-
gen Masse im EinfluB8 der Ionenfelder groBe Beschleunigun-
gen erfahren. Jede beschleunigte Ladung strahtlt Energie
ab. Die Beschleunigung der Ionen durch Elektronenstreuung
ist unwesentlich klein, und daher wirkt der Energiever-
lust durch Bremsstrahlung nur auf Elektronen.

Wir nehmen aber in unserem Modell die Elektronentempera-
tur von vornherein niedriger an als die Ionentemperatur,
so, als ob die Temperaturabsenkung der Elektronen infol-
ge des Bremsstrahlungsverlustes schon bekannt wire.

Dann interessiert uns aber noch die Temperaturabsenkung
der Ionen. Bei den meisten Streuungen eines Ions mit
einem Elektron, dessen Energie im Mittel kleiner ist als
die des Ions, verliert das Ion Energie. Das wird aber vor-
wiegend durch elastische Streuungen bewirkt, und deswegen
verwenden wir hier den elastischen Streuquerschnitt.

Totaler Wirkungsquerschnitt

Wie aus vorigen Ausfilhrungen ersichtlich ist, bendtigen
wir fiir die Transportgleichung auch den totalen Wirkungs-
querschnitt. Die Integration iiber den Streuwinkel ist

elementar (Ubergang auf die Integrationsvariable y = sin(g/2))

und daher geben wir nur das Ergebnis an:

snbdo
Ot (W = z/av’-) fdf/[w 6/2”; % @2(x)]¢

4T [ €1 Ee 2
aw (o

~
=

(54")



B).

Verschiedene Ansdtze filir die Elektronen- und Ionenverteilung

Wie im AnschluB an Gleichung (37) erwdhnt wurde, benétigen
wir fir die Testfunktion f:o)(p) der Ionendichte einen
Ansatz, der es ermdglichen soll, daB die Verbesserungs-
funktion n (p) mdglichst klein wird. Auch fiir die Elektro-

nen nehmen wir eine (eingeprédgte) Verteilungsdichte an.

Die Elektronenverteilungsfunktion

Fiir die Elektronen prigen wir eine Boltzmann-Verteilung

ein:
3 _-c%* 4
é@) =/, (‘irc‘:) (g J c?= k% (55)

Zu diesem Ansatz sind wir deswegen berechtigt, weil sich
die Elektronen infolge der hohen Geschwindigkeiten am
hdufigsten stofien (im Vergleich zu den Ionen) und sich
daher sehr schnell eine Boltzmann-Verteilung einstellt.

Die Verteilungsfunktion der Ionen

Das ist gerade die Funktion, die wir bestimmen wollen.

Wir setzen an:

H1p) = %) 1+ 9m) (36)

lep) | <e <1 (37)

T ng
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In diesem speziellen Fall haben wir einen "kleineren"

Definitionsbereich (statt R3 nur R+, d.h. die positive
reelle Achse). Wir miissen aber f:o)(p) so ansetzen, daB
f(o) schon fast die Ldsung ist. Wir werden also in den

1

Ansatz f:o) so viele freie Parameter einbauen und sie so

bestimmen, da8 ¥ (p) fiir alle p mSglichst klein wird.

oqowird also so bestimmt:

Soin (P Ko) = Inf. {\50/’ (/&(p,z)/)] (56)
2EA T peR”

A ... Wertebereich der &

Mbgliche Ansitze fiir £{°) (p,et):

0 % - —g:a_'- SCp-p2d (57a)
( ) ﬁ 2}) = f7gol { C)a /2 c’p‘ ﬁ;;;g’ 14 PFr) (57b)
() f (p) _ o (C/T)™2 op - clp-pe)?) | .

(1+2cp2)(1+erf (Bp ) +2p J/T' & R
(57¢c)

+-L (i éﬂsp‘ﬁk>

47p2
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) ﬁ@(p) = { «A exp -alp-£)2] 6 Cpip) +

(574)
+eBexp[-blp-po)]6 (o) + 578 (p-po) f
Die Normierung ist in allen vier Fdllen:
[t@de - = [#)a%

Im Fall (iv) miissen bei obiger Bedingung (58) die Konstanten
A und B folgende Gleichung erfiillen:

- w{ (1+2ap Xert Upr-Fu) ) + erf Cpal ) -

-2J3 (Brr)ep[-Grpyal+ 28 paeplria] } * (59)

+4'5‘r ({-)3/2{ (1+-2bpE X1+ erfilnpIIE) +2 Fo (Pt Pl o) ] f

Die Berechnung dieser Bedingung ist etwas umfangreich
und wir wollen sie daher {ibergehen.
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Weitere Lésungsvorschlidge und Begriindung der Ansdtze
der Ionenverteilung f{o)(p):

Kann man fiir die Ionenverteilungsdichte f1(p) eine Ldsung
finden, ohne daB die Verbesserungsfunktion berechnet
werden muB, d.h. ohne daB die Integralgleichung (35) ge-
16st werden muB? Wie findet man diejenige Testfunktion
f{o)(p), die | $(p) | 2zu einem Minimum macht? Diese Test-
funktion wdre bereits eine gute Ndherung unserer Ionen-
verteilungsdichte.

Wen pfrei von Unstetigkeitsstellen und "Knicken" ist,

ld8t sich ‘9hin auf elementare Weise durch Differenzieren

und Nullsetzen bestimmen.

Es gilt dann:

Soin (P1) = Min { Max (|pp,ec) )} (60)
LEA  PER

A ... Wertebereich der o

pist ein Funktional der f{o)(p); diese Funktion muB
also passend gewdhlt werden, damit ¢ (p, 1 ) die geforder-
ten Bedingungen erfiillt.

Zundchst beweisen wir, daB f{o)(p) an der Stelle p = P4
eine §-formige Singularitdt hat.

Umformung der (nicht-linearen) Ausgangsgleichung (O4):

0=~ @+ @ﬁfo@;@’#’?’}’ﬁ'-%ﬁﬁf’;) * (61)
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r 0 [d (B g BE - PehBfe) (61

Wir haben hier vereinbart: f1 f1(p)

Hh
!

1° f1(§) usw.

Wir ziehen die Funktion f1(p), iiber die nicht integriert
wird, aus dem Integral heraus und schreiben den Term auf

die andere Seite:

2@ 2% (R 71 + Pe adh) =

= &(p) f‘/ZQb(Z;p’§¥¢7§¥¢§7f_;%Elingazgggc)

Q@ » [d% (B 9l T + B it/ BE)
Ja% (Bitdr + Bz e de)

%) (P) =

Durch '21(p) darf nicht dividiert werden, da diese Funktion
den Wert Null annehmen kann.

Q1(p)dp ist die Anzahldichte der Teilchen der Sorte 1 (Ionen),

die pro Sekunde in das Impulsintervall {(p,p+dp) von einer
duBeren Quelle eingeschossen werden. Wir nehmen diese Quel-
le monoenergetisch an - das bedeutet, Q(p) ist deltaférmig
singular.

Im betrachteten Fall ist der EinschuBimpuls der Ionen p = Pq-
An der Stelle p = P4 hat somit f1(p) ebenfalls eine delta-
formige Singularitdt, was wir im Ansatz fiir f{o)(p) durch
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Zufiigen eines additiven Terms berlicksichtigen.

Durch Integration tliber f1(p) wird die Singularitidt "ge-
gldttet", wir miissen aber noch mit Unstetigkeitsstellen
und Unstetigkeiten in den Ableitungen an der Stelle p = Pq

rechnen.

Der deltafdrmige Term im Ansatz von f1(p) bewirkt, daB8 die
Funktion.%,q» unstetig in den Ableitungen wird, wenn man
den Rest der Funktion (ohne den Delta-Term) als stetig
und differenzierbar voraussetzt (z.B. die Ansdtze (47c)
und ( 4)). Das wilrde aber eine Unstetigkeit in der ersten
Ableitung der Funktion @(p) implizieren, aber gerade das

wollen wir ja vermeiden:

) = éﬁi@ﬂiHSgQ?“h@O+dmhﬂhfﬁ3MP9+§gﬂﬂ-adbﬂ)Q@’
Yar(p) + Va2 (p)

(63)

% (21(/’)) lunstetig > chi;.' (yfp)) unstetig

Die Unstetigkeit der ersten Ableitung von )!,,(p) tbertridgt sich
also auf g(p).

Auf eine dhnliche Weise kdnnte sich eine Unstetigkeitsstelle
‘die durch die Integration iiber Q1(p') involviert wird,
ebenfalls auf gp) ibertragen.

Wir fordern also:

Im &zﬂ)g dﬁt [724) ... Stetigkeitsbedingung (64)
PP PP

- (65)
&m “fl(F ) = &m 69'('0) . Differenzierbarkeitsbedingung

popt PP
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Diesen Forderungen kann man nachkommen, indem man im Aa-
satz ffo)(p), p =

Py die Unsteitigkeitsstellen (und Del-
ta- Singularité&ten) so wdhlt, daB man in der Funktion

keine mehr hat. Durch diese Nebenbedingungen wird die
L6ésungsmannigfaltigkeit von \tf(p,_e_t) erheblich eingeschrankt.

Weitere Nebenbedingungen, die durch die Normierung folgen:
n = [#@)d% = JE )1+ pip) L% =

= [t%pd% + [e@fPd% = m+o

[&Cwd% - m

laut Voraussetzung (58}

f v fprd% =0

(66)

Wir haben gesehen, da8 f1(p) Singularitdten und Unstetig-
keitsstellen bei p = Py hat. Diese Erkenntnis erlaubt uns
nur mehr den Ansatz (iv), Gleichung (574}

f1(p) ist dann eine Funktion von p und den acht Parametern
n,., «, A, B, a, b, Pa und Py- Die Parameterwerte folgen
aus der Stetigkeits~ und Differenzierbarkeitbedingung von

¥ , der Normierung { 7),dér Extremalbedingung (Gleichung
60 )n

Wie bereits die Zwischenergebnisse (Gleichungen 49, 50, 53a-d)
des Abschnittes "Berechnung der Terme von Gleichung 35, Pha-

se 1" zeigen, wird unsere Integralgleichung sehr komplizierte

iy
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Terme erhalten. Im folgenden werden wir einen davon be-
rechnen: den Term Y,(p).

Berechnung des Terms Vs (p):

Wir setzen in Gleichung ( 42) unsere Ndherung des totalen
Wirkungsquerschnitts ein (Gleichung 54), sowie Ansatz (iv)
(o)

unserer Testfunktion f1 (p) der Ionenverteilungsdichte
(Gleichung 57). Wir erhalten somit drei Terme:

WP - b0 [ 67 G (p-PY) P -

. e 4 .
= ?fﬁ(f’) ./% ff’ 2+F : Zpp ws? & ( 5“1 ?,72 +TP'€-2chosd- P,

ef 2 [ pi(1-0) o/ =
(ff" (P +P’—2p,‘o’cas#)) }nrp‘z_ S(P' P +

+ Aopl-alpa)®]+ Beap[-b(p-pl]} Fobsnbdbdy

i -
= VEE) + Yalp) + Viup) (67)

Die Konstanten A und B geniigen der Normierungsbedingung
(59) . Fir §,(7) schreiben wir jetzt:

&) =/7[’11_Z?5(4 + %&) (68)

In Gleichung (68) geht der klassische Wirkungsquerschnitt
(YL 26, /H ) stetig in den quantenmechanischen iiber
hr§>2k%€2/t ). Bei der Integration wollen wir uns auf den
einfachsten der drei Terme der Gleichung (67) beschridnken,
was der Wahl des Ansatzes (i), Gleichung (57a) qleichkommt.
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_ 2 v [1#K '+ ¢ ct
> rf-f-k f1-k 20@7,;-_—/;—1 = (F‘Hk .,C')Z' (ﬁ':(?‘-fc)""}
Q:-fef [ *Pr . _ _dp-p.d
PP 7%7'% TrereT
__Seel Prps* 4"%—'&
oy E7rg

~ (4555 i (st Ea G )

2

J@F—{p +pr =lp-pl - 7& log /J,f;f,l ﬁ

-f“‘*': : (huel )? {U,f +2po/p-P:l+p2—(pjf) ~Zpo{ptp)) = Po
P"'Pz( » ) (/P*P}/-f'/)ollp P,[+f°(F+P’,)+P

2

+p 4ue&
= T L Qﬂ—tlog,fﬁf,.,;g—*

‘4?1(}7\‘:/’9) . P>F
({P+f>° .)Z_F’z)z J 1
5V due?
Gl A
~4p( Pt pPy)
(repd2-pd2 j  P<Pr
pom B

)4,?)(,0) = 16 ]["?72(7“ o) ’71 (7%-2) Fﬂ‘i

{ZFI-%ZO.QF -Prepe * 27/--:“,"'2 @pr’)&_ f) PP
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Y, (P) = 16 7"?1 1"’0”’/4 (7“&2')2 pf/g,)

{2 nts fofsper VPP A5 e

),{,]ép)(Gl. 67) ist der einfachste Term der Integralglei-
chung. Der physikalisch und mathematisch sinnvollste An-
satz fiir f1(p) ist Funktion (iv), Gl. 57. Das ist aber
gleichzeitig der komplizierteste: man bedenke, daB einige
Terme der Integralgleichung (35) die Integration iiber f1(p)
erfordern (z.B. v}f und ))3: ) . Unerwdhnt blieb bisher auch
die Komplexitdt des Integralgieichungskerns- er setzt sich
aus vier Summanden zusammen, von denen nur K ( )(p,p )
eine einfache Form hat; die beiden anderen enthalten die
Signumsfunktion und ein sehr kompliziertes Argument in
der Verteilungsfunktion f1 (Gleichungen 53p-3d ). Wir
sehen also, daB diese {lbrigen Terme einen noch h&heren
Grad der Komplexitdt aufweisen als die VY -Terme!

Man kann sich an dieser Stelle fragen, ob der Aufwand
durch das Ergebnis gerechtfertigt wird: die Annahme eines
isotropen und energieunabhdngigen Teilchenverlustes (d.h.
jedes Teilchen hat bei jeder Geschwindigkeit und Richtung
dieselbe Entweichwahrscheinlichkeit) ist eine sehr starke
Idealisierung der Realitdt. Das Modell kann man im Hin-
blick auf die Bremswirkung des kalten Elektronengases
zutreffend sein, aber der EinfluB der Teilchensenke, die
bei einem magnetischen Spiegel unvermeidlich ist, hat einen
mindestens ebenso groBen Anteil am Verhalten des Plasmas
wie die Bremsung durch die Elektronen. Wollte man also
brauchbare Aussagen machen, miifte man mindestens in einem
zweidimensionalen Modell die Wirkung des Verlustkegels
berﬁcksichtigén.
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Bemerkungen zu Teil I

Warum scheiterte der L&sungsversuch dieses Kapitels?
Wurde die Linearisierung zu friih durchgefiihrt? Ist die
Linearisierung iiberhaupt zielfilhrend? Wir erinnern uns
an das komplizierte Argument der Verteilungsfunktion
(Gleichung 53b ) ; hier ist bereits auf das Schwerpunkts-
System transformiert worden:

/

-p! 2 sind
b{ s i r cagz?')}

Das Problem liegt darin, daB8 die Verteilungsfunktionen
(relativ) einfache Funktionen der Laborkoordinaten sind,
die Ubergangswahrscheinlichkeit jedoch sind einfache
Funktionen der Schwerpunktskoordinaten. Vor genau dem-
selben Problem stehen wir im ndchsten Kapitel. Dort wird
mit Hilfe der Deltadistribution eine Transformation ins
jeweilige "bequeme" Koordinatensystem erreicht, und ge-
nau das kénnte man auch hier machen:

Wir nehmen wieder Kugelsymmetrie an. Die Verlustzone sei

jetzt:

ve{plp>p:f

o % P>Fy

) =
v 1 ®r p<p,

Dieser Vorschlag ist besser als eine gleichfdrmige Verlust-
zone ilber den ganzen Impulsraum, entsprechend unserer An-
nahme ( 12= const, 0 <9 < 1), denn hier kann man fiir den

 ptep A T
e L N P



R L

- 70 -

isotropen Fall genau so die Unstetigkeitseigenschaften
der Verlastzone studieren wie beim entsprechenden zwei-

dimensionalen Fall.

Ausgehend von der Boltzmann-Gleichung

fp) =0 #r peV , {#p) isotop, p=/pl

0=ap + [[[ Peeg » pi2'y.
[t - fod fi ) s '

transformieren wir auf das Schwerpunktssystem, wobei wir

die Deltafunktion anwenden

0= Qp) + [erf PlaPogPIS(P-p-F)S(a- Hp-g) -
a”(f",p",?’)é‘(g’- F@hp)- { o) £5)
- AP AR) f 'y P LY AP Y Y

Nach Integration {iber alle inneren Variablen erhalten wir
eine Gleichung der folgenden Form

0 = alp) + [[[FGpp = pi) { 100 #250) -

- AR5 f 'l el

R L SNy R L. 31
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Mit diesem Verfahren erhalten wir nie so komplizierte
Argumente wie oben erwdhnt; es bleibt immer f(p). Jetzt
erst ist es sinnvoll, ein Losungsverfahren durchzufiihren
(z.B. Linearisierung oder Polynomansatz).

Dasselbe Verfahren kdnnte man auch auf zweidimensionale
Probleme anwenden, wobei man eine Gleichung folgender

Form erhdlt:
0= QpH) + [[Fep 0. &= ol 85 O )
{ et 0505 - ApIr B o I ot el et

nmit

f(p,qf')'—‘O Fir F>T-6G ader #<6

C%... 6ffnungswinkel des Verlustkegels

oder mit Integrationsgrenzen geschrieben:

7-Gk

0= Qe + [[[apdsas [[[aboFaF -
o Ok
-Flpdp Feorp 'za;é"z}'ﬁﬁ) { {0p's) /45’3?) - W F) f
= Q) + Gloki¥]

G ist eine Funktion von 6k und ein Funktional von f(p, %).

S R N
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Man kann versuchen, fiir kleine O, einen Niherungsausdruck
zu finden, indem man nach @k entwickelt und nach dem ersten
nicht-verschwindenden Glied abbricht.

0 =QlpP) + G(of) + GGof) +26 G f)+ -

Der Strich (') bedeutet: Ableitung nach ©Ok.

Es gilt: G(0,f) = 0, da hier der Verlustkegel "geschlossen"
ist; das erste nichtverschwindende Glied diirfte das lineare

0= Q(pHP) +6& G'(of)

oder:

oo 7~k
0= QP +5% /a [[ap'alp'ds ja’ [ [t aF o
K

FlpS5FeptiB ) st B - fate5)f| - 6.
G0

Auch zur L6sung dieser Gleichung diirften &hnliche Methoden
zielfiihrend sein, wie sie beim eindimensionalen Fall vorge-

schlagen wurden.

Leider waren mir zu dem Zeitpunkt, als ich die komplizierten
Terme der Boltzmann-Gleichung erhielt, obige L&sungsansitze
nicht bekannt. Die L&sung der Boltzmann-Gleichung wurde
fallengelassen und eine einfachere Methode in Angriff ge-
nommen, um die Frage nach der Termalisierung zu beantworten
(Teil II).
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TEIL_II

Erste Ndherung zur Berechnung der Teilchendichte und

der mittleren Energie des Plasmas

Gegeben sei ein monoenergetischer Teilchenstrahl der Quell-
1). Die-
ser Strahl heize ein Ionenplasma der Teilchendichte n,

stdrke Q(cm3/sec) und der Teilchenenergie Eo(keV)

auf, das gleichzeitig von einem eingeprégten Elektronen-
plasma der Temperatur Te.< Ti gekiihlt wird, sodaB das
Ionenplasma im stationdren Gleichgewicht ist.

Fiir die Teilchenbilanzgleichung setzen wir an (siehe
Gleichung 15, Teil I):

a=[fapdy - [[[ [z g pp- ()

i) i) P (o pp)dpdp dpdys

llo~e

eingeschossener Teilchenstrom Teilchenverlustrate

Zu diesem Ansatz kommen wir, wenn wir Gleichung 14, Teil
I, ber die verbleibende Impulsvariable d3p integrieren.
Tp), P(p), f(p) usw. seien definiert wie in Teil I.

Q ... Quellstirke (die pro sec und cm® eingeschossenen
oder verlorenen Teilchen)

fiir die Energiebilanzgleichung setzen wir an:

£Q =5+ Lfe (2

1) Siehe: Analytisches Konzept, Verlustmechanismen; diese Arbeit

ki
I3
?

)

%
;1':
3
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Energiegewinn des Ionenplasmas Energieverlust des Ionenplasmas

EoQ ... die von den eingeschossenen Teilchen im Pasma

deponierte Leistungsdichte

EéQ ... die von den verschwindenden Teilchen dem Plasma

entzogene Leistungsdichte

dWenz

ar - Energieiibertragungsrate der Ionen (Teilchensorte
1) auf die Elektronen (Teilchensorte 2)

Gleichung (2) fiir die Energiebilanz beinhaltet einerseits
die Quellstidrke Q (bzw. Verluste), andererseits beriicksich-
tigt sie die Energie, die duirch elastische Streuungen an

das Elektronengas iibergeht.

Mit Hilfe von Gleichung (1) kann man die Teilchendichte der
Ionen in Abhdngigkeit von der Quellstdrke und des Verlust-
kegels berechnen. Dazu muB aber die Abhdngigkeit der Ver-
teilungsfunktion vom Winkel bekannt sein, und das 1ld8t sich
nur du:ch L6sung der Gleichung 12, Teil I, bewerkstelligen.
Da wir die Verteilungsfunktion nicht kennen, setzen wir
folgende Winkelabhdngigkeit an: ’

((X7)

— 3‘1"

Dieser Ansatz (Stufenfunktion) ist jedoch ziemlich unrea-
listisch; die Winkelverteilung diirfte eher die Form der
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strichlierten Kurve haben.
Die unrealistische Annahme spiegelte sich auch im Ergebnis

wider: Die Teilchenverlustrate als Funktional der Ionenver-
teilungsdichte und als Funktion des Verlustwinkels diver-
giert, auch unter Beschrdnkung auf infinitesimal kleine
Verlustwinkel!

Statt mit Hilfe der Gleichung (1) eine Beziehung zwischen
Verlustrate, Teilchendichte und Verlustwinkel herzuleitcss
wurde eine Parameterstudie durchgefiihrt, indem man in Glei-
chung (2) bei angenommener Teilchendichte n die Quellstir-
ke Q variierte. Dazu miissen wir aber die Energieilibertragungs-

rate kennen.

Energieilibertragungsrate zwischen Gasen verschiedener

Temperaturen

Wir berechnen die Energieiibertragungsrate von einem heiBen
Ionengas auf ein kédlteres Elektronengas.

Zuerst wird die Energieiibertragung fiir den EinzelstoB8 abge-
leitet, dann wird mit den Verteilungsfunktionen und der
tlbergangswahrscheinlichkeit gewichtet und iiber die Impulse

integriert.

Energieilibertragung beim Einzelstof:

Vor dem Sto8:

Relativimpuls:

g =i 2 G B & PGt P
Schwerpunktsimpuls:

P=p e @ pr=g+L P

?

‘3
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Nach dem Stobf:

i

Nebenbedingung: /Q/ - /g"/ ;P Bl

Energie des Ions vor dem Stof:

_ 2
oy =2 =57 (@t ) = (Q - 275, F n-,,;.’ P

Energie des Ions nach dem Stoj:

12 7 / 2 7 P4 / ol az /
£l ;2-% =;”71(-g rf,%}f/) 32;51(’9 ~ 2/ (L P) + sz P

o/

2

)

Energieabgabe (-aufnahme) der Ionen:

AEy, = £y~ Efy = v (G L) (g P) =

>0 ; Energieabgabe

ﬂbdk<2} 521 ) (3)

< OJ' Energieaufnahne

wann gibt 'das Ion (Teilchen 1) Energie ab, wann nimmt es
Energie auf? - Folgende Skizze veranschaulicht den Sto8

der Teilchen 1 und 2:

T



- Ampeeer AN

- 77 -

D AL R g R AR R o L S TSP

Wir konstruieren bei gegebenem < und Py, M und m. den

1 2
- . Vektor des Schwerpunktimpulses gq. Da sich der Betrag des
‘ Schwerpunktimpulses durch den StoB8 nicht &ndert (q' = q),

konnen wir die Ortskurve aller méglichen g-g' zeichnen.
(das ist ein Kreis in der P; P,-Ebene mit dem Mittelpunkt
(-g) und dem Radius q.
; Nun diskutieren wir Formel (3 ):
Die Normale zum Schwerpunktsimpuls P teilt die Ortskurve in
: zwel Teile:
Die Menge aller q', fiir welche das Teilchen 1 Energie an das
Teilchen 2 abgibt, liegt rechts von der Normalen zu P, die
Punktmenge fiilr die Energieaufnahme liegt links.

Vet e

Enerqgielibertragungsrate bei gegebenen Impulsen

und gegebener StoBrate:

W,z = A2 (pf; pLED 2 (055 BF) =

(4)

%-2 P) o
- (ln,+lnz cﬁf‘o(khg-)Jg )

‘d'”@.é’) EP) = =Ppp’ *#p)ﬁcp)/@)dpdf-dal 2%’ (5)

5
i
.
ks
;
‘!' {

3

AN ;
£
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£éZ . Zahl der Streuungen pro sec und cm®, die vor
at
dem StoB8 die Impulse -,E 19 haben und nach dem
StoB die Impulseﬂ #
adW;-z2

at =////AE;-2 Plag - plp) @b pldp dpdpdy  1©

Wir erhalten fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit (siehe
Anhang) :

FlgP »gp) = (ef) [sirer + % ()T~

(7)

7 Sigl -1¢h) 8P~ P

Nun stehen wir vor dem Problem, daB f1(p) und fz(E) Funktionen

der Laborimpulse sind, E und P Funktionen der Schwerpunkts-
impulse. Wir miissen uns fiir eins der Systeme entscheiden
und wir wdhlen die Schwerpunktsimpulse.

p=g -k P-gtm L

ditez . /m1+mz @ré’z) ¥ [airtoe + h & (B)]" Slal-gD

(8}

S(P-L), (g4 P (g- 14w L) d &P P’
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Mit der Deltafunktion kénnen wir aber trotzdem f1 und f2
als Funktion der Laborkoordinaten darstellen:

6 (g~ P) = [8(-g +/ P-p)f ()l (s2)
b (g4 P) = [Slg +4 P-B)Mp) &% (ob

2 2 i

(10)

Slgl-1gD(P-P) 5@+ L-p)S( ~¢ 4 P-p)

4(0) L(p)d% PG AP P %

O...... Streuwinkel der beiden Teilchen im Schwerpunktssystem

= / = !
6= d(¢4) cos @ Tg}«?f
f1(p) und fz(p) sind normiert auf:
[f@de = 1)
fﬁ@)df’ = J
f_' und f2 seien kugelsymmetrisch: ﬁ(/,é’/), f}(/,é"/)
ﬁ(ﬂ) ) ofﬂ {P") é‘(lax‘/P/) céa" (11a)
(@)~ | (P 8- 1) o5 .
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f1 und f2 selen beliebige Verteilungsfunktionen.

Spédter setzen wir:

x x
ﬁ(lo ) 4TF2 ;(P Ra) (Ionen) (12a)
. 2
: i
o ()
: f(F7) = (zrm k7‘)3/2 e dmkTz (Elektronen) (12b)

Integration {iber P':

ez . 8 e /fﬁfﬁwvdp o[- [lgte.P)
95/;(’ 14/4/ + F4(&)] 5@‘?‘)5‘(1" N AL

S( 7™ lg 4% £1) g d°P ! P

Koordinatensysteme:

e-9(s), £-r(3)) s ¢ 4(3'3333#)

(¢-¢,P) = (9.£)-(3.F) =

= @'P(sinbwspbind + wsfwst ) = §P wsé

, Y,
21[ /?'//?J) $(1-as¥) = S/n‘.z.'l-‘-l'-
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[~g +45 Bl = 1 ¢~ 24% ¢ Pas ¥ + (»%)ZP?

IQ *’%f/ = }/qz+2,”“7‘1—9Pms¢,¢ ,«/,”%)zpzﬁ

o -8t [Taort s

(13)

AR SNt T e O e e ] e eSSty o, . o 4T

f~ - / 9 P(eindbsindcasp's cos b cost - ca;f})?’

S

[ w25 4P G TP )

e Y ORI SRE

§(7*- g% + 2% ¢ Pust + G PP* ) 4wy 2msin bt

4
i
¥
%
te

PolP o s dd cly’

Integration Uber ¢' und Substitution: cos 6 = x

2r

. 2r
fdy’ =2 ; /cosy’c(flro J Pyt 1y = M
0 o

costF=x » x(4i ; i~x*20

Umformung der Deltafunktionen nach der Formel:

8 (x%x2) = 27:-‘:, ((x-x0) + 8(x+X,))
X>0, Xo>0

Elx-%,) = Zxe)S(x*-%3)

(14)
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e o yr'taelu [ [4(0) 459 047 og) £

[ ;\‘18 x (asd™-1) ]{ st + %@?ﬁ))’z G(1-x%)

% S(p-g° r 245 9.5% _(/”%)sz) (15)
8P g 215 9P A V' PY) ey et Poind ol et ™

Was bedeuteat 0(1 - x?)2

2
v 24P = PrB) PP

aus x?* £ 1 und a) folgt:

(-4 P < P 2 (g+/% P)

bo 2 qFPx = +(H)F -

aus x?* < 1 und b) folgt:

(-t PY* & P & (gr st PO

Wir schreiben die Deltafunktionen um und setzen ab jetzt:

P =P
s e =2
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Wiz . (1) g2 22 [ S ptep @ ep 0>

2, P2 -p* ' 4 < B
Lt st )l + 4GB

TR s ekt o] i

O (=75 ) Olg» 75 ) B2 - 25 Y O0lg+ 25V F7)

d(p? +/1/o2—(7+/1)92 4+z )6/7-61'06//729'&}4040

Nun gilt:

Wir substituieren: sin 8'/2 =y

@

£ r !
o /
£ ast-1 . / ~d. 3d

J Girder 1heX2) J %12 ) =

Dxiaptl

= 4 {200(%) - tn4+ 1}

Wz | pryee ) 2 [ [ pfe)p fm) 0 69

_9%[9.24_(%/;_; _.sz4[2/,,@62‘%)-&74+7} b)) awP)

v,

3
5

..

i‘:
[
B
I
b
"
5

H

!

3

§(PYap> oG- P PP) 6% (9~ 7)) 0llg 7532 p7)

o6 {9" 4+7L)2) @((?"* 4+;\)‘ -2)4"0@ ‘@-dp
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Was passiert, wenn man die Identitdt der beiden Teilchen ver-
tauscht? Welche Symmetriebeziehung folgt daraus?
- Zun&dchst bringen wir obiges Integral auf eine symmetrische

Schreibweise:

Verwende:
P—z +2F (4+74)9. 4_'_’;2 = 0
#+ oty P - o (#2029 425}

7 (1 F -2 9}

ez . (or)ftaer i // do 5 p LPHGP)
f/ clPdly 25 [o &%) -trt g5
&(F2+Ap*- (1+2)8°~ 345 A F?)o (p*- 7-4+A)2)
Oa+75)" ) 0P G- 25 )80+ 75)" P

UGS // docfp pREFEG) FOup.f)

wobei wir die Funktion F(A,p,p) wie folgt definieren:
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Faupp) = [[aPag [t P22 [z af8)-02 ]

J{szﬂ,p{ (I+A)9.2- %2) 6[/9{(9, _%%)z)

(14)

Ol ) g+ B - IOt G Hx )

Wie man leicht sieht, gilt bei Vertauschung der Teilchen
folgende Reziprozitdtsbeziehung:

4:-\7\, F(A/P/ﬁ) ‘—'73..:7{. F(%'/P;P)

Flir die weitexre Rechnung setzen wir wieder die urspriingliche

Form:
1/7-2 2 2 .2 2__2 P
A (%70 A9 = (1+2)[§*~p"+ G55
Aus den Stufenfunktionen folgen die untenstehenden Integrations-

mengen:

(1) (YA +de?) -AP* + B > (1+2)p?

) (+:2 )zpz 5 (/[""AXFZ *"f’z)";‘Pz ' _p)>

(w) (7"(4+A)(ﬁz+apz)— AP +aP )% > (1+2 Yp2

() (1+257%  >(Jarn)p?r2p) -2PF - PY*
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Umformung der Ungleichungen:

0 (1+2)(F2pD = (P P* + 2P (1 1)(PP+2p?) ~APZ’
> (1+1)p*

2P (HAY AP -APE > (1+2)p™ (1#4)p* - (1-2) P

a (1+a)p® -(f+]l)p'z- (/—l)Pz >0

P? <

;H-;L (4 +p%)

05 (1 [ptepts P25 399 -]

B = ppt 7"(#+p’)-(p*-ﬁ2>/4p*ﬁz 25 = Cprp)*
(p-PY £ P2 (p+p)°

by (14+2)p*-(1+2)F?-(1-1) P* £ O
P*> L5 (p*+p?)

> P? e £(1+A)(F%+2p%)

0 (Jora)(p*+ 352 - AP*" + B > (14X p°

0y fals PPé A (prpD

= (p-p)? ¢ P*< (ptp)*®




- 87 -~

b fals P> 4“‘ (p*p*

> Pia £ (1+2)(F%+2p?)

: ,ﬁ,..,/e#p;iw.o‘g-';‘-".' ” o J
o Ter 2 .-“,‘*‘5’-.‘“:4 “ o,

Analog folgt fiir alle anderen Mengen (ii) bis (iv):

ST TLY

() ay falls P> L& (p*-p*

= (p-p)° « P < (pp)?

b s P? < X PR
Pzé 7+A (-2+/1P2)

4+A

(W) ay s P° > 725 (%"

= (p-p)° 2 P*< (p+p)*

b) falls PZ 11"/1 (P ,D

= Pzé 4+A(—2+Apz)

(V) ay fatls  P* & 453 (p*-72)
> (p-p) ¢ P° < (prp)?
by fals  P*> 22 (p*~F*)

> P S ap)
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Entsprechend der Multiplikation der vier Stufenfunktionen

missen die vier Mengen geschnitten werden: (i) (ii)

(iii) (iv) . Der Durchschnitt dieser vier- Mengen definiert

{ die Integrationsmenge. Wie man sieht, ergeben (i) (ii) und

i. (iii) (iv) dieselbe Menge. Wegen A A = A geniigt es,

' (1) (ii) allein zu untersuchen.

Fliir die Fallunterscheidungen in (i)a bis (ii)b muB8 untersucht
werden, welche der beiden oberen Schranken von P? die kleinere ist:

(1)ay P < qoﬁﬁjz

) by P < F(1r+2)(F2+2p*)

(p+5)? 3 £ (1AXF3p?
NP #2005 + ABZ 2 FA4 A% + A + X
o< (p-2p)*
(p+fF )Y ¢ F(1+)(F +2ap?)  Vp Vp V(A>0)

(p+p)? ist also die Obergrenze fiir P?.
Nach Umformung der Deltafunktion schreiben fiir F:

1 .
2+ 2D - AP
8 (Fx JerraXp*ap-2aP*'- ¢.) :
PP
() L ptr B2 P2
Fivpp) - 42 [ PaP ol i
IF"’P iT

1 afamfoeE ) | !

55 4™ 3 - (10
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Fir Go(v) erhielten wir:

~ 286 1
S o, g2 ol 7!'(-7—‘2‘,’,"
h 25
Q)= 5z (1 9% (16)
~/aiﬁ»zr ) falls o> 295

Wegen der hohen Temperaturen sind die Relativgeschwindigkeiten
vorwiegend .m zweiten Bereich (quantenmechanischer Fall).

h
GolP) = Zagr (16')

Wir erhalten nach Einsetzen von €_(v) in F(\,p,P):

PP

- P*
Fopp - B [P pE

JoAX P apR) AP '
1p-pl

Z‘}w m:l) m’{ffaxp-z*apz)_apz7_ lﬂé"‘]

Substitutiion:

2 r55y2 —~
z - P4P/";'P) j - 755—) P* = tppt + ()

te[o1]

=Pt Jep (p-pre 4ppt) = 2GR (Prapd+4 %Fﬁ ¢

e e e
RIS A M S L s

Tkl
e

(142X % M?) - Ap-F)-4Appt = (F+Ap)* ["‘c,m rt ]/

F=(1-NpF -rp* = (F+2pXP-p)

e
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1
&

t
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[ Einsetzen in F(A,p,p) ergibt:
‘ | FOupp) = 2pp (1+2) 55 {2(4-tn2+ [n/;;‘- In (F+2p)

4

/hrr ZgE) , @}
dﬂ'a)‘% 72 Ap)‘ z)

f‘4pi&ﬂ?—2ﬁ%§;:%—55{;qéfémz-flh-—‘—— Avéhfiyo))'
4

/ tolt (1~ @gg-ﬂ) St

0 [4-(,5pr37*)% (1-F55 (Frap>? )% }

42

Setze: Z = mﬁ%

Mit Hilfe der Substitution
v =1-Z¢

lassen sich die Integrationen elementar ausfiihren:

7
f (1- 2ty ¥ ot - ;:_,’-—(7,L -1)
o

12

)
/ (¢ 1-—zt)-3/21r;(1-zt)a’t - §4. (it’_”:%E__ 4)

1
[ (1-2t) Ptot = Blrer-1) + & (FF - 1)

f (-2t} (-2)tat = (7 TE )+ B ) Z e )




- 9% =

(F+2p)*

Ricksubstitution: Z~

f (1-2£yPof = “"/’F ( & 7‘/"/ -)

e 2
*

(F+ap)?
{é#ﬂ%f 5 fals p>ap
ApE-apl 5 7ol P<Ap

4

f(f-zz‘) 24 h(1-zH)dt =

o

(p+2p)° 5~ 2(p+2p)> _ _
APRIF=2p] BSpL + ZEEE- v pooy

Frap)> , Ip-Apl 2(p#3p)?
ApRlp-2p! oy 2> e A If-2pl °

1 Al o
[ (125t ={ GG
g'g‘+a£)3 -
o 3 ;fOVJP/ 3 P<Ap

falls F < AP

/ (1-28) P or(r-20 telt =

(p+ap )3 15=20/
o i (o0p - g B ]
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Nach einigen elementaren Umrechnungen erhdlt man fiir F(A,p,pP):

,5 >JMP :

FOupF) = 20e0){p(-$+1-tok + 200 290y

Ao(p+3p)

1p=2pl
'(ﬁ +P)(’7 F+Ap
(17)

PLAp:
FOAp ) =-2002) { £ (1-to4-22 + 2tn )y _

Ap (PfAF)

- (B p)in B2 |

Wir nennen denjenigen Term, der h enthidlt, den "dominanten Term".
Die Abschitzung, daB die {lbrigen Terme diesem gegeniiber ver-
nachldssigbar sind, ist etwas umfangreich. Wesentlich einsichti-
ger ist folgende physikalische Uberlegung:

Im Kapitel "Skizze einer quantenmechanischen Ableitung des Wir-
kungsquerschnitts” zeigte sich, daB die Plancksche Konstante
in den Abschirmwinkel eingeht:

0,(v) = h/(uvij) = 1077 << 1 (18)

Im Grenzfall h + 0 geht der Wirkungsquerschnitt des abgeschirm-
ten Potentials in den Rutherfordschen Streuquerschnitt iiber,
der, wie wir wissen, unendliche Reichweite hat. Auch unsere
F-Funktion divergiert bei diesem Grenziibergang. Wir sind da-
mit zur Annahme berechtigt, daB8 der dominante Term die Klein-
winkelstreuungen beschreibt, und daB er den grdB8ten Beitrag
liefert, wenn nur h hinreichend klein gewdhlt wird.

Nun ist die Plancksche Konstante in unserem Fall tats&dchlich
sehr klein (d.h.: klein gegeniiber HVA D)' Das heiBit aber,

daB die ilibrigen Terme, in denen h nicht vorkommt, vernachldssigt
werden kdénnen.
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Transformation auf Geschwindigkeiten:

B SIRCL B

}: J%ggaé'z'5?193(E¥§J26’dé;ﬁv;$(b009iFg§6m95Dc£ra€F-
§1 o

4 —
» ”ﬁzréoﬂg/lﬁﬁnf r>v
(M)

ﬂhi;éﬂﬁ;zg%iiﬁ T<U
2 - )Ny i) ,/ 2oy v) -

{;yvv/FChkyyv'4019“(”¥”,a&r + ‘zv-J43a479ﬂ50n5;35;35aﬁ(}

Da die Elektronen eine sehr giroBe StoBrate haben, setzen wir
eine Boltzmann-Verteilung an:

- TE
— 2k T;
M2 (X
Def.: 3

Zin § %"z <1

a) Berechnung des Integrals {Integrationsbereich: 0 S v S v)

mit der Substitution V = v&:

= 4
N2 M1 V- =2 'h AT -
Crm Kz )% f v D3 © dr

arfoz'/f} /[Ma/av' - hf’*f)]fze d‘fzdf
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Berechnung des Integrals unter Berilicksichtigung, daB
In(1+£) & 1n 2 ist.

1 7
2 o2
fre sy -4 fet'y
a °
Substitution: fg(= az)' f"ﬁ‘%‘ ) fe[olﬁ-'.]
YN
—af 1 u? 7 -(ﬁ')
e - am U e

4 -l
7&322"?3 ¢(ﬁ’) "234(‘ (19)

mit o mzv’/(Zsz) = (mz/m1)-(m1v’)/(2kT2) << 1 (20)

Dies ist der (fast) exakte Wert des Integrals iliber dv im Bereich
v £ v; die einzige Niherung war: 1n(1+v/v) = 1ln 2<< In(Apuv/h).
Da fiir alle interessierenden Fidlle a << 1 ist, k&nnen wir noch-

mals ndhern (durch Reihenentwicklung) :

ff fdf 4 ¢[F} v i-F~3 (21)

Das gesuchte Integral mit den Vorfakoren:

mr‘
0211117 f e 252 7y o
2rny k)2 ﬂo/u ()
o N2t 1
= Groak ey ey 3 Jocl &1

1

BRI

R e
TR
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e

i b) Integration iiber den Bereich v 2z v:

=2
mo \
Subst. : 2k Z df’ 27/‘!7"

f2 Mz 027 h GET'Z%E;E; TFAT =
(2T mek G P2 Popu (T+0)
r

p s Je‘%t -2 “/me-w -

) -
L

nicht dominant

Wir ndherten auf eine dhnliche Weise wie im Fall a).

QT Mk 12 P2 Agl ;2k72 20oC (22)
Niherung fiir kleine o liefert: <= ,’,',7:' ZL;”: <7
4
~ 2V m 2k MMz
(2rmyk )32 1M 200,02 m 2k72 (23)

Die Verteilungsfunktion der Ionen nehmen wir monoenergetisch an:

"W L2 = 8(2)2(Ge) i) / MW 77, S (7-7;)-

A Nz ___ . 1My -
1”715,4 }ﬁ"i’ ‘Crmkh e 3 /m 7'~Er 4}
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wobel

2 fﬂ
vy = V4’ - Qv ap

und wir fir die Energiellbertragungsrate erhalten:

CZV_’Z 4(2”),(6}9)21,:1(&%/3[1 J/Zﬁr][,}ﬂo/u/.kﬁ. (24)

in Ubereinstimmung mit Glasstone - Lovberg (4.61).
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Kommentar zur Ableitung der Energileiibertragungsrate

Gleichung (24) gibt die Leistungsdichte an, die von einem
monoenergetischen Gas der Teilchensorte 1 (hier Ionen) auf
ein Boltzmann-verteiltes Gas der Teilchensorte 2 (hier
Elektronen) ilbergeht.

n,, n, Teilchendichten

m,, m, Massen der Teilchen der ersten und
zweiten Komponente

E1 Energie der (monoenergetischen) Teil-
chen der ersten Komponente

T, Températur der zweiten Xomponente
reduzierte Masse

h Plancksche Konstante

D Debye-Radius

Wie aus der Ableitung (siehe: 16 }16') ersichtlich ist,
gilt Formel (24) flir hohe, aber nicht relativistisch hohe
Temperaturen., Die Geschwindigkeit der Elektronen liege im
Bereich:

2Z50C <Yy £ 2

wobeil of die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante bedeutet,
c die Lichtgeschwindigkeit.

Eine weitere Ndherung ist die Beschridnkung auf Kleinwinkel-
streuungen. Eine Begriindung dieser Vorgangsweise wurde in
Anschluf an Gleichung (1%) gegeben, ab der wir uns auf die
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sogenannten "dominanten Terme" beschrinken.

Eine grobe Niherung scheint der Ubergang von Gleichung (19)
auf Gleichung (%) zu sein, in welchem wir die transzenden-
te Funktion (19) in eine Laurentreihe entwickelten und

nach dem ersten nichtverschwindenden Glied abbrachen. -
Wir erhielten die Konstante 1/3, Gleichung (1). Diese
Ndherung ist aber gerechtfertigt. Betrachten wir Glei-
chung (21):

me mr?
«= Ty 2k iz
m1v’/2 kinetische Energie der Ionen
3k T2/2 mittlere kinetische Energie der Elektronen
mz/m1 = 1/1836 Verh3dltnis der Elektronenmasse zur
Tonenmasse

Selbst wenn das Verhdltnis von Ionenenergie zu Elektronen-
energie sehr gro8 ist, etwa 10 : 1, bleibt « trotzdem sehr

klein wegen des groBen Massenverhdltnisses der Ionen zu
den Elektronen. Es gilt tatsdchlich:

mz myy?
o~ 7t 2kTs & 1

und wir diirfen die komplizierte transzendente Fuﬁktion durch
die Konstante 1/3 ersetzen. Dasselbe gilt fiir die N&herung
von (22) auf (23).

Erwdhnenswert ist noch der Uhergang von (13) auf (15). Glei-
chung (14) erméglicht uns die Elimination der Wurzel im

| empuaseer e oo oo
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i' Argument der Deltafunktion. Wenn wir die Ve;tgilungsfunktiqn

R; £,(p) und f,(p) nicht durch die Gleichungen 9a,b bzw.11acP

: dargestellt hdtten, widren die Wurzeln bei der Gleichung (13)

e im Argument der Verteilungsfunktionen. Mit der Deltafunktion

' gelang uns nun eine einfache Umformung, die uns eine weitere
analytische Behandlung des Problems erm&glichte.

P A+ S

Teilchenverlust:

, Gleichung (1) gibt den Teilchenverlust (bzw. Teilchenein-
schuBirate) als Funktional der Verteilungsfunktion und des
vorlustwinkels an. Sie stellt einen Zusammenhang her zwi-
schen Teilchenverlust und den Parametern der Verteilungs-
funktion: mittlere Temperatur und Dichte. In Verbindung
mit Gleichung ( 2) kdnnen diese beiden unbekannten Para-
meter der Ionenverteilung als Funktion des Verlustkegel-
winkels, der EinschuBleistung und der Elektronentempera-
tur berechnet werden.

gy e

Es soll nun kurz beschrieben werden, welche Schwierigkei-
ten bei Gleichung (1) auftreten:

o AT

& = [ [tter 9001 9@t {05

ARG

Pe7 ~ £f) dp df dp'dp’

! wobei P pﬁ > ,Bl,é") ... Ubergangswahrscheinlichkeit,
{ Definition siehe Anhang A

o SERRELD
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E 1 falls O £ ¥ & T-6
7 ® =

0 sonst‘(Rﬁckkehrwahrscheinlichkeit)

Hier ist ¥ der Winkel, den der Impulsvektor des Ions mit der
z-Achse des Ortsraums einschlieBt; #, ist der Uffnungswin-
kel des Verlustkegels.

Wir definieren (siehe auch Teil I):

Z'(p) s 71— ?('g) ' Entweichwahrscheinlichkeit

f(p) wird isotrop angenommen; die Verteilung iiber dem Abso-
lutbetrag p wird offengelassen, analog zur Ableitung von
dw12/dt. Nach einigen Umformungen erhdlt man:

Q =

25 elu /i [rtorptpapds
y 8/ a?- 4p*sin’8, ] 0 [a* - 4p%si8, |

/] z 2‘ ’ -
6’[@5,5«»' - a’;gbfgé’;?‘ ]y sind ¥ dg-

mit

a = 7(2(%g;iﬁ9-‘%9g-zé?<yg£¢;z)l

b= 29 st

= 4 (pras™S + FrsiPHe)

Die Integration iliber %”'laﬂt sich ohne viel Aufwand durch-

O, St v € AP S

= m =y
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f fiihren. Dann allerdings treten Schwierigkeiten auf: Die
' Arcusfunktion enthdlt ein sehr kompliziertes Argument!
Fiir 6% = 0 allerdings reduziert sich die Integrations-
' menge zu einer Nullmenge, und es ist zu erwarten, daB8 im
3 Limes kleiner Verlustwinkel der Ausdruck einfacher wird.

Vorerst transformieren wir auf dimensionslose Variablen:

1 - 1 -
Y =52 (p*+FP?) X = g2 (P=F7)
und substituieren:
SR

Dann hat das innerste Integral folgende Form:

72
K(xy, 60 = [ [#(1-snd) + $a7c)]

-T2

Of Ix+ sind/sin G - [Yfzy-1-%% "~ a5/ 56 |

2y—1- X2 cas$-20y +x sint)sin“6,
aeas { 2aas ¥ Y2y-1-x% cos®E - } cas b

Es wird versucht, K(x,y; &) in eine Potenzreihe zu ent-

wickeln:

K%y, 8 = Qyy) + ayxy) G + qgmy)ef+. .

Nun kann gezeigt werden, das ag und a, verschwinden, a, je-

B s T LRSS
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doch divergiert. Es ist durchaus nicht iiberraschend, daB
diese Schwierigkeit auftritt, weil ja auch die Annahme
einer homogenen Verteilungsfunktion und der unstetige
lbergang des Produkts'q(p)f(p) auf Null bei ¥ = 6« den
physikalischen Tatsachen sicher nicht entgpricht. Die
Frage nach der Verlustrate ist daher nur zu beantworten,
wenn man die Boltzmann~Gleichung (Teil I, Gleichung 18)
exakt 1l&st.

Ergebnisse:

— e e S . = — - — - — - v - —— b = G = —————

Wir vergleichen die Energieiibertragungsrate vom Ionengas
auf das Elektronengas mit der Fusionsleistungsdichte der
(D,D) -Reaktion {einfache Reaktion und semi-katalysierte
Reaktion). Ist der Quotient

dWise . p .

ot ¢ %5/0/7
grbB8er als 1, dann haben wir einen Energiekonsumenten; der
wirkungsgrad ist mit Sicherheit negativ. Ist der Quotient
sehr viel kleiner als 1, dann besteht die Mdglichkeit,

da8 man mit dieser Maschine groBtechnisch Energie bereit-

stellen kann!

Bei den hier diskutierten Fusionsprozessen zeigte sich,
daB8 bei einer Elektronentemperatur, die bei einem Zehntel
der Ionentemperatur liegt, sicher kein positiver Wirkungs-
grad erzielt werden kann. Lediglich bei der 3He-semi-
katalysierten (D-D)-Reaktion erhalten wir bei Te = 100 keVv
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und Ti = 1000 keV ein Verhdltnis von

%:’?@bﬂ ~ 072 <1

Beim semi-katalysierten ProzeB wurden folgende Annahmen
gemacht: Ein Boltzmann-verteiltes Gas der Temperatur Ti
ibertrage auf ein Elektronengas der Temperatur Te Energie
durch elastische Streuungen. Gleichzeitig finden Fusions-
reaktionen statt:

T+ .
D+D*{3P {
He +n

3He +D = HéE+p

Es wird angenommen, da8 das ?He zu 100% die Folgereaktion
(27 ) ausfiihrt, wihrend Tritium keine Reaktionen ausfiihren
soll. Ein derartiger Prozef ist vom energetischen Stand-
punkt erstrebenswert, da die D, 3He) Reaktion nur geladene
Teilchen als Endprodukte hat, deren kinetische Energie man
durch elektromagnetische Systeme mit einem hohen Wirkungs-
grad umformen kann. Die Annahme ist auch einigermaS8en rea-
listisch; wegen der unterschiedlichen spezifischen Ladun-
gen des Tritiums und des Helium 3 hat das Tritium einen
grdBeren Bahnradius, sodaB es den Potentialwall der Magnet-
feldlinien leichter liberschreiten kann als ein 2He-Kern.

Es wurde weiters angenommen, daf8 der 3He-Kern gleich nach

seinem Entstehen die besagte Folgereaktion ausfiihrt, soda8B
er keine Zeit mehr hat, seine Energie an Elektronen abzu-

geben. Die obere Schranke des Leistungsverhdltnisses (25)

stellt Diagramm 1 dar, in welchem angenommen wurde, daB

- U Mt wae s,

"y
o,
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nach der (D,D)-Reaktion keinerlei Folgereaktionen statt-
finden.

b) Parameterstudie

Gleichung (2) wurde in einer Parameterstudie diskutiert.
Fiir die EinschuBlenergien wdhlten wir die Werte 300 und
600 keVv. Dann wurden die Temperatur (Te & 2Ei/3) und die
Quellstdrke Q variiert. Um einen Anhaltspunkt fiir die
Gr&Be der Quellstdrke zu bekommen, setzen wir Fusions-
leistung und EinschuBleistung gleich:

E; Q € nP<6v)>E, =Ry

Wir erhalten:

P /4 -3 .7
Cra = 29670 cm s }ba'Eo= 400 kel

x 0474 uAcni®

¢ .2 .
= 392 -10% cp3sec?
B } bei £, = 300 keV

~1 a6261/04cw5

Will man einen positiven Wirkungsgrad erhalten, ohne die
Energie der ausstrdmenden Ionen zu nutzen, dann darf die
injizierte Leistung die gewonnene Fusionsleistung nicht
iberschreiten, d.h. Q £ Qmax'

Wir stellen nun Gleichung (2) als explizite Funktion der
Ionentemperatur (kTi) dar:

BNV SHEE S F P
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KT, = £EQ tAfVkie
! 2@ + A(KTe )2

mit A = 7.2 10° keV Jem3sec

Dabei bedeuten:

Eo Energie des eingeschossenen Ions

kTe Elektronentemperatur

kTi Ionentemperatur

Q Quellstérke (Teilchen pro cm® und sec)

In der Konstante A stecken folgende Annahmen:

14 -3

n, = 10 cm Teilchendichte der Ionen
ni = ne Quasineutralitit
Zi = 1
Deutronengas
m1 = 2

Ein Blick auf Gleichung (28) bzw. auf Diagramm (3) und (4)
zeigt, daB die Elektronentemperatur ungefdhr gleich der
Ionentemperatur ist:

KT, =~ k7o

Das heifit: Wenn die durch den Verlustkegel verschwindenden
Ionen weniger Energie abtransportieren sollen als das
Plasma Fusionsenergie erzeugt, dann stehen die Ionen mit
den Elektronen (fast) im thermodynamischen Gleichgewicht.

A pom g
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ANHANG_A

S=ESRsE==ss

Ableitung der Reaktionswahrscheinlichkeit pro Test- und
Targetteilchendichte

Wir wollen die Reaktionswahrscheinlichkeit P(p,E - p',ﬁy
als Funktion der Impulse im Laborsystem durch den Wirkungs-
querschnitt 6’(Erel, cos @ ), einer Funktion der Impulse
im Schwerpunktssystem, ausdriicken.

Reaktionswahrscheinlichkeit fiir die elastische Streuung

an einem unendlich schweren Teilchen:
W‘ j”zal = 1713; /726’

J ceeeesss«. Anzahl der einfallenden Teilchen der Teil-
chensorte 1 pro cm? und sec (Teilchenstrom)

n, eeesssesss.. Anzahl der Targetteilchen (Teilchensorte 2)
pro cm?

6 cseeasssss effektive Reaktionsfliiche pro Teilchen
n, cesveses.. effektive Gesamtfléiche pro cm?

n, ceeseessss Testteilchendichte (Teilchensorte 1)
v, ceesessss. Geschwindigkeit der Testteilchen

W eeessess.. Anzahl der Reaktionsakte pro cm® und sec.

Wir lassen jetzt die einschrénkende Voraussetzung, das
zweite Teilchen habe unendliche Masse, fallen. Dann wird
in den Formeln die Geschwindigkeit V4 durch die Relativge-
schwindigkeit ersetzt, weiters die Masse des Testteilchens
durch die reduzierte Masse:
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W = ’%’%zzﬁd 6

-eral -_yj—_y; ",-7’%‘ - #’ .++... Relativgeschwindigkeit
(siehe Anhang B)

Dividiert man W durch n,n,, so erhdlt man die Reaktions-
wahrscheinlichkeit pro Test~ und Targetteilchendichte:

- ——-—W =
P s 77 Upey 6

oder ausfiihrlicher:

f’(q;,,czséz) = Uref EY(iﬁ,,cvsc?)

Wir bringen jetzt die Reaktionswahrscheinlichkeit pro Teil-
chendichte aufs Laborsystem. Da wir den elastischen Sto8 im
Auge haben, miissen der Energie-~ und Impulserhaltungssatz
gelten. Da es sich um Std8e in ein bestimmtes Raumwinkelele-
ment handelt, muB8 das Raumwinkelelement (des Realtivimpul-
ses nach dem StoB) mittransformiert werden.

Transformation des Raumwinkelelements:

~-finition:

=2 . ggl ... Relativimpuls vor dem Sto8
-? mz 4
$/=”4%. - 4'%; ... Relativimpuls nach dem StoB8

Energie- und Impulssatz miissen erfiillt sein:
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£ =% (B/mz - pfmy)” = 4 (B/m, - pIm)* = EL,

- Uz duzierte M
/a 7, + Mz .esss» reduzierte Masse

E%d ..... Relativenergie vor dem StoS8

/
ézﬁg ..... Relativenergie nach dem Sto8

Pop+p = g+p =P

P ..... Gesamtimpuls vor dem StoB

/
l? ee.s. Gesamtimpuls nach dem Sto$

Bemerkung: Die Impulse p, p, p', p' haben bei der Aufstellung
der Transportgleichung aufgrund ihrer Stellung im Argument
von P die Bedeutung "vor dem StoB8" bzw. "nach dem Sto8".
Spater (auf Seite 40) werden die Variablen umbenannt.

Raumwinkelelement des Impulses nach
dem StoB

a2 = sin0dBdy

Wir wdhlen dasjenige Koordinatensystem von g', in welchem

g die z~Achse darstellt.
%' ~ g diglsin6d6dy

dllg'/ sin 0codp = 73 Y’
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/2'/ = /g./ wegen Energieerhaltungssatz

sin8dody Slgi-Ii)dly] = g Y Sligl-1gl) =
G Y -¢) - g A S (§- %)

Das zweite Gleichheitszeichen gilt wegen

Ne-43) = 52 [g-g.) + 64 g.)]

In unserem Fall wird ber g > O integriert, sodaB der zweite

Summand immer Null ist.

Setze:

g = AEm = plm) g = £ (/= plm,)
P-prE E=p+F
Multiplikation der Gleichung mit J(P~P")d2P’
shOdidp 8(1g! -1¢/)ajgl S(P-P) a’p’ =

- T 48 (5% (g*- gV S(P-P) P -

~ i 5 - 4 B -A V(LB ) Y

S e W b .
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b wegen a(P, %’) /

i e p") ~

Multiplikation mit W, = ]i" - gl

v, do S(Igi-lg)dRS(L-P)dE" =

" kb 2

) ;ZZ'E S(Ey - Eny)Sp+F-p'- P)Lp'd%’

U 2 = 2 [ 86~ EL)S(p+i-p-F )R AT
8

Multiplikation mit € :

Yot 6(Uy, 056)0i2 = Py, cos0)du2 =
=/—Z;Bf6'(%, cos 9)5‘[% "5/;1)5(,9 +5 _ﬁl__z,-/)a%,dfé.,
- [ Plez o pp)aoiatts’

/D(,e,é"*ﬂfl) -/{2 6 (Y 4aB) cas O(p g, p'57) Sl =Ely)-
| G *p-pp)
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Nun wird der Wirkungsquerschnitt filir das abgeschirmte
Coulomb-Potential eingesetzt:

Es gilt: (siehe Kammash, s 89)

_ éﬁgz_.z 4
5(v0) = (- z/m‘i) [sin*@z +% G w)]”

Y ..... Relativgeschwindigkeit
O ..... Streuwinkel im Relativsystem

é%(ﬁ? ..... Abschirmwinkel (s. Kammash, S 89)
Da wir den Wirkungsquerschnitt als Funktion der Relativkoor-

dinaten gegeben haben, berechnen wir die Ubergangswahrschein-

lichkeit als Funktion der Relativkoordinaten:

PlgP > gP)

@ Relativimpuls } vor dem
l? Schwerpunktsimpuls Stof
Q" Relativimpuls } nach dem
__F_” Schwerpubktsimpuls Stos

Es gilt:
PlpE + p'E)a%e d% d%'d’s’ = Plg P~ g/ ') dg dPaliydP

wegen: 3(%_[_3)/@('@,,5) =1, siehe Anhang B
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. PLpE+pp)d%p-- dP' = 7 64 (o), Olp 7, £IF) -

8By lep) ~Eey GEN) S(p+E-pLp) - A =

=72 6(2,6)8(% - £)5(P-Fidll ... dF' -

= P(@.F, ¢, P)d% d’Pa% %P

— = Sl ¥ 4 =
0(56) = 6(%,6) -(¢%ﬁi)ﬁ/h=e>fz+ FaAEN]* ~

_ (eef i
*9* firas U

Plpr;g.P) = 2 618, ) (E—4£)s(p-r)

2 - 2 2
- %:ﬁl [siai + } QIR S5~ 2 ) S(P-F)
Verwende:

SE-£) - 24(¢-a*)
=/§" (S(a+g) + Slg-¢))
- 4 g9

e e - e i e i S A i e

AL NN -
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P@.P; ¢,F) =
C8Tfren ++ BT 8a-¢)5(E-1)

(bbergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit
im CM-System bei elastischer Streuung im abd-
geschirmten Coulomb-Potential)

4 = {(Q_/Q’) ... Streuwinkel im CM-System
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ANHANG B

========

Transformation auf Relativkoordinaten und -impulse,

Funktionaldeterminante

my

Relativkoordinate:

¥ = -1 Relativkoordinate

Schwerpunktskoordinante:

4
R =n—7;:,;',;(”775 +mals )

75 ;15
ortskoordinanten: =! /=%

Lagrangefunktion in Ortskoordinaten:
me 52 me 22
L =25+ 25 —Vin-%)

Umrechnung von Orts- in Relativkoordinaten und umgekehrt:

(m”‘mz)f =m0

¥ o= -2+ |m [Fmg)

—

3
R m4 7 Def.: M= Mg+ M2
-z‘é = — * m1+/772_ hand
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X ;= R F
& 1 E 177 Ableitung nach der Zeit
| L =R+ T

In die Lagrangefunktion eingesetzt erhdlt man:

AN L

l
3
N

A

N

02 » 2
—@:2'——___ £ - V)

oL
R
f-‘- aaL = (my z)R

Umrechnung der Geschwindigkeiten in Impulse:

'/ L [ [d
(Mt mp )R = T + My T > P=p+p
UT =l ol = A MY v e M

Spezialfall: My =1y =M

g = F(e:-p1)
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Ableitung der Funktionaldeterminante:

e

‘ P o= ptp [ K-4)
; @ = £r tar e

enraperans - LT
e D 2o A -

O

O

cbatatind, s a h&;ﬂ%l\-ﬂnwhw-&. A e b ket
il
O I
QO *
QO
\—.—/

RN

100100
010010
L I 3 00
_ 1001
deé(é #_I) = w et #0040 0
e e g - 0,0 % O
0 0-%0 0 #
4
170 0 1 0 0|
01 0 0 1 0 L
i 4
0 O 1 0 0 1 . ‘m -
‘w0 0 &% 0 0| - .
0 “w 0 0 O .
0 0 # 0 0 % J

Der Wert einer Determinante dndert sich nicht, wenn man zu

einer Zeile das Vielfache einer anderen Zeile addiert.




- 117 -

1—..WI
)
0
%
3
*

-~ o O =iy
o o =~y o
O ~M3y © ©
- O O O
o o o O

Q

o © ©

I]’1
AL

det /_}_‘MI

o(P.¢)
o(p1 p2)




r=

- 118 -~

Verhdltnis der Energieiibertragungsrate
(Ionen-Elektronen) zur Fusionsleistung

(D-D-Reaktion)

18 Diagramm |
fus + .
6 5
T =68,1xeV
e
4 b -
3 R
» T =100keV
- e
5 L
R T =147keV
e
! |
0,8 T =215keV
o e
0,61
Te=316keV
0,4
L
0'3-
0’2- -
- T =464keV
| e
.0’1 1 1 - a1 lA L. 1 e 1 L Ti(keV)
o) 200 400 600 800 - 1000

v e m———

JR S S

PO P,



T S

ie

fus

Verhidltnis der Energietibertragungsrate
(Ionen-Elektronen) zur Fusionsleistung
(He3—semi—katalysierte D-D-Reaktion).

Té=21,5k§V

T =31,6keV
e .

/T =68, 1keV.
e . . .

Te=100keV

Te=147keV

Te=215keV

Te=316keV

Te=464kev

.

AN e

tngh M

[ it 0T

- peataT s Sening 4o Terreny

T
:

i
v
I
,-




R >

Lot Rl AL L LI

i(keY? E_=300keV (EinschuBenergie‘aer Ionen)

300

L]

Q=T35nA/cm§

200 Q=626nA/cm

LD DL L]

100

80 |

60 |~
50

40 |

1 e (keV)

30 KT

Diagramm 4
E°=600kev (EinschuBenergie der Ionen)

00k | ' Q=476nA/cm§

H
H
!
{
i
H

3004

200F

W i o by e

100}

80

60 | (keV)

10 . . 200 " 300 KT
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Verzeichnis der verwendeten Zeichen und Symbole

Q

Ei’ Eo
n;,, n,
Ti, T1
ng,, n,
Te, T2
k

P12 = dW12/dt
Pfus
Bo
Brax

Quellstdrke (= Zahl der eingeschossenen

Teilchen pro cm? und Sekunde)

Energie eines eingeschossenen Ions

Teilchendichte der Ionen

Temperatur der Ionen

Teilchendichte der Elektronen

Temperatur der Elektronen

Boltzmann - Konstante

Energieilibertragungsrate

Fusionsleistungsdichte

TS I AP PRyt T 9 & o < ey

Magnetfeld im Zentrum eines Spiegelreaktors

Maximales Magnetfeld in der Symmetrieachse

eines Spiegels

By A ——

o v e P <
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StoBparameter (die kleinste Entfernung, die
zwei sich begegnende Teilchen hitten, wenn
sie nicht wechselwirkten

Elementarladung

Kernladungszahl

Radius (Kugelkoordinaten)

Debye ~ Ldnge

Auf den Seiten 17 bis 20 werden ausschlieBlich
die in der Quantenmechanik verwendeten Standard-
zeichen verwendet.

quantenmechanischer Abschirmwinkel

klassischer Abschirmwinkel

Plasmaparameter

Verteilungsfunktion der Quellstdrke

Wirkungsquerschnitt

Verlustzone oder -kegel

Pt O P

T O T it e a7 s ol TS XS




u

p- q' .-
p, ' ...
R/ P

R’/ P

P(p,p »p', D'

£(p)

W(p,p »p'(p")

n(p)
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Komplementdrmenge zu V
Unterstrichene Zeichen symbolisieren Vektoren

Nicht unterstrichene symbolisieren Skalare

oder Absolutbetrdge von Vektoren
Impulse vc: dem StoB
Impulse nach dem Sto8

Reaktionswahrscheinlichkeit (Streuwahrschein-
lichkeit) zweier Teilchen, die vor dem Stof
die Impulse p und p, nach dem StoB p' und p'
haben sollen. v

Verteilungsfunktion

Teilchendichte, Normierungskonstante der Ver-

teilungsfunktion

Anzahl der StbBe pro Sekunde und cm?®;
W =P.f(p).£(p)

Riickkehrwahrscheinlichkeit. Wenn n(p) = 0
ist, befindet sich das Teilchen (Impuls p)
in der Verlustzone.

B SR T A 4 3TN T I I A




££°) (p)

55 (p)

511(9)

v11(p)

K11(p)

Ieot (P)
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Ansatz der Verteilungsfunktion der i-ten

Komponente

zu berechnende Verbesserungsfunktion, fiir
die bei geeigneter Wahl von f(o) gelten soll:
}¢i(p)] < g << 1

Senkterm der linearisierten Integralgleichung

Koeffizientenfunktion von ¢(p) der linearisier-

ten Integralgleichung
Kern der Integralgleichung

totaler Wirkungsquerschnitt des abgeschirmten
Coulomb - Potentials

Relativimpuls
Schwerpunktsimpuls
Relativ-~ und Schwerpunktsimpuls nach dem Sto$

Masse eines Teilchens der ersten (zweiten)
Komponente

reduzierte Masse

warmers

e 22 L AANOES A B e Tt a7 44 R BN ETRL Mk, oY v - .
EE I v -
P - R

e b B AR T AT} A A

P PR PRSIV SR
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o - € AR T b 88 e ‘
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p*,p* ebenfalls Impuls des Target- bzw. Testteilchens

A= mz/m1 Massenverhdltnis (hier: Elektronenmasse zu
Ionenmasse)

F(A,p,P) Hilfsfunktion, die definiert wird, um die

RS,

Schreibweise zu vereinfachen. Sie ist propor-
tional zur Energietlibertragungsrate zweier

monoenergetischer Verteilungen

- B R i he USRS o e 4

v Geschwindigkeit der Ionen

~arens b

<

P

Geschwindigkeit der Elektronen

o o = mzvz/(2kT2) = (mz/m1).(m1v2)/(2kT2)




