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Sommmire - Cette ftude s'inspire dfun travail de J. DEVOS (NOVATOME)
concernant le flambage d'une tige b deux rotules sous un chargement
axial combiné avec un chargement thermique cyclique. Mais ici, le
roddle est développs en tenant compto de 1'écronissage dos rotules,
et en étudiant la convergence du processus au cours du cyclage. L'éeu-
de fait apparaftre la réalité du "flambage progressif" pour des
valeurs trop 6&levées de 1la charge thermique. Une condition de non
tuine est proposée et présentée sous formes d'abaques.
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1 - ORIGINE DU PROBLEME

Le probléme &tudié dans les pages qui suivent est une extension du
problame présenté par J.DEVOS dans la note R&f. /"1 7 : "Influence des con-
traintes thermiques sur le flambage &lastoplastique, &tude d'un moddle é&lé&-
mentaire",

Dans la note de DEVOS,le dispositif suivant (fig. l.1), constitué
d'une tige rigide et de deux rotules &lastoplastiques 1 et 2, affecté d'un
défaut initial Nys chargé axialement d'une charge P, est soumis & ur gradient
thermique cyclique d&fini par son ampli-
tude maximum Q. Le fonctionnement des
rotules est supposé parfaitement plasti-
que et Teur chargement Timite est carac-
térisé par 1'équation :

(1.1} |aml + Icf| * 0,

-0

% ou % représente l1a contrainte de mem-
Fig. 1.1 brane, O¢ la contrainte due & 1a flexion
et oo la limite &élastique.

L'&tude compléte du premier cycle thermique permettait a 1'auteur
d'éclairer quelque peu Te mécanisme de ruine du systéme sousce type de char-
gement et conduisait a une condition mathématique sur les charges maximums
applicables & cette structure. L'idée principale sous-jacente 3 cette théorie
&tait qu'au cours du deuxidme demi-cycle (décharge) 1'adaptation de la struc-
ture pouvait &tre d&j3 acquise @ 1a condition qu'une au moins des rotules
n'ait fonctionné qu'élastiquement dans cette phase. Au contraire, 1a plastifi-
cation simultande des deux rotules entrafnait automatiquement la ruine.

II - EXTENSION DU PROBLEME

Le probl2me &tudié ici est essentiellement le méme que celui de Ta
note précédente, avec les deux extensions suivantes :



a) Le matdriau est &crouissable.

Le fonctionnement des rotules est défini par une courbe (C,8)
dépendant de o . Pour la théorie, nous avons raisonné sur une 1oi d'écrouis-
sage type, tandis que pour les applications numériques, nous avons modélisé
une rotule réelle. A partir de la courbe de traction d'un acier courant, en
utilisant Te programme SAMSON du C.E.A., et pour une section rectangulaire,
nous avons calculd 1a loi moment-courbure correspondante, cela pour diffé-
rents niveaux de précontrainte axiale. Les courbes obtenues fournissent les
moddles de comportement d'une rotule réelle, pour diffrentes valeurs de la
précontrainte.

b) L'volution des diformations est &tudiée jusqu'au N”jme cycle
thermique, N &ventuellement infini.

Dans ce dernier cas Te critére d'adaptation est Ta convergence de
la série associde & la déformation du systéme. Nous verrons les difficultés
que présentera, dans le cas général, 1'&tude de convergence, ce qui nous am2-
nera i simplifier le moddle par une approximafion.

[IT - DEFINITION DES VARIABLES, EQUATIONS DE BASE

III.1 - Fonctionnement des rotules

Le fonctionnement des deux rotules supposées identiques, est repré-

senté sur Ta figure 3.1 par une Toi type "moment-angle de rotation".

C

G - Cette courbe comporte évidemment une par-

ou &, tie lingaire OA représentant la phase

A 8lastique. Au deld de A, Ta courbe s'in-
fléchit pour atteindre asymptotiquement
une valeur limite CL. I1 est clair que

E e les valeurs Ce (Timite &lastique) et CL

0 — (moment limite) dépendent de la charge

Fig. 3.1 de membrane P.

La pente de cette courbe dans sa partie &lastique sera notée Ec’
en ce sens qu'elle représtate le "madule d'&lasticité en rotation” de Ta
rotule. La pente en un point courant de la zone plastique (module tangent)



sera notée Etl ou Et2 suivant qu'il s'agit de 1a rotule 1 ou de Ta rotule 2.

Pour simplifier les calculs, on notera :

E E
tlaLl et tzzﬁ
E E
c [

les modules tangents *normalisés® des deux rotules.

(3.1.1)

De méme, si C1 et Cz sont les couples supportés par les deux rotu-

les, on notera &galament :

c C
1 2
K E: ot K E;

les “"charges normalisdes" des deux rotules.

I11.2 - Fonctionnement &lastique

a) Sous la charge axiale P :

(3.2.1)

2E
= 2 SC s
2P6 = 2E.(8-0,) = —= (26-26)

positivement

2PS = C1 + Gy

(3.1.2)

Si 91 et C2 sont les couples supportés
par les deux rotules, comptés pour chacune
dans Te sens indiqué sur
la figure (3.2), la relation fondamentale
d'équilibre est évidemment :

Si le syst@me présentait & 1'origine un
dafaut angulaire 9 = -IQ , Tes réactions
des ressorts, en fonctionnement élastique
sont -Ec(e-eo) et 1a formule (3.2.1)
s'écrit :



2E
On pose classiquement (3.2.z) Pe = ==
£
5
de fagon 3 avoir (3.2.3) |6 = formule classique d'amplification du
defaut. 1-P/Pg

Ici PE apparaft comme la charge d'Euler du syst2me.
b) Sous la charge thermique Cth :

En phase &lastique, 1a charge thermique appliquée tend & provoquer
des variations de charge 'Cth at +cth dans les rotules 1 et 2 ; et cela sans
modification de 1a géométrie. En effet, la relation fondamentale (3.2.1)
reste satisfaite soit :

1P8 = (cl'cth) + (C2+Cth) s1 § n'a pas varié.

Par la suite nous noterons :

c
q = -th (3.2.4)
EC

un facteur sans dimension (homogdne 3 un angle) représentant 1'amplitude de
la charge thermique et \

B = gl le facteur de chargement axial.
E

IIT1.3 - Cadre gé&néral du probléme

D*une maniére générale, le problame présente les mémes caractéris-
tiques gue celui de J. DEVOS : instabil{té géométrique, courbe d'états limites.

- Instabilité_géométrique

Le systéme posséde une charge de flambage &lastique dite “charge
d'Euler" définie par la relation :



el

2€,
(3.2.2) Pp = —E
2

L'existence de ce phénomdne entrafne la non TinSarité, comme

1'atteste la relation :

(3.2.3)
1-2
La courbe (g,5) a 1'asymptote horizontale o = o (fig. 3.3)

- Etats limites
Le matériau possédant une contraiite limite 9 les rotules présen-

tent des couples limites CL. On sait que sous une charge axiale o, le couple

maximum CL est donné par :

c
Ll (")2 (3.3.1)

Lo
Z ; =345 1
0 soit CLo =3 o, g

CL &tant 1e couple limite calculé sous o
Par conséquent le syst2me poss&de une courbe d'états limites. La relation de
o (- (—))

base 2P§ = Cl + Cz conduit en limite 3 la relation 205§ = 2 C
(S section de 1a rotule) soit pour une section rectangulaire :

ho o 9y2
(- @

a§ = o 3

Cette relation est représentée, dans le plan (5,8) par une portion
. (fig. 3.3)

d'hyperbole Ix dite "courbe des &tats limites”
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- Charge maximum_suivant défaut

Pour une charge P dann&e atteinte en suivant un trajet monatone,
1a loi moment courbure des rotules a 1'allure de la courbe représentée sur
la figure 3.1, soit C = f(B), mais qu'{] convient de décaler d'un angle 8,
représentant le défaut initial (fig. 3.4).

Ql c _ L~
C=f6) C=fg-8,) B
=f(e| .
4 d'od 1'dquation
7
")/ i/ r" 3.3.2) C = f(0-0
Ly _ o/ U A (3.3.2) C = £(0-g,)
,’ représentée ci-contre par la
/ g  courbe T
0 o o o o
Fig. 3.4

On sait que 1'equilibre du systdme est atteint lorsque 1'on a

2P§ = Pog = 2C soit € = %% @, relation qui est représentze par la droite (D)
2E

de pente %} . Cumme aon doit nécessairament sunposer P < PE = _EE , Cette:

pente est inférieure 3 Ec qui est 1a pente initiale de la courbe r. Par con-
séquant, i1 est clair que 1'on peut di:finir deux valeurs eg et eg du défaut
initial telles que : )

+ pour 0 < 9, < es il y a deux solutions d'équilibre (points A et B) dont
une (point A) en phase &lastique

+~ pour eg < eo < eg i1 y a deux solutions d'quilibre, toutes deux en phase
plastique

~ pour @, > eg il n'y a plus d'équilibre possible.

-]



Toutes ces situations se retrouvent sur la figure 3.3 od les cour-
bes portant la mention : "courbe 60 = ,.." représentent les situations d'&qui-
1ibre possibles pour des charges P variables, le défaut initial 6 &tant fixa.
Pour une valeur 6 de ce défaut, on retrouve les deux points d'equ111bre Aet
B correspondant a ceux de la figure 3.4. Si ce défaut dépasse un 6 (de va-
1eur GELIZIe point A passe en phase plastique. Si ce défaut dépasse un

6“1/2 1'&quilibre cesse d'atre possible. Sur les figures 3.3 et 3.4,
on repére Sgalement Te point Timite L correspondant & 1'&puisement de la ri-
gldité des rotules.

- Courbes_auxiliaires

Sur la figure 3.3 ont 2té &galement représentées quelques courbes
repéres :

+ La courbe 0IZ représente les points d'équilibre possibles pour un défaut
initial nul (60 a 0).

Ac L
Gy 8 —
G o petit

B ~
¢ moyen
ogrand”
]
0=A T
Fig. 3.5

La figure 3.5 permet de comprendre sans calcul 1'allure de cette
wsurbe. Les courbes (C,8) correspondant 3 trois cas de charge axiale ;
o petit, g moyen, et g grand y sont représentées ainsi que les trois droites
correspondantes permettant de trouver les points d'équilibre. Le dé&faut ini-
tial est nul. On voit que quelle que soit la charge axiale o, on a toujours
deux points d'équilibre A et B dont 1'un est i 1'origine Gy = 0 (branche 01
de la fig. 3.3) et 1'autre est pour une valeur ©g qui augmente rapidement
lorsque ¢ diminue (branche IE).

P v—



. e a—

La droite C = cLo &tant une asymptote (fig. 3.5), i1 est clair que
la courbe IE reste 1égérement en retrait de la courbe Timite, comme 1'atteste
sur la fig. 3.5 Ta position des points 31 et L.

+ La courbe Is situe le Tieu géométrique des sommets S des courbes suivant
le dafaut initial. Le point S est d&fini par les Equations qui expriment,
d'une part qu'il est & 1'intersection des courbes ™ et (D) (fig. 3.4),
d'autre part que ces deux courbes sont tangentes soit :

‘F(GS-G)O.US) = PS 65 = 2

\ 2 Se Us
et fe(es'eo.ds) = PS 7 = 3

Pour un d&faut donné eo. cette relation donne og fonction de Og-
I1 est difficile d'aller plus avant sans connattre la fonction f, mais on
peut donrer 1'allure de la courbe obtenue par quelques considérations sim-
ples : Pour un défaut nul, Ta courbe d'@quilibre 0If (fig. 3.3) a son sommet
en I, ce qui fournit un premier point.

Pour une charge ¢ faible, Ta droite D (fig. 3.4) a une pente fai-
ble alors que la courbe I' est maximum ; Te sommet S est rejeté & 1'infini.
D'od Ta courbe Is de la figure.

+ Enfin, la courbe Je situe le lieu géométrique des points E ol Tes rotules
sortent du domaine &lastique. Ces points sont atteints lorsque la con-
trainte totale sur la fibre Ta plus sollicitée Oy = 0 *+ o atteint la va-

leur T
C Pdo
Classiquement 9 =—— 00 C=Ps=
v 1 - P/Pg
Pdo v
d'od gy =0+ T =04
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I 1 _1
Soit encore §) = = (G- % ) (gg=0)

%

Pour une section rectangulaire, il vient & = % (l --%;) (0,-0)
. 2
soit en posant Ny * - i o -6 Gy Ny = (ce+cE) g+ ag UE a 0.

La courbe Je est une branche d'hyperbole passant par les points J
et R d'ordonnées % et op.

I11.4 - Cas du cyclage thermique

Pour une charge axiale P donnée, le cyclage thermique fait progres-
ser la déformation @ du systame, ce qui peut amener 3 craindre le risque de
flambage.

Un critére de flambage fréquemment mentionné (voir la note R&f. /73 7
de HOFFMANN - COMBESCURE) est la condition du module tangent :

E
4 t
_— o = 3.4.1
PE E - ( )

Nous retrouverons d'ailieurs cette condition au cours de 1'édtude pré&cise du
cyclage.

Cette condition s'écrit ici :

P,

E
Ps t . -
soit i Et

xR

11 est clair qu'elle correspond & la situation représentée par le point S
des figures 3.3 et 3.4.
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08 = dn bum 0 8, %a  Gum
Fig. 3.6 Fig. 3.7

Pour une charge ¢ et un défaut initial 60 donnés (fig. 3.6) on part
du point d'&quilibre initial A. A partir de ce point le cyclage thermique, en
déchargeant une rotule et chargeant 1'autre simultanément, ou 1'inverse, im-
pose aux deux rotules des chemins différents. Suivons 1'une d'entre elles,
par exemple la rotule 1. Chaque cycle thermigue la fait progresser le long
de 1'horizontale AB. Sur la figure (3.7) la déformation résiduelle due au
premier cycle thermique déplace le point d'é&quilibre de A en Al’ qui n'est
plus sur la droite D & cause de la dissymétrie de rotules ; et de méme pour
les cycles ultérieurs. Si 1'on accepte le critére (3.4.1), 1'adaptation pour-
ra &tre acquise si la convergence du processus se produit avant d'atteindre
le point S. La suite de cette note n'a d'autre but que d'&tudier cette con-
dition de convergence.

On notera que le repérage du point limite S sur la courbe ' ne dé-
pend pas du défaut, et qu'il suffira de repérer le point So de la courbe 9
correspondant & la rotule sans défaut, point ol la pente Et (module tangent)

P
prend la valeur FE Ec
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IV - ETUDE DU CYCLE THERMIQUE CQURANT

Iv.1 - Cyclage thermique - Principe

YN l}qz
Q a (n+12
.
n S 5
[?
Y/ /n'® /ine1t. n*/ n'® {ns1*
8
% o % A
.0
: |
1 \ SE(netP 8 - E 4 8, -
& % 8 \ .{‘"
)]

Fig. 4.1(1) et (2)

La figure ci-dessus repré@sente les courbes d'&crouissage des deux
rotules, normalisées par les conventions (3.1.2). Sur ces courbes les angles
01 et 62 représentant les déformations des rotules rapportées 3 un défaut
initial nul. En fonctionnement les angles 61 et ez correspondent & 1'angle
Ga-ch) définissant la d&formation du systéme depuis sa position initiale

(fig. 3.2), augmenté ou diminué d'un dé-
calage angulaire q d0 & la charge ther-
mique. En quelque sorte, on peut considé-
rer que 1a charge thermique +q agit sur -
le ressort 1 en décalant d'un angle -q la
section d'attache du ressort, et sur le
+q thermique ressort 2 en décalant d'un angle +q la

+qthermique

Fig. 4.2

section d'attache de ce dernier (fig. 4.2).

i mesann et
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Supposons qu'3 Ta fin du (n-l)eme cycle la rotule 1 ait achevé une
phase de chargement plastique et la rotule 2 une phase de d&charge &lastique.
Sur les figures 4.1, on est alors au point A.

On applique 3 nouveau la charge thermique. I1 est clair que les
deux rotules s'engagent alors respectivement sur les droites de dé&charge et
charge &lastiques repérées par les segments &gaux AB sur les figures 4.1.

Supposons que le point B soit atteint sans que la totalité de la
charge thermique q ait &tf &puisée, Le systdme entre alors dans une phase de
fonctionnement plus complexe, 1a rotule 1 poursuivant son trajet de décharge
&lastique BC, tandis que la rotule 2 parcourt 1'arc BC de chargement plasti-
que. Dans cette phase &lastoplastique, i1 y aura &galement une variation de
1'angle ©. Résumons 1a succession des événements.

. : Repéres
Cycle n | Symbole | Charge VZEQi;ZOH v:;:islon Varfation Sur
4 phase |thermique [o~003¢ (o STeE 5| dee courbes
4.1
(Phase de (n%) el ;.8 . e
chargement} . 8a0 | (-6,07) [ (+8507) 0 AB
thermique é?agii e)
croissant qu
seulement)
Symbole - ¢ U q m< + + + +
n=
()
($hase ( p) P
&lasto- 8 qF -5.q (8,95) § © BC
lastique) n n’l n2 n
Tableau 4.1

Les valeurs figurant dans ce tableau seront calculées au § 4.2 &
1'aide de 1'&quation d'équilibre. Néanmoins, nous pouvons déja imaginer le
principe du fonctionnement & 1'&tape suivante, celle des chargements thermi-
ques décroissants :
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Variation | Variation Repéres
Symbole Charge N Variation sur
Cycle n hase thermique | charge charge de o courbes
p QU8 lpotule 1 |Rotule 2 2.1
(Phase de (n'®) (-8:0%)  (819%) | (-629%) 0 co
chargement )
thermique (phase
décrois- &lastique)
sant)
Symbole n= < U g + + + +
P !
(n'P) i) siah) | (e | st 0E
(phase
8lasto-
plastique l
Tableau 4.2

IV.2 -~ Equations de fonctionnement du systéme

Les &quations de fonctionnement du systime résultent de 1'&quation
d'équilibre (3.2.1) mais i1 faut donner & chaque rotule le module de raideur

qui est le sien & cet instant.

- Etape_(n®)_(6lastigue) '

Elle est résumée dans e tableau 4.1. La seule inconnue est 1'am-
plitude de Gnqe ; on ne peut pas la préciser pour 1'instant. Elle sera obte-
nue par une équation de récurrence apr2s &tude du cycle compiet.

- EEéps_Lnfl-ieleﬁeEl§§1:i9991

P
dq
> La rotule 1 décharge &lastiquement : E's—ld— =1m
normalisé de la rotule 1 est 1). d
da’
: 2
+ La rotule 2 ch last D m——
rotu arge plastiquement Trdg

malisé de la rotule 2 est tz).

(le module de raideur

= t, » (le module de raideur nor-
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La relation d'équilibre 2Pds = d C, + d C, avec do = 2"7‘5 devient,
cgoe . 2PdS | P ,d5,
en valeurs normalisées : ? dq1 + dq2 soit ﬁ x 4 T dq1 + dq2

soit 2 8do=dgh + da *
En &liminant do entre les 3 &quations rep&rés par un "«", 11 vient :

t, -8B
dqr--Z—z——dq
l+t, -8

t,(1-8)
doh w2 —2 1 4q (4.2.1.)
1+ 1:2 - 28

1-t
4o = —2 dq
l1+t,-28

Si la variation de t2 n'est pas trop grande le long de 1'arc BC,
les relations (4.2.1) peuvent 8tre intégrées & la variation totale Gnq

t, -8
P 2
§Qy == 2 —————— 38 q
L l+t,-28 "
t,(1-8)
soit an; sp 2 7 8,9 (4.2.2)
1+t2-28
1-¢
8,0 = ——2—5.9

n
1+t2-23

- Bilan_de_la_phase_de charge

Faisons le bilan des &tapes n® et nP (phase des charges thermiques
croissantes).
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t, -8

e P e 2 P

89, =~ 8,9 + 6.9 =-5q-2_—_5q
1 n1 n 1+ tz - 28

829 * &0 * by = 6ya° + 2ty LBl o

1+ tz - 28

p

On préfarera ne conserver que 1'inconnue 8,9 s €N &liminant 5nqe

par 1'&quation : q = 5nqe + 5an. 11 vient alors :

l1-t¢
8,9y = - 4 +—2—-6an
1+ t2 - 28

(1'23)(1‘t2) P

50, * q = ————Zm § (4.2.3)
n"2 l+ty-2g " )
l1-t
8,0 =——-—2—<5an
1+ tZ - 28

- Etape_(n'%)

Elle est &galement résumée dans le tableau 4.2, mais ici on peut
préciser 1'amplitude ar"qe de la dé&charge thermique correspondant & cette
phase. En effet, le point D (courbes 4.1) est atteint lorsque la rotule 1
aura “rattrapé" la d&charge totale AC du demi-cycle précédent soit :

e P 1-t

. - 2 P
8,0 =-6,a; =4

-t 54
1+ty,-28 n

Supposons pour 1'instant que le deuxiéme terme de cette expression
soit positif et inférieur 3 q. Nous discuterons ulté&rieurement (§ 5.3) de ces
conditions. La décharge ne peut &tre complétée en phase élastique, il faut
donc envisager une nouvelle phase &lastoplastique DE d'amplitude
GAqP =q - Gaqe, soit :
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- Etape_(n'F)

(4.2.4)

Les rotules fonctionnent alors comme suit : pour une variation

&lémentaire dg de la charge thermique (

La rotule 1 charge plastiquement

La rotule 2 décharge &lastiquement
avec toujours
En &liminant do i1 vient :

WP 2t
q T ———
VTt -2

(ty-8)
Pl g

dq2=-
1+ t1 - 28
1-t
do = ——1 g
1+ tl - 28

ici, dq > 0 pour une "décharge"),

P P
dql +dg, = 2 8de

(4.2.5)

Si la variation de ty n'est pas trop grande le long de 'arc DE, on

peut intégrer ces variations :

P . 20lB e
a1 = 1 n
+ t1 - 28
Y L\ W M
n'2 1+¢ - 28 "
1-t b
816 =~ "1 &g
n n

(4.2.6)
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- Bilan_de_la_phase_de décharge

Le bilan das &tapes n'® et n'P (phase des charges thermiques dé-

croissantes) s'atablit ainsi :

2 t,(1-8)
‘ 9y = 80° + 810] = 810® 4 5"

) 1+ t1 - 28

(418) 0P
1+ t1 - 28 n

Bap = - a4 8gp = = 8 - 2

comme précédemment on se débarasse de 6ﬁqe par 1'8quation :
q =58+ sa’

il vient alors :

1-28)(1-t
i),

§'q, =

il (1st,-28) "

1-t :
1 p
8'q, = - g + 8'q (4.2.7)
n2 1+ tl -2 n
1-t
50 = ——2— 53
\ 1+ t1 - 28
- Bilan_du_n'®™ cycle_complet

. Les &quations (4.2.3) et (4.2.7) permettent de faire le bilan du
n1éme cydle.
8n9y = 849y + &9y

Bbndp = 848, + 8p9p

=3
@
]

‘
Sn@ + sne

B



e
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Toutes expressions ré&duites i1 vient ; en tenant compte de 4.2.4

2(1-8)(1-t,) b
By = P t, 84
(Let,-28)(L+t,-26)
2(1-8) (1-t
A.q (-A0-t) (28-tp) 8,07 (4.2.8)

M2 (1st,-28)(14tp-28)

281t
T (1etp2B)(19tp-28) "

iém

Le fonctionnement du n'°"¢ cycle est donc parfaitement déterminé

en fonction de la quantité Gnqp, pour1'instant inconnue. Pour connattre cette

quantit&, 11 est nécessaire d'examiner le demi-cycle suivant. A nouveau, on
rencontre deux étapes :

- Etape (n+1)e {&lastigue) correspondant au segment EF, d'ampli-
tude Gn+1qe

La rotule 1 décharge &lastiquement tandis que l1a rotule 2 charge
€lastiquement.

e _ e e _ e
6n+1q1 - 6n+1q 6n+1q2 - 6n+1q

Cette étape s'achive Torsque 1a rotule 2 a “absorbé@" la totalité
de Ta décharge précédente DE, soit d'aprés (4.2.7) :

1-t¢t
1 P
Géq

o e _ & o
O L
1

La part de la charge thermique q "non absorbée” est donc :

P e
Spard =0 - §pypa
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P 1Y

. P
d'od (4.2.9) 8109 =

—_— 8
1+t ~28 "

soit, en tenart compte de (4.2.4) :

p. 1-% 1-% P

§ 8.4

P (4.2.10)
M 1ht -2 14ty -2

Cette &quation de ré&currence permet de calculer 6nq de proche en

proche.
IV.3 ~ Résumé Ju n1éme cycle
En résumé, les variations de charge normalisées des rotules au
cours du nime cycle sont les suivantes : '

2(1'8)(1't2) p

= —— % —t 5q
1 (1+t,-28) (1+ty26) © "

(4.3.1)
2(1-8)(1-t,)
80 = —————F— (28-t)) 80"
(1+t-28) (1+t,-28)
Le changement de géométrie est défini par :
2(1-)(2-tp)
QF ————— 5 q (4.3.2)

(1+t,-28) (1+t,-28) "

Dans ces &quations le facteur 5"qP, qui rappelons-le, reprasente la
part de charge ther@ique non "absorb&e” &lastiquement au cours de la premiére
moitié (charge) dun'®™® cycle, est donné par 1'Equation de récurrence :

p_ (1-t)(1-tp) P

= 4.3.
(1+t,-28) (1+t,-28) nd (4.3.3)

8ne19
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Dans toutes ces &quations, t1 et t2 sont les modules tangents ins-
tantanés (normalisés) des deux rotules, et B est le rapport 8 = ;% .

IV.4 - Remarques sur le moddle précédent

a) I1 est clair que le processus décrit aux § 4.2 et 4.3 ne peut
atre "d&clenchd" que s'i1 existe, au premier tour, un slqp pesitif permet-
tant d'initialiser la relation (4.3.3). Nous verrons ultérieurement (§ 5.3)
les conséquences de cette condition.

b) D'autres conditions proviennent &galement de la relation

(4.2.4) :
l1-t
6'.‘qP - 2 6an
1+t - 28
1-=- t,
Remarquons que le facteur ————— est inférieur 3 1 si 1:2 > B.
1+ tz - 28
Ce résultat est important. Si la rotule 2 est telle que son module
E
tangent t, = Eg est inférieur & 8 = ;L ,» 1la "part non absorbée" &lastique-
c E

ment anp crolt entre le demi-cycle de charge et celui de décharge.

On peut voir par ailleurs (relation 4.2.9) que cette remarque peut
8tre transposée au demi-cycle suivant pour 1a rotule 1

En conséquence, si 1'une au moins des deux rotules atteint ou
dépasse le point critique SO de sa courbe (C,8) défini par EE = gl s Et étant
C E
son "module tangent en flexion", la part de la charge thermique q "non absor-
bée" élastiquement tend & s'&tendre. Simultanément, 1'incrément de dé&forma-
tion Ane devient croissant et la d&formation n'est pas bornée ; le processus

est divergent.

Au contraire, si aucune des deux rotules n'atteint ce point criti-
que, le processus peut 2tre convergent dans la mesure ol les séries définies
au § 4.3 le seront. Dans le cas intermédiaire ou une seule des deux rotules
a atteint son point critique So, 1'8yolution ultérieure apparaft cependant
plus confuse.
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Dans la suite, nous admettrons que la ruine est virtuellement
atteinte si 1'une au moins des deux rotules a atteint ou dépassé le point

E
critique S, de sa courbe (C,0) pour lequel EE = —E.
c

Le fonctionnement d&crit au § 4.2 n'est donc valable que si :
(4.4.1) Bty < 1 et Bty < 1

Remarquons que ces conditions sont certainement vérifiées au début
du processus, puisque les pentes d'é&crouissage t1 et t, sont alors proches
de 1. Par contre elles peuvent cesser d'&tre vérifides au cours de la pro-
gression du phénomine, lorsqu'une au moins des rotules atteint Te puint cri-
tique So de sa courbe d'écrouissage.

Notons é&galement que les conditions (4.4.1) nous préviennent &ga-
lement contre une autre difficulté de la formule (4.,2.4), & savoir que le

1-¢
coefficient T_?TTT-E'EE doit &tre positif., En effet, Ta deuxiame des condi-
5 -

tions que nous venons d'é&crire (t2 > B) implique que le dénominateur 1+t,~28
est positif.

c) On peut s'&tonner que les formules (4.3.1) ne soient pas symé-
triques pour les rotules 1 et 2. IT1 faut voir que 1a premiére de ces formules
représente la variation d'une rotule en "sommet ce charge® \segment AE de la
figure 4.1(1)) tandis que la deuxieme de ces formules représente la variation
d'une rotule en "fin de décharge" (segment AE de la figure 4.2.(2)).

De fait, les formules s'identifient, pour les deux rotules, si
1'on calcule pour toutes deux les conditions en "sommet de charge". Ainsi
pour 1a rotule 2, la variation de charre le long de 1‘'arc CG, exprimée en
fonction du paramétre Gﬁq (qui correspond i Gnq au 1/2 cycle précédent), a
une forme exactement symétrique de la premiére &quation (4.3.1).

d) Les dénominateurs 1+t1-28 et 1+t2-2e des formules de récurrence
peuvent &tre interprétés. Le premier est 1ié d la charge d'Euler du systéme
lorsque : ’



- 23 -

- la rotule 1 a le moduie tangent Ey {normalisé tl)

- la rotule 2 a le module d'€lasticité E. {normalisé 1).
Le second est 1i& & la charge d'Euler du systéme lorsque :

- la rotule 1 a le moduie d'élasticité E. (normalisé 1)

- la rotule 2 a le module tangent E2 {normalisé tz).

D'une manidre générale, si la rotule 1 a le module EI' la rotule 2
le module Ez, la relation d'équilibre &lastique :

2P5 = E1(0~®°) + Ez(e-eo) = Pog entratne

<) §
= ___0_ ou § = ____0___
1- P/(E1+E2)/9. 1- P/(E1+t2)/1
E; + E

La quantité 2 apparait donc comme la charge d'Euler du systeme.

2

Ainsi les quantités 1+t1-25 et 1+t2-25 s'écrivent respectivement :

2B P/Pg P
1+t1-25 =(l#t)) (1 - —) = (1+t1) (lL-2—) = (1+t1) (1 = ———)
1 :-t1 1+1:1 (Ec+E1)/1
1+t,-28 = (1+t,) 26) (1+t,) (1 ZP/P) ) ( i
et 1+t,-28 = (1+t,) (1 = —) = (1l+t = 2.—) = (14t 1l e — )
2 2 2
1+t, 1+, 2 (EHEp) 2

Ec+E1 E +E2
En posant Pi —— et P2 —-IT— les charges cr1t1ques du syste;ne lorsque
1'une ou 1'autre des deux rotules est plastique, By = p— et 8, = Y les va-
P2
Teurs de la charge rapportées 3 ces charges critigues

1+t P

P! ]
_ 1 1 _ 2 2
et pl-T’E'T et 92-—E=—2—-

les valeurs de ces charges critiques rapportées & PE’ les quantités 1+t1-26 et
1+t2-28 prennent la forme :



14t,-28 = (1+t;) (1 - 8)) =2 py (1 - 8))

14,28 = (1+ty) (1- By) = 2 p, (1 - 8p)

Notons que les formules ci-dessus impliquent :
t < 0y < 1 et ty < py < 1
et _ B< Bl <l et B < Bz <1

Compte tenu de ces conventions, les relations de récurrence (4.3.1)
3 (4.3.3) s'écrivent :

-g)(1-
(1-8}(1-t5) . ¢ P A

15" 1%

20192(1'81)(1‘@2)

(1-8) (1-t,)

_——  (28-ty) anP
2 papy(1-8,)(1-8,)
172 1 2

4p9p =
(4.4.2)
(-8)(1-ty) . p

A9 n
20192(1'81)(1'82)

(1-t5)(1-t,)
5n+1qp -t Sn F
401p,(1-8,)(1-8,)

Ces expressions mettent bien en &vidence, & travers Jes dénominateurs
1-81 et 1-82, les r8les jouds par les deux rotules en flambage ; elles ont ce-
pendant 1'inconvénient d'introduire de nouvelles variables Bys Bos 0y Py qui
varient toutes avec t1 et tz au cours du processus.

e) Une autre restriction doit &tre faite & Ta validité du modéie
développé ci-dessus. Elle concerne le cas ol les points C, G etc... de la fi-
gure 4.1.(1) et les points A, E, J, etc... de la figure 4.1.(2) ("fins de dé&-
charge") viendraient 3 atteindre la courbe des chargements négatifs (C,0).
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Nous n'approfondirons pas plus cette éventualité, et nous retiendrons simple-
ment que 1a charge thermique ne doit pas atteindre une valeur trop importante

d'un ordre de grandeur du double de la limite é&lastique.

V - ETUDE PARTICULIERE DU PREMIER CYCLE DE CHARGE

L'initialisation des relations de récurrence (4.3.1) & (4.3.3) né-

cessite 1'examen approfondi du premier cycle de charge. Nous verrons d'ail-
leurs que le premier demi-~cycle ne répond pas tout & fait au modéle type dé-
crit au paragraphe précédent.

V.1 - Chargement initial

[
} Le systame &tant initialement non chargé
2, 284 possdde un défaut 260. L'application de
8, 8 la charge axiale P donne & ce défaut une
valeur 2 84 {1'indice d indique que ces
valeurs seront les valeurs au "départ"
du processus de cyclage thermique).
o
Fig. 5.1

IT lui correspond une rotation @d et des couples £gaux dans les

- ; P
rotules Cd = Pdd , normalisés 9y E: 84

Les formules classiques d'amplification du d&faut donnent :

s 8 s
=0 =P 2 0 i =28 0
8q e et 9y Pt 2 T8 soit 99 s T (5.1.1)
| Fig. 5.2 (1) et (2) i
L} &
—
L) A L)
D
% a5
184 8._» 0 J'

m ’ (2)
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Sur les courbes 5.2 qui représentent les lois (q,0) des rotules,
on est au point D.

V.2 - Premier demi-cycle thermique - Charge thermique g croissante

Les rotules parcourent &lastiquement les segments &gaux DE 1imités
en E par la plastification de la deuxigme rotule. Si le point E n'est pas
atteint, le processus restera &lastique. Dans le cas contraire, ¢’est-3-dire
si :

4> 9, - 9 (5.2.1)

il faudra envisager une premidre phase &lastoplastique.

La phase &lastique d'amplitude 4y=dq 3 créé dans les rotules des
moments :

5,0° = - (3g-9g)
e = -

qu = qe Qd

La phase &lastoplastique qui suit (segment EF) aura 1‘amplitude :
P :

819 = q - 6;9% = q - (95-q4) (5.2.2)

(Le "marquage” par un “s* sera justifi@ au prochain paragraphe). Cette phase
engendre dans les rotules les couples (formules 4.2.2) :

(t,-B)
51q; = -2 e 5qu
1+ t2 - 28
p_ 2%(1-8) ,p
8,05 = —————— 879
1+ t2 - 28
-t P
et une rotation du systéme 810 = ——=— 5’{q



donc :

soit

de méme

sait

€T

.
.(;..—_J
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f) La fin du premier demi-cycle de charge, 1'&tat du systame est

@) il
q = qd hd (qe'qd) -2 I+—t2—-T[q - (qe‘qd)]

@ -8 1-t,
= q,-2 q- (94-94)
l1+t,-28 1+t - 28

@ t,(1-8)
q = aq+ (agmay) + 2 1—+—-—qu - (9g-a4} ]

H
tz-
@ 2 t,(1-8)
2
q = g, + [q - (9,-94)]
2 e 1. tz - 28 e d

1l -
@@ 2 0O +_t2_[q- (qe-qd)]

d
14ty 28

V.3 - Deuxidme demi-cycle thermique charge thermique q décroissante

L'inversion de la charge thermique entralne &videmment une premiére

phase &lastique le long du segment EG. On rencontre ici une difficultd H
n'ayant parcouru que le segment DF & la charge, 11 n'est pas &vident que la
d&charge atteigne, pour la rotule 1 le point G (fig. 5.2.(1)). I1 y a 1a une
conditirn nouvelle, qui n'existait pas en cyclage thermique courant.

Reprenons 1'&tude d'&volution. Dn rencontre successivement :

- une phase &lastique FG dont 1'amplitude maximum est celle qui raméne la
rotule 1 en Timite

1,€ _ - @
qu -qE’q

1
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Les rotules supportent alors :

9 = %
9 = qz@- §}a°

- Dans le cas seulement ol 1a charge thermique q n'a pas &té &puisée,

une phase &lastoplastique GH d'amplitude

1/2
1 P 1
619 =q-61a°=q-q, *q
p (t,-8) 1-t,
soit 61  =q=q, +q -2 - (9-94)
1 e 4 Tlit,-2 l+ty-28 °°
b1t 2(1-8)
d'od 819" = q- (ag-Gy) (5.3.1)
1+t -2 1+t,-28

Si cette quantité est négative, la plastification n'est pas attein-
te et 1'adaptation est acquise. Le processus ne se poursuit donc qu'a la con-
dition :

69 >0 soit
2(1-8)

q > —— (4,-44) (5.3.2)
1-t,

Si cette condition est réalisée, le systdéme se trouve alors au point
G, prét & aborder la deuxizme phase &lastoplastique du premier cycle complet.
Au deld, Te processus suit le moddle type du § 4. Notons au passage que la con-
dition (5.3.2) implique la précédente condition (5.2.1). En effet, rappelons .
que nous avons imposé la condition tz > B (relation qui est certainement véri-
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fide au début des courbes d'écrouissage, car tz est alars proche de 1}, Ainsi
le coefficient

2(1-8} 1+ t, - 28
qui peut s'&crire 1 + ————=—— est plus grand que 1.
1= t2 1- t2

Si la condition (5.3.2) est réalisée, le processus du § 4 se met en route et
les équations montrent qu'il ne s'arréte jamais (cependant Jes variations des
charges peuvent devenir ifiniment petites). Si cette condition n'est pas réa-
1isée, 1'adaptation ast acquise das le premier cycle. Nous verrons (Annexe 1)
que cette condition est identique 3 ce)le trouvée par J. DEVOS (R&f. 1) pour
des rotules parfajtement plastiques.

Supposons la condition (5.3.2) réalisée, la question n'est pas ré-
solue pour 1'instant, de la valeur initiale 3 donner & qup pour initialiser
les relations de ré&currence. La valeur qui porte le nom 61 q dans la for-
mule (5.2.2) ne convient pas, car le premier cycle de charge ne fonctionne
pas comme un cycle courant (c'est pourquoi nous avons "marqué” cette valeur
d'un "s"). La valeur qu‘il faut retenir est celle qui permet d'identifier la
formule (5.3.1) avec la formule (4.2.4) c'est-d-dire celle qui initialise
correctement le passage du premier demi-cycle au second.

On est donc amené & poser :

1-t¢t 1-t 2(1-8)
5jd = 2 _ 54 - Z_q- (9edg)
1+t2-23 1+t2-28 1+t2-28
p 2(1-8)
soit §9 =9~ —— (qe-qd) (5.3.3)
1-t
2

On notera que la condition (5.3.2) nous assure également gque cette valeur est
positive.

On peut achever 1'étude du premier cycle afin d'initialiser correc-
tement toutes les valeurs entrant en jeu dans les relations de récurrence.

- H
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La derniére plastification (segment GH) améne des couples définis
par (4.2.7) :

p t(1-8) o 2t (1-t,)(1-8) o
s sz s s L2 sq
1+ t1 - 28 (1+t1-23)(1+t2-25) )
5 = - 2818 o p . B e
27 14t -2t (1+t,-28) (1+t,-28) ©
1-t (1-ty) (1-t,)
et une rotation aie = 1 §1q = 1 2 squ

q
L+t =28 1 (L+t;=28)(1+t,-28)

V.4 - Initialisation des relations de récurrence

11 est &videmment plus intéressant de suivre les charges dans les
rotules en "sommet de charge" qu'en "fin de décharge", ce qui revient & con-
sidérer les valeurs :

@@@ A

» ql s ql . ‘e
1'indice supérieur representant le numéro du cycle achevé, et les valeurs

Le repérage de @ est indifférent, il est plus aisé de suivre les valeurs :

e@,e@...@

Au cours de 1'@volution du systame, les pentes tl, t2 varient et
doivent également &tre indicées par le numéro du cycle. Ainsi les valeurs
initiales des variables sont :
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1 ?.t@ @)(1 -8)
P 1 P
9 =% to9 =9t 0) 89

(1+t1 -26)(1+t2 -2g)

@ zr?(m)
Q"= qg + -—-Tijs-"‘[

(1+ty™ -28)

@ 1 N t
2
o= g, + © (q - (9g=94)] (5.4.1)

q - (9g-94) ]

L+t - 28
o 2(1-8)
8,9 =9 - ®(qe-qd)
1-t

La suite du processus sera définie par les relations qui ajoutent

ﬁn cycle complet & un &tat courant du systéme. Rappelons que 1'on &crit des
relations en soomet de charge, et que ces relations sont les mémes pour la
rotule 2 que pour la rotule 1 & condition de permuter les réles de t et tz
et de § q et an (cf.: la premidre des relations 4.3.1).

rotule 1 :

avec

2(1-13)(1-t®)
8,9 = ® 2@ t1®5"q (5.4.2)
(1+ty~-28) (1+t,~ -28)

p (1't1®) ( 1"’@) P

Spa1® = ® ® nd

(1+¢~ -28) {1+t~ -28)
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2(1-3)(1-1:@) @)
E‘.’E!l‘é-g : An+1/2q2 * @ t2 (an
(14t -2R) (1+t, -28)
O,
0d 51’ = ——GDZ_ 8,0 (5.4.3)
1 tz - 28

Les indices n+l/2 d&signent un cycle complet achevé, donc allant
des numéros n-1/2 & n+l/2, On remargque &galement quelques indices (:::), ils
affectent des valeurs appartenant formellement au (n+1)e cycle thermique.
(Les pentes d‘&crouissage changent & chaque cycle}.

2(1-8)(1--t@)

rotation @ 8,40 = ® @
(Lt - 28) (L4t~ -28)

[
s.9 (5.4.4)

VI - INTEGRATION DES RELATIONS DE RECURRENCE

La relative compiexité des relations ci-dessus rend illusoire 1'in-
tégration analytique pour des modales de rotule tant soit peu compliqués.
Plusieurs voies sont alors possibies.

VI.1 - Int&gration numérique

Les formules (5.4.1) & (5.4.4) sont assez faciles & programmer, et
permettent de conclure & la convergence ou la non-convergence du processus.
La méthode a cependant 1'inconvénient qu'elle ne permet pas la discussion des
cas de convergence en fonction des nombreux paramétres du problame. Nous ne
1'avons pas utilisée. ’

}
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VI.2 - Transformation en &quation diffé&rentielle

Elle consiste a assimiler les variations Aq 3 de petites variations
dq. La variable indé&pendante est 1e nombre de cycles N, de sorte que les pre-
miers membres des équations (5.4.2) & (5.4.4) 'qui représentent des variations
pour un cycle, doivent &tre remplacés par :

e —
dN dN dN

L'int&gratfon reste toujours difficile 3 envisager si 1'on ne fait
pas 1'hypothdse tl aty,= t. Cette hypothése parait justifiée, sauf dans les
premiers cycles du processus, car les deux rotules jouent des rdles symé&tri-
ques. (On peut craindre toutefois que Ta rotule 2 ne "conserve son avance”
en réalite).

Moyennai't cette hypothése cependant, 1'équation de fonctionnement
des rotules s'écrit :

dq  2(1-8) t {1-t) dq”
(1 +t-28)2 dN
d P
La relation de récurrence qui permet de calculer —— est obtenue
dN

en &crivant sous logarithmes la deuxiéme relation (5.4.2) :

a’ (1-t)2 1-t
— (Log —) = Log ————— =2 Log
dN dN (1+t-28)2 l+t-28
it 1 . & 1-t 4
oit les équations —5 =2 log ———— —
dN l+t-28 dN

(6.2.1)

dg  2(1-8) t (1-t) do’

N (1+t-28)2 N

]
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A ces relations, il faut ajouter les relations de fonctionnement
de la rotule, soit :

Soit ts — : (6.2.2)

L' ntégration analytique des 2quations (6.2.1) et (6.2.2) n'est
possible que par deux fonctions y simples, soit :

2) G=2ag+f ts é est constant.

Nous ne traiterons pas ce cas car nous verrons (§ 6.3) que les re-
lations de récurrence peuvent &tre alors intégrées directement.

b) La fonction ¢ est celle qui conduit & une forme linéaire pour t
soit t=1- a(q-qe)

. dq . 1 = (e-en )
11 faut avoir — =1 - a(q-qe) soit g=q,+=(1-ce )
P . T a

L'int&gration de (6.2.1) peut &tre conduite 3 son terme, mais 1'in-
terprétation des résultats reste difficile. Nous ne présenterons pas ces cal-
culs.

VI.3 - Cas ol la pente d'écrouissage est constante

Dans ce cas seulement les équations de ré&currence peuvent adtre in-
tégrées exactement. Posons t; =ty = t, les équations (5.4.1) & (5.4.4)
s'écrivent :

4
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2(1-B)(1-t
_ (1-8)( )t p

80y = ————t 5 q
M (se-2g? "
2
(1-t) P
§ q=— 54 (6.3.1)
mT T (1et-2g)2 M
2(1-8)
Slqp 2q- (9g=94)
\ 20-9(1-t) o
4y = ————t &,
m1/2% T et
1-t
spaf # ———5.d" (6.3.2)
1+t-28

L L ammay
n+l/2° (1+t-28)2 "

@ 2t(1-t)(1-8)
4,7 = g + —————— 849
Lo (at? !

@= 2t(1-8)

+ ———1[q - (3,-q4)] (6.3.3
) 9% (o282 q - (dg-99) 1 (6.3.3)

@, .1
[¢] =04+ —

{q - (q,-q4)]
1+t:-2f3q (qe d)
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11 y a sans doute peu de diffé&rence & suivre 1'évolution de 1a
rotule 1 ou de la rotule 2, mais nous donnoms la pré&férence & la rotule 2
qui plastifie 1a premidre. Les rotules jouant des rdles symétriques, i1 est
vraisemblable qu'elle restera un peu "en avance" sur la rotule 1.

Des équations ci-dessus on tire successivement :

_2(1-8) 1-t l1-t,
P P P
= (qe 9q) ~ 62q (1+ -23)2 810 839 = (1+t i

1-t¢ 1-t 1-tg
P P P 3 P
814 = 8,9 + 63a = ( )" 8 Q> 53 a (-——-——) q - etc...
1 1+t-28 1 2 1+t-28 1 3 1+t-2 1
3 201-8) t (1-t) 1-t , 2(1-8) t (1-)2
Puis A 5 9 = 5 89 2 — L
(1+t-28) 1+t-28 (1+t-28)3
3 4
5 2(1-8) t (1-t) (1-t) p 2(1-8) t (1-t) 0
A= 4 = 19 = qu
2 (1+t-28)2  (1+t-28)3 (1+t-28)5
etc.....

Soit & 1‘ordre N :

2(1-8) (1-t)2N &

a % =1 ¢
N+1/2 72 14e-28)

au total :

) 8,9 - etc..

2t(1-8) 2(1-8)t(1-t)2 1-t, 1-¢
q2= qg + [9-(3g-qg)l + ——— 810" [1+( ) 2e e

1+t-28 (1+t-28)2 1+t-28°  l+t-28

1=t o, 2t(1-8) 2(1-8)t(1-t)2 | 1-(riot N
2N 1)...] = g+ [q'(qe“qd ] . (1-B)t(1-t) (Toz-28)

1+t-28 1+t-28 (1+t-28)% 4(1-t)(t-B)
(1+t-28)2

+

P

19
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Soit :
2
@ 2t(1-8) t(1-t) 1-t 2(1-g)
=q, + fa-(g9q-a4) 1+ 1-( ) e (ag-a4) | (6-3.4)
9 e let-28 e 9] 2(1-g) 1+t-28 1-¢ ¢4

S1 l1a condition t > 8 est vérifide, le terme est inférieur &

1+t-28
1 donc :
2HI) | amtageag)] Hnt 20 (9g-99) (6.3.5)
q =q + 9-{qg-a )] + q- 9-9g) | 3.
2 e " Tit-28 e d T o t-8) 1-¢t ¢4

ol 1'indice =+1/2 indique symboliquement qu'il s'agit d'un milieu de cycle. A
ces formules correspondent celles qui donnent la rotation calculées de 1a méme
fagon :

2
1-t (1-t) 1-t 2(1-8)
N+1/2 2N
) =8, + {g-(q.-q.)] + (Y A q-{ q.-9,) | (6.3.6
47 Tet-28 9-{%™) 2(t-8) [ (1+t-28) ][ l1-t %% ] ( )
2
1-¢ (1-t) 2(1-8)
o2 g . [q-(q.-q.)] [g- ~q4) ] 6.3.7
T A T R ¢-3

Dans ces quatre dernidres équations, on reconnaftra essentiellement
trois termes :

~ Un premier terme q, ou ed correspondant 3 la premiédre phase &lastique.
~ Un deuxigme terme correspondant.au premier demi-cycle thermique, et propor- ’

tionne} & la part de Ta charge thermique "non absorbée &lastiquement® ou
premier demi-cycle, soit q-(qe-qd).


http://correspondant.au
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- Un troisime terme correspondant & la somme des cycles thermiques ulté-
rieurs, et proportionnel 3 une part (fictive) de charge thermique qui
n'ayrait pas &té "absorbée &lastiquement" au premier cycle, soit :

q- -ijf—'%)- (ag-ag)

VII - CAS DES ROTULES REELLES

VII.1 - Approximation des rotules réelles

Dans 1a seule configuration du § 6.3, (pente d'&crouissage t cons-
tante), i1 est possible d'intégrer exactement les relations. I1 apparaft deux
cas :

- Soit t < 8, on a vu que cette hypothase entratnait rapidement 1a ruine
(§ 4.4.b)

-~ Soit t > B et i1 est clair que 1'on n'atteindra jamais la ruine.

Ce résultat ne nous surprendra pas dans la mesure od, dans ce mo-
déle, les rotules peuvent supporter des charges illimitées.

Ce modzle n'est donc pas réel, mais nous pouvons 1'utiliser de la
manidre suivante : '

13
i
g- > Nous avons vu, pour une char-
e S S, 4 ge P, le rdle essentiel joud
par le point critique So ol
O E Ta pente normalisée a la va-
Teur :
Ll
=8=L
o t-B-Pt:
0 g, ep <

Fig. 7.1
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Faute de pouvoir intégrer mathématiquement les &quations le long
de 1'arc Eso' nous proposons de le remplacer simplement par le segment de
droite ESo de pente.

q - q
t"a B8 (7.1.1)
Bg - G

Le fonctionnement des rotules est alors symbolisé par la ligne
brisée OESOX. Sur 1a portion OESO. 11 est possible d'appliquer le modéle du
§ 6.3. La progression par cycle de charge est symbolisée sur la figure 7,1
par 1a succession de flaches courbes.

Choisissons un nombre de cycles maximum N correspondant & la durée
de vie du systéme (N peut 8tre déterminé par des critéres de fatigue ; éven-
tuellement sa valeur peut 8tre infinie).

Les formules (6.3.4) ou (6.3.5) permettent de calculer q la

conclusion s'&tablira ainsi :

N+1/2
2 ’

2N+1/2 N 2m+1/2 N

a) Soit q ag (&ventuellement q qB)

En quelque sorte, le long de la droite ESOE, le point K est atteint
ou dépassé pour un nombre de cycles < N. Dans ce cas le systdme est ruiné
lorsqu‘on dépasse le point So.

N+1/2 <

b) Soit a, ag

Le point représentatif n'a pas dépassé un point S du segment EK.

Dans ce cas, le systdme est sOr pour la durée de vie projetée. En
particulier, si q{"’l/2 < qB le systéme s'est quasiment adapté, en ce sens
que Tes variations non élastiques des charges sont devenues infiniment peti-
tes.



VII.2 - Conditions de non-ruine

La condition de non ruine

N+1/2
9 <qg (7.2.1)

peut &tre développée ainsi :

£ 4(t%8) (1-8)+(1t"] )a < 9. +(E:£E:El(q ag)-eq)
- g - 3 “E
z(1+t*-26)(t.'3) N g e t*g e d/7EN

2
th(1-t"E 1ty
2 1+t"-28

ey + 0 > (7.2.2)

N+

ol 1'on a posé gy =

t*(1-p) (1t 1-t*
Al LI

€
N (t"-8) 1+t*-28
N+ /

Si N = o, cette &quation se simplifie sous la forme :

Y 4(t%-8)(1-8)+(1-t")3 t*(1-8) - 2.3
< q,-q. + q.-9 .2.
2(1+t*-28)(t*-ﬁ) — 4 qﬁ qe t‘-ﬁ e d

On peut réécrire ces &quations en faisant intervenir les contrain-
tes "de peau", comme cela se pratique dans la plupart des codes et normes. I1
suffit de traduire, dans ces relations, tous les moments q par 1a contrainte
de peau Of qui leur correspond. On remarquera que le moment q, est atteint
pour o¢ = g, - ¢ (plastification de la premiére fibre), et que le moment de

départ qy = EL'P&d correspond d une contrainte de peau :
c

0, =Ps, ¥ alS 5% v_ %% sh
d d1 T8 T T[-g) 2l
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2

En posant k = EE%— , qui pour une section rectangulaire a la va-

leur 6, 1'&quation (7.2.2) s'écrit alors :

t*(1-8) w ‘ an,
- £ o Rl 1od
(e VTt (1-p)

(7.2.4) | (A-ey)Q < g - (gg70) + ( )

\ th 4(t™-0) (1-8)+(1-t*) 9]

od 1'on a posé
2(1+t*-28) (t*-8)

Q &tant la charge thermique exprimée par la “contrainte de peau &lastique
gquivalente".

o = % = B¢ 0g ¥ definit le point critique S, (ou plutst son
équivalent sur la courbe de fonctionnement de Ta rotule exprimée & 1'aide
des contraintes de peau). Nous verrons au § 8.2 comment repérer ce point nour
la rotule réelle.

L'&quation (7.2.3) s'&crit également :

*
(1-8) on,
ok —2

t¥-g (0™ 1-8)

(7.2.5) AQ < 9 ~ (0g=a) +

Numériquement, nous 1'utiliserons sous la forme condensée :

Y 4(t%-8) (1-)+(1-t)) 3
2(1+t*-28)

Q < (t¥-g) og + e(1-t‘)(ce-c) - kt*on, (7.2.5)
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VIII - APPLICATION NUMERIQUE A DES ROTULES REELLES POUR N INFINI

VIII.1l - Norma’l_isation de la rotule réelle

Les courbes (C,0) d'une rotule réelle ont &té obtenues & 1'aide du
programme SAMSON pour une section standard 100 mm x 100 mm constituée d'un
matériau type (acier inox 316L) dont la courbe de traction est donnée par la
planche I. La section est affectée d'une précontrainte o. Le programme donne
Tes valeurs fictives en flexion.

o a c% et et w oy (8.1.1)

pour une série de valeurs croissantes de x, et cela pour chaque valeur de la
précontrainte o.

La géométrie de la rotule sera définie par les valeurs classiques
S(section), I({inertie), v(abscisse de la fibre 1a plus &loignée) et sa lon-
gueur u qui est nécessaire pour relier la courbure & 1'angle de rotation.

De préférence & v on utilisera la quantité et 1'on définira le rap-

port|r =% (8.1.2) caractérisant la forme de la rotule. Egalement on défi-

nira un dé&faut relatif en posant | n =% (8.1.3) ; ainsi le d&faut initial

§
sera dé&fini par ny = T° . La longueur de la tige est toujours notée 2, mais
sera ensuite abandonnée en &tant reliée & la charge d'Euler.

Sur 1a courbe de traction du matériau (planche I) on reléve les va-

leurs de E {module d'&lasticité) de % (limite &lastique) et deux valeurs
conventionnelles 9 et 90 .2° 9y est une valeur conventionnelle considérée
’

Ao ) corme limite du matériau (par exem-
% ple correspondant @ une déformation
a totale de 1%) et Og0,2 la valeur

noté&e classiquement Reo 2 qui cor-
respond 3 une déformation résiduel-

0.2% 2l e le de 0,2%).

Fig. 8.2



Pour situer le niveau d'interaction entre limite d’Euler et limite

%0,2

5 (8.1.4). Enfin on onservera la notation
E

du matériau, on posera| u =

deja utilisée[ g = | (8.1.5)
E

En fonctionnement &lastique, le fonctionnement de l1a rotule est

. Cv Cv € C Cu
défini par cf-—I-;ef-E;Y-T-ﬁ-;e-Yuaﬁcequi conduit a
poser : E. * -EUI- (8.1.8)

La charge normalisée d'une rotule g est relide i la contrainte fic-

EV
iva W " R . Cv _ € _ g FEl v_ _EV
tive "de peau ofpar‘. cf-T—q—I--q—u— —I'—QT
%
soit g=2r (8.1.7)

De méme, la rotation © d'une rotule est reliée & la dé&formation

fictive “de peau" g par: 6 = Yu = ef% soit € =2re; (8.1.8)

Ainsi Te moment limite &lastique q, est défini par la contrainte
"de peau" en flexion :

. Zr(ce-o)
Of =0g =0 soit qq = E_ (8.1.9)
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Enfin on a vu au § 7.2 1 intervention du groupe| k = e (8.1.10)

qui, pour une section rectangulaire, a Ta valeur 6.

Ce paramdtre intervient essentiellement dans la relation de 9 @ n
(géométrie des rotules et géométrie du systéme), si 1'on veut inclure le pa-
ramétre £ dans le groupement déterminant la contrainte d'Euler -

L 28 _2nh
o=3 =
. % 2e1 2E1 2E1
% est relié 3 op par PE = soit % * T qui entratne ¢ = GEEU
o-5u o 2
s E E Sh
1 t d : 0= —= a2 LN
vient donc 2nh e nr T 7
UE )
@=2nrk T (8.1.11)

VIIL.Z - Calcul de O et t*

La formule (7.2.6) fait intervenir les quantités 9% et t¥ qu'il
faut relier aux données de la rotule réelle.

La contrainte Og correspond au point Sn ol Te module tangent de la
loi (q,0) a 1a valeur t = B avec :

2r »
= do
t= gg = £ =g soit
r de!
do®
ens, : —"*- = gE (8.2.1)
de
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Cette relation permet de repérer sur Ta courbe (c',e') issue de

SAMSON le point critique Bquivalent So*(cs*,ee ).

La pente moyenne t* des relations (7.2.2) & (7.2.6) est dé&finie

par (7.1.1) soit :

9; - g
tf-B 2 g
G)B - E)e
et
de méme
et
&lastique normalisée est 1.
la valeur t* est donc :
2 * 2
o 'Ec 9% - 'E’: (gg-0)
= e
2r eB' - 1; (ce-c)
»
g, - (0.-0)
: » B e
soit t =
EeB - (ce-aj

=g, car la pente de la courbe

(8.2.2)

Pour la présentation de résultats numériques, il est pré&férable de
rapporter les contraintes 3 une valeur référence, par exemple la valeur

°e0,2 = ReO,Z’ d'od 1a relation :

»
Q 9 - (ce-c)
(8.2.3) A 5 -

k t*

g

<
0,2 %0,2

n
(t*-8) 9 %o0,2
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M 4(t"-g) (1-8)+(1-tM2

od
2(1+t*-28) (t*-g)
Les courbes des planches 1I & IX montrent les va’aursde 3 9 ainsi
e0,2
calculées, en fonction des valeurs % =3 S _ . 0Ona tracé une planche pour

a, )
chaque valeur de % =3 3 (8 valeurs différentes) et sur chaque planche,

une courbe pour chaque v;Ieur du défaut initial ™ (soit ng, = 0., Ny = 0.1,
n, = 0.5, n, = 1,

VIII.3 - Remarques sur les résultats numériques

a) l&re remarque

‘2. x On peut craindre (Fig. 8.3) que le
f S P repérage de 1a limite d'&lasticité q,
Ay (issu de celui de 0.} ne soft trop
A [t imprécis, ce qui risque de créer une
e grande imprécision sur le paramétre
N fondamental t*. En outre on ne sait
- dire dans quel sens, favorable ou dé-
0 Fig. 8.3 favorable, joue le déplacement éventuel
de cette limite. Aussi, nous avons re-
tenu pour g, une valeur de départ plutdt faible (13 hbar), puis nous avons

déplacé cet:e valeur le long d'une droite de pente E. Sur la courbe (q,0)
cela revient i remplacer la courbe théorique par les lignes brisées OASOX,
puis UAISOX, puis OAZSOx... jusqu'd Ta derniére courbe possible OAmSOX H
cela dans le but de ne retenir que la configuration la plus défavorable (Qmax
le plus petit). De fait, le calcul n'a retenu dans tous les cas, que la cour-

be la plus basse OASDX.

b) 2&me_remargue

Ces courbes conduisent quelquefois 3 des valeurs élevées de 7 9 .
e0,2
I1 est clair (cf. Remarque § 4.4.e) que ces courbes doivent &tre écrdtées en

raison du risque d'écrouissage inverse. Tout au moins, la théorie développée
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ici ne conviendrait pas dans un tel cas. Dans 1'hypothése d'&crouissage ciné-
matique, les courbes devraient donc &tre &crétées 3 des limites de 1'ordre de

Q

ce0,2

€) 3éme_remargue

Les courbes obtenues sont essentiellement assimilées 3 des droites,
sauf dans leur partie extr@me gauche (valeurs des charges faibles). Cette
propri&té sera exploitée au § 9. pour une présentation simplifige des résul-
tats. '

d) 4ame_remarque

Pour uh défaut initial nul (nD = 0,) on est conduit 3 des courbes
non triviales qui sont figurées sur les planches II & IX. L'interprétation de
ces courbes est un peu confuse, de sorte qu'elle devrait apparattre plutft
comme des courbes limites (n° + 0) que comme des courbes correspondant d des

cas réels,

En effet, si 1'on examine pour ce cas (8o = 0), le premier demi-
cycle decharge (§ 5.2) on constate qu'une déformation est possible das 1'ap-
plication de la premidre charge thermique. De fait il faut noter gue ce fonc-
tionnement suppose essentiellement la plastification d'une seule des rotules,
tandis que 1'autre décharge &lastiquement. Cette hypothése de dissymétrie
permet dés lors en phase thermique, 1'existence d'un &quilibre non trivial,
c'est-d-dire la création d'un défaut.

En réalité, un défaut initial effectivement nul entratnerait, en
phase thermique, la plastification simultanée des deux rotules, sous d&forma-
tion nulle ; 1'8quilibre restant réalisé de manigre triviale avec (O'Cth) +
(D-Cth) = 0, guelle que soit la valeur cth'

]Cﬁ' L'hypothése de plastification unilatérale
) est donc en principe fausse, mais cette
remarque n'a qu'une portée trads limitée

‘\(4* car il y aura toujours un défaut minimum

pour créer la dissymétrie.
Fig. 8.4



Sur les planches VI et VII a été représentée une zone hachurée cor-
respondant aux expériences de flambage sous torsion cyclique réalisées au
C.E.A. (Réf. 4). Les valeurs & prendre en compte &tant : o = 40,5 hbar,

0,2 = 29,5 hbar, o = 16,23 & 13,27 bars. On a °E/°e0 2= 1,37, ce qui
nous situe entre les planches VI et VII et c/ceo 2* 0, 45 4 0,55. La charge
secondaire &valuée par la méthode du cisa111ement maximal &tait ¢ = 1,18 &

2,35 hbar. I1 est clair qu'en déhors de tout d&faut, les essais se placeraient

déja en zone de flambage.

11 faut noter cependant qu'au sens des diagrammes de De Bree, la
charge, pour ce cas de charge, est affectée d'un facteur %, alors que dans
nos critéres (cf. Planche XI), le critére limite ne fait apparatftre qu'un
facteur 1/2. En d'autres termes, 11 pourrait é&tre justifié de diviser les
valeurs de Q ci-dessus d'un facteur 2, ce qui rapprocherait 1a zone hachurée
des courbes limites. Ouoiqu'il en soit, la conclusion ne serait pas fonda-
mentalement changée.

Sur les planches II & IX ont &galement été représentées (traits
interrompus courts) les courbes issues des calculs de J. DEVOS, pour un
défaut nul. On constate qu'elles se situent bien au-dessous des notres, sauf
pour les valeurs les plus élevées de la charge, ce qui é&tait prévisibla.

IX - PRESENTATION SIMPLIFIEE DES RESULTATS

Dans 1'optique d'une présentation des résultats sous la forme sim-
plifiée du type des normes habituelles, on peut, comme indiqué au (8.3.c)
ci-dessus, assimiler la partie utile des courbes 3 des droites, et cela avec
une bonne précision. En relevant sur les figures les &quations de ces droi-
tes, on est conduit 2 des conditions simplifiées du type ac + bQ < ¢, que
1'on peut toujours mettre sous la forme :

o+ Ao+ uQ < 90,2 (9.1.1)

e
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Cette &criture est obtenue artificiellement, i1 est vrai, puisqu’
elle ne résulte pas directement des équations &tablies, mais elle présente
cependant certains avantages. Sa forme est semblable & la forme classique
des codes. La charge & prendre en compte apparait comme la somme d'une char-
ge de membrane o, d'un terme Ac dd d I'amplification de cette charge par
flambage et c¢yclage, et d'un terme uQ di & la charge thermique.

Les planches X et XI donnent les valeurs de A et u établies
d'apréds les courbes précé&dentes.

On notera que les valeurs de A diminuent rapidement Torsque la
charge d'Euler augmente, ce qui dénote le rd8le majeur de 1a non linéarité
géométrique dans le processus.

Par contre, le paramétre u ne varie que faiblement, tant en fonc-
tion de op Que du d&faut Le ph&noméne de limite thermique est donc essentiel-
lement 1i& 3 1'existence des maxima plastiques plus qu'd la non lingarité.
Par ailleurs, le défaut 6,_ne fait qu'initialiser le rochet thermique, mais
ne joue pas sur son amplitude. Notons sur la planche XI que si op est grand
la charge thermique reste limit&e. L'instabilité géométrique ne joue plus,
mais les maxima plastiques (1i8s a Ta courbe d‘états limites) existent tou-
jours et déterminent un chargement thermique maximal, qui ne varie plus. Par
contre, le défaut, nous 1'avons dit, agit fortement sur le facteur d'ampli-

s ' - . : . = _Jobo | . .
tude de 0. On sait qu'en phase &lastique on a simplement : 9e T:V7PE ; ici

le bfonctiannement glastoplastique modifie quelque peu ce résultat, sans doute
en diminuant fortement la valeur de PE. Toutefois on ne saurait pousser trop
ioin cette analogie ; par exemple, on constate dans le cas présent, que Te

d&faut nul (no = 0) n'emp&che pas une certaine amplification des contraintes.

X - CALCUL SIMPLIFIE DE LA CHARGE THERMIQUE MAXIMUM

X.1 - Théorie simplifige

Un calcul approximatif, mais considérablement plus facile, de la
charge thermique maximum peut étre effectué. Reprenons le schéma (3.7) par
lequel nous définissions les situations d'&quilibre possibles, sous une char-
ge axiale P, en 1'absence de toute charge thermique. Rappelons que le point §
est le point qu'il ne faut pas dépasser sur la courbe T'. I1 lui correspond,
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X
// 7 sur la courbe translatée To (défaut
; D“’ initial nul) le point So de coordonnées

a2 A (non normalisdes) % et CB'
s [T o ) 8
0 A %om
Fig. 10.1

Supposons maintenan* 1'adaptation réalisée. L'&tude du phénoméne
de cyclage nous a permis de comprendre qu'd ce moment, 1a rotule (1) oscil-
lera élastiquement entre des charges 01 et cl'cth et 1a rotule 2 entre des
charges C,-Cyp et G, 3 1'angle O restant alors fixé&. Les points (@,Cy) et
(e,Cz) seront les "sommets de charge" des rotules tandis que les points
(e,cl—Cth) et (e,cz-cth) situeront les "fins de dé&charge" de ces rotules.

A chaque extrémité de ces trajets de charge, et méme en tout point
de ces trajets, 1'équilibre devra rester réalisé ce qui impligue :

296 = Cp + (Cp=Cyp) = (C1=Cyp) + Cp

ou encore Pog = C1 + Cz - cth (10.1.1)

On ne peut évidemment pas assurera priori 1'égalité des couples C1
et C,. Faisons 1'hypothése qu'aprés un grand nombre de cycles, on a cette
égalité (hypothase que nous discuterons au § 10.2). L'équation (10.1.1)
s'écrit alors : PO = 2C - Cth

soit C= P_‘;i+_;!‘. (10.1.2)

On voit que la situation d'adaptation est dé&finie par les intersec-
tions de la courbe I' avec une droite D' paralldle 3 D, d'ordonnée & 1'origine
Cth/Z. 11 est clair que la charge thermique maximum sera définie par 1'ordon-
née & 1'origine Cthm/Z de la tangente en S & 1a courbe T.
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Le point S ayant les coordonnées eB + 0, et CS’ 1a pente de On
. PR s th P2 ~
étant toujours 5 Qm sera donn& par la condition - + (98 + eo) = CB

qui exprime que 1a droite issue de F, de pente 2—" passe par S, soit :

Cep = 25 = P2 (05 +0,) (10.1.3)

B

En coordonnées normalisées, cette condition s'écrit :

Pg,
q= 2qe - E: (G)e + oo) soit

a = 2(ag - B (8 + &) (10.1.4)

Cette relation peut &tre &crite 3 1'ajde des variables normalisées
utilisées au § 8.2 : 11 vient, en vertu de (8.1.7) (8.1.8) et (8.1.11) :

2r o* . [+
Qe B _pretroarkn 5
E E 8 OE

soit Q=20 05" -8 (Ecy +kngop) ] © (10.1.5)

Rapportée 3 °e0 29 cette relation a 6t numérisée :
;4

* »
Ee n
Q % 8 o
=2] -B{ +k=2)] (10.1.6)
90,2 90,2 90,2 Ly :

et a conduit aux courbes en traits interrompus longs des planches II & IX.



-52 -

X.2 - Remarques sur la méthode simplifige

Le calcul simplifié ci-dessus repose sur 1'hypothése :
¢ = C2 (10.2.1)

Cette hypothdse n'est vraisemblablement pas vérifige. Pour une cour-
be d'écrouissage 1in2aire par exemple, on peut constater, aux &quations (6.3.1)
3 (6.3.3) que la rotule 2 tend & conserver 1'avance qu'elle a acquise aux pre-
miers cycles thermiques. Comme dans le calcul {tératif, nous avons imposé &
une seule rotule (la rotule 2) de ne pas dépasser le point critique So’ 1
semble que 1a mé&thode simplifi&e doive plutdt nous donner des valeurs majo-
rantes, l1a m&thode itérative donnant plutdt des valeurs minorantes. Nous ver-
rons que cette hypothdse est en général vérifige par les résultats numériques,
1'écart entre les deux méthodes n'&tant jamais considérable (= 20%).

Remarquons également que, dans la théorie simplifige, (Fig. 10.1)
le résultat obtenu (formule 10.1.4) n'aurait subi aucun changement si 1'on
avait remplacé la courbe Fo par la courbe UESOX, comme nous 1'avons fait au
§ (7.1). Cette remarque valorise 1‘'&tude itérative faite précédemment vis-a-
vis de 1'approximation fondamentale de la courbe qui avajt di &tre faite au
§ (7.1). Les considérations ci-dessus montrent en effet que les résultats ne
devraient guére &tre affectés par cette approximation.

X.3 - Comparaison des résultats numériques des deux méthodes

D'une maniére générale, les résultats de la méthode simplifiée re~
coupent ceux de la mé&thode directe.

Pour les trés faibles valeurs de la charge d'Euler cependant la dif-
férence entre les deux courbes devient plus importante, cette fois ci en fa-
veur des courbes issues du calcul direct. On trouve certainement 1 le rdle
important joué par les premiers cycles thermiques, qui, dans le cas oil PE_EEE
faible, conduisent rapidement aux grandes déformations. C'est dans ces cas,
vraisemblablement, que 1'hypothése (10.2.1) est la plus fausse. A notre avis
il conviendra de préférer la méthode directe.
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XI - CONCLUSIONS

Les mod2les présentés dans.les pages qui précddent sont évidemment
quelque peu simplifiés vis-3-vis des structures réelles, fut-ce une simpie
poutre. Nous croyons cependant que le fonctionnement décrit ci-dessus, quali-
tativement, doit se retrouver dans des pidces réelles unidimensionnelles
(poutres) ou bidimensionnelles : plaques, voire coques & simple courbure,
(cylindre...) ou autres. Rappelons les aspects principaux de ce moddle :

- Extstence d'un phénoméne de cumul de déformations faisant intervenir la
non lingarité géométrique.

- Existence d'un &tat critique au deld duguel 1a ruine est virtuellement
assurée, d&finie par 1a formule classique du module tangent :

&L
E Pg

- Possibilité de convergence avant cet &tat critique (non-ruine) moyennant
certaines conditions limitatives sur les charges,

~ Condition de non ruine exprimée (pour les valeurs numériques choisies) avec
une bonne précision par une relation lingaire :

o+ A0+ uQ < Ren 2 (Planches X et XI)

~Cette approximation linéaire montre qu'une augmentation de la charge
thermique appliquée se traduit par une diminution en conséquence de la charge
axiale P possible. Vis-d-vis du risque de ruine, Q et P jouent des rdles symé-
triques, 4 condition qu'ils soient assortis des coefficients convenables.

Tel que présenté dans ces pages, ce moddle apparait un peu comme un
cas isolé. De fait ce genre de phénoméne devrait 3tre formalisé et généralisé,
et 1'exemple ci-dessus n'en serait plus qu'un cas particulier. En outre une
telle étude appourterait certainement une lumidre intéressante sur les phéno-
ménes réels de flambage. Une telle généralisation reste 3 faire, ce sera 13
notre principale conclusion.

o H
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- ANNEXE 1 -

EQUIVALENCE DE LA CONDITION (5.3.2) ET LA CONDITION DE J. DEVDOS (Réf. 1)

Une condition de non-ruine en cyclage est proposée par J. DEVOS
dans la Ref. 1, 8.3.3.3, p.3.3.3 en bas de 1a page :

n a0
FadF —0 4 gr thmax 7 ggs POUr sON modele sans écroutssage.
1-F/Fg L-F/Fp 2

Avec les notations que nous avons adoptées, F s'identifie 3_og, AQ
iq, Fi est la contrainte de flambage en mode une fois rotulé F'E - '55

En outre, DEVDS pose :

Q-q, 3n,
Nepy = n ol Qe=ce-F(1+ F)
6F = 1-L
£ Fe
3FT)o

Dans le terme on recgnnaft la contrainte de peau %y due &

1 - F/Fg o
la flexion initiale, Ta condition de non ruine s'dcrit :

Q-[o - (o+a0))]
c+cd+3F-—-i—(—£-+E<c

3 (1-2F/Fg) 2 ¢
Q-lo, - (] Q

soit g+0,+8 ___e___d_+_<ae
1-28 2

En développant, cette condition prend la forme :

Q < 2(1-B) [ae -aq - crd] (A.1)

Au § 5.3, nous avans gbtenu la condition de non ruine (d'aprés la formule
(5.3.2) :



1

Les quantités q, Qs 94 qui y figurent sont des moments normalisés,
i1 leur correspond des contraintes de peau Q, A et a4 En outre, en 1'ab-
sence d'écrouissage, il faut poser ty = 0 ; l1a relation prend alors la forme
(A.1) de J. DEVOS.
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