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Показано влияние способа усреднения констант отражателя на
Кэф реактора на тепловых нейтронах. При использовании билинейного
способа усреднения получено более точное значение Кэф, чем в слу-
чае усреднения по потоку нейтронов. Выяснено, что причиной неточ-
ности Кэф при усреднении по потоку является завышение альбедо
отражателя.

Предложен комбинированный способ расчета реактора с отражате-
лем на основе использования обоих способов усреднения констант.
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В В Е Д Е Н И Е

В малогрупповых мотодах расчета реактора обычно используется
усреднение констант по потоку нейтронов.Усрздненкэ по потоку яв-
ляется основным методом в расчете быстрых реакторов и реакторов
ни тепловых нейтронах. Билинейное усреднение (усреднение констант
по потоху и ценности нейтронов) не наало широкого применения, од-
нако данный К.ЭТОД представляет практический интерес, как это сле-
дует из результатов работы £13 > в которой для получения констаи?
активной зоны испольвовано билинейное усреднение по спектру голо-
го реактора tifi приближение) е последующим билинейным усреднени-
ем констант отражателя. Впоследствии было показано [£,£] > что
К эф голого реактор» не зависит от числа групп и сохраняет много-
групповое знечение как при уоредненки по потоку* так и при били -
наяном усреднении.

Большинство работ по методам усреднения констант относится к
быстрым реакторам. Численные расчет быстрых реакторов о отражате-
лями покааали почти одинаковую точность К аф при усреднении;! по
потоку нейтронов и билинейном усреднении £4], причем малогрупне -
вв» значения К еф при использовании обоих способов усреднения бла*
зки х соответствующим многогрупповым величинам, если число групп,
Ш которым сводятся многие группы» не слишком мало. Со реакторам
с отражателями на тепловых нейтронах нет достаточно полных данных
относительно влитая споооба усреднения на малогрупповое значение
К а ф .

Кроме усреднения по потоку нейтронов и билинейного возможны и
другие способы получения малогрупповых констант, например, усред-
нение по различным степенным комбинациям потока и ценности нойт -
роноз.

Зависимость от споооба усреднения проявляется не очень сильно
при свертывания многогрупповых констант в маяогругаювне в облас-
ти надтепловых нейтронов. Характерные черты «ого или иного спосо-
ба усреднения легча обнаружить при усреднении групп нейтроно* с
сильно различающимися свойствами, что имеет» например, иосто up»
сведении двухгруппового приближения в одну группу а случае легко-
водного реактора. .

В настоящей работе рассмотрена аавкоимоеть К,эф легководного
реактора от способа усреднения констант отражателя в £г прнближв»
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нии. Вычислены одногрупповые альбедо бесконечного отражателя при
билинейном усреднении и усреднении по»потоку нейтронов и оценена
точность этих величин в сравнениии с двухгрупповим расчетом.

I. УСРВДНЕ.ЧИЕ КОНСТАНТ. АЛЬБЕДО ОТРАЖАТЕЛЯ.

Известные формулы усреднения констант по потоку нейтронов м
при билинейном усреднении получены умножением к-го многогруппо -
аого уравнения диффузии для потока не сопряженную функцм» (^)

п г

( т . «О или т . «I соответственно), сложением уравнений ш сравне-
нием составляющих баланса нейтронов с ооответетвупвимк малогруп:*-
ПОЕЫМН значениями. В £г приближении утечка нейтронов представял -
ется в виде + В

2
 Л^

к
 (- для активно! •они, + для отражателя) *гд«

Д„ и Ф^ - коэффициент диффузии и поток нейтронов в я-ом уравнемш
активной зоны. Свартывшив многих груш в одну группу при уервд -
нении по потоку нейтронов (гл.«О) приводит к одадумрм форв/тн
д м одногрупповых констент отражателя иди активной вони

*

(3)

К»»

где д/ -4vicno rjynn, ^ к -сечение увода» Г:кгсвчвние замедле-
нил. Днолеи'ичныо [̂юрмулы при билинейном [1} усредненпии frn,»I)
КМ5ЮТ Ш1Д

(5)

Kt.1 **
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(6)

Кроме формул (I) - (3) и (4) - {6} возможны другие способы усред-
нения констант, вовкикапцке в результате умножения основных к ос-
пряженных уравнение на целые или дробные степени Я и »

+
.

Влияние способов усреднения на численные значения сдногруппо -
вых констант и альбедо рассмотрим на примере бесконечного плоско-
го легководного отражателя, усредняя двухгрупповые хонстанты. Ис-
ходные двухгрупповые константы даны в таблице I.

Таблица I.
Двухгрупповые константы отражателя.

1.2 0,2

r
f

0,06

и
0,02 0,0595

В таблица 2 приведены одкэгрупповые константы отражателя, получен-
ные при умножении уравнений для потока нейтронов на Ф

а
{П.«1,2 )

или на ( W * ' (Иг«0,1,2,3), и соответствующие альбедо для двух
вначений В

2
. .
• Таблица 2.

Усредненные константы и альбедо отражателя.

D.005

D.0I

Э.005

0.OI
D.005

D.0I

D.005

D.0I
D.005

Q.0I

D.005

Э.ОХ

Iti-W»

rt-I
a- I
a - 2
rv-2
m« 0
m<> 0
пг> I
m.- I
m.- 2
m.» 2
w.« 3
Щ" 3

0.1867

0.1867

0.1035

0.1035

0.4473

0.4473

0.6723

0,6469

I.Z565

1.0502

2.II92
I.8I03

0.003924

0.003924

0.001098

0.001096

0.0I5I8

0.0I5Z8

0.02858

0.02706

0.05429

0.04863

0.I035I
0.08766

P
. 0,8973

' 0.8973

0,9583

0.9583

0.7170

0.7170

0.5659

0.5815

0.3323

0.37774

0.0328

O.I131



<f<.рмулы усреднения, получе::кые при умножение двухгрупповых ураэне-
нкЛ д!:^*усии для потока нейтронов на ф"", дают средний коаффвци-
с.'.т диЭДузии 2> , величина которого меньше коэффициента диффузии
т'.глоьоП группы £&&(ск. таблицы I и 2), Иэ результатов, пригеден-
•:iDC Б таСлдцах I и 2 также слезет, что умножение тех же уравнений
на ( Ф ) ( яг я 1,2,3) приводит к формулам усреднения, согласно
хстсры?/. средние сеченая захвата 2

С
 превышает максимальное сечение

з:>:ьата ( 2
А
 * 0.02) в исходных даухгрупповых константах и, кроме

того, при fln • 3 усредненный коо:рф;щкент диф|узии больше максималь-
ного группового значения (2Х" 1,2). Лиоь при усреднении по форьу -
лак (I) - (3) ( п г » 0 ) одногрупповые константы не противоречат ио-
ХОДКЪБ<: дгухгрулповым спаченияк. Отмстим, что с увеличением М ве -
л::ч::)!ы 3) и ^вУменьшгсотся, тогда как увеличение ЦП. приводит к воз-
растанию SD и 2"с •

 Й
Р

К
 росте И. или hr\. альбедо j3 увелиадаавтея

или уменьшается соответственно. В случае необходимости получения
промежуточных величин альбедо отражателя можно испольаовать дробные
значения 1\, и tt\. .

2. иР/,БН£НИг РЕЗУЛЬТАТОВ ДВУХГРУППОВШ И Ъ Щ Ш Ш Ж к РАСЧЕТОВ

3 работе [3] показано, что при усреднении констант активной to -
ны голого реактора в 3^ приближении сохраняется мкогогрупповов вн*-
ченке К

Э1?
.. Основной причиной расхождения многогрупповых значений

К
О
ф реактора с отражателем несомненно является неточность расчета

ельбедо отражателя вследствие усреднения. Сравним одиогрупповвб
значения К

э
* г. альбедо бесконечного отражателя одномерного плоского

легководного реактора при усреднении констант в 3* приближении с
соотвбтстоуг»|ими величинами двухгруппового расчета, полученными ре-
сеииом дк^'эиоиных двухгрупповых уравнений. Рассмотрим только два
способа усреднения - билинейный и по потоку нейтронов. Двухгругаю-
выв констаити отражателя, использованные в двухгрупповом расчете
и при усреднении в В

2
 приближении даны в таблице I. Доухгрупповые

рАСчеты выполнены для двух решений В* характеристического двухгруп-
r.oi'oro урьвнения, равных 0.005 и 0.01. При В

2
 • 0.005 вначеии* KJL

р..вио 1.259 и в результате двухгруппового расчета получена полугол-
щ.мо. с/ активно.*! зоны, равная 13.64 см. Соответствующие величины
для В

2
 • 0.01 ратты 1.067 и 7.481 см. Среднее яначение альбедо бео-

ко!!счногс легководчого отражателя опредмто ив двухгруппового рг.с-
четг. в виде _.- w-

|Т5Г '
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гдв

односторонние токи на границе активной гоны и отражателя.
Односхорсстные расчеты К

э
* выполнены с константами, !:айд9нкы -

мм усреднением по потоку нейтронов и билинейном двухтруппосых се-
чений (использовался один и тот же способ усреднения для активной
вони х отражателя) при значениях d , полученных в двухгрупповом
раочете. При усреднении констант исполмованы те же значения В

2
,

равны* 0.005 и 0*01. Ре*ультаты двухгрупповых и одногрупловых
расчетов сведены • таблице 3.

Таблод 3.

к альбедо отражателя.

d.oM

13.84

7,481 .

2-х групповой расчет.

• 1,269

1,067

(5(7)

0.6027

0,6025

Олногоупповые сасчетьг

1.345
I.I69

1.263

1.(89

Усреднение констант по потеку нейтронов в Ег приближении при-
водит к болыюму вевыжению одногруппови 1 ^ относительно двух -
групповых величин (си. таблицу 3). If» сравнения альбедо, получен
них двухгрупповым расчетом (таблица 3) с величинами альбедо, on -
ределенннмм черна константы отражателя, внчисленкыми в В

2
 прибли-

жении (таблица 2, т.- 0} следует, что причиной аавыжения одногруп-
повых Кдф является слишком большая величина альбедо отражателя.

При билинейном усреднении я В
2
 приближении одногругаювые Неф

вначителыю бола* точны по сравнению о усреднением по потоку нейт-
ронов (ом.таблицу 3). Альбедо отражателя при билинейном усредне -
ним близко к соответотвувшай величине двухгруппового расчета
(таблица 2 , щ » I и таблица 3).
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СПОСОБ УСГЗДНЕНИЙ КОНСТАНТ ОТРАЖАТЕЛЯ.
Р

г/.,г<!кейпое усреднений в В* прмближении дает односкоросткое
с-чечлв захвата нейтронов в отраже.т^ле (таблица 2, к>\ « I), пре-
иан^ее сечение захвата тепловых нейуронов, которое является
аибольшим иг групповых сечений захвата. Так как односкоростное
льбедо, которое в случае бесконечной пластины имеет вид

при билинейном усреднении констант отражателя близко к усреднен-
кому двухгрупповому значению (7), то отсюда следует, что билинеЩ
ное усреднение позволяет с хорошей точность» вычислить 2)2^ .При
»том коэффициент диффузии и сечение захвата в отделы:ости опрв -
дольются с большой погрешностью. Усредкввив яомст&нт по потоку .
кеЯтроног: дает неточнее альбедо относительно (7), однако в этом
случке правильно рассчитываются потоки и скорости реакций £43,
т.е. усреднение констант по потоку нейтронов позволяет правиль-
на рассчитать Т

с
 « Неточность альбедо отражателя при усреднении

по потоку определяется в основном ошибкой в величине коеффицивя-
та диф1уоии. Учитывая особенчостм рассматриваемых способов усред-*
нен.ш констант, можно предложить следуяций способ усреднения,
поэво-шющиЛ получить достаточно точные значения альбедо и сред -
ногэ с?че::ия з&хаата з отражателе. Усредним билинейно константы
отражателя и вычислим величику^)!^. Заменив в этом произведении
^

t
, полученное билинейным усродчением, на 2

С
 , вычисленное при

усреднении по потоку, наЯдом коэффициент диф^гзии «t). Д м окон-
чательного расчета К ^ реактора используем усредненные по пото-
ку Htv.rpcnOB константы активной зоны к определенные путем комби-
нации способов усреднения константы отражателя. При этом К ^ не-
сколько изменяется по сх^аскению с чисто били.чейяим усреднением,
KRX это видно из сравнения результатов расчета, приведенных в
таблицах 3 и 4.

Таблица 4.

Комбинированные кенст&нты отражателя и

2с

i i3.Cv; j 0.0I5I6

0.0I5I8

2.266

1.153

1.266

1.045



Комбинация способов усреднения позволяет улучшить К ^ одясгруппо-
вого расчета относительно двухгрупповых значений по сравнению с
чисто билинейным усреднением. Оказалось, однако, что э случаеfl/«
13.84 см одногрупповой коэффициент диффузии превышает значениеД).

надтепловой группы нейтронов (см. таблицы I и 4).
Если малогрупповое приближение содержит несколько групп, то

для каждой энергетической группы нейтронов в зоне отражателя мож-
но испольэоэать Изложенную здесь процедуру расчета сечения зьхва-
та и коэффициента диффузии через групповые значения альбедо, вы-
численные при билинейном усреднении констант отражателя.

З А К Л Ш Ш Е .

Результаты расчета легководных реакторов показали существен-
ное влияние способа усреднения констант отражателя на величину
Кдх. В случае билинейного усреднения констант отражателя одногруп-
повое вначение Kg* ближе к двухгрупповому по сравнению с усредне-
нием по потоку нейтронов. Это является следствием хорошей точности
билинейного усреднения в расчете альбедо отражателя и завышения
альбедо при усреднениии по потоку. Усреднение о весом потока при-
водит к большой погрешности коэффициента диффузии отражателя, а
при билинейном усреднении имеет место значительная ошибка и в
коэффициенте диффузии и в сечении захвата. Представляет интерес
использование комбинированного способа усреднения, который РОЗБО-

ляет получить достаточно точные групповые значения альбедо и кон-
стант отражателя.

Свертывание многогрупповых констант в малогрупповые усредне -
ниеи по потоку нейтронов в В приближении может сохранить овсэ
значение в практических расчетах, если принять so внимание потт.'-г;-
кость диффузионного приближения относительно точного реыеьия ;'р'»в"
нения переноса нейтронов. Диффузионное приближенна зааывгает уточ ~
ку нейтронов из активной зоны, что приводит к занижении К,.,, по
сравнению с точнш значением . С другой стороны, усреднен:!о конс-
тант по потоку нейтронов завышает малогрупповые альбедо от-Г'&тлм-
лп и, следовательно,К

э
*« Возможна значительная компонент/:;; ппг^сп;~

ности диффузионного приближения при использовании нчбопьж-г» ч**1 -
па групп s расчетах реактора с отражателем, а это обеспеч̂ в.'-от



ди||>$у знойному приближению практическую применимость.
Автор благодарен Г.Я.Румянцеву и М.Ф.Воротынцаву м обсуяде

ние работы и критику.

ЛИТЕРАТУРА.

1. Новожилов А.И., Шихов С Б . "Атомная энергия", I960 , т. 8 ,
вып. 3, с.2О9.

2. НЦМАЛМЕ.

3. Щулепин В.С,Шарапов В.Н. Усреднение констант э Вт лриблмм-
нии для расчета реактора. Препринт ФЭИ-1336, Обнинск, Z962.

4. ШЛ2).С.,Ви4*и0
1977,^.64,^2, р.517.



Технический редактор Н. П. Герасимом.

Подписано к печати 28.07.1983 г. Т-17310. Формат 60X90 Vie.
Офсетная печать. Усл. п. л. 0,5. Уч.-нзд. л. 0,3. Тираж 78 экз.

Цена 5 кол. ФЭИ-1454. Индекс 3624.

Отпечатано на ротапринте ФЭИ, г. Обкянек.



5 коп. Индекс 3624

О влиянии способа усреднения групповых констант отража-
теля на Кэф реактора.
ФЭИ-1454, 1983, 1-8.



л

ФЭИ-1452

ФИЗИКО-ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

В. С. ФЕДОТОВСКПП

Колебания гидродинамически связанной системы
стержень —концентрическая трубка

Обнинск — 1983
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В. С. Федотовский.

Колебания гидродинамически связанной системы стержень-концентри-
ческая трубка.

ФЭИ-1452. Обнинск: ФЭИ, 1983. — 20 с.

Рассмотрены характеристики простейшей гидродинамически свя-
занной колебательной системы, состоящей из стержня и трубки,
пространство между которыми заполнено жидкостью. При изгибнык
колебаниях стержня и трубки жидкость в кольцевом зазоре осуще-
ствляет их гидродинамическую связь. Получены зависимости для соб-
ственных частот колебаний связанной системы от частот изолирован-
ных друг от друга колебательных подсистем без жидкости и гидро-
динамических инерционных коэффициентов, обусловленных жид-
костью. Найдены коэффициенты динамичности системы и даны их
зависимости от различных конструктивных параметров системы ;t
свойств жидкости.

— Физико-энергетический институт (ФЭИ), 1983 г.



Многочисленные упругие элементы: конструкций энергетического,
технологического и другого оборудования» погруженные в жидкость иди
обтекаемые потоком жидкости, образуют связанные колебательные сис-
темы. Если в такой системе возбуждены колебания одного из элемент...:.-
то приведенная а колебательное движение жидкость, воздействуя на
соседние упругие влекенты, может передавать их часть энергии. При
некоторых условиях может оказаться, что элементы, к которым непос-
редственно приложена возбуждающая сипа, будут совершать весьма *ta-
лыа колебания, а колебания других упругих моментов конструкции бу-
дут значительными. Такое явление известно как антирезонанс.

В принципе теория связанных систем хорошо разработана и широко
используется в многочисленных задачах о колебаниях механических oct
ектов с упругими связями, а также • задачах о колебаниях в электри-
ческих цепях в индуктивной и емкостной овязью [1,2]. Однако, для
колебательных систем, связанных гидродинамической связью,эта теория
еце не получила должного применения несмотря на чрезвычайную расп-
ространенность таких систем в различных областях техники.

Одним из примеров применения теории связанных колебательных сис-
тем может служить система упругих стержней или труб, погруженное ?.
жидкость. Такие стержневые системы, являются основой конструкций
атомных энергетических установок (активных зон реакторов, теплоос-
менннх аппаратов и т.п.). В работах {3,4]рассмотрены колебания uy-i-
ков стержней и в помоцыо Э Ш получены решения для собственных ;аг>;:
колебаний ь приближении потенциального течения невязкой жидкое г ,<,
заполняющей межотержневое пространство. Для определения резона* Г..Н,А
амплитуд колебаний таких связанных систем требуется, очевидно, рас
смотрение я учет дисомпатмвкых процессов в вязкой жидкости и в ма-
териале элементов конструкции. Этот вопрос слабо освежен в литер.!-
туре.

В настоящей работе рассмотрены динамические свойства npecveti ̂ н
гидродинамически связанной колебательной системы, состоящей us уп-
ругого цилиндрического стержня я окружающей ого упругой ци ;ИИА;ч <
кой оболочки (трубки), заполненной жидкостью. Это, пожалуй, од;"- :,
немногих случаев, когда решение легко может быть получено ан^ч:,-
чески. Кроме того, при определенных предполовениях эта зн1-.<< :>
бить полезной для исследования динамики гетерогенных сгед с у
••крепленными включениями при вибрационных воздействиях.

с-
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I . Ур.»ьнения движения связанной колебательной
систеиы.

Ьупьм считать, что стержень и концентрическая трубка одинаковой
длины 2 иогут совершать изгибные колебания по одной и той же форме
в nioc/гости х у . В этой случае задача сводится к исследованию вне-
Truu с диуия степенями свободы.

Пусть, например, изгибные колебания стержня и трубки описывается
зависимостями

(I)

(2)

где х
и
и \j - координаты в направлении изгиба и вдоль оси стержня

it труби и. Индексы I и 2 - относятся к стержню и трубке соответст-
венно .

вели кассы стерня М
(
 и трубки М

4
 на единицу длины и, соответст-

венно, изгибные жесткости ( ЕJ \п (Е J )
4
 заданы, то собственные

чистоты колебаний каждого из элементов известны

Здесь 'X - косл|фицив11т, характеризующий способ заделки концов
сте]1жня и трубки [ 5 ].

Колебания стержня и трубки под действием возбуждающих сил Fj(t)
и Ti(t) описываются при этой двумя независимыми обыкновенными диффе-
]^нниаиьиими уравнениями

Mi3C4 + fc)jM£3Cf = F £ ( t ) , (4)

(5)

Пусть теперь пространство между стержнем радиусом О и трубкой
с внутренним радиусом 6 заполнено жидкостью плотностью 0 и кине-
M3TH4fiCtt0fl ВЯЗКОСТЬЮ "{) .

\]рк относительных пе{^мо1дениях стержня и трубки в жидкости воз-
д»и*с-ние,обуславливающее гидродинамическую связь элементов
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и проявлявшуюся • тон, что движения элементов становятся

еавиоимими друг от друга.
Уравнения Лагранха, описывающие движение связанной системы по

воордннатаы Щ м Х
4
,имеат вид

Дцеоь I - кинетическая анергия системы, П - потенциальная энер-
гия* ф - диооипативная функция Рэлея.

Кннетячеокая энергия на единицу длины системы стержень-трубка-
жидкость ооотокт из трек слагаемых: кинетической энергии стержня
£ 4 •« M t * * / t , кинетической «нергии трубки Е» « M*x|/£ и кине-

тической анергии жидкости Е * в кольцевом зазоре между стержнем и
трубкой. Эта кинетическая анергия определяется полем скорости жид-
кости lf(p,0,t), возникающем в результате движения стержня и трубки
оо скорость» лЬ

(
 и ЗС|.

Потеицвальная анергия оиотемы состоит из суммы потенциальных
енергий упругой дефориацкя стержня к трубки

Ч • 4 (Mi Ь"(v)l'«!. п,

Производные по соответствующим координатам Э ( л , у Ц (
в уравнениях Лагранжа дают, очевидно, упругие члены co£M{Xf

V Хидкость в кольцевом зазоре принимается несжимаемой и, поэтому,
ее потенциальная энергия не рассматривается. Учет сжимаемости и,
следовательно, потенциальной енергий среды, необходим, например, в
случае двухфазной пузырьковой среды при достаточно высоких частотах
вибрационных или акустических воздействий.



В алиментарном анализе будем пока пренебрегать диссипативными
потерями в системе, а влияние дисснпаг-ишой функции на динамические
характеристики связанной колебательной системы рассмотрим ниже.

Поскольку гидродинамическая задача определения поля скорости
вязкой жидкости, необходимого для расчета кинетической энергии £ * ,
представляет значительные трудности в связи с решением уравнений
Нчвъе-Стокса, то введем некоторые ограничения и упрощающие предпо-
ложения. Будем рассматривать малые колебания стержня и трубки по
сравнению с величиной кольцевого зазора и радиусом стержня. Кроме
того положим, что колебательное число Рейнольдса существенно боль-
ше единицы (Re

w
 * d*a>/D » I). В этом случае течение жидкости

почти ео всей кольцевой области будет определяться силами инерции
и только в пограничных слоях толщиной £ = (2^/ш) - силами вяа-
кости. Таким образом, для расчета кинетической энергии Е ж »
можно использовать приближение потенциального обтекания. В этом
случае

,«
( 1 0 )

где Ф - потенциал поля скорости, 5 - поверхность, ограничиваю-
щая область жидкости, П - нормаль к поверхности, направленная
рнутрь жидкости.

При движении стержня и трубии со скоростью tf
t
 и зед граничные

условия имеют вид

Ъ9 ^L ( П >

где 0 - угол между направлением движения стержня (трубки) и нап-
равлением нормали к рассматриваемой точке.

Потенциал У , удовлетворяющий уравнению Лапласа V*$ a 0 и
граничным условиям (IX)* имеет вид

к ¥ (, «)] и»)
Производная Эу/дг равна
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В цилиндрических координатах формула (10) имеет вид

Знак юшуо перед вторим интегралом связан с тем, что
нормали к поверхности оболочки противоположно радиус - вектору f

Подставляя (12),(13) в (14) и производя вычисления, подучим

Взяв частные производные от кинетической анергии жидкость, ш.
скоростям стержня и трубки, запишем

(16)

(I?)

Соотношения (16) и (I?) дают дополнительные обобщенные ..«-.пульса
к собственным импульсам стержня и трубки. Эти дополнительные им-
пульсы, как видно из формул, зависят как от скорости движения эле-
мент, к которому они добавляются, так и от скорости движения дру-
гого элемента. Из-эа этого и осуществляется инерционная гидрод^.я/.
ческая связь колеблющихся элементов.

Производные по времени от (16) и (17) дают соответственно «,«•-, -
ционные силы, действующие на стержень и трубку. Учитывая, что щ. •.••
иэводные от кинетической энергии по координатам а рассм&?р№&пм1.м
случае малых колебаний пренебрежимо малы, получим уравнение дн>и* <-
ния ввязанной системы стержень-трубка-жидкость*'.

*Ч1ри колебаниях стержня а концентрической оболочке, заполн«нм-Л
жидкостью, о амплитудой А « Ь' - а , присоединенная масса т и,
следовательно, кинетическая анергия жидкости не зависят от поло-
жения стержня относительно ее» трубки, т.е. от смеа,гния X [ej.
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m x. ^ ,J „ _ «и»' (to»

а
г
М

г

где введены обозначения

л*М« М. t " Мл '

(20)

ш' .гяр-Я^г, . (2D

Величина Ш здесь - присоединенная масса жидкости для цилинд-

рического стержня; ее инерционное действие проявляется полностью,

когда движение стержня происходит в неподвижной трубке.

Величину тЬ
г
/й

г
, стояи^по сомножителей перед &t в урааненйИ

(19), можно интерпретировать как присоединенную массу жидкости для

трубки при неподвижном стержне.

Величина Ш' - также является эффективной гидродинамической мас-

сой, как m и т6
г
/а

1
; ее инерционное действие оказывает взаимное

влияние на трубку я на стержень.

При движении стержня и трубки в одном направлении при синфазных

колебаниях системы инерционное действие массы тп' ослабляет дейст-

вие присоединенной массы \п на стержень и действие массы mb/o*

на трубку. При равных ускорениях X
t
 = x

t
 » зс жидкость в кольце-

вой области оказывается "замороженной
1
* и ее инерционное действие

на стержень будет определяться величиной

тп-тп'

равной, с обратньм знаком, массе жидкости вытесненной отершем.

Это означает, что на стержень в атом случае действует выталкиваю-

щая сила Архимеда, обусловленная градиентом давления в движущейся

с ускорением х жидкости

!
 l

*- (23)
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Знак минус в (22) связан с тем, что, в отличие от обычной инкрционнчП
силы, выталкивающая сила действует в направлении ускорения жидкости.

Инерционное действие жидкости на трубку обусловлено величиной

(24)

равной массе жидкости в кольцевом слое и массе нидкости
ной стержнем.

Если ускорения стержня и трубки противоположны по направлению,
fo инерционное действие fti' усиливает действие присоедшк'нюи млс-
сы ГП на стержень, а массы тпб/а

2
 на трубку. В этом случае сле-

дует ожидать более низкую собственную частоту, чем в случае синТт
ных колебаний.

Рассмотрим свойства колебательной системы, описываемой системой
уравнений (18) и (19).

Разыскивая решение системы уравнений (18) и (19) при Fj(t)
a
F*(O'P

в виде X
t
 * C

f
S<nWt ; X

t
= С

г
 Sin ii)t , получим

(25)

(26)

Приравняв определитель системы нулю

получим частотное уравнение системы

«О, (27)

(28)

где введены обозначения
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Решение биквадратного частотного уравнения (28) дает собственные
чистоты колебаний связанной колебательной системы

о
2
 -

:
 flirt)

(ЭО)

Итак, рассматриваемая колебательная система о двумя степенями
свободы OCf и Xg. имеет, как и следовало ожидать, две собственные
частоты Q

x
 и Й

г
, зависящие от собственных частот Ci)f , (0» изолиро-

ванных элементов, а также от соотношения аффективных гидродинамичес-
ких масс т , т' и собственных маос элементов Mi и М ц .

Если к одному из влементов связанной системы приложена гармо-
ническая возбуждающая сила F

o
 3Uife)t, то при совпадении частоты U)

с одной из собственных частот Q
i
 или £

а
 в системе вовникнут резо-

нансные колебания. Если же частота воэбужцащей силы имеет промежу-
точное значение между Q

(
 и Q

t
 , то имеет мес*о одно из характерных

свойств связанных систем - антирезонано.

2. Динамические характеристики связанной системы.

Для опоеделения амплитудно-частотной характеристики системы рас-
смотрим решение системы (18), (19), где в правой части одного из них
зададим возбуждающую силу F • F.Sin W t .

Пусть возбуждающая нагрузка приложена к стержне (F|*]l3ln(i)t, Ft
Гогда уравнения для амплитуд принимают вид .

Решения системы (3D, (32) есть

(32)

(33)

гас

В,-

in!
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ж

(35)

Учитывая, что при статическом ьагружении стержня равномерно ̂ ы;.

пределенной силой F
o
 на единицу длины его отклонение будет равно

запишем коэффициент динамичности стержня в виде

л*) (О)* -
(3fi)

откуда видно, что при частоте возбуждающей силы, удовлетворяющей

условию

44)8
 " i***

 = Й
*£ <37>

коэффициент динамичности обращается в нуль, т.е. имеет место анти-

резонанс стержня. В этом случае стержень остается неподвижным нес-

мотря на приложенную к нему возбуждащую силу. При этом трубка, ьл

которую не действует внешняя сила, совершает колебания с н^котсро."!

амплитудой С
а
 (S?*f) , определяемой второй формулой (33).

Аналогично (36) введем коэффициент динамичности для трубки исхо-

дя из того, что если бы статическая нагрузка Зыла приложена к труб-

ке, то ее смещение было бы C
t
(b)«0)* F

e
/Mj(O*. Таким образом, для

трубки имеем

1 *

(38)

В формулах (36) и (38\и далее верхний индекс обозначает номер

мента, к которому приложена возбуждающая нагрузка (I - стертвнь,

2 - трубка).

Аналогично (36) и (36) легко получить коэффициенты динамичнее г;:

для стержня и трубки, когда возбуждающая нагрузка приложена к труб-

ке (Fj-D, F » - F
e
*inO)t).
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ia> ftjfeai*»
f я ^(^^f i )«*( f f t« +f**)*tfv[ ( 3 9 )

( 4 0 )
2) - ^

Из формулы (40) видно, ч-?о в этом случае антирезонанс возможен для
трубки при частоте возбуждающей силы, удоалетворякнцей условию

=
 ~в\ * •* "

 ( 4 1 )

На сравнения формул (41) и (37) видно, что, в общем случае, частоты
чнтиреэонансоь трубки и стерянй не совпадают.

Таким образом, рассмотренная система, связанная инерционной гид-
родинамической связью, имеет типичные для связанных систем динами-
ческие характеристики с тремя характерными особенностями - собст-
•-едными частотами Й<: i Q

a
 и частотой антиреэонакса Q

# J
 или Q

4i
.

Дгш иллюстрации динамических характеристик связанной системы
рассмотрим случай, когда массы стержня, трубки и присоединенная
масса равны Mf = M j = ТП = М . Кроме того, ограничимся случа-
ем, когда отношение радиусов трубки и стержня равно двум. При та-
ких условиях получается, что плотность жидкости, эаполняюцвй коль-
цевой зазор, будет в шесть раз меньше плотности материала сплошно-
го стержня. Такая система вполне может соответствовать реальной
конструкции (например, трубки Фильда). Собственные частоты такой
системы (при JWj = 2, |И

г
в 5, $[

а
 №% - 8/5) будут равны (вве-

дем безразмерные величины Х
{г
»(Q

1(J
/&

2
)
г
и 1

0
 ( / )

8
)

( 4 2 )

Частоты антиреэонансов 2 < г = (Я^Ш1г/о)2)
 П Р И этом будут

(43)



На рис.1 показана зависимость собственных частот связанной сис-
темы (42) от отношения собственных частот изолированных элементов
системы. (аналог известной диаграммы Вина). Сплошными линиями пока-
зана зависимость Z (*,), а пунктирными - зависимости для частот анти-
резонансов (43). Из рисунка видно, что наличие жидкости в зазоре
между стержнем и трубкой приводит к тому, что собственные частоты
связанной системы уменьшаются из-за инерционного действия жидкости,
причем, даже а случае равных собственных частот изолированных друг
от друга элементов, инерционная связь приводит к тому, что система
становится двухчастотной и собственные частоты при 2« = (ц/и)

г
) = I

отличаются приблизительно в два раза. Другими словами, для раено-
частотных элементов, гидродинамическая инерционная связь приводит
к тому, что квадрат одной из собственных частот уменьшается в 1,32
раза, а другой - в 5,7 раза.

При произвольной частоте возбуждающей силы колебания глждого
из элементов, системы будут происходить с некоторой амплитудой, оп-
ределяемой коэффициентами динамичности (36), (37) или (39), (40).
При *, = ( ш Ц )

2
= I и перечисленных выше параметрах, коэффициенты

динамичности для стержня и трубки имеют вид

н »

(44)

(45)

*?- „ a , , • <««

где * * (J

Зависимости (44)-(47) показаны на рис.8, откуда видно, что при
антирезонансе старжня ( Х

(

4
 * О при. Z = 1/5) коэффициент динамич-

ности трубки отличается от нуля ( Л
4
 ж-3). Аналогичным образом,

при антирезонансе трубки ( А ^ * 0 при X =1/2), коэффициент ди-
намичности стержня отличен от нуля и равен Л

(
* <* 1,6.

Итак, нами рассмотрена простейшая колебательжш система с инер-
ционной гидродинамической связью, обусловленной невязкой жидкостью
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в кольцевом зазоре. Использование модели невязкой жидкости, а также
предположение об отсутствии конструкционного демпфирования, приво-
дит к тому, что при возбуждении колебаний системы на собственных
частотах коэффициенты динамичности обращаются в бесконечность. В
реальных системах, как известно, такие особенности не возникают иа-
аа различных диссипативных процессов и проявлений нелинейности.

3. Влияние диссипативнах потерь на амплитудно-
частотные характеристики.

В рассматриваемой колебательной системе стержень-трубка-жидкость
существуют диескпатиыше потери, связанные с вязким внутренним тре-
нием в материале стержня и трубки при нагибных деформациях. Для
стержнеодх и трубчатых элементов сила вязкого трения на единицу
длимы равна ^Jd'ar/uyW, где •£ - коэффициент внутреннего трения
материала, J - момент инерции сечения стержня ини трубки.

Если, например, <[орм
;1
 колебаний стержня и трубки имеет вид

-̂ f.aCv) **
(
'i.,2̂ '

n
(?̂ У/v»

 ч т 0
 соответствует шарнирному закрепление концов,

то диссипатиьнуи функцию Рэлея для системы можно записать в виде

При это* силы трения, связанные с потерями на внутренее трение в
материалах элементов, будут равны

$ * « Л -
( 4 9 )

Известно, однако, что для металлических конструкций внутреннее
трения в материале имеет небольшое значение и обычно во много pas
перекрывается потерями на трение в местах сочленения элементов -
так называемым конструкционным гистерезисом. Надежные оценки конст-
рукционного демпфирования в сложных механических системах можно полу-
чить только из эксперимента; лишь в простейших соединениях с четкой
схемой контакта элементов конструкционное демпфирование может быть
расчитано [?].

Другим источником диссипативных потерь в рассматриваемой задаче
является вязкая жидкость в кольцевом зазоре. В работе [в] показано,
что при поперечных колебаниях круглого цилиндрического стержня в
жесткой концентрической оболочке, заполненной вязкой жидкостью,
средняя за период колебания скорость диссипации энергии равна
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где О
 t
 i> - плотность и кинематическая вязкость жидкости,

U, - амплитудное значение виброскорости стержня. Поскольку дисси-
пативнм потери • жидкости связаны с полем относительной скорости,
возникающем в ревультате относительного движен>с. стержня и трубки,
то диссмпативную функцию Рэлея, равную половине мгновенной скорос-
ти диссипация энергии • жидкости, запишем в виде

Дифференцируя (61) по скоростям стержня X
t
 и трубки X

z
, полу-

чим силы вязкого трения (с точностью до знака), действующие на
стержень я трубку

дгта

<53)

1
* ~

а
 >

 J
где £, • 2tfpa(a>)u)) д г т а •" ковффициент гидродинамического

Если на всех видов потерь на трение учесть только гидродинами-
ческое демпфирование, то уравнения колебаний связанной системы

ВИД

(б4)

{ 5 5 )

где коэффициенты fk
it
 J*

t
, Ц\'

{
, ^ имеют вид (29).

Расчет вынужденных колебаний связанной системы при наличии демп-
фирования удобно вести при помощи комплексных параметров и стандартных
схем [9]. Любую механическую систему с двумя степенями свободы
всегда можно привести к схеме, показанной на рис. 2. Элементы коле-
бательной системы с координатами X

t
 и Xg находятся под дейст-

вием сил, комплексные амплитуда которых равны F{ и F
2
 .
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се.мласссвые элементы опираются на »рн завна» обладающие дина-
мическими жееткостя»ш К

{
 , K

t
 и К

3
 и соединены как показано на

рисунке. Звенья К{$ Kg связаны о неподвижной системой отсчета,
а К

3
 - представляет собой звено связи. Каждое из звеньев Kj я К$

характеризуется набором из трех элементов - собственных пасс Mj и
M j , присоединенных масс ГП иГОб/о

4
, и жесткостей (OjM

f
 и (0^М|

(ДЛЯ учета конструкционного демпфирования следует ввести также и
элементы сухого или вязкого трения). Звено связи К

э
 состоит из

двух одементов - гидродинамической инерционности - тп' и вязкого
трепяя £, (при необходимости в ето звено может быть введен элемент
жесткости)*.

У ранение колебаний какого-либо звена имеет вид

М х +£,х +<«),*Ых - Fetwi
.

_. Lai

Отыскипзя решение в виде X = А в , получим связь между комп-
лексной амплитудой силы F « комллекснш смечением X и комплек-
сной динамической жесткостью звена К

кх *г.
где .

Таким образом» комплексные динамические жесткости звеньев будут
равны

К
3
 = m'u)

2

Можно ввести парциальную динамическую жесткость для каждого из
элементов системы (жесткость координаты Х

{
 или X

t
 ). Парциальная

жесткость координаты X
f
 равна динамической жесткости

Элементы жесткости и трения показаны на рис.2 в виде пружины и
-мп^рря с продольной пластиной; элемент присоединенной массы по
клз;»н ъ ><аде поперечной пластины в емкости.
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системы при Х
л
а 0. При эти имеем

где Х
1
- комплексная амплитуда колебаний первого элемента.

На схемы видно, что при Я
е
=* 0

i ( i 3 ) f , (57)

Т.е.

Кх4 * Кч * К 3 . (58)

Аналогично парциальная жесткость координаты х 2 будет

К*, • Кг

 + К3 . (69)

Таким образом, при действии на стержень силы F^ ( F
2
 = 0), к:-м

лексные амплитуды и динамические жесткости связаны соотношен/'Ямн

, • К 3 (Х Я - X,) - б , (61)

или через парциальные жесткости

Кх»Х* - KjX£ * 0 . (63)

Решения этих уравнений ныеот вид

— (64) ХУ-
 Т
*

К
* (65)

it; '
 <б4) Xt

 x^bJ-Kj '
 (

Если на «рубку действует сила F
t
 , a Fj = 0, то

K| • ( 6 б ) х * -
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Б отличие от амплитудно-частотных характеристик системы без трения
(36),(33),(39) и (40), полученные характеристики (64)-(б7) дают ко-
нечные амплитуды колебаний при резонансах.

Заюночительные замечания.

Может оказаться, что под действием достаточно больших возбуждаю-
щих сил, приложенных к стержню или трубке, их амплитуды, рассчитан-
ные но фэрмулгш (64)-(67), будут соизмеримы с величиной аазора меж-
ду стеелнеи и трубкой. В атом случае задача о связанных колебаниях <
емстеми становится нелинейной. Присоединенная масса и ковффициен*
гидродинамического демпфирования в этом случае являются функциями
амплитуд колебаний. Нокоторие вопросы нелинейности гидродкнамнчво-
ко\\ инерционности и демпфирования рассмотрены в работе [6].

.{рому того, при больших колебаниях возможны соударения элементовJ
при атом виброудирную систему с распределенными параметрами уже
нельая сьссти к простейшей схеме с двумя степенями свободы.

И, наконец, последнее замечание. В настоящей работе рассмотрены
elкаиииие колебания системы в одном направлении X . В действитель-
ности К'СУДЫЙ из элементов, обладая осевой симметрией, имеет две ств-
пенл сиободы, соответствуйте двум взаимно перпендикулярным направ-
лениям X и Z . При этом гидродинамически связанная система дол-
кт иметь четыре собстаенные частоты.

Сле,цует отметить, однако, что связанность системы по вэаммно-
порпеидикулпрным координатам обусловлена нелинейными ридродинаии-
ческими сип.ли, отличающимися от тех сил, которые обуславливает свя-
занность колебаний в одном направлении. Эти силы возникаю при сие-.
щеми»! элементов друг относительно друга в направлении, нормальном
их дьиженню, и пропорциональны квадрату относительной скорости. Для
возбуждения попере^ишх колебаний системы необходимо достигнуть оп-
ределенного критического уровня колебаний в направлении действия
шшшних возбуждающих сил Ff или F* .

Таким образом, при достаточно малых,продольных* колебаниях » сис-
теме с трением поперечные колебания мопт не возбуждаться. Получен-
ные г» настояли работе динлм.:ческие характеристики связанной систе-
мы относятся именно к этому случаи, для описания колебаний окотеми
в более общем случае, с возбуждением поперечных степеней свободы,
необходимы дополнительные исследования гидродинамических сил в экс-
центрической системе стержень-трубка.
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Рнс.1. Зависимость собственник шютот еммяноЯ
от отношения ообсттенню частот яакмшроиюнн»

щ

•

Kt

м,

Рис.2. Эквивалентная схема гидродинамически связанной
колебательной системы стержень-концентрическая трубка
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Рио.З. Зависимости хоаффициентош ДИНАМИЧНОСТИ стержня
я трубки,обраэуючих Гидродинамически связанную систему;

а - воабуедмфя сила приложена к стержню,
б - аозбувдмцвя сила приложена к трубке.
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