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ВВЕДЕНИЕ 
Квазипотенциайьный подход '*' широко применяется дйя рейяти

вистского описания связанной системы двух частиц, например, 
кварка и антикварка. При этом испойьзуется рейятивистское 
обобщение уравнения Шредингера - квазипотенциайьные уравне
ния''1, 2/ , собственные значения которых опредейяют энергию свя
занной системы, а собственные функции - рейятивистскую войно
вую функцию относитейьного движения частиц. 

В настоящей работе будет развит метод решения квазипотен
циайьного уравнения непосредственно в импуйьсном пространстве. 
В нем войновая функция удовйетворяет в общем сйучае трехмерному 
интегро-дифференциайьному уравнению. Подобные интеграйьные 
уравнения решаются точно анайитически йишь в сйучае некоторых 
потенциайов'3'. Дйя решения рейятивистских квазипотенциайьных 
уравнений и рассмотрения бойее сйожных, нежейи куйоновский, 
потенциайов необходимо применение чисйенных методов решения 
интегро-дифференциайьных уравнений. Дйя этой цейи в данной ра
боте испойьзуется метод спйайнов/*^. 

В первом раздейе рассмотрены некоторые из наибойее часто 
встречающихся типов квазипотенциайьных уравнений и потенциайов, 
возникающих при описании систем qq, е е и др. Во втором разде
йе изйагается метод прибйижения решений интегро-дифференциайь
ных уравнений парабойическими спйайнами. Чисйенные резуйьтаты 
сравниваются с известными анайитическими решениями. В третьем 
раздейе в качестве прийожения развитого метода расчитываются 
спектры масс семейств ф- и р-мезонов. 

1. ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ КВАЗИПОТЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
ДЛЯ ВОЛНОВОЙ ФУНКЦИИ В ИМПУЛЬСНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Войновая функция связанной системы двух частиц удовйетворяет 
сйедующему записанному в импуйьсном пространстве уравнению 
С~ 1(Р.Е Я)^ П(Р) = fV(p.iT)^n(k)(in£ , h = m = c = i ; /1/ 
здесь G(P, E 0 ) - свободная функция Грина, а <Юг»- эйемент объема 
в импуйьсном пространстве. В сйучае уравнения Шредингера 
С ш ( р . Е п ) = { p 2 / 2 - E n ) - 1 , d O * - d 8 k \ Ill 
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3 рейятивистском квазипотенциайьном подходе пространство им
пуйьсов явйяется пространством Лобачевского''5'': 
<Ю- ~ d 3k/Vl + k 2 . Ill 

к 
При этом функция Грина дйя уравнения Кадышевского равна'2'' 

G\P. Е П) = (ЕР -Е П ) 1 . E p = vi+p 2. /V 
а дйя ург?нения Логунова-Тавхейидзе' ' 
С й т (ft E n) = ( E 2

p - E 2
n ) - 1 . /5/ 

Потенциай V(p, к) состоит из двух сйагаемых, 
V(p. k) = V M > p. (р, к) + V з а п (Р. к). /6/ 

Первое сйагаемое описывает взаимодействие на майых расстоя
ниях. Оно опредейяется ампйитудой однобозонного обмена и в не-
рейятивистском предейе равно 

у м . р > ^ - , ' • » , ' / 7 / 

2>г2(р-кГ 
а его образом в г -пространстве явйяется куйоновский потенциай 
V M . P . W --«/г- /8/ 
Второе сйагаемое в /6/ описывает взаимодействие кварков на бойь
ших расстояниях и задается феноменойогически. Установйено, что 
дйя правийьного описания масс ф- и Y-частиц потенциай взаимодей
ствия кварка и антикварка дойжен расти с ростом межкваркового 
расстояния, т.е. обйадать свойством запирания кварков. Обычно 
испойьзуются йинейный ийи осциййяторный запирающий потенциайы. 
Осциййяторному потенциайу в импуйьсном пространстве соответству
ет оператор 

V 3 a n . ( P ' ? ) = ~ S ( P - ^ ' / 9 / 

d 2 

где Д = —^о-" оператор Лапйаса в импуйьсном пространстве, а коэф-
Р dp z 

фициент <о опредейяет сийу потенциайа. Перейдем к уравнению дйя 
радиайьной части войновой функции Фп(Р) и рассмотрим сйучай ну
йевого орбитайьного квантового чисйа t =0: ̂ п(р) = Фп(р)/р. Дйя уравнения Шредингера пойучаем 
[G V Е Ь Г 1 - ^^1]фа(р) = 5- "in|-LLl| *n(Ю dk , /1 0/ 

n 2 n

 ffop-kn 
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В качестве потенциайа взаимодействия на майых расстояниях мы 
будем испойьзовать модейьный потенциай, явйяющийся рейятивист
ским обобщением выражения /7//6^--

Vpejl.(P.k')=a/2»r|p(-)k|2 . /11/ 
где р(-)к есть разность в пространстве Лобачевского' '' 

p(-)k=p - k [ p 0 - - J * — J , p 0 = v/1 + p2, k ( ) = 7 l + k 2 . 
1 + k 0 

Переходя к уравнению дйя радиайьной части в рейятивистском 
сйучае, учтем найичие корня в эйементе объема /3/: ̂ п(р)= 
= ФВ(Р) /Р\А + Р 2 «При этом дйя радиайьной части пойучим уравнение, 
отйичающееся от нерейятивистского /10/ йишь заменой(Сш)~ на 
E p(G K) в сйучае уравнения Кадышевского и (Сш) на Е р ( С й т ) - 1 

в сйучае уравнения Логунова-Тавхейидзе. Отметим, что в нерейя
тивистском предейе квазипотенциайьные уравнения переходят в 
уравнение Шредингера, а потенциай /11/ - в куйоновский. 

2. РЕШЕНИЕ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
МЕТОДОМ СПЛАЙНОВ 

В методе спйайнов решение интеграйьного уравнения аппрокси
мируется гйадкоскйеенной кусочной функцией,а собственные зна
чения опредейяются как нуйи детерминанта системы йинейных од
нородных уравнений. Этот метод с успехом применяйся дйя реше
ния уравнений квазипотенциайьного типа в конфигурационном 
представйении /*/, 

Будем искать прибйиженное решение уравнения 

[Gfo.E.r1 - " a / d P U (р) = Г V(p.k)0 (k)dk /12/ 
<= о 

в кйассе ^ -функции, непрерывных вместе со своей первой произ
водной. Здесь G(p,EB) опредейяется выражениями /k,5/. 

На пойожитейьной пойуоси р.>0 зададим сетку 1Рц!, такую, 
что 0 < Pi< р 2 ... < Pff_i< Ppf. На каждом из отрезков [ Pj , Pj +il, i = 1 , ..., N-1, прибйижаем неизвестную функцию ф (р) парабойой 
S;(P) - а (р 2+ Ъ.р + о. . /13/ 

В обйасти майых и в обйасти бойьших р прибйижаем ф (р)ее 
асимптотиками п 

S0(p) - а 0р, рб [0, pj], /\k/ 
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S N ( p ) = b j j / p " , p e [ p N . o . l . / 1 5 / 

Асимптотики / 1 4 , 1 5 / могут иметь поведение и более сложное, чем 
степенное. Потребуем в точках Р; непрерывности ^ „ (р) и ее пер
вой производной: 

а 0 р 1 = а 1 р 1 2 + Ь 1 р 1 + c l * a 0 = 2 a 1 p 1 + b 1 , 

a. pf + b . p . + С ; - а . + 1 р 2

1 + b . + 1 p i + c. + 1 , 

2ajPj + b ; = 2 a i + , P i + b i + 1 . 1 = 2 N - l , 

2 к К -О 1^1 
a N - l p N + b N - l p N + C N - 1 = 4 lPN • 

2 a N - l p N + b N - l = - f f b N P N""" 1 ' 

Спйайн представйяет собой гйадкоскйеенную кусочную функцию, 
состоящую из парабой S.(p) и асимптотик S0(p) и SN(p). В допой
нение к усйовиям гйадкости /16/ потребуем в точках p k = ( p k + 
+ р )/2, k = l N-1 выпойнения уравнения /12/: 

- « » ь
 + G ( P k - E

n 4 P k + Ьк Рк + С к ) " 
, Nf i

1(A k.a. + B k , b . + C k . c . ) + A k o a 0 + B k N b N . 

/ V(pk, k)kdk, 

/17/ 

Здесь обозначено 

•ч + i * i + l 
A k . = Г V ( p k . k ) k 2 d k . \ i = / 

k i 
fci+l C^ = Г V ( p k , k ) d k , 

Ц 

/18/ 

k j °° - dk 
A k 0 = fV(pk.k)kdk. B k N = f V(p k,k)-^-

o k N к 
и предпойагается, что интеграйы существуют. 

Объединяя /16/ и /17/, пойучаем систему, состоящую из 3N~1 
однородных йинейных уравнений относитейьно 3N-1 неизвестных 
коэффициентов, опредейяющих функции S; (р), 1=0,...,Ы.Собственные 
значения Е„ опредейяются из усйовия обращения в нуйь детер
минанта пойученной системы уравнений 
detA(E„) = 0 , /19/ 
а соответствующие собственные векторы задают спйайны, прибйи
жающие собственные функции ф (р) . 

При расчетах мы испойьзуем равномерную сетку lpt ! с шагом 
Н = p i + 1-Pj. Точность изйоженного метода оценим на примере урав
нений, имеющих точное решение. 
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А. Рассмотрим уравнение Шредингера с куйоновским потенциайом 
-1/г при I = 0: 

менее 2%. 

<Р*/2- В | |)*>) - А / 1 „ | ^ ^ ш ( к ) а к . / 2 0 / 

Дйя него известны собственные значения Е = -1/2п2,п=1 ,2... 
и собственные функции в импуйьсном представйении. При р-.~ войно 
вые функции спадают как р _ 3. Расчеты, проведенные в сйучае N = 19, 
Н = 0,3, дают дйя основного уравнения Е^сл- =-о,499б,а при Н=0,5 
-Е ='-0,50008. Значения Ечис;Ьтйичаются от точного значения -
0,5 в четвертом знаке. Максимайьное отйичие вычисйенной войно
вой функции основного состояния от известного решения фх(р) = 
_ \/Т 2р 

» (1 + Р 2 ) 2 

Б. Перейдем к уравнению Шредингера с комбинированным потен
циайом 

V ( p - k ) = — J + ^ L P _ S ( p _ k ) , / 2 1 / 

2^ 2(p-k) 2 a 
которому в г-представйении отвечает функция 

v W - - i / r + î. / 2 2 / 

В сйучае са « 1 собственные значения могут быть вычисйены по 
теории возмущений в г-пространстве. В табйице 1 сравниваются 
значения основного уровня энергии, вычисйенные по теории возмуще
ний^ резуйьтатами чисйенных расчетов при N = 19,Н = 0,5-

Табйица 1 

Т.В. Метод сплайнов 

0,001 - 0,4985 - 0,49862 
0,005 - 0,4925 - 0,49249 



Видно, что точность чисйенных расчетов составйяет три знака 
посйе запятой. 

В. Рассмотрим квазипотенциайьное уравнение Логунова-Тавхе-
йидзе /5/ при сз «0. 

Дйя потенциайа, предйоженного в /7/': 
Е 

К ( р , к ) = - Е . — £ — - , /23/ 
Ек (р(-)к)2 

и явйяющегося рейятивистским геометрическим обобщением куйонов-
ского потенциайа, при I = 0 имеем ' 7' 

(р2+1 - Е 2)0 (р) = _£_ f 1п|-Р-±Л| 0 (к) dk . /2V 
n n ^ Е о p - k n 

Известны точные решения этого уравнения, которое сводится 
к /20/, 

Дйя п=2 точное и чисйенное значения равны соответственно: 
0,9659 и 0,9661, а дйя п=3: 0,9856 и 0,985ч. 

Точность чисйенных расчетов составйяет три значащие цифры. 

3. ВЫЧИСЛЕНИЕ МАСС КВАРКОНИЯ НА ОСНОВЕ КВАЗИПОТЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ В ИМПУЛЬСНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Применим описанный метод дйя расчета спектров масс связанных 
состояний кварка и антикварка. 

В нерейятивистском подходе массы мезонов равны М,й= E n + 2 m c + 
+ V 0 ; M = E n + 2m c - 3V0 , где Е„ - собственное значение энер
гии уравнения Шредингера, a V 0 опредейяется известной разностью 
масс ф— и я -мезонов: VQ = (М ,-М )/4. Параметры т с, а и ы 

фиксируются из сравнения с известными массами ф Мф' и ^"-мезо
нов. Дйя вейичины ^«рассматривается два варианта: а/М,/,"= 
=it,03 Г эВ / 8 / и б/ Щ" = к, 13 ГэВ / 8 /. Значения параметров, а 
также вычисйенные на их основе значения М. ,,, представйены 
в табйице 2. 

В рейятивистском подходе массы мезонов равны: М^ = ЙЕ„+ V 0 , 
М ̂ - 2E n- 3VQ. Резуйьтаты расчетов на основе уравнения с функ
цией Грина /к/, представйенные в табйице 2, дают дйя В/Ц'" зна
чения, отйичающиеся от экспериментайьного M:?K<S?"«»/'»,'*15+ 
+0,006/ ГэВ, дйя обоих вариантов массы второго возбужденного 
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Чаблица 2 

Ур. Щредингера 7р. Кадашевского 

а) б) а) б) 

1,10 0,891 0,611 0,414 
1,79 1,66 1,78 1,59 

0,141 0,270 0,0104 0,0229 

4,37 4,61 4,31 4,54 

т с [ГэВ] 

« ^ [ Г э В ] 

состояния Мй"- Дйя правийьного описания спектра масс необходим 
посйедоватейьный учет рейятивистских спиновых эффектов. Из 
табйицы сйедует, что значение констнаты <ц, входящей в запираю
щую часть потенциайа, существенно зависит от выбора вейичины 
М-4'", а дйя массы кварка га и константы а^ эта зависимость 
не стойь значитейьна. 

Имеющиеся экспериментайьные данные по семейству р-мезона' ': 
М р = 0,769 ГэВ,М р'= 1,250 ГэВ, Мр» = 1,600 ГэВ - могут быть 
описаны в рейятивистском подходе, есйи испойьзовать потенциай 
запирания, зависящий от энергии кварков, V3an-(v,k) = uSa &р/2-
Без учета найичия спина - М р = 2БП. Из сравнения с массами р, р' 
ир" пойучаем значения параметров а= 1,03; п ,

ч = 0.58А ГэВ; 
ш = 0,ООчОЭ ГэВ2.Испойьзуя их, находим массу третьего радиа
ционного возбуждения р-мезона: М. •" = 1,930 ГэВ. Значитейьное 
увейичение а„ по сравнению с я,д в сйучае квазипотенциайьного 
уравнения находится в качественном согйасии с гипотезой об 
асимптотической свободе и указывает на рост вкйада спиновых 
эффектов при описании мезонов, состоящих из йегких кварков. 

В закйючение отметим, что рейятивистские войновые функции 
ф-и р -мезонов, пойученные в виде спйайнов в импуйьсном про
странстве, выгодно отйичаются от квазикйассических войновых 
функций в рейятивистском конфигурационном пространстве тем, что 
могут быть испойьзованы дйя вычисйения как диагонайьных, так 
и недиагонайьных матричных эйементов, возникающих при описании 
разйичных переходов между уровнями кваркония. 

7 



ЛИТЕРАТУРА 

1. Logunov A.A., Tavkhelidze A.N. Nuovo Cimento, 1963, 29, p.380. 
2. Kadyshevsky V.G., Mateev M.D. Nuovo Cimento, 1968, 55A, 

p. 275. 
3. Fock V.A. Zc.Phys., 1935, 98, p. 145. 
k. Стечкин СБ., Субботин Ю.Н. Спйайны в вычисйитейьной матема

тике. "Наука", М., 1976; Айександров Л., Караджов Д. ИВМ 
и МФ, 1980, 20, с. 923. 

5. Kadyshevsky V.G., Mir-Kasimov R.M., Skachkov N.B. Nuovo 
Cimento, 1968, 55A, p. 233-

6. Kapshay V.N., Skachkov N.B. JINR, E2-81-618, Dubna, 198l. 
7. Kapshay V.N., Skachkov N.B. JINR, E2-12919, Dubna, 1979-
8. Review of Particle Properties. Phys.Lett., 1982, 111B. 

8 

Рукопись поступила в изюательский отюел 
12 июля 198** гоюа. 



Сидоров А.В., Скачков Н.Б. Р2-84-502 
Метод расчета спектров масс кваркония на основе 
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