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RESUME

On apprnche 1l'équation de transfert radiatif de Fleck
par une équation de diffusion grdce a la technique d'échelles
multiples. Le domaine de validité de cette approximation, de méme

que certains paramétres, sont déterminés empiriquement par des

essais numériques. 1l'équation de diffusion est ensuite utilisée
dans la méthode de Monte—Carlo de Fleck pour déplacer directement
les photons qui subissent un grand nombre de chocs. Cette méthode,
appelée "Random Walk", permet de réduire considérablement le tempe
de calcul dans les zones opaques..

ABSTRACT

We approximate Fleck's radiative transfer equation by a
diffusion equation using the multiple scales technique. The vali-
dity criterium (and the value of a few parame-ars) are empiricaly
evaluated by numerical computations. Then the Jdiffusior. equation
is used in Fleck's Monte-Carlo method in order to move directly
the photons in highly collisionnal medium. With this method, cal-
led "Random Walk", the computational time may be hioghly reduced in
opaque medium.
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INTRODUCTION

Nous nous intéressons dans ce rapport aux problémes de
transfert radiatif hors équilibre et nous étudions une méthode de
résolution numérique qui puisse s'appliquer indifféremment -aux

milieux transparents et opaques.

Nous excluons donc 1la diffusion Rosseland qui suppose
1'éguilibre rayonnement-matiére et 1la méthode de Monte-Carlo
classique qui donne de bons résultats dans le milieux transparents
mais rn'est pas appliquable autrement. La méthode multigroupe grise
/21/ nécessite, quant 3 elle, des relations de fermeture.

Une autre méthode est la méthode de Monte-Carlo de Fleck
dont nous rappelons les principes dans le paragraphe 1. Elle per-
met, en effet, de traiter les milieux opaques en remplagant une
partie de 1l'émission-absorption des photons par un terme de
pseudo-scattering approprié. Malheurzusement, elle est extrémement
onéreuse pour ~es milieux du fait du nombre élevé de chocs subis

par les particules.

Le but de ce rapport est de modifier cette derniére méthode
afin d'obtenir un temps de calcul raisonnable.

L'idée de la méthode (appelée "Random Walk"” par FLECK et
"ANFIELD /10/) est de remplacer la trajectoire d'une particule qui
subit de nombreux chocs par la trajectoire d4'un mouvement brownien

cosfens




dont on connait les caractéristiques de fagon explicite. On rem-
place ainsi une multitude de chocs trés rapprochés par un saut
unique de la particule déterminé grice a l'équation de diffusion
correspondant a ce mouvement brownien.

L'algorithme ainsi accéléré est beaucoup plus rapide gque
}’algorithme de Monte-Carlo de Fleck comme nous le montrons sur un
exemrle en fin de rapport.

Pour 1l'équation de diffusion associée au mcuvement brownien
nous effectuons un changement d'échelles sur 1'éguation de trans-
port de Fleck en introduisant un petit paramétre ¢ positif et nous
écrivons la solution de cette équation sous la forme d'un dévelop-
pement limité en ¢ (technique des échelles multiples). Nous obte-
nons ainsi une approximation de 1l'équation de transport de Fleck
sous la forme d'une solution d'une équation de diffusion apreés
avoir introduit 1la notion de couche 1limite et de longueur
d'extrapolation. Cette technique d'approximation trés précise est
tout A fait différente de celle utilisée par Fleck et Canfield

/10/ qui trouvent néanmoins le méme coefficient de diffusion.

Nous appliquons cette approximation & la méthode de
Monte-Carlo en considérant la plus grande boule inscrite dans la
maille et dont le centre coincide avec la position du photon. On
connait alors explicitement la loi de répartition de la particule
au bout d'un intervalle de temps fixé & 1l'’intérieur de la boule
ainsi que la fonction de répartition du temps de sortie de cett-~
boule, ce qui nous permet de déplacer directement la particule
sans la suivre de choc¢ en choc.

Afin de déterminer les critéres de validité de 1l'approxima-
tion (ainsi que certains paramétres) nous avons effectué des tests
comparatifs sur des boules en comparant avec les résultats de la
méthode de Monte-Carlo.
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1 / METHODE DE MONTE-CARLO DE FLECK

Cette méthode a été décrite dans /9/-/11/, aussi nous ne

rappellerons gue briévement dans ce chapitre la démarche suivie.

1.1 Probléme posé

On veut résoudre un probléme de transfert radiatif

hors-équilibre dans un domaine ouvert D de R3.

L'intensité radiative spécifique I (t,x,Q,v) vérifie

1'éguation de transfert suivante :

43 o,k 1+k Q=K 5P
Cc Jt dx
ol : t représente le temps (t € [o,T])
x la position (x € D)
Q@ la direction des particules (photons) (Q e S2)
v la fréquence (ve R))
@ = %% T; ol T est la température ; %S est la constante

de STEPHAN - BOLTZMAN.



ks (2,v) le coefficient de scattering®* THOMSON.
ka (2,v) le coefficient d'absorption.
Q l'opérateur de scattering THOMSON :

Q(z) = I(a)- [ I(a) 2 [14(a.2)]da’
<2 46T

b = b(®,v) 1la forction de PLANCK normalisée [/B(¢,V)¢1V::f ]
0

i Bv /¢) od Bv est la fonction de
¢ PLANCK :

Cette équation est couplée 3 1'équation de conservation
de l'énergie qui s'écrit, en l'absence de terme de source :

YD aafov b I 4mhé=o0,
ot

ou : ‘g = ‘g (¢) est 1'énergie interne spécifique,

et 2? /¢P)=/'°£° {.Au)L/.f,v) dv la moyenne de PLANCK.

st o

* Nous utilisons le terme anglais "scattering” car la traduc-
tion par diffusion nous semble inadéquate et préterait &
confusion dans le cadre de ce travail.




Pour que 1le probléme soit bien posé il faut se donner
les conditions initiales I{(o,x,Q,v) et ®(o,x) et une condi-
tion au bord da domaine considéré c'est-a-dire la donnée de
I{x,Q2,v,t) pour x au bord du domaine et pour : nx.Q <0

ol n_ est la normale extérieure en x & la frontiére.

Dans la méthode de Monte~Carlo classique, on discrétise
en espace et en temps et on résout 1l'équation de transfert

1
par la méthode de Monte-Carlo sur le pas en temps [tn,tn+ ]

en supposant la température constante par maille. On résout
ensuite séparément dans chacune des mailles 1'équation de
l'énergie en utilisant 1'énergie absorbée estimée par 1la
méthode de Monte-Carlo /5/. Cette méthode devient inutili-
sable dans les milieux opaques ':ar la variance sur la tem-
pérature tend vers l'infini).

La méthode introduite par FlECK et CUMMINGS /9/, que
nous rappelons maintenant, permet de remédier & cela.
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1.2 Equation de transfert de FLECK

obtenir 1'équation de transfert de FLECK on
. . . . +1

tire une estimation de la "température” &

1'équation de conservation de 1'énergie. Pour cela on sup-

“température” d'émission ® sur le pas de temps

Pour

a partir de

pose gue la

[t R ] est donnée par :

nt! n
b= 06 ¢""% (1.0)¢" |, Oe[o,4]
et on linéarise 1l'équation de conservation de 1'énergie :

4’”4’} /[g.l dvda _ 41734> 4tk e/4>“*'¢) (1)

ol on a noté 'f;_ag[b")" 4T a? /4’
3¢ 4ac (T3 oT )

On en tire donc :

grgn. 4 ? [ /e I dyda_47k, ¢]

21476 AL &4

o ‘f"[//ﬁ Thda-4mhy 9" ]

/M[//ﬁ-”v -¢')

sachant que 1'on a pose s

e [»{+411‘9A£ f {] [‘/+96ECEP9T/4))4¢:/T ]-:t o
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n ne! n
En remplagant & par 47 +9( 4) - ¢ ) dans 1'équation du
transfert on obtient alors :

4 DI+_()_91 (sr.,, I+£ (?/I ‘7'(1")1"'/")45 (3)
ot ox //T{v) ')G'{)I/V)Jb"“"-'
" “p o
“’L (¢/ )
W)=t £«/4’
“}/V)= /4'8) gc:u /) V)
T = /vq(v) L(v) dv = fap

(v)bev)

e

. ) A
(notons également : Q‘S(y_%v )__: T [v))

On doit résoudre cette équation sur un domaine ou 1la

température ¢ est constante par maillies.

Et 1'équation de conservation de 1'énergie devient :

o]
9_%:*.//%_1—(‘\/(“41- 47;—9},4)":0 (4)
ot '
st

Les équations (2), (3), (4) avec une condition au bord
adéquate et les conditions initiales :

—_t
T (¢ x,a ,v)=I" (x,a,v) (2bis)

n n
plt,x)= ¢ (4bis)

s . +
sont & résoudre sur 1l'intervalle de temps [t", t" ].
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1.3 Méthode de Monte-Carlo de FLECK et ses limites

La méthode de Monte-Carlo de FLECK est une méthode
de Monte-Carlo classique appliquée aux équations de FLECK
(2) et (4). Elle différe de la méthode habituelle par les
points su’vants :

e coefficient d'absorption plus faible %:géa ’

e apparition d'un terme de scattering "FLECK" qui re-
vient a absorber les particules selon le coefficient
q;::/J-ﬁ) %q et 4 les émettre aussitdt sur place
suivant la loi d'émission en volume.

La méthode de FLECK a le mérite de diminuer les fluc-
tuations sur la température et de permettre des pas en temps
plus grands que la méthode classique /9/.

On remplace, en partie, l'absorption-émission des
photons (qui est la cause principale des fluctuations) par
le scattering "FLECK". Malheureusement, plus le coefficient
d'absorption est grand, plus le libre parcours de scattering
est petit et le nombre de chocs élevé, donc plus le calcul
colite cher. On voit que l'on ne pourra pas traiter des mi-
lieux trés opaques, non pas parce que .. méthode échoue,
mais parce gue le colt du calcul seiait prohibitif.
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2 / APPROXIMATION DIFFUSION DE L'EQUATION DE TRANSPORT DE
FLECK.

Il est bien connu /14/-/15/ que, si le libre parcours
est petit, les processus de transport peuvent &tre approchés
par des diffusions (en effet, plus le libre parcours dimi-~
nue, plus les trajectoires deviennent chaotiques et plus
elles se rapprochent d'un mouvement BROWNIEN). C'est cette
idée que nous allons mettre en forme dans ce paragraphe.

Considérons 1l'équation de transfert de FLECK sur un
domaine ¢ sur lequel la température est constante (qui
sera en pratique une sphére inscrite dans une maille) avec

une condition de flux entrant nul et faisons les hypothéses
suivantes :

4 £t
o est petit devant les dimensions caractéristiques de

(5)
o, est grand devant (c'est~a-dire & petit devant 1)

La solution de l'équation de transfert de FLECK décrit
la densité de particules qui se meuvent linéairement entre 2
“chocs" et qui changent de directions et de fréquences lors
de ces chocs.

Si (5) est vérifiée, le libre parcours moyer entre 2
chocs devient trés petit et la répartition des particules
par rapport aux directions et aux fréquences tend vers une
répartition Planckienne indépendante de l'espace, alors que
la densité en espace se rapproche de la densité d'un proces-
sus de diffusion. Ainsi, la solution I(x,Q,v,t) de 1'équa-
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tion de FLECK sera donc approchée par la solution d'une
égquation de diffusion en x.

Pour trouver cette aoproximation de fagon rigoureuse
nous allons faire un changement d4'échelles dans l'équation
de FLECK, en introduisant un petit paramétre e positif cor-
respondant 3 (5), puis faire des développements 'imités de

la solution (c'est la technique des échelles multipies).

Afin de "pousser" les développements limités en ¢
suffisamment loin, nous devrons étudier un probléme de
couche~limite (ce qui nouas conduira 3 introduire une condi-
tion au bord avec une "longueur d'extrapolation”) et 4d'autre
part nous introduirons un terme de couche initiale (pour
tenir compte du fait que 1l'intensité initiale n'est pas
répavtie selon b(v). Pour ces techniques voir par exemple :
PAPANICOLAON /19/, BENSOUSSAN - LIONS - PAPANICOLAOU /2/,
SENTIS /20/, LARSEN - KELLER /15/, BARDOS - SANTOS - SENTIS
/1/, LARSEN - POMRANING - BADHAM /16/.

Nous devrons ensuite résoudre 1l'équation de 1l'énergie

(4) en utilisant l'approximation de I(x,Q,v,t) trouvée.

Dans tout ce paragraphe on écrira [O, T] au lieu de

(7, tn+1] et ® au lieu de &".

On utilise la notation :

o

«f» = ”L;(Q,v) 4o dv
c’g s

-
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de sorte que la densité d'énergie radiative & 1l'instant t

est égale a %’3 & I(t,x)s, . et que : «b>» = 1. Posons

enfin : BU_:{(X,_CL) /) el | m .o 40} , 03 n_est la

normale extérieure en x a .

En tenant compte de la condition de flux entrant nul

au bord, 1l'équation (2) de FLECK s'écrit :

¢ 9T 2T <<rI>
r;-3E+5LM+°‘“I—O“LL4>+c; l: >) @QIo
< I(t,zy.n.,v)zo (x,2) « I0_ (6)
I(ol r,.ﬂ_lv) = IW(J:II?_,)’)
\

D'aprés (5) on introduit un petit paramétre ¢ et on
pose (avec e»0) :

O—(V):éﬁ;(vo

90 = %) (7)
Ww = € 55
/E :Ect

soit L l'opérateur (en o et v) définie par :

<<TF>>...LOQ'F V‘ . _4_¢R
h‘rb» /cr{e[ (5 ,>

L‘F: a‘f
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L'équation (6) se réécrit avec les nouvelles variables
-~ {
[en notant I_ (t,x, @, v) =1 (cor X0 V)] =

oI E _
r FIE_‘.;.;}-IL?_%-'-# LI{T(]‘LE:?Li)

(8)

Nous faisons tout d'abord un développement de a
l'ordre 1 en ¢ (c'est-d-dire avec une erreur en 0O(e?)) dans
la section 2.2. puis nous verrons ce gue l'on peut faire &
l'ordre 2 (section 2.3).

Remarque :

Il est clair que ces approximations ne seront valables
dans la pratique que lorsque les "petit paramétres” seront
en dessous de certains seuils qu'il faudra déterminer par
des tests. En paticulier, toutes ces approximations ne se-
ront valables gue si le coeffi:ient 4'absorption ka est
"assez grand” et % "assez petit”.

2.2 Développement de I 4 l'ordre 1.
-y oy e e 'y T -y - - . G > - - e ----- L r r X ¥ I ¥ ]

Nous allons introduire des variables supp.émentaires

en temps pour décrire ia "couche initiale” et en espace pour
décrire la "couche linnite",
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Posons donc :

od « est la projection de x

E:—-xf-}— "’li- S'\.H.'acY
A
se e (9)

On a alors le résultar suivant (qui est démontré
dans l'annexe RA).

Proposition 1. Soit I la solution de (8). Quand ¢e—>0 on a :

H
[ 3

I, (6,22 y= byull,x) ve[bu (Ex)—n 2 é_u_o/a,)]

o dx
(10)
-+ \o(/E_a: ).:LI»‘;;:).} fﬁ( ;2;1’ .ni,,.Q’)),-l;t).LO(ff)
avec : \?(4) — 0 quand A —s + a0
\I/(;/.)_—)o guand }—a +
1
sachant gue u_ et u; _sont les solutions de :
Ay 1 A e
e o (~L¢—d) :OI x €
I} 3., =T T )
w {t,x’) - O/ x € éU (11)
ulox) =« IS,
QLL‘ \ A " 0—
- — ‘ -+ 4 — 0/ xX &
F T oye Tt T e (12)
~ _ L Dq A . L
ua(t"")"ég—f #/t,m) xe d0
wy (o,%x) = O
ol
b g b (13)
= —_— =& 4b>
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et Lo est une constante qui ne dépend que de &, o et = i1)

On vérifie immédiatement que u_ + eu; = u + 0(e?)
avec u, solution de l'éguation de diffusion avec une condi-
tion au bord de type ROBIN :

e _ 1 A u p) =< 4

—_— - = + U-@) =0 el

it 3¢ ° qf[ ?) e

we g Le %ﬁ.ﬂ xe 0 (14)
wlo,x) = & L (4%

Revenons maintenant a la variable t et posons :

-1
b (15)
(v - —— >

on peut alors réécrire (14) sous la forme :

Remarque.l :

Le coefficient o, est légérement différent en général
de la moyenne de ROSSELAND. En effet, les principes d'appro-
ximation sont différents dans les 2 cas (ici : température
constante en espace, pour ROSSELAND : température en équi-

libre avec ie rayonnement).

Remargue.2 :

On peut envisager une approximation analogue avec une
température constante par morceaux, mais les conditions de
raccordement le long des discontinuités ne sont pas tri-

viales.

(H En fait, nous montrons ce résultat en supposant que 11D ege
une fonction réguliére en x, Mais en utilisant une proposi-
tion analogue 3 celle-ci pour 1'équation duale de (8), on en
déduit (en utilisant encore la dualité) que l1l'on a une for-
mulation faible de (9) gui est encore valable si 1P et une
masse de Dirac en O,
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2.3 Approximation de Ie utilisée.

Si 1l'on veut avoir une bonne estimation de 1'énergie
absorbée (c'est-a-dire de la gquantité :

£cT R
J J' qn <CI I{(t/x)» 44 d't )
o T

alors 1'approximation de I_ (t,x,Q,v) par b u(t,x) [ob u est

solution de (16)] est ascez grossiére.

On peut voir cela en supprimant dans les équations
(8) et (14) les termes de dépendance en espace et en prenant
® = 0. Alors la méthode précédente revient & approcher la

solution de :
DI }

—3-7;2-?;2L4L‘+7-L£=C
It(o) = Iw

par b(v) u (t) od u est la solution de :

u '
AU = ©
5

u(°)=¢1*3> gt
Oor cette approximation en e P est ass<z frustre et peut

étre améliorée (en calculant le terme en e? dans le dévelop-

pement limité : I =~ bu + €2 I, +...) ; on trouve alors
-q_ (1+e2q)t
e P (avec a non négligeable en pratigue) au lieu
-qt
dee P,

Nous avons donc voulu calculer le terme en ¢ dans
le développement limité analogue & (10). On trouve ainsi
(voir les calcals dans 1l'annexe A)

IJE,x,:L,v): b,u. (?,J.)-rf[ bvui('t‘,xh .'L:l } +571°p“;(2‘ 1)4.5(—(1[{,:)* (17)

_ . ) )
“+ ’X.J LY -+ I:.] - <Y ('x: “I»"l,oi":t)‘r

ox
3, 0%,

+ Y)e{zi’) - e (;,.).‘- s“ﬁ (%‘,.)-\-O(f’)
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sachant gue :

f. (4,-) —>o0 qua:.d g Y;(;,)_,oquand}_, o

\.PO{A,-) = e ( 17 b« 1“>>); j‘ﬂ“") do=-o (18)

Sii(ﬂ-) AP.:JfJ(.:L) % z0; X ._.‘1?{.3;_5< %») <<‘,\(>=<<°)\1 >=0.

et u, est solution de 1'équation (A.21) de l'annexe A avec
la condition iniciale donnée par (A.26) et, avec une

condition au bord telle gque la condition (A.22) soit
satisfaite.

Introduisons les notations suivantes :

a .
3= q?/r? 3 doe €55/ ¢;
-t (19)
Tleebepi Ay €Mk,
ke _k A
- "" > =r _ 2P, L 3
Lt (x): cr «;I"‘»« » = Bor «1..»« b = .

En fait, nous simplifions légérement 1l'équation (A.21)
satisfaite par u, et on l'écrit sous la forme suivante :

( %%-;;A“‘ * et 3 (402 ) (4 =0,
4 ul(z,‘x):o,

(20)

" L, (c',z) = -3 «I™» X -

En combinant (20) et (14) on obtient /‘rappelons que
u=a o+ sul)

[ Flrafe) - A Alureta)rq e §)eq 3 S ) 1og)e0

[ F4
A (‘*'"'fz“l)-r f%‘:-;:(“*“"-z)=°, xe o0

(v 65uy)lo%) = & Iz 3 [2 €3 "(-J

On aura donc : u + €2 u,= T + 0(e?) si u est la
solution de :

[ w1 v : 2 T - _
-—?-—3—6: AKK¢1E111(5/1-;-51(4-¢)—0’
-_ ' T
< é !;"— - =Ol
U 4 = 3~ x & QL" (21)

L S(ox) = % I"(r)»[i-;:lfd"h)_]
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Ce qui nous interesse en fait, c'est fIrlhx;nyg}i;z
on doit donc intégrer les deux membres de (17) par rapport a
Q, pour obtenir cette quantité. Dans la pratique nous sup-
primerons le terme Xﬁﬁim/aygq , et d'autre part on vérifie
que le terme Yz(tlez) n‘a pas d'importance (alor:z que le
terme (t,€2) en a pour obtenir un bilan d'énergie cor-
rect), on utilisera donc 1l'approximation suivante pour x &

1'intérieur de ¢ .

T

flex 2y 2wt X[ n-dlopll ) )

avec

=
N
"

-LA('II,_‘ éi_l it @1».7))

T

A

ol e-Ls désigne le semi groupe engendré par (-L).

Revenons maintenant & la variable originelle t. Et
notons

ENOE 1-% a(;“{x)
T .b 0 b by ;,,) .06 11 _f_(i-éﬂ)J
vEPyr o e (‘—' - = z +

Rappelons que :

«h» =1 «T by o, e S

L'équation (21) se réécrit alors :

:LE-L A‘ 3: - =
r P ¢ 3GR.W PRl s f(“ ¢) ©
ﬂ o4 ..L_"_. E:O (23)
Rw M :
L u..(ax)=<<1 /’)» IR
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et l'approximation (22) se réécrit :

f.L (¢, x,22,v) = a(t,z)g(») + VEM-H*))

P (24)
L™ b&T™ )

é-L~t/£(

+

On a donc :
& T(ta)> =~ Y (t';) (24 bis)

et pour évaluer l'énergie absorbée on se servira du calcul

suivant

T

[eo(Tlts)-¢)pit= o (r(a!t,z)- 4>)¢n§f<<qf i bl ™) day

[«
[v]
T

~ ?f f (ﬁ(t,z)—tﬁ")&f-.f; &q OF*

(4

od @ est défini par la formule de l'annexe A (A.24).
Donc d'aprés (A.25) on a :

€90> T o« %__;_»-@;3):-3_0(;.« "

On en déduit :

T

[€nl309-48) 5 &b =B (Tl )8t 20-2)eT™S s

La formule (25) s'interpréte en remarquant qu'il y a
une énergie gui est absorbée de fagon instantanée (c'est

1

r (1 - ) > ) et une partie 7ui est absorbée continue-

ment par rapport au temps en supposant que le spectre de
répartition des fréguences est : T;(v)
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2.4 Etude du bilan d'éngggig

Grace au calcul précédent on voit que 1'équation (4)

donne immédiatement, pour un instant final T donné :

-

Elom)-£(d - trrj (m(t,%)- &) dt , ,,?,,_/1_-[*) <I"s (26)

o

D'autre part, en utilisant la formule de GREEN sur
(23) intégreé sur O on obtient :

8 e g (B

3 Oqw m

et en intégrant cette équation entre 0 et T, on obtient :

- F T T
1J & Ilr,x)»u-g.-s <" 44+gj((:-¢)uw=;io_ gg %_; ix 4t
) 74 c o0 w570

On obtient donc en utilisant (26) :

, T
f(e16t) « ZeTn)im = (200) e o) x| S2)int
o (v RW 5’30

or on a: A_ —D-Et, i 2 e TIxt)s , et cette
3o, bm( ’),' 3Gw N (=t)»

expression correspond justement & 1l'énergie radiative sor-
tant par un.té de temps et de surface, (c'est exactement
l'expression du flux radiatif en approximation P;). Elle
indique donc que le bilan d'énergie est respecté.
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3 / SOLUTION EXPLICITE DE L'EQUATION DE DIFFUSION.

Pour accélérer la méthode de Monte-Carlo de FLECK dans
les milieux opaques nous ne suivrons plus chague particule
de choc en choc.

Lorsque 1l’'approximation diffusion sera valable (ce
probléme est traité au chapitre suivant) nous aménerons
directement 1la particule Monte-Carlo au bord du domaine
considéré. Pour cela, il nous faut connaitre explicitement
la solution de 1'équation de diffusion.

3.1 Eguation_de transfert pour Qge particule.

comme nous voulons utiliser 1'approximation diffu-
sion pour chaque particule prise isolément, il faut dans un
premier temps écrire l'équation de transfert pour une parti-
cule. C'est l'équation générale (2) sans le terme de source:
n
ka bo .

. . .y . . . in

Pour déterminer l'intensité radiative initiale 1
nous supposons que la particule se trouve au point xo a
1l'instant t, = 0 et, pour simplifier, que son énergie radia-

tive (ou poids) est normalisée :
0

"
4 dx [ do/ dv I /x/.n.lv) =4 .
< l
o S
La direction Q_sera prise équirépartie sur $2 et 1la
o »
fréquence initiale répartie selon f{vl avec / va)&v: 1 .
fl

La répartition va) peut-&tre :
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- un Dirac en Vo (cas d'une particule existant au début du

pas en temps).

- le spectre de PLANCK b(v) (nous verrons que cette distri-
bution correspond aux particules
qui sortent du "Random Walk"),

. . Q (V)L/v)
- la distribution a (cas d'une particule émise en

et st

ﬁ volume ou bien ayant subi un
choc "FLECK").

L'intensité radiative initiale est donc :

on
T (x/.n.}v):f_ 5(x-zo)f/v)
4T
od 6(.) désigne la masse de Dirac a l'origine,dans R?,

L'équation de transfert que l'on obtient est

/ N
M, £ T Q/I)z//v, Wisv) Ifalv)¢= 4y’
ot dx ppm

{0/7(/__(7./1/) =¢ 8(x-2,) f/v)_f_ y o (27)
i

=0 fr  (x,n)€ 0. J
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3.2 Estimateurs Monte-Carlo.

Notons 70 ={R = (t,x,R,v)] 1'espace des phases. La
méthode de Monte-Carlo consiste & tirer R selon I(0,x,Q,v)
puis & passer l'aun choc Rj_l au choc suivant Rj selon la
probabilité de transmission P(Rj_lij) correspondant a ce
problémez9e transfert /12/. Sur 1l'espace des chemins aléa-
toires - = ¢ nous définissons

o - C—(eo_?E,{—%Ra-auQ& ) J

les variables aléatoires suivantes :

Energie radiative (ou poids) au temps t.

....llll.'.....'.......ll.....‘...'llll]

On utilise la méthode du dépdt réparti :

e(t;) = e (tj-l) exp [- ca(vj_l) c (tj'tj-l)]
e(to) =1
e(tj) = 0 si xj¢(7

Compteur au temps tj

f(tj) 18i xie O
'?(tj) = 0 sinon

-

Energie absorbée sur [0,f,]
4 -
g, (k)= elh)-eth) = JT LH exp [ Veg) </ 4g- %)
si ZJ' e O
Lorsque la particule est sortie de CT ’ eabs(tj) est

sonstante et égale 4 la derniére valeur calculée.
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Dire que la particule Monte-Carlo vérifie 1'équation
(27) signifie que pour toute fonctiorn sur il existe une

variable aleat01rey sur telle que :

ﬂj /fp/:\ I(R)

En partlculler, les variables aléatoires définies

ci-dessus ont pour espérance mathématique les grandeurs sui-

vantes :

Erergle radiative dans 0’ au temps t

E (¢) = .Ci /v/d.fl I(t,x «a, v) = E[e/b)]

Energie absorbée dans 67 sur [o,t]

E (f da JI/AV/J.Q /V)_L/Ax _rzv [_—[ /i)]

Ncmbre moyen de partlcules dans C7 au temps t

EX (L) - Ci /dvd.rl.t/fx_n.v) - E[3/e)]

ot 1° est la solution du probléme de transfert (27) od 1l'on

a annulé de terme d'absorption

4191° _QDJ € Q/I ///"-5 Ioéﬁ/dvl .
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Ecrivons 1'approximation diffusion (23) du paragra-

phe 2 en 1l'adaptant a 1l'équation de transfert pour une

particule. On introduit u(t,x) solution de :

N\
AW _ 4 Ad+T U=0
< ab ‘g(RW
J-«-i‘faﬂro x € &0 g (28)
q—Rw‘Dn '
E(O/:r,): _T.x ((IM»:_S- If 6/2—10) J
41
avec :
g, = < | 1+ H-:_E)
P P [ 4P RH /

7

-t /'o biv)dv
Y (1-0) % v)+ R/ v)
g-‘ Y N YO L)

R

L_ coefficient d'extrapolation définie en 2,

x

I’,:'{-i_&-gp a"/v)dv .
-0 L&, | Rlv)

L'intensité radiative, supposée isotrope, donnée par

(24), s'écrit en supprimant le terme de couche limite
e L ct/e |

I-/b/z/_czlv): U/é/z)t/v) 8 L£0 .



avec - _ P gp
bfv) = wlﬂﬁ {E;?»)"@% )]
_oniv -1 T b _
U/l‘/z):é% Iy) e G} u/é/x)

0 = {x, dix0)¢ Lo f,(Jcc}) .

q_Rw
On obtient alors :

_QE_,;{__ AJ:O ZGJ
3 52w

<l nis

o pom x & o0

E’/Cali):: CS(Z-I; )

L'énergie radiative devient

™ -k ~
T(tx av)=S Tye’ bfy) d/ex)

AL
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(29)

/l“ 2740 '(30)
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Cette derniére éguation s'interpréte de la fagon sui-

vante :

¢ le poids de la particule est e(t) = I, e °p
~t
e sa fréquence est répartie selon b(v) gui est, au premier
ordre, le spectre de PLANCK b{(v),

~s
e sa position x au temps t est répartie selon u(t,x).

ct
’

La discontinuité en t = 0 correspond & un changement
brusque du poids de la particule a l'instant initial (passage
de e =1 a I,). Il provient du traitement de la couche
limite en temps et peut s'interpréter comme 1'‘'énergie (per-
due ou gagnée) correspondant au passage du spectre initial

(v) au spectre b(v). Le complément (1l-I,) est affecté &
1'énergie absorbée comme le montre 1l'éguation (25).

Pour calculer une solution explicite de (29) il faut
restreindre les domaines Cj aux boules de R3 centrées en
Xg* Dans l'approximation diffusion on suppose gque la tempé-
rature est constante sur tout le domaine., On prendra donc
pour 7 la plus grande boule de centre X, contenue dans la

maille correspondante. Nous noterons Ro le rayon de cette

- 21
boule, Ro le rayon de O' (Ro = Ro + Lo°RW) et r la distance
l X-xo,-
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En coordonnées sphériques, 1l'équation (29) s‘écrit

pour u = u(t,r) :
~ Y —
I @'9_“+£9§]:0 ng R,
d} [ont n o=
J(L/Ro)z o (31)
tj /‘olaﬂ):: _i_. é;/a.)
4T
ou c
D= .
3 Trw
On peut montrer que la solution de (31) est :
x | 2
. T
Wit n)= 2 Z D ain M) [(——‘} D (32)
/ -— —
2R n=4AN 7 R
[« o ©
Posons :
—<
X_Tx /J-oaélz-c&“ ,f\:e‘*.
-~ — - -—l hd
R° Ro 3¢R|/VR‘

etr. notons F la fonction définie par :

R ©
n
Ffé,R): U/blfl)lﬂ')lzclll _Q._Z /.Xco)nX+0:” ”X) (33)
A T n=A X

et P la fonction :

x ne Y‘L /'\é Ac) A\(.
PlE)= F/£/5°)=2 Z_ {-4) A =2 [-A' T (34)
=4

>

P(t) est le nombre moyen de particules présentes au

temps t dans la boule CT et Revgl%—;l est la fonction de

répartition des particules 4 1l'intérieur de la boule au

temps t.
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F(t,R . .
Les courbes P(t) et -%T%Tl sont tracées, en variables

réduites X et A, sur les figures 1 et 2.

Nombre moyen de particules dans (?.au temps t

E°) = [ Stbn) 4T 2da = F/4 R
(@]

Energie radiative dans C a l'instant t

~ b V'c:}

E,Z{Z-):Ixevpc “/ummh T, e PTE 2]
(o)

Energie absorbée dans  sur [o,t]

A E ~
ELJS/H—_-/AA dx [ dv ] dn V&I

4 c o Sz

t ~

- cAd
= (1-Ty )+ Ty /c%;ep E, (4) da
Rappelons que le péimier terme (1-1,) provient du saut
en t=o0 dans (30), c'est-3-dire de l'intégration du terme de
couche limite en temps de (24).

Dans toute la suite nous confondrons t‘ [&) (nombre
de particules dans 67 ) et P(t) (nombre de particules dans
CT ). La différence entre ces deux quantités est trés faible
et P(t) a l'avantage de ne dépendre que d'un seul para-
meétre:



P(t)

— - e
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|
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FIGURE 1

NOMBRE DE PARTICULES DANS LA BOULE 67

| f ) " |
! ! % ! l i !
! i ! : ‘
] ! i e |

Variable reduite

/q = CMX1D f - - ¢ if .
; 7,
P(&)=/ Jink) 4T Atda :2[°A-A“+A°’_ A

0
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FIGURE 2

FONCTION DE REPARTITION DES PARTICULES
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4 / DOMAINE DE VALIDITE DE L°'APPROXIMATION DIFFUSION.

Sous queiles conditions peut-on utiliser l'approximation
diffusion de 1l'équation de transfert de FLECK ?

Pour répondre a cette question nous allons comparer les

quantités Er(t), Eahs(t)""' obtenues a partir de 1'équa-
tion de transfert (27) et les quantités diffusion Er(t),
Eahs(t)"" calculées explicitement.

Nous pouvons donner a priori la forme des conditions qui

devront &tre vérifiées pour utiliser 1'approximation.

e Le coefficient % de FLECK doit é&tre petit pour vérifier

os . . s e ,
1 'hypothése 2 faible et justifier les developpements
limités en €.

® On doit observer le phénoméne sur une échelle macrosco-
pigque et non plus microscopique, c'est-a-dire sur un
temps assez long et dans une région suffisamment étendue,
En particulier le rayon R° de la boule doit étre devant

-1
o RW .

4.1 Caractéristiques des_essais_numérigues
Il s'agit de comparer les quantités ER' Eabs'E:
évaluées gr8ce & une solution précise de (27) et ces mémes
quantités évaluées en utilisant 1'approximation diffusion.



Pour obtenir une évaluation précise de la solution de
(27) nous utiliserons une méthode 3e Monte-Carlo classique
avec un grand nombre de particules (3 l'instant initial les

particules seront au centre de la boule de rayon Ro).

Pour calculer explicitement les grandeurs "diffusion"”
Er . Eabs il faut connaitre la longueur d'extrapolation Lo-
Nous estimerons celle-ci empiriquement en juxtaposant a la
courbe Monte-Carlo, la famille de courbes diffusion de para-

metre L .
o)
La méthode de Monte-Carlo utilisée revient donc a :

e tirer N particules - & l'instant initial T = 0,
- au point Xy
-~ de fréquence Vo répartie selozf(v)
- de direction Qoéquirépartie,
- de poids eo=1.

® poursuivre ces particules sur le pas en temps [O,t], dans
la boule de centre X de rayon Ro.

e calculer les gquantités suivantes au temps t.
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Nombre moyen de particules restantes.

® 2 s 0 0er e 00000 000 e ® s 80 00000000000

Energie radiative

N
() =4) en)
N =4

Energie absorbée sur [o,t]

a

W=

£ ()-4
!t/ . eqt,,:/‘)

4

L'algorithme s'achéve lorsque toutes les particules
sont sorties de la boule, c'est-a-dire lorsque :(t) = 0. Le
nombre de particules générées est N = 10 000.

En résumé, nous allons comparer 1les grandeurs
Monte-Carlo (qui sont des estimations des grandeurs trans-
fert E) aux grandeurs diffusion E. Le tableau suivant résume
les différentes quantités utilisées.



TABLEAU 1

GRANDEURS COMPAREES
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ESTIMATEUR
MONTE-CARLO

QUANTITE A EVALUER

APPROXIMATION
DIFFUSION

‘f/[ Ze/é

Energie radiative En /A-)

R

i Gk
=T, Ay

Lf /L. : :_{ Z— {&) Nombre de particules EJL/L) E /[-): P/k)
\Y%

?(H/z"i{} b /E; (L) T, e-“p‘b

{;BS Z eal,,‘./é) Energie absorbée qu); /é) E-;LS /[‘)
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Nous évaluons tout d'abord les paramétres sous les
hypothéses suivantes :

ka(v) =1 v€ Jo, + = [

ks = 0 (pas de diffusion Thomson).
. = = 'ou = -
On a alors : kp kM 1l d'ou wa 1l -2,
op=oa=l )
I, =1.

Pour toutes les particules Monte-Carlo présentes dans la
-ct
maille au temps t : ¢@. (l)=¢& ¢ y donc
Y Y%
'{Q“) _ e—cz'_ I C-WPC t_ Enlt)
) I 4 - ~o
£, (F) E(t)

Les seules indéterminées sont le nombre moyen de particu-

les dans la boule et le coefficient d'extrapolation Lo. On
montre /6/ - /1/ que pour des opacités constantes L, = 0,71.
Les essais effectués avec des boules de rayon Ro = 5 et 10

-1
o

ry SO0t en accord avec ce résultat (figures 3 et 4).



Nombre de particules
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OPACITES CONSTANTES
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74

\
O

E2(E) pour L0

A
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|
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Nombre de particules
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FIGURE 4

OPACITES CONSTANTES

b ()= 4 _ R.=A40«

a c - QW

\\ L) & Ell) pur L= 78

N\

N
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temps t ( sec.)
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Nous évaluons maintenant les paramétres avec des

opacités analytiques qui sont au facteur (‘T)‘ prés, pro-

portionnelles aux opacités KRAMERS.

gq/v):Pi(’/_@cP -%‘_{'__g) , gszo .

V3 ,
Les calculs effectués en annexe B donnent :

3:4502 =D [k )?

e moyenne de PLANCK p , Ya Q| —
4 T

7Dy 5,75 4 EP

h ]
e moyenne de FLECK ﬁM:_—-—
go T

On a également :

q-Qw = /J-Q) gH /

T =T 4+i/4-.g.") A fﬁPJL'fé.fS_{)_
P f 4‘9 gﬁ 4-9
Nous avons effectué des calculs Monte-Carlo avec des
-1 et avec une des trois

boules de rayon Ro =5, 10 et 20 L
répartitions initiales en frégquence suivantes :

. f,{/v): L/v)

Cn a alors : J.*/

4
A -



fkp _ 2,’)
by 6.w)

=
)
|
A
)
~_
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a) Nombre de particules dans la boule (figures 5,6,7).

On s'apergoit que la courbe %ﬁ:/f) donnant le nombre
moyen de particules dans la boule est située entre les
courbes diffusion Er (t) calculées avec Lo=2et L, =3
(figure 5). I1 n'y a pas toutefois concordance exacte
entre la courbe Monte-Carlo et une courbe diffusion comme
dans le cas de l'opacité constante, et ceci, méme pour
des rayons R, trés grands (figure 6).

La figure 7 donne les courbes :55(5) pour différentes
distributions initiales de 1la  fréquence, toutes choses

égales par ailleurs (Rj =5 ¢ 1), Les répartitions

RW
initiales choisies sont un spectre de PLANCK, une répar-
tition selon ka(v) b(v), et des masses de Dirac en v

(toutes les particules ont initialement 1la fréguence
vo). Nous avons pris Vo de tel sorte que k = aa(vo)Ro
(nombre de libres parcours absorption dans la boule) soit

égal 3 0,1 - 1 - 5 et 10 respectivement,

On s'apergoit gque la courbe diffusion E;;_Ft) corres-
pondant 3 une longueur d'extrapolation de 2 coincide
avec les courbes %ﬁ_(t) pour les répartitions : ka(v)
b(v), b{v), et b(v-vo) si k est supérieur a 5.

Notons que les figures 5 et 7 correspondent & deux
valeurs différentes des coefficients d'opacité Da.
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OPACITES ANALYTIQUES
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Nombre de particules

Figure 6

OPACITES ANALYTIQUES
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Nombre de particules

Figure 7

CFACITES ANALYTIQUES
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Répartition initiale en fréquence f/l/) =

hiv)
§lv.v,)

2\ = UZ(VO) Qo : nombre de libres parcours absorption
dans la boule
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b) Energie radiative (figures 8 & 12)

Si nous imposons une loi de renvoi sur le boré de la

boule (P(r) = 1 et Ro = + =), l'approximation diffusion
donne 1l'énergie radiative suivante :

s

-G, c,l'

E ()= I, %" .

Sur les figures B et 9 nous comparons les courbes
(%]
%L (27) pour une répartition initiale de la fréquence

o _ct
selon b(V) et ka(v) b(v), aux courbes diffusion e P et
-g_ct

e . On voit que 1l'approximation diffusion est assez
bonne pour & = 0,01 (figure &) mais plus pour & = 0,05
(figure 9).

La figure 10 montre gque 1les photons, initialement
répartis selon ka(v) b(v) sont distribués selon le spec-
tre de PLANCK comme 1l1l'indique 1l'approximation diffusion
aprés un temps trés court (t = 0,5 10-? sgec).

Pour les boules finies (P(t)¥ 1), on a une trés bonne
concordance entre l'estimation Monte-Carlo ‘_(b) et 1l'ap-
proximation diffusion calculée avec Lo = 2 (figure 11).

La figure 12 montre 1'influence du terme I . On voit que
(2]
la courbe Monte-Carlo %i / " coincide exactement avec

-5 _ct
1'approximation diffusion I, e P,



Energie radiative

Figure 8

OPACITES ANALYTIQUES
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c) Energie absorbée dans la boule.

La figure 13 montre que 1l'erreur commise sur 1'éner-
gie absorbée est inférieure & 2 % de 1l'énergie initiale.

4.4 gritéres de_ "RANDOM_ WALK".

En conclusion on peut dire que dans le cas ol :

Bo)s 2 (deng gf) & B-o

1l'approximation diffusion (29) (30) prise avec une lon-
gueur d'extrapolation L° = 2 28t satisfaisante si les

critéres suivants sont vérifiés :

Pg 001

R, é; 5 qi;;i
et si : f[v): {/v-v;) alors Rp}/ 5 v, 4/‘/.:} .
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S / METHODE DE FLECK ATCELEREE PAR "RANDOM WALK"

Nous connaissons maintenant une approximation explicite
de l'intensité radiative I dans la boule ( et nous savons
dans quels cas elle est va.able (pour des opacités analyti-
ques). Il ne reste plus qu'@ déplacer les particules en
utilisant ia solution u (v,x). Le nombre moyen de particules
dans ¢ A l'instant t est :

ID/E\;: J(&/x)d‘x
o

et, par conséquent, F(t) =1 - P(f() est la fonction de répar-

tition du temps de sortie de 0 .

L'algorithme de "RANDOM WALK" consiste & amener la parti-
cule Monte-Carlo au bord de la boule en tirant le temps de
sortie selon F(t). Lorsque le temps de sortie échantillonné
est supérieur 3 la fin du pas en temps T on tire la position
de la particule dans la boule selon u(T,x). Nous allons
donner ci-aprés une démonstration probabiliste de ce résul-
tat. On trouvera dans l'annexe C une démonstration différen-
te Jue & B. MERCIER.

NMous allons rappeler ci-dessous gquelques notions sur

le mouvement Brownien dans un domaine(7 .

Soit (Q,d,P) un espace de probabilité.
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Un mouvement Brownien B pour (Q,Q.P) & valeurs dans R
est une famille de variables aléatoires {Bb }
dans R :

ééR*. de Q

8& : (.0_/(1 ) _ (R/ Borellens )
Bb('w)

w\_}l
vérifiant :

¢ les trajectoires t -+ Bt(w) sont continues pour tout w,
. &t est une gaussienne centrée (E[Bt]=0) de variance t

E[B:]:E

® B est A accroissements indépendants :
pour tout h=0(34(5--~<2ﬁ les variables aléatoires

( Bé;' Béc-- )Czll.--,ei

On sait qu'il existe un tel mouvement Brownien /8/,/13/.

sont 2 & 2 indépendantes.

Un mouvement Brownien sur R3 est un triplet X=(X!,6x2,6x3)

« o1 . , . ..
od X7, 1 =1,2,3 sont trois mouvements Browniens réels inud-
pendants. Nous considérons dans la suite un mouvement Brow-

nien de R3 centré en xo(xo(w)=xo) centre de la boule 7.

Les trajectoires t=+ xt(u) peuvent étre assimilées aux
trajectoires de particules issues de xo(m)=xo.

Un événement w correspond donc 3 une particule.

On définit le temps de sortie 1 de l'ensemble Orpar :

ztw)= wf (K 0] .

Pour chaque événement w,? est le premier temps de sortie
du domaine O . C'est une variable aléatoire sur (2,Q,P).




- 57 -

Le théoréme suivant relie mouvement Erownien et équation
de diffusion sar O /13/.

THEOREME : soit "F“-/x) solution de - ¥_a9=0
ot

f:: O s X

‘lalc;x): 5/1-1‘,)
alors P{Xé:x Jz}é):‘f/éz)

Le théoréme montre que la probabilité pour gu'une
particule so0it en x A& l'instant t sans étre sortie de 1la
boule est exactement f (t.,x). On a donc :

P{Z}/L): P{Xéé T o} Z)/b) :/f/é/x) [[x
(<4

Ce qui prouve que la fonction de répartition du temps
de sortie est :

Fl)= Plzgi)= 4-[P(t) dx

Dire que les particules ont une densité de répartition
solution d'une équation de diffusion signifie donc que leurs
trajectoires sont exactement les traiectoires du mouvement
Brownien que 1l'on arréte lorsqu‘'elles sortent du domaine
considéré.

Rappelons que nous nous plagons sur un intervalle de

temps [tn, e ] pour résoudre 1'équation de transport de

FLECK.

Nous nous intéressons 3 une particule Monte-Carlo située
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n+!

au centre de la boule U au temps tin€ [«", +"7]. comme
1

() 3 (3 - L3 +
on doit arréter celle-ci a la fin du pas en temps " s On

introduit le temps d'arrét

- & .

T(w) = af[zew),T)  od: T= "L

Nous voulons amener la particule directement soit sur
le bord du domaine, soit & la fin du pas en temps, ce qui
est éguivalent A échantillonner le processus X arrété au
temps™ : X . '

p r“r'(w)(w)

Les distributions de T et §T sont données par :

P(TYE) = Fr) n Eb¢T
1 kYT

P( X'T': x CoMat'ﬁ’GnF T} = ‘f’ / T-,'z) n M= T

6‘93(1) x T T
4T R?

(c'est-3a-dire que Xm,est uniformément réparti sur le
bord si on sort avant T)

5.2 Modification de la méthode de Monte-Carlo.

Mous considérons ici que l'algorithme Monte-~Carlo sca-
laire. Il est néanmoins possible d'insérer la méthode du
“RANDOM WALK" dans un algorithme Monte-Carlo vectorisé /3/.
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La méthode de Fleck accélérée par "Random Walk* ne
modifie que la poursuite des particules, c'est-ia-dire 1le
passage pour chague "particule” du point Rj-l = (tj_l, xj_l,
Qj-lv Vj-l) de 1l'espace des phases, associé au poids e 1

int R. = (t., ¥., Q., v.) associé a e..
aa point Ry = (ty, ¥j, Q4 vy) 3

Rj-l: ej_l_'

Y

Faux critéres de \\\\ Vrais
] "Random Walk"” "//,——%y_‘

v

Poursuite "Random
normale walk"
L S - ]
I ~
Rj ’ Ej

La poursuite accélérée par "Random Walk" consiste

essentiellement lorsque les critéres sont vérifiés, & échan-

tillonner qr et XT" On utilise pour cela les distributions
m

de ! et X1F données au paragraphe précédent.
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e Les critéres de RANDOM WALK ne sont pas vérifiés. On )
poursuit la particule selon la méthode de Monte-Carlo de FLECK.

Lorsque les critéres sont vérifiés, on tire le temps de
sortie t de la boule de rayon Ro selon la fonction de
répartition'}\:(t)= 1-P(t) od P(t) est donné par la formule
(34). Le temps de sortie "absolu” de la boule est :

6 =tj_1+ <. .
e Si &(tn+ on améne la particule sur le bord de 1la
boule :
t. =6
J ” » r d .
x. équiréparti sur 00

Y3 réparti selon b(v) (on néglige le terme au ler
ordre de b{v)

o c(t.-t. ,)

e; =e;1 1, e 'p ji-1

On a pris Qj réparti selon la loi de LAMBERT /4/ par
rapport a3 la normale extérieure & 0 , loi qui correspond &
une intensité radiative I(Q) constante pour Q sur la
demi-sphére.

e Si 6) tn+1 1on arréte la particule & l'instant tn+1
n+
t, =%t
J
ntd
R . R F(z‘ -éj_' -)
On tire R selon la fonction de répartition ___ /

ne! .
P(Z' -éJ-r)

(voir (34)) Aaéfinie sur (0,§°) et on accepte R seulement si
R { R (méthode du rejet).

On tire alors xj de maniére équirépartie sur la boule
de rayon R.
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vj réparti selon b(v)
Qj équiréparti sur S?

- -5 cle.-t. 1).
ej = ej_1 I, e p I |

La figure 14 résume les trois cas possibles.

L'estimateur de l'énergie absorbée est (ej- ej_l).
Vérifions maintenant que pour une particule partant de

n

to = t avec une fréquence Vo! au point Xq (centre d'une

boule O’) et un poids e, = 1, l'estimateur de l'énergie
absorbée entre tn et tn+1 dans la boule ‘j (sachant que la
particule est arrétée lorsqu'elle sort de U ) a pour espé-
rance mathématique la guantité suivante (voir paragraphe
3.4) :

énﬂ- éa
g ~ -g.ct
talﬁ = 4. I* + I‘f < ¢'r [ GPC P/l‘) Cll‘

0

+1 .
En effet en posant T = "t 1a guantité t17t, est

répartie selon la mesure u définie par :

Ao t]= Fit)= 4. pr) a0 ELT
= 4 N é 2,7_
On en déduit donc :
- &
Ele‘!‘eo]: [/4--1'# e )/«/tf&)
T — -G cT)
:/,4-:,(%‘*/ FUdt 4 (1. Ty & 7 ) prr)

(o

en intégrant par partie on obtient :
T ~

~ -G, ct
Eley J=[1-3)r Ty [ & " < Py db

(7



Critéres non vérifiés

- - - L3 o . e 0"
Critéres vérifiés. Temps de sortie é\(!‘

Temps de sortie E) !

Figure

14

poursuite normale

LT

.

La particule

X, € )74

est encore dans O & ¢
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n+q
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6 / RESULTATS

Nous avons testé la méthode de FLECK accélérée par
“RANDOM WALK" sur le probléme monodimensionnel plan suivant
proposé par FLECK /9/.

Géométrie : 10 couches d'épaisseur 0,4 om

Opacite : ks =0
27 -v/T
ka= -v—? [l-e

dans la couche 6 ol on multiplie 1l'opacité par

] (o8 v et T sont en Kev) sauf

1000 :
ka - 23 000 (l-e-v/T)

Conditions aux limites :

Emission de corps noir a 1 Kev en x, = 0
vide en x = 4 cm
I (t=0)=0

3

To = 10 Kev

Equation 4'état

Gaz parfait : e = BT B = 6,9913 106 cgs.

La figure 15 donne 1'évolution de la température en
fonction du temps dans les couches 1, 6 et 7 pour les trois

calculs suivants :
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e Calcul implicite (méthode de FLECK saus RANDOM WALK)
e RANDOM WALK avec un rayon minimal des boules égal a

=1
(5 opy €t une lamgueur d'extrapolation Lo = 2.
<1
e RANDOM WALK avec un rayon minimal égal a (20 orw)

sans longueur d'extrapolation (dans ce cas, en
effet, la longueur d4'extrapolation devient négli-
geable devant le rayon de la boule).

L'expérience montre gque si l'on n'utilise pas de lon-
gueur d'extrapolation, les température obtenues sont mauvai-
Rw). Le
coefficient & étant trés faible (£ = 5 10-") dans la couche

ses avec un rayon minimal des boules égal a (5 ¢

6, les grandeurs ;p et I, sont trés voisines de o_ et 1
respectivement.

Les températures sont interpolées pour les tirages des
fréquences comme iniiqué dans 1'annexe D,

Les caractéristiques des trois calculs sont les sui-

vantes :
. s =1 =1
Cas Implicite Rnin.5 Srw Rnin.20 opy
temps de calcul*
(CRAY 1) 3 h 04 mn 6 mn 22 mn
Nbre de particules* 13 233 13 381 13 355
Nbre de chocs FLECK* 379 106 11 106 44 106
Nbre de RANDOM WALK* 0 89 000 56 000

* : au temps t = 1 ns.
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Figure 15
Cas "Fleck et Cummings" avec une couche opaque
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7 / CONCLUSION

Nous avons obtenu par la technique des échelles multiples
une approximation diffusion de 1l'éguation de transfert de
FLECK qui a été trés bien vérifiée par les essais numériques
effeccués. Cette approximation permet de réduire considéra-
blement le colit de la méthode de Monte-Carlo de FLECK dans
les milieux opaques en déplagant les particules directement
selon la solution de l'équatior de diffusion.

Les critéres donnés peuvent certainement é&tre affaiblis
pour les calculs de transfert cadiatif habituels et 1'étude
des critéres doit étre poursuivie en utilisant des opacités
plus réalistes.

Cette méthode pourra servir Qde réféArence pour les pro-
blémes de transfert dans des milieux d'opacités différentes.
Elle peut bien sir étre couplée avec la diffusion ROSSELAND,
la ligne de couplage entre les deux zones pouvant étre re-
portée & intérieur du milieu opaque.
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Annexe A

CALCULS ASYMPTOTIQUES

Nous démontrons ici la proposition 1 (sans entrer dans tous
les détails) et nous donnons quelques idées sur les résultats du
paragraphe 2.3

Nous faisons un développement de I, 4 l'ordre 3 en ¢ (pour la
proposition 1) ou & l'ordre 4 (pour le paragraphe 2.3) et nous
posons donc (1).

- _ T - 2 3 Termes “intérieurs”
1 =1l +& L +¢€ Iz."'£ I;+£I"+I,,;

4 L] > : ]
+ £ Y, t £ yz Termes de "couche limite
£ +£
+ » : '3
‘*T: =+ Yi ¥L Termes de "couche initiale”
od Ii =IL( ’.':1,)))}

*L = *5(5';%2))

\f' = k{,.'(Ai Z‘I-Q/V)) A= t/fz— .

13

Rappelons que 1'on a :

LL:O

(Al)

& -
‘<L{>>“° pour tout £

et gu'une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour que
Lu+ £f = 0 une solution u est que f =0

(1) Ici nous n'écrirons plus la variable t de temps. On écrira
f = £f(x,v) pour signifier que f dépend de x et v (et non de @)
etc. Pour x ¢ 30 fixé on notera :
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Les diffcrentes équations que doivent satisfaire les Il sont
les suivantes :
(A2) LID:O donc - ID=L,,U~D ow w,= “‘o(’c)
a3 LI amilt.o
dx
- 0T PR I -gbd=o0o
L L L=t +
' .- 2T, 1. I =0
T, 42822 4+ = +971
(AS5) L 43+ I = t
(ne) LT, 22, 2d:eqi,=e
4 x t
De (A3) on tire :
T, = - b 57-3—“0 _..LI.‘L1 T u:u-i(x)
1 o4 W d 2 4
Donc la CNS pour gue (A4) admette une so’ a%ion est :
<-& aen 2 4y cabMy Mo gabi(w,-B)=0
2 Tael bx B
Comme & SL®IL> = % (ou 1 est la matrice unité) et

ELbp» =0, cela g'écrit :

du | -
(A7) M. A -d) =0
SE e Ao 4, (4o - &)

Et la solution Iz de (A4) sera donc [en utilisant la

convention d (; ZZ o f ] :

ER I TR




i
I
|
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(A8) =X Vao + (u,- 4:)7(-,‘3_113_:“%5, o w=u,(x)

'3 3\( 3; e w

et ol la matrice y et la fonction y sont les solutions de :

LX:[B ,n&n_bgi_ﬂ@ﬂé), Ly4qb-b@?b»=:o
Thrw TeWw
vérifiant:
'@qu:» =0, 4;5(2>=7C’
Comme Ren est une fonction paire de Q, on peut mon-

trer gue les %WS sont aussi des fon. tions paires de Q (voir par

exemple /20/ et que @LX‘.SSL>>=0 . D'autre part on a :

N b ~ -
X:cir( %__.-b@q—»)) gXa»=o
Donc une C.N.S. pour que (AS) admette une solution est que :
(n9) 3_!4,__1__ A,‘-Li +q_ w, =0
Yt 36, £

® Avant de poursuivre l'analyse sur I3 et I, étudions le
terme de couche limite ¥,.

On doit avoir pour chague x fixé sur 30 (x étant un paramétre
nous ne l'écrirons pas)

.
(A10) welt L Ly =
AT ¥,

Oudy
(AlQbis) Lﬁ/@/‘,?):—(bui-r}%:f‘ B_:_) 7"’“”/‘*>o

La condition (10bis) doit étre réalisée pour que Im”4 =,QG9.
0

Et il s'agit de trouver la constante u; = ul(x) telle que

A.1) ‘f‘(}' /. )

57

Or on a le résultat suivant (dont _a démonstration est analo-
gue & celle qui est faite dans /1/).
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Lemme 1 Il existe une fonction r ='onﬂ9(qui dépend seulement de
- o e

L - w
L

S5 |
“~ _ vérifiant ] Y dv = v ) telle que pour tout
; _____/dor(/')‘*f‘ P

J W T

g . {(ﬁ‘v) il existe une solution bornée unique 3:5(2/ﬁf) EE :

P4

50— (S e
Remarquons gue

o) ) 4

Donc (A 1l) sera réalisé si et seulenent si :

- A b b S
(Alz) ‘&":- —éﬁ —2":& ow ch L(OYI/ﬁ?fm( U}w» /“

e Regardons maintenant les termes de couche initiale vy, et y;
(comme x est ici un paramétre fixé, nous 1l'écrirons en indice).

On doit avoir :

.a.'(a, x

3A + L‘fa,x =0
(Al13)
‘( x (o,_s?,,y) = Ih(z/'n;")" bv "‘-:‘(’“)
dy, Y
= .50 lex
B/jsx + L"‘ot,z_ 9 x
(A14)

I, -
L{i,x(a"’q'/")z L .= —&r 1 (x)

T4 %
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K.

I1 s'agit de trouver lesparamétres o (x) et v (=) de

telle sorte que Vx on ait :

(Al5) forn (4,.)=0
A—» 00 o, x

(A16) A
A =D o0 Lf)i 4 ( )

Or on a le lemme suivant :

Lemme 2 Soit £ = £(Q,v) donné. Alors 1'éguation

i-f-}-tf"o

A
\P n_ \7 f(ﬁ \7)
admet une solution unique : \.((A,') = -T;s{

oud T est le semi groupe engendré par (-L). Et on a :

(A17) T i — beif» dam L2(S%R,) and 2> v

Remargquons que -Q b=b Vazo

Donc pour obtenir (Al5) il faut et il suffit que

(A18) u‘"‘(.;).-. ¢ 17>

¥, (4) ——»(“:‘- “%"‘%‘») >

En effet si@fs>= 0 et f5 » 0 quand 8 + =~ alors

L

|
|




i
i
!
b
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donc pour avoir (Al6) il faut et il suffit que :
) im
(Al8bis) w  (x) =
4
On a ainsi montré que ug et u; doivent satisfaire les équa-

tions (All) et (Al2) du paragraphe 2.

Poar achever la démonstration de la proposition 1 il suffi-
rait d'écrire l'éqguation satisfaite par I}k _I (I,sI f..tfiffﬂg)

et de montrer que
- z
L. = o)

e Nous allons maintenant regarder ce qui se passe & l'ordre
suivant (pour les résultats du paragraphe 2.3).

Et tout d‘'abord déterminons I3. Comme (A9) est satisfait, on

LI}_(’L&E&-Lﬂ).D% cbafe _%Xa 2 A
T 35, 3,3,J ox ox

+ §(SL ou

)q A c,bn.v%-:o
T ox

On aura donc en faisant les mémes remarques que pour I, :

(A19)

I:cx.. }L“" - b 9_3..12_+GX Au fcx Bu 'X“—ax 3u°
37 T x9x, OTew  Ox 13x

et od x; x9 et x3 sont les vecteurs solutions des équations :

LX +XA2 =0
(A20) L%lf’X_Q_ = O

L ————1b-‘7- ©

a0

Et en reportant les expressions de I, et I, données par (AS8)
et (Al9) la condition nécessaire et suffisante pour gu'il existe
une solution I, de (A6) s'écrit :
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Ts 3 Yo
ot ~ Tk“'zx oY 34 *Ci “ *ecl7{>>%_¢)+<<7cx

l
Comme /47(» <X » 0 et <<cicx =0 sic$ j, cette relation

peut s'écrire sour la forme suivante (avec ay, ap des
constantes)

ou 1 Y
(A21) _B—ti "36...) Au.z -+ ‘13 “;*@?‘x>>{‘-(o‘¢)*°(,b“¢+ O(JAA YU = o

Or - _ 2
&qX>» - _g_L (1- Feds)

® En ecrivant l'équat:.on que devrait satisfaire ¢,, on pourpour-
rait trouver (en utilisant le lemme 1) la valeur de us(x) pour x €
00 telle que :

(A22)

e“\ ;, ,xv =0
¥ o0 %; ( /

e Etudions maintenant le terme ¢, x* On doit avoir :

Y, « av
I2x L
Y fex

"“f L4

¢, (o)--u:‘(z)lu;;;ﬂ” A(-9) 2 X, P

[\
Comme & b

v_‘.“‘-‘>> =e , < 7(>> :—¢°X‘i>)

on voit gue lorsque

=0

A—n 40 'f () a méme limite que ;
z,x

e 1 .

‘f’z (4) + ' (1) + A (7) , o

BCAGERTS o Bh TN

= [Tl e =

L oi)- -LDT (4 T,E7) - qbeT™y) &

A
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Or on peut vérifier immédiatement que la fonction f définie
par ;

f) =T 07) -qb «17»

tend vers 0 de fagon exponentielle gand s » ». -~ en utilisant
(A17) on peut vérifier que :

F.3

(T b) vefiai o awmnee
c'est-a-dire que :

J ) b < ~ T

im Y (A a-| befir)sdr =b bl (bel o-17)>
- VI R RS T

o . .
o ‘®: Jo -T;(B«I“))-I.‘) d'_s
Donc &) est aussi la solution de

¢ & rl’«‘r@’>

= bg 1‘“»- i

&o b>
«=»=o0

c'est~a-dire :

5T - I bl Iy e I°

(n25) :
€q0»= q (-< I"yebp-ails )

La condition fnﬁ “f (s)=0 pour tout x, impliquera donc :
2.1
Ae=dy o s

(A26)

. — 4 -
RN s PP LIy

~ L

en notant .




Annexe B

CALCULS DE kp ET ky DANS LE CAS ANALYTIQUE

eLa[V): K J-e'-z x:if
%3 BT
B.1l Moyenne de Planck kp
* AS 3
- beov)= 2 X
QF _[ ga (v) biv) dv ) (v) oy
I b ﬁw/mz LA
T4 b LU
to 2&-{
B.2 Calcul de Iy = x dx
e~ 1 -
> 0: -nx c k-4 -nx
Ig: 12“(2 e /clx = /1 e Ax_
A Nzt n=i /
(21 WIN A
Iézz - = 2 -f). —2
: n=i nzﬁ P( n=l nz
(2m)*
1, - (Rt B 2 |
| 2 (k)]
03 By est la suite de Bernouilli (c£. /7/)
— Q (271')2‘
donc _L&-: ?{
4k
B _ 4 B. = i_ B, = i B = L
4-6’25’0/342/{30
Application
- 3 4
_ng/_" ix = B, BT . T
Y £ 15
s .
Ig_ 2; 41 = 83 (_ejr_)_:i 77—6
e~ 4 42 63
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B.3 Moyenne de "Fleck" ky

ﬁ;A’:/ﬁJA{V“'/V)AV = :{_5 KJ/ 2 e d=

4

{75 45 M TS et 0T
T 7

et l'on en déduit :

P . 2 K.zt fP,k;:;s;w'zﬁ

H e —————

80 ot A o0

F

- 76 -
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Annexe C

METHODE DE MONTE-CARLO POUR UN PROCESSUS DE DIFFUSION

Nous atilisons ici le formalisme défini par B. MERCIER dans
/17/. Nous allons voir gqu'en fait la méthode de "Random Walk"™ est
exactement la méthode de Monte-Carlo appliquée & un probléme de
diffusion.

C.1 Définition du probléme

On considére 1'équation de diffusion par le domaine O :

%-Au: 0
(c.1) b2 '
u:O r\DUJ\ Iéddl

/

u(0/x)= “‘,/7-) .

K

On sait que si ujy est positif alors u ) 0 et ._./

7
In Ja-
u(t,x) s'interpréte comme la distribution de particules au temps t
sachant que la distribution initiale est u,. Soit t fixé. Nous
voulons‘connaitre la distribation des particules dans O au temps 1
(c'est-a-~dire u(1,x)) et la distribution des particules qui

o.

sortent de O avant t (c'est-a-dire —3." [, ¢ )/ l‘\(z/ xeX 'y,
L]

Nous sommes donc amenés & considérer l'application :

S . U'0)__5 LNO)xl"[[gz]x T )
U > {Ulz)/g f

& gz .M ,
on )T

Notons || “’13“42 ”W'L" + 4 IL" Vel /J// b/jc— L /[a/z]xJﬂ)

C.2 Probabilités de transition

Montrons tout d'abord que | 5ﬂ4 =4
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D'aprés la formule de Green :

/Vu.VarJz+/4/.Au dx = / y X dF
o X In

On obtient en intégrant (C.l) par rapport a t et x :
4
/

(c.2) /u{zlx)dx... !Ic“:/ q( &x) JP=/ u, (x) dx
o A? [27 g

d'ol, d'aprés la positivité de u et g :

Il Sul, = I, Il

Etudions 3 présent 1‘'adjoint s* ge s.

SY: 1°10)x%[ [o7] ) —s L7I(0)
(¢ ¢ ) = ST/t Y]

S est défini par :

/5,’//?,‘}' U dx :/u(lm ) Pla) dx +/u/ ¢ dl t'/“oé L,
v

Montrons que l'on a : 5* /“F%’ */0)

. * . .
od u est la solution du probléme suivant sur J:

- J_ _bd¥ =
It
(C.l)' U¥ = 4’ NuA Jﬁl

ut(z) = {

En effet en appliquant la formule de Green 2 fois on ob-
tient :
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"

//u:’u) /Z)dl‘//u*u)/a) dx db// Ju¥ .)u) dx
4 0

/l-“:/{-u Au +u¥Au)AL

¢ 7

T
:/c‘“://‘:i u*_u‘Q“Y} dr
dh on
e

o

On en déduit :

(C.3) /*/o)t{,cjx:_/u/z)‘?dz—f/dé/ ¢ dr
o J

et par conséquent U¥/o)= f*/-?t.f) &L

Comme ” S* ”w = 4 , 11 existe une probabilité de transi-
tion P Ox$ —_ EOI’G’ od B daésigne les boréliens de
of) ([‘3 z],‘ JO’) vérifiant :

P{ﬁ@([h,lz]x A/)/‘ x): u*/o,x}

pouar tout borélien A de 0 et tout borélien A' de 30,
ol u est la solution du probléme adjoint (C.1) avec :

Y= 4,

¢ 4, _
XLé"/il]
On a donc

Stu)d =] plhelru,e]sh);x) urs dx
A@[t,/i,]x/\/ o
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et en particulier :

/u/Z,A)AI '—'/ pa [ A %) Y lx) dx
A &

L | |
/dé/ /°597‘:)‘m=/ ([l ]s Ryx) win) dx
é1 /A/ s

C.3 Echantillonnage de S(u,)

Prenons maintenant le cas particulier qui nous intéresse o
ug est une masse de Dirac en X, (y = 5;
[~]

4

Les deux derniéres égalités deviennent :

(c.4) f‘ { A;’Xo)z / (4/7/1)(11 y
A

(%)

b
(c.5) P, / Lo ¢] xA//- 2, ) = /J&/g dr
A/

En particulier, pour A' = 30, la formule (C.2) appliquée
dl'instant t donne :

t
(cé) p, /@/&Mﬁ/‘ u,):/c“'/ 3(”': 4-/a/é/x)Ax
c 10 by

et on retrouve bien p, /(7/~:t,)+ [J‘/[z z]x 90} :(o) = 4

La probabilité pour gu‘une particule soit encore dans O au
temps 1 est

FA/O’/-qo)g/u/Z,x) dv. .
0’
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La formule (C.4) montre qu'alors la position de la particule
a pour densité de probabilité :

P4/({1/"x°/‘= U/Z;J()AX

La probabilité pour qu'une particule soit sortie avant le
temps t < t, (c'est-a-dire la fonction de répartition du temps de
sortie de 0) est :

Fa /[o/[;]xaa'/'xo)sz_ U/l‘,x)c’lx .
o

La densité de probabilité correspondant 3 une particule sor-
tie de 30 s'écrit, d'aprés (C.5) :

fz/clbrd/’;xa)z /-‘_’7_”) dt 41

n

Dans le cas oi O est une boule de centre x5 on peut calculer

explicitement u(t,x) et gﬂ est constant sar le bord 30, Il est
n

alors facile de montrer gue la méthode du "Random Walk" revient
exactement 4 échantillonner s(u,) suivant la probabilité de tran-
sition p.

En effet, le tirage de (t,x) suivant 1l'algorithme de
"Random Walk" revient exactement a :

- eicer ¢ sur J0,+o[ suivane [0k 90;n, ) f'/ ultx)dx
o

- 81 ¢t > 1, tirer x suivant . _ |
et Prend;'e t = ¢ P4 (Al/ua)-u(llx)cx

-8l t € ¢, tirer x suivant /- gﬂ )c{P c'est~-d~dire de

maniére équirépartie sur 30,
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Annexe D

TIRA" . DES FREQUENCES DANS LA METHODE DE FLECK

L'algorithme de Monte-Carlo sur lequel nous avons testé la
méthode de Rand~m Walk utilisait un coefficient de scattering
correspondant & une température constante par maille. Les premiers
essais numériques ont montré que cela peut introduire un biais
important sur la répartition spectrale : la frégquence de certaines
particules peut é&tre moins élevée gqu'elle ne devrait é&tre, ce qui
peut entrainer une surestimation de la température.

Ainsi certains essais mettent en évidence une évolution de la
température qui dépasse la température maximale physiquement ad-
missible, lorsqu'il y a juxtaposition d'une maille transparente et
d'uine maille opaque. Avec la méthode de Fleck classique les pho-
tons qui sabissent un choc "Fleck” dans la maille 6 présde 1l'in-
terface sont répartis selon o, by (T ) Le spectre des particu-
les passant du milieu 0paque au mllleq transparent est donc plus
mou que le spectre physique (qu: correspondrait a b, (T«) o0 Ta
serait la température physique a l'interface).

Ce phénoméne a été mis en évidence sur le cas plan avec opa-
cités multigroupes suivant : on a une température d'em1551on de 1
KeV en x = o puis 5 couches de milieu transparent jusqu'a x = 3 cm
et enfin un milieu opaque. La température matiére est fixée a 0,5
106 °K et on n'émet pas de particules en volume. Les coefficients
d'absorption des deux milieux valent respectivement 0,01 et
100 cm-! environ pour le groupe de frégquence correspsadant au
maximum de la planckienne & 1 KeV. Nous nous interessons unique-
ment & la répartition spectrale & la fin du premier pas en temps
de 0,25 ns.

La figure Dl montre le spectre des particules issues de la source
d 1 KeV qui retournent de 1l¢ couche 6 & la couche 5 au cours du
premier pas en temps. On remarque que la forme de la répartition
correspond & un spectre de Planck a 0,5 M°K, mais l'énergie ren-
voyée est beaucoup plus importante gqu'un corps noir & cette tempé-
rature. La figure D2 donne le spectre des particules dans la cou-
che 3 & la fin du pas en temps. Celui-ci presente deux bosses dues
d la Planckienne a 1 KeV provenant de 1l‘émission & gauche et au
spectre des photons revenant de la couche 6.

Dans le probléme décrit au chapitre 3, ce phénoméne apparait
egalement pour un pas en temps de 0,25 ns. L'évolution de la tem-
pérature dans différentes couches est tracée sur la figure D3. La
température dans la maille 5 dépasse 1 KeV {valeu: physique maxi-
male).

Pour remédier & cela, nous avons interpolé la température
entre deux mailles pour le *irage des fréguences de 1l'émission en
volume, du scatteriig Fleck et du Random Walk : & la frontiére
entre deux mailles on prend le maximum des deux températurzs ma-
tidre et on interpole linéairement jusqu'au centre de la couche oui
1'on retrouve la température de la maille. L'algorithme .ainsi
modifié conduit 3 des températures inférieures a4 1 KeV comme on le
voit sur la figure D4.
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Figure DI

SPECTRE DES PARTICULES TRAVERSANT L'INTERFACE -5 AU COURS DU

PAS EN TEMPS
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Figure D2

SPECTRES DES PARTICULES DE LA MAILLE 5 & 0,25 10 sec.
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Figure D3

EVOLUTION DES TEMPERATURES

(Tirage des fréquences avec une température constante par maille)
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Figure D4

EVOLUTION DES TEMPERATURES

(Tirage des frégquences avec des températures interpolées en espace)
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