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Рассмотрены колебания резервуароь с жидко; то»; и с ^ л р ф р ; ^
МЫМИ цилиндрическим!,1 или сферическим и пклю ;ен;;имп. Покачано. • "о
при расчете динамических характеристик таких спетом целесооор;-. /• >
использовать континуальный подход, т. е. рассматривать готерогеннь--.
среды, образованные жидкостью и взвешенными в иен включениями. \>.-.
гомогенные среды с некоторыми эффективными или зиброреилогичеемг.'
свойствами. На основе задачи о колебаниях резерг»;. ара. содержащего
жидкость и локализованную п пей группу включении, рассмотрены коле-
бания стержневой сборки в кассете и получены соотношения для присгс
диненной массы и коэффициента сопротивления, определяющие динами-
ческие характеристики таких систем. Рассмотрены также колебав"!
резервуара с жидкостью, содержащей сферические включения. Получе->
ные результаты использованы для расчета динамических характеристик
трубопроводов с двухфазным потоком при пузырьковом и кольцево1.'
режимах течения. Приведено сравнение теоретических еоотношеи'а
с имеющимися экспериментальными данными.

— Фюакэ-эягрггтаческий ияегятут (ФЭИ), 1934 г.
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Условные обозначения

Ci - радиус цилиндрического или сферического включения;
Е кинетическая энергия;

скорость диссипации енергии;
X - иыпульс;
^ •>• жесткость;
М - собственная масса колебательной системы;
гн. - присоединенная масса жидкости для включения;
1ТЬ - присоединенная масса жидкости для группы включении, присоеди-

ненная масса для цилиндра в гетерогенной среде;
ТО - гидродинамическая масса резервуара с гетерогенной средой;
9. - добротность колебательной системы;
Ro - радиус цилиндрического резервуара;
R. - радиус стержневого пучка, радиус области , занятой гетероген-

ной средой;
S - поверхность оболочки;
11 - виброскорость резервуара;
И - виброскорость гетерогенной среды;
X - относительный шаг решетки стержней;
Л - угол между направлением линий тока осредненного движения и

нормаль» к гранкце раздела гетерогенных сред;
Р - угол между вектором плотности обобщенного иипульса и нормалью

к гранкце раздела анизотропных гетерогенных сред;
Г - коэффициент присоединенной массы для цилиндра в гетерогенной

среде;
Т - коэффициент присоединенной массы жидкости для включения; v.
Ь - отношение плотностей материала включений м жидкости;
£ - толиина колеблющегося пограничного слоя;
0

- коэффициент динамической вязкости жидкости;
- еффективная трансляционная вязкость гетерогенной среди;
- коэффициент кинематической вязкости жидкости;
- коэффициент сопротивления колебательному движению резервуара

с гетерогенной средой или стержневого пучка;
- коэффициент сопротивления колебательному движении включения;
- плотность жидкости;
- еффективная трансляционная плотность гетерогенной среды (виб-
рошготность);

- поверхностная плотность обобщенного кмпульоа;
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Введение

Исследования по динамике твердых тел с полостями, заполненными
жидкостью, а также упругих оболочек, заполненных или окруженных
жидкостью или обтекаемых потоком, являются классическими проблема-
ми механики деформируемых систем и гидроупругости.

Топливные баки, жидкостные ракеты, суда-танкеры, железнодорожные
цистерны рассматриваются обычно с позиций этих областей механики
[l, 2J. Эти проблемы, возникшие в связи с быстрым развитием и со-
вершенствованием объектов авиационной, ракетной и космической тех-
ники, стали в последнее время актуальными и для атомной энергетики.

Корпуса атомных реакторов, тепловые экраны и т.п. конструктивные
элементы также можно рассматривать как упругие оболочки, подвержен*
ные ударным, сейсмическим или вибрационным воздействиям. Здесь, од-
нако, в отличие от ряда объектов авиационной и ракетной техники,
наполнителем является не гомогенная жидкость, а сложная гетероген-
ная система, состоящая из большого числа отнотипных элементов -
тепловыделяющих сборок, регулирующих стержней, труб и т.п. В свою
очередь кассеты с тепловыделяющими сборками являются резервуарами,
заполненными гетерогенной системой твзлов, погруженных в жидкость
или обтекаемых потоком теплоносителя. Аналогичными гетерогенными
системами является и корпуса теллообменных аппаратов, заполненные
пучками труб и теплоносителем. 6 трубах парогенераторов реализует-
ся течение двухфазной смеси, которую также можно рассматривать как
гетерогенную среду.

Для подобных гетерогенных систем и сред целесообразно использовать
континуальный подход т.е. рассматривать такие системы как резерву-
ары, заполненные эквивалентной гомогенной средой с некоторыми аф-
фективными свойствами. При таком подходе весьма широкий класс ди-
намических задач о поведении гетерогенных сред и содержащих их ре-
зервуаров может быть сведен к уже изученным вопросам динамики резер-
вуароь. содержащих гомогенную жидкость.

В работах [3 - 5]была предпринята попытка описания динамики наи-
более простого класса гетерогенных сред со свободными недеформируе-
мымп включениями при вибрационных воздействиях как континуума, имею-
щего эффективные или виброреологические свойства - трансляционную
виброплотность к трансляционную вибровязкость. При достаточно боль-
ших частотах вибрационных воздействий, приложенных к гетерогенной
среде с недеформируемими включениями,нибронлотность и вибровяэкость
выражаются соотношениями [б]
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тп—г ш

где р - плотность жидкости, Л * р
о
/р - отномение плотностей /

материала включений и жидкости, J - коэффициент присоединенной
массы для включения, <f - объемная концентрация включений,
% *- коэффициент сопротивления колебательному движению включения,
"V

e
 - объем включения. Формулы (I), (2) описывают виброреологичес-

кие свойства гетерогенных сред обрадованных вязкой жидкостью и
включениями произвольной формы. В работе [б]приведекы также част-
ные соотношения дня эффективных свойстз гетерогенных сред со сфе-
рическими я цилиндрическими яключениями.
. Располагая эффективными свойствами гетерогенных сред легко вы-

числить динамические хаг^тв'ристикй упругих тел содержащих или ок-
руженных мм»

Если, например, полость тела Массой М , образующего с некото-
рой упругой связью колебательную систему типа пружинного маятника,
заполнена гетерогенной средой, то-собственная частота такой систе-
мы определяется по формуле

*
 к

 • - * , о.

где К - жесткость пружины, V - объем пйлости, 0Ц, - собствен-
ная частота колебаний пустого тела.

йэ-эа относительного колебательного движения включений и жидкос-
ти в последней существуют диссмпативные потери, что макроскопически
проявляется как вязкое трение колебательному движению. Коэффициент
трений при ВТом определяется произведением эффективной трансляцион-
ной вязкости среды на объем

(4)

Если в системе отсутствуют какие-либа другие диссипатнвкне процес-
сы, то коэффициент динамичности при резонансе или добротность рас-
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ематриваемой системы находится по формуле

(5)

Следует отметить, что формулы (3),{5) относятся к простейшим
колебательным системам, совершающим поступательные колебания.
Так, в частности, по этим формулам в [ 4 ] были рассчитаны дина-
мические характеристики трубопровода с двухфазным пузырьковым по-
током, совершающим иэгибные колебания, а в работе [б] проведена
их экспериментальная проверка.

Несколько иначе находятся динамические характеристики упругих
оболочек контактирующих с гетерогенными средами. В этом случае
инерционность и демпфирующее действие гетерогенной среды опреде-
ляются не только эффективными свойствами pj и ^ , но и неод-
нородным полем скорости, зависящим от формы колебаний оболочки.

В настоящей работе мы рассмотрим только поступательные колеба-
ния резервуаров, однако, в отличие от случая с равномерным расп-
ределением включений во всей полости, здесь распределение будет
неоднородным, т.е. включения будут локализованы в некоторй облас-
ти.

В реальных объектах распределение концентрации включений обыч-
но не является однородным и, поэтому, важно знать как такая неодно-
родность повлияет на их динамические характеристики. Одним из при-
меров таких объектов может служить тепловыделяющая сборка в кассе-
те, где стержневой пучок имеет меньаий радиус, чем радиус оболочки.
Или другой пример. При течений двухфазных сред в трубопроводах
распределение фаз по сечению также не является однородным, В пу-
зырьковых восходящих потоках повышенная концентрация пузырьков наб^
лпдается в пристеночной области, а в нисходящем f в ядре потока.
Список аналогичных примеров с неравномерным распределением включе-
ний можно продолжить.

Для решения подобного рода задач с позиции механики сплошных
сред необходимо установить граничные условия на поверхности кон-
такта гетерогенных сред» имеющих различные эффективные свойства.

Кроме того, предполагая применение континуального подхода к ди-
намическим задачам при условии больших колебательных чисел Рейнольд-
е»ц определенных по характеруому размеру включений, можно считать,
что основную роль играют инерционные свойства гетерогенных сред и
их колебательное движение является макроскопически потенциальным.
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I. Преломление линий тока и вектора плотности
обобщенного импульса на границе раздела

гетерогенных сред

Рассмотрим соприкасающиеся гетерогенные среда, образованные
невязкой жидкостью и взвешенными в не!! недеформкруемымм включениями.
Различие гетерогенных сред и их эффективных свойств будет обуслов-
лено в этом случае тем,ч»концентрация шш форма включений в разных
средах различна. Гетерогенные среды будем характеризовать эффектив-
ными виброреологическими свойствами - трансляционной плотностью

И?'м?*
Пусть в Некоторый момент времени виброскорость и виброускорение

элемента первой гетерогенной среды, находящегося вблизи границы
раздала сред, направлена под некоторым углом <£i к ее нормали
(см. рис. I). Такой же объем, второй гетерогенной среды, соприка-
сающийся о первой, будет двигаться под некоторым углом с£?_ к
нормали. При этом должны выполняться следующие условия;
I.Нормальные скорости элементов первой и второй сред равны

2.Тангенциальные компоненты обобщенных импульсов элементов первой
и второй сред равна

(1.2)

Из условий ( I . I ) , (1 .2 ) следует, что отношение нормальных компо-
нент обобщенного импульса в первой и второй средах равно

1 *? л о* (1.3)

а отношение тангенциальный компонент -

т/ Под скоростью {ускорением)элемента гетерогенной среды имеется
в виду скорость границы выделенного представительного объема, внут-
ри которого содержатся включения, движущиеся, в общем случае, в
другом направлении и с другой вяброскоростыо (ускорением).
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— • 1 » (1.4)

откуда

^ ' Т
1

- (1.5,

Поскольку

то, с учетом (II) (18) ИЛИ (1.3), (1.4), имеем

Таким образом, при переходе из одной гетерогенной среда в другую
линии тока преломляется, причем, при переходе на менее плотной
среды в более плотную ( ?.£, < P# t ) вектор результирующей ско-
рости (ускорение) уменьшается, а вектор плотности обобщенного ш -
пульса увеличивается.

 т

Изменение вектора плотности обобщенного импульса I • Я» ^
можно считать результатом наложения на поле импульса в области I
некоторого поля, обусловленного поверхностным источником обобщен-
ного импульса на поверхности раздела двух сред. Здесь имеет место
аналогия с диэлектриками на границе которых возникает заряд по-
верхностная плотность которого равна

)
 ц

-
8 )

где Б д , £j> - диэлектрические проницаемости соприкасающихся
сред, Егц * нормальная компонента напряженности электрического по-
ля в первой среде. Для аналогичной механической задачи поверхност-
ная плотность источника обобщенного импульса равна
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№.tl.8)( (1.9) видцо, что аналогом обобщенной плотности импульса
Является напряженность электрического поля, а аналогом эффектив-
ной трансляционной плотности - диэлектрическая проницаемость.

Итак, мы рассмотрели преломление линий тока и вектора плотнос-
ти обобщенного импульса на границе двух изотропных гетерогенных
сред. В этом случае в каждой из сред направление векторов ti и I
совпадают. Иначе Обстоит дело в анизотропных гетерогенных средах.

Рассмотрим соприкасающиеся анизотропные гетерогенные среды, /
Характеризующиеся тензорами эффективной плотности $ц? (4) "S^ijCzV
Пусть главные оси тензоров совпадают с осями координат и лежат в
плоскости контакта сред, нормаль которой направлена по оси X
Тогда при выполнении условий на границе контакта (предполагаем
для простоты.трансверсальную изотропию сред, т.е. $Т =pj £ 4
i t + Ч VI *

'С)

имеем закон преломления Линий тока

Цк> «jo)
** «ta.

М закон прйлокленйя вектора плснРйосТй обобченного импульса

И э ( 1 Л 0 ) * и . Ш видно, 4to для Анизотропншс сред линии тола ж
вектор плотности обобщенного импульса Не совпадают и, при переходе
иа одной гетерогенной среде i другую, преломляются по-разному. Это
различие обусловлено теп* что реакций включений на обтекающую юс
жидкость не совпадает о вектором "фильтрационной" скорости жидкости.
Аналогичным образом в анизотропных днелеКтриках вектор напряженнос-
ти электрического поля не совпадает с вектором индукции.
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2. Колебания резервуара с жидкостью, содержащей
локализованную группу включений

Рассмотри*: теперь иолебительнуа систему, подобную той, которая
была приведени во введении т.е. тело па упругой связи с полостью,
заполненной жидкостью и локализованной в ней группой включений.

При континуальном подходе эту систему следует представлять как
некоторую однородную среду с эффективными внбрсреологнчеекпма свой-
ствами о^ , juj , находящуюся ю обычно»! жидкости, заполгиющей по-
лость резервуара.

Уравнение однородных колебаний такоИ системы запишем в виде

где М - масса резервуара, ff\Xb - эффективна}! или пщзодннааи-
ческал масса среди, содержащейся в полости резервуара.

Сос'стзенаая частота и коэффИцИ8|(Г динамичности «aicofl скстены оп-
ределяются по (формулам, аналогичюм (3),С5).

^ ) (2.2)

(2.3)

Здесь, однако, гидродинамическая масса ТГЪ и коэффициент сопро-
тивления S не определяется произведением эффективной ПЛОТНОСТИ

или эффективной вязкости гетерогенной среды на объем, поскольку
обтекание локализованной группы включений макроскопически неоднород-
но, в отличие от обтекания включений, равномерно распределенных во
всем объеме жидкости.

 +
 •

Рассмотрим такое обтекание к найдем гидродинамическую массу ТТЬ
к коэффициент сопротивления j*L Д М случая, когда групм включе-
ний локализована в цилиндрической облает радиусом R. » а жид-
кость, содержащая вту группу включений, ограничена цкяиндрическяи
резервуаром радиусом R (см. ряс. 2).

2.1. Гидродинамическая масс*

При движении резервуара со скоростью Но потенциал поля ско-
рости *?2 в области занятой жидкостью ( R»>f> R ) , я потенциал поля
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скорости % в области, содержащей включения, т.е. в области

гетерогенной среды ( г £ R. ), должны удовлетворять уравнению Лап-
ласа 7

г
 У = 0 и граничным условиям

(2.5)

(2.6)

(2.7)

S*Ь\ S.

* - •

Здвсь(2.5), (2,6) отражают условие прело»лления линий тока на гра

нях раздела сред (I.I), (.1.2).

Записав потенциалы У
л
 и Ф

2
 в виде

и удовлетворив граничным условиям (2.4) + (2.7), получим

с =
 ̂ 4тг7О*

Б « О. <2ЛЗ)



Распределенме скорости я однородно* жидкое?» и ш гтрог»нно#
среде имеет вид

-

*

Схематично линии тока и распределение ркорости • оио«ем#
на рис.2.

Вычисление кинетической внергии по равярвдм«нщо окороруи ш
нх областях дае* ' '

т

2<* ft. • л * ̂ *

Е • f И KV<«>
drJ
«
 +
 if i « M <И

в в OR
(2.18)

И-ЙН
Откуда гкдродинамичвскм маеоа систвцн, отнесенная в «дтшцв дпмы
резервуара, равна
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( г Л 9 )

Формула (2.19) дает гидродинамическую массу когда включения
имевт произвольную форму и плотность, т.е. эффективная плотность
здесь определяется общим соотношением (I).

Если, в частности, группа включений будет неподвижной, напри-
мер, закрепленной каким-либо способом в неводаижной системе коор-
динат, то эффективная плотность гетерогенной среды f£ находится
по формуле (I) для бесконечно тяжелых и, следовательно, неподвиж-
ных включений, т.е. при Д-»оо . Из (I) следует в этом случае

U = 1+
Р •

Тогд4- выражение для гидродинамической массы (2.19) принимает вид

Определенный интерес представляет задача о колебаниях группы
включений как колебательной системы в неподвижном резервуаре. При
этом уравнение колебаний также имеет вид (2.1); динамические харак-
теристики такой колебательной системы находятся по формулам (2.2),
(2.3), однако, вместо гидродинамической массы 1ТЪ в этом случае
должка быть взята присоединенная масса для группы включений

2.2, Присоединенная масса для группы «сличений

Присоединенная масса для группы включений 4П» при ее колебани-
ях в неподвижном резервуаре связана с гидродинамической массой сис-
тем! 4ПГ с неподвижными включениями (см. формулу(2.?.1)(еоотновени-

(2.22)
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После подстановки (2.21) в (2,28) к некоторое преобразован**,
получим

4П»

Формула (2,23) дает присоединенную наосу дйя
локализованной в цилиндрической области группы
цейся ках единое целое, (борта и расположение един* вклфгвнпй ил*
микроструктура такого пористого "тела* может быть произвольно*,
характеризующейся коэффициентом форм» X я объёмной iOHfttlff{*$?-
ей шелючений ^ , Аналогичная формула легко мс«#* бцть i
для присоединенной цаеси группы вЯявчепхЙ, Локалйе(ЯЛйно^,
мер, в сферической области*

Рассмотрим несколько предехышх случаев, втемаьацйх its
(2.23) .

I . Пусть форма еклшеннй и их обмшм* яонцвнтртцм т м о ш , что
область занятая кии является нмрониДОМдй ДЛЯ шнШЬбЫ) Ь МММ
случае коэффициент X равен бесконечности, йо ^ ц̂иМИг Mint-
чаться от единицы. Из (2.23) имеем

Здесь первый член

ft
' ^t

есть прмсоедашеннм м»соа для опломного цилиндр* рцнуоом Я
находящегавя в резервуаре рмяусом R, » t второй « e H t p R ^ d -
п о реальная касса жидкости, жходяцМея между МиМвМЯЯий* точ-
нее - в объеме нетранояоргннк лор гакого nojNtetoro тела.

2. Вклпченкя равномерно распределены во всей облас*я аанйтой
мдкостью ( Q. > Q^ ) . В ©том случае из (2.23) получаем

(2.26)

Иосхольку 1С R. *? - есть суммарный объем всех включений на еди-
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ницу длины цилиндрического резервуара, то

ТП» « Ц ГП.
{ t
 (2.27)

где "I- - присоединенная масса жидкости для одного включения.
Таким образом, только при однородном распределении включений

по всему объем;/, занятому :сгд*остью, присоед:шеи1к;я касса групш
яклотепий разка сумме приойедиизнных масс всех влечений.

Итак, аи рассмотрели пиерционше характерцем-:;: гетерогенных
систем, содержащих жидкость И группу включений,прсявллм^хеси при
колебаниях резервуаров или при колебаниях rpyr;;ii2 включений в непод-
вижном резервуаре. Эти инерционные характер

;
'.с7л.;.1 определяют, как

угз отмечалось, собственные частоты колебаний ч-mv.ix систем,
^vMifi важной харакуеристшеой, определяа";с:

:
: jn.ni-.ai.iiwwoc.'.'b колеба-

сисгзм, является коэффициент сопротишюния Ы .

2.3, Гидродинамическое демпфирование колебании р&^з
с группой включений

При колебаниях резервуара с амплитудной скоростью \i
Q
 коэффи-

циент сопротивления S 1 определяется средней sa период колебаний
скоростью диссипации энергии в системе <C«C/dt> по формуле

о

6 рассматриваемой задаче диссипативные потери обусловлены дву-
мя состевдяицимн - диссипацией в гетерогенной среде <ct£/di>1

и диссипацией в однородной жидкости <cJE/dt>
2

Диссипативные потери в единице объема гетерогенной среды опреде-
ляются аффективной трансляционной вязкостью JU^ и скоростью гете-
рогенной среда V)

откуда средняя за период колебания скорость диссипации анергии •
единице объема равна ,

<jE/R>.-f4<fe"» ,
 (2

.зо)
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Интегрируя (2.30) по области, занятой гетерогенной средой, най
дем первую составляющую диссипативных потерь

Вычислим теперь вторую составляющую диссипативных потерь.
При условии малости толщины пограничного слоя Б* по сравнению

с величиной зазора R.
o
-R. «следуя аналогичной задаче о колебаниях

цилиндра в концентрической оболочке [ 6 ], запишем
2W Як

о О

Здесь первое слагаемое это дкссипативные потери в слое £ на по-
верхности группы включений, а второе - диссипативные потерн г пог-
раничном слое на поверхности резервуара. В отличие от аналогичной
задачи для сплошного цилиндра, элемент поверхности в первом слагае-
мом записан в виде R 9 d © , т.е. с учетом несплошности поверх-
ности "тела" включений.

Относительные тангенциальные составляющие скорости ЖИДКОСТИ на
поверхности г * Я и г » Ц

о
 равна j
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Подставляя (2.33) it (2.34) в (2.32), получим

Суммпрун (2.31) и (2,35) запишем коэффициент сопротивления для
колеблющегося резервуара (2.23)

Следует отмстить, чго ;з формулу (2.36), т-чк же, как » Т̂ оому
(2.19) дня гидродинамической массы резервуара, входл? эф^йятивмые
CboSlCTiJti готерогешйк сред, ои .̂-эделяемые обн̂ илк соотноыешшми (1),
(2) с jyoKsi-ольной плотность» и^лмчениЛ.

Б сСущ'тпий же задача о колебаниях локализованной группу вклю-
чений в ueiiô BibSHOM резервуаре коэффициент сслротиа.;ояяя очевидно

будзт такшд же, как п для иолэблидегося резервуара с £;еподиижнымн
[bin 0Ч'с::Й1счно тлжельзлн аклаченяяыи, поскольку поля откосжелькых
скоростей в сбаих задачах при этом одинакова.

Таким образом, полученные соотношения для гидродшамическоЯ мас-
сы lTnf , присоединеино1Г массы W9 и коэффициента сонрогнвлеМия HL
позволяи;, при известных параметрах фаз, образующих гетерогенные
бреди, рассчитывать динамические характеристики подобных колебатель-
ных систем,

В следующих разделах эти соотношения конкретйзируится дхя систем,
содержацкх гетерогенные среда с иилйндрическими и сферическими вкле-
Ченкями, моделнруюг̂ ши стержневые или трубные системы, а также дис-
пергированше ь жидкости иузмрьки, *Ш* к4и твёрдые частицы.
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3 . Колебания пучка стержней в жидкости, окруженной
цилиндрическим корпусом

При колебаниях стержневого пучка в жидкости присоединенная мас-
са С1пд совместно с собственной массой пучка М » определяют его
собственную частоту

W2 = "* ,- > (3 .1 )
1 + "ЖР/М

где ^ о - собственная частота колебаний пучка стержней в вакууме.
ЕСЛИ стержневой пучок не является слишком плотны*, то коэффици-

ент присоединенной массы у для одного стержня в пучке равен [7]

1ьУ
в s . ,п ' (3 .2 )

Из формулы (2.20)имеем Б ЭТОМ случае

2, R ! R 2 <
( 3 > 3 )

Используя связь между объемной концентрацией цилиндрических вклю-
чений и относительным шагом пучков с треугольной и квадратной ре-
шетками

получим соотношения для радиусов сплошных цилиндров, эквивалентных
по присоединенным массам радиусам стержневых пучков.

p .

На рис.3 представлена зависимость

(3.6)
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и экспериментальные данные, полученные для 18, 28 и 37 стержневых
пучков [в]. Видно, что эти результаты удовлетворительно согласует-
ся с теоретической зависимостью (3.6).

Следует отметить, что в работе[ 8 ] экспериментальные данные по
присоединенной массе приведены в тех же координатах, что и (З.Ь),
т.е.в зависимости от эквивалентного радиуса пучка R* . При
этом наилучшее совпадение с формулой (З.б) получено при выборе
R..̂  =s 0,945R/X , что практически не отличается ov R.^= 0,95 R/X
найденного нами теоретически.

Найдем теперь коэффициент сопротивления для колеблющегося стерж-
невого пучка по общей формуле (2.36).

Необходимые соотношения для эффективной плотности pj и эф-
фективной вязкости М^. имеют вид [ 5 1

^ = 1 +(i+m (3.7)

или, е учетом (3.2)

й -
 1 +Ч>
 п а)

— s • . \<а.о)

ft

где d - радиус цилиндрического включения, £ =\]2Ч/и> . - толщи-
на колеблющегося пограничного слоя.

Подставив (3.8) н (3.9) в (2.36), получим

(ЗЛО

Из этой формулы видно, что для многостержневых пучков первый
член в квадратных скобках всегда существенно больше второго ш
третьего. Поэтому при R./& » 1 запишем окончательно коаффици-
ент сопротивления в виде
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При равенстве радиусов резервуара и стержневого пучка, т.е. при
однородном заполнении полости гетерогенной средой, из (3.II) полу-
чим

Сопоставляя этот результат с формулой для эффективной вяокости
(3.9), легко видеть, что коэффициент сопротивления (3.12), отне-
сенный к единице длины цилиндрического резервуара, равен произве-
дению эффективной вязкости на объем

что соответствует формуле (4).
Рассмотрим теперь другой гредольный случай колебаний стержнево-

го пучка в безграничном объеме ж»!дкости.
Присоединенная масса в этом случае равна

9 (3.14)

а коэффициент сопротивления -

" о?—*'
 (8Лб)

Сравнивая эти формулы с аналогичными формулами для присоединенной
массы и коэффициента сопротивления дня сплошного цилиндра радиусом

«• l
8
l

 2

^ t t (зле)

- (3.17)

легко установить следующие условия эквивалентности.
1.Присоединенная масса жидкости дня стержневого пучка радиусом ft
с объемной концентрацией стержней ^ равна присоединенной массе
для сплошного цилиндра радиусом
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2. Коэффициент сопротивления для стержневого пучка £ £ равен
коэффициенту сопротивления для сплошного цилиндра радиусом
^**= R- f Д или, с учете*» того, что К?*?/**-

2
 равно количеству стерж-

ней в пучке (V ,

В заключение этого раздела отметим о#ю интересное свойство,
присущее Не очень тестам пучкам стержней. Переписав формулы для /
присоединенной массы (3.3) и коэффициента сопротивления C3.II) в
форме •

_

видим, что при колебаниях пучков в оболочке радиусом Яо при
постоянном значении комплекса R.

at
P/(i^ -Const величины tfb и

12 являются постоянными. Это обусловлено тем, что при уплотне-
нии или разрежении некоторого N - стержневого пучка, т.е. при
увеличении или уменьшений объемной концентрации <j> в области
им занятойj происходит пропорциональное уменьшение (увегшение)
квадрата его радиуса. .
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4. Колебания цилиндра в гетерогенной среде.
1
 Рассмотрим колебания цилиндре, радиусом R в гетерогенной
среде, ограниченной цилнкпрнческим корпусом радиусомВ.

0
 (см.рис.3).

В (wMiorwmon задаче о колебаниях цилиндра в гомогенной жидкос-
ти присоединенная масса выражается известный соотношением (2.25).
Гетерогенная же среда, характеризующаяся эффективной трансляцион--
ной плотностью (I), оказывает на колеблющийся цилиндр иное инер-
ционное действие.

Присоединенная масса гетерогенной среды для колеблющегося ци-
линдра равна

Rf - & (4.1)

Пусть, например, гетерогенной средой является жидкость с непод-
вижными цилиндрическими стержнями, оси которых параллельны оси ко-
леблющегося цилиндра» В этом случае эффективная трансляционная
плотность'выражается соотношением (3.8) и формула (4.1) дает

С4.2)

При колебаниях цилиндра в безграничном объеме такой гетероген-
ной среды присоединенная масса равна

или коэффициент присоединенной массы для цилиндра

(4
'

4)

Интересно отметить, что такой же результат получен для одного
цилиндрического стержня в екнфавно колеблющемся пучке (ок. фор-
мулу (3.2). Равенство коэффициентов присоединенных масс (4.4) к

(3.2) является следствием применения ячеечной модели и приблизи-
тельно выполняется лишь для не слишком тесных пучков. В тесных

же пучках коэффициент ^ имеет более сильную чем (3,2) зависи-



мЬсть от концентрации *f [^и, вследствие этого, коэффициент У
Несколько больше, чем Г .

Коэффициент трения при колебаниях цилиндра в гетерогенной среде
определяется диссйпативными потерями в самой гетерогенной среде и
в пограничных слоях на поверхностях колеблющегося цилиндра и корпу-
са по формуле (2.28).

Ограничимся и здесь случаем гетерогенной среды с неподвикними
цилиндрическими включениями. /

При движении цилиндра с амплитудной скоростью tt
0
 распределение

скорости в гетерогенной среде (в данном случае это распределение
фильтрационной скорости) имеет вид

( 4 . 5 )

^0•$)*••• (4-6'
откуда распределение квадрата скорости будет

Используя формулу для эффективной трансляционной вязкости (3.10)
и распределение квадрата скорости (4.7) найдем скорость диссипации
энергии в гетерогенной среде по (2.26). Интегрирование по области,
занятой гетерогенной средой дае*

241" С

Рассчитаем теперь дкссилативные потери в пограничных слоях на
поверхностях колеблющегося цилиндра и корпуса.

Располагая распределением тангенциальных фильтрационных скоростей
на поверхностях цилиндра м оболочки (4.6) при t* * R. и г « R

o
 ,

запишем соответствуюиме распределения относительных действительных
скоростей
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2R*Si

/Далсе,интегрируя локальные диссипафикные потери
по поверхностям цилиндра и оболочки, получим

^ ~ & f V | ^
° ° (4Л1)

5 ( ) a L ( J
Иодстаиив сумму (4.8) и (4.11) в ( 2 . 0 ) , получи» формулу для

коэффициента сонротполенш!

-- ±TiL Г R i ̂ Jil R Л i Bill??* M? Ф 1

При Koj!o(j'anim:: цилиндра в безграничном оъемо гетерогенной сре
ды ( Рчц* ъо ) кз (4.12) следует

Если радиус колеблющегося цшмщдра существенно более радиуса • \
включений ( R » C L ) как это и следует принимать при контину-
альной подходе к описанию динамики гетерогенных сред» t o в форму-
ле (4.12) жсааю сохранить только первый член в квадратных скобках.
Тогда

( ^ ' в?- R* * (4.14)

или при R
e
"*«» •



(4.15,

Сравнивая послед; ire формулу с соответствующей формулой для
коэффициента сопротивления при колебаниях цилиндра в гомогенной
жидкости

отметим, что в гетерогенной среде коэффициент сопротивления су-
щественно (в Rf/a.(i-

<
P)

a
' раз)больше, чем в гомогенной.

Интересно также отметить, что коэффициент сопротивлении при
колебаниях цилиндра в безграничном объеме гетерогенной среды (4.15)
оказывается рака* коэффициенту сопротивления при колебаниях
стержневой оборки в цилиндрическом резервуаре такого же радиуса
(см. формулу 3.12).
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5. Колебания трубопровода с двухфазной смесью

П'м;>.'.{;шв.1 полученные в разделе 2 соотношения для расчета гидроди-
иам|;',';'С"сП массы и коэффициента сопротл;л:,;.;л при колебаниях i'py-
бсироьода с двухфазной смесью.

5.1 . Гидродинамическая мчсса

Пусть г "фубопрокак.в гчдиусом R.c Г'ь??'и- .деление объешсГ: uc|i~

г,:,,,,....,,...., - , к л ш е , ш й ;._ -годовательно, с-Ц.-.:.;..зной плотности у£
и :--г*:г)сти ^1* задано ступенчатой фу;..:...••;/.

j'.a дл>. ридродик'лмкчйокой uaccn так.-," ".истеиы вложенм
1
:: одна

в n.jiyi'jjii гетурогеннмх сред имеет тот ье )?я;\, что и (2.19), где
вместо плотности гомогомной жидкости нужно подставить эффективную
ппоиюсть гетерогеиьой среди ^

<5
'

г)

Для иллистра]^ш влияния неоднородности гетерогенной среда на
гидродинамическую массу рассмотрим два числовых примера о двухфаз-
ной пузырьковой смесью, имеющей аи едущее распределение объемной
концентрации пузырьков по сечению трубы.
Пусть в первом случав

*?(»•)- % = о и при гг о/ч/Г>г>с , { б 3 )

W - ?
z
 • 0.2 при Ro >

 r
>Ro/6f.

Во втором случае положим Ч\ » 0,2, ^ > 0,4. (5.4)
При таких распределениях ЧЧ**) * имеющих максимумы в центре тру-
бы или в пристеночной области, среднее по всему сечению труби объ-
емное газосодержание одинаково и равно <Ч>> « 0,3.

Эффективная плотность гетерогенной среди с бешаоооамх оферн-
чесхями включениями, моделирующими газовые пузыря, выражается
формулой [5]. '

(5.5)
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$ (5 .5 ) чивле'нные значения Ц> , получим в первом
« P,S34 f » rf « р,9?Яр i я во втором случае -

маори, или средней эффективной плотнос-
• первом и втором случаях

* 0,438 р , (5.6)

. * (5.7)

При |jaB!}QMepHoii< же ра«5пред9Яен;1Я истинного объемного газосодер-
пцщщ по оеч#НЙЙ еруви 9(Ь) и 0,3 расчет по формуле (5.5) дает

прадтичесни не омичавтсяЕ от значений (5.6) и ( 5 . 7 ) .
сравнения отметим, что истиннай плотность двухфазной смеси,
5 |̂4 * (t - Ф )J> » 0 t 7 f , • данном случае существенно

01?лнча?*сй of эффективной плотности.
Таким обравом, кэ приведенных примеров следует, что неоднород-

ность распределения по осчени» трубопровода весьма слабо влияет на
Гидродинамическую масоу щ од^доьатежьно, на собственные частоты
колебаний *|дгбопр»од«*

Емео«|М)Ннын ово(5чшнц|м рассмотренной двухслойной системы явля-
ется И - олоймм рив?»м* г»т#рог«нн«х сред, иоделирупцая ступен-
чдтим обрмом ЛоСк» c»MMf«p«4HOe распредмвяие объемного гавосо-
деряання по о#ч*нш> ipytiM» $ втом (мучае слвдуетсчмтать, что об-
*ас#» t «WfifM QtfBMMtt. о* центр* трубы tl- I СЛОЯМИ И имеюцая
некоторую ередмв» е^фектнтую плотность <$£>,,_< окружена а-м
слоем гетерогчхой среды в ЩтптоЛ плотностьв p j f t . Тогда
средняя iwbwooTMi tl- wotfio* системы будет выражаться через
•ИИМиную Плотность П - го мой Д к it среднюю плотность п-1
олойЦОЙ <иутре«не§ о о д с » « в м м < ^ > в . 1 « #ормула (5.1) принимает
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где Rn,= R.о - внешний радиус П.-го слоя гетерогенной среды.
Таким образом, по рекурентной формуле (5.9) можно вычислить

среднюю эффективную плотность П - слойной системы и, следова-
тельно, гидродинамическую массу ТШ* при произвольном осемметрич-
ном распределении эффективных свойств гетерогенной среды.

Если распределение истинного объемного газосодержакия по сече-
лию трубы принять крайне неоднородным, т.е. положить % = О,
*Гг = I, то мы получим кольцевую структуру двухфазной среды.

Расчет гидродинамической массы по формуле (5.2) при j£ *0 и
9*2 = р дает

— S T - • (5.0)

Учитывая, что отношение ft. /Re
1
 в этом случае есть истинное

объемное газосодержание, запишем

(5.10)

или для средней эффективной плотности среды в трубе

1Пр -1 -Ч*
— о - 9 7~Го* <5«П>

<3?Rf У 1.+ *
Таким образом, формулами (5.5) и (5.II) описываются эффективные

инерционные свойства двухфазных срзд а двух режимах течения - пу-
зырьковом и кольцевом, реализующихся при малых и больших объемных
гаэосодержаниях. Можно, по-видимому, предполагать, что при других
режимах течения двухфазного потока, например, при снарядном,эффек-
тивная плотность будет иметь промежуточное значение.

5.2. Гидродинамическое демпфирование

Используя соотношение для эффективной плотности двухфазной пу-
энрькопой среды (5.5) и соотношение для «ффективной трансляционной
вязкости [ 5 ]

(5.12)

I
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получим коэффициент сопротиальния для колеблющегося трубопровода
d р^аырьковой смесью при ступенчатом распределении эффективных
ова*с?в (5.I1 щц объемного гаэооодержания (5.3).
При колебаниях «ру0опровода с амплитудной скоростью U

o
 распре-

делений скоростей в двухфазной смеси описывается соотношениями
(&Л4) • (^.I7i

f
 где ^ И р - эффективные плотности пузырько-

вря смеси в ПвнтрадьноИ и в пристеночной областях, т.е. р^ = р ^ ,

ОснЫываясь на резуль»а?ах, полученных в предыдущих разделах и
на их анализе, отметим, ч»б основная доля диссипативных потерь бу-
дет имеТЬ место в Самой гетерогенной среде; диссипативные потери в
пограничном слое на поверхности трубопровода будут пренебрежимо ма-
лы при условии, что размерц пузырьков существенно меньше радиуса
Трубы. Такое условие является, в сущности, условием применимости
Континуального подхода к »адачам динамики гетерогенных сред.

Таким образо*, ркорооть Диссипации энергии в гетерогенной среде,
Й распределрнив эфф«тивкых свойств (S.I), будет

Подставляя в (6.13) воответотвувдцие распределения квадратов скорос-
тей Гшмрогвннмх о р д в первой и второй областях 4 ^ = ̂ ^+^4(1 v
$ щ * щфЫ) + W | ) f И производя вычисления, получим коэффициент
сопротивления Щ « - |J ̂ Ji/ii>/?

^ ^t^t^^Mffeil^]
 (5Л4)

Kt)W)]
В случае равномерного распределения объемного газосодерисания по се-
чению трубопровода в формуле (5.14) следует принять одно из условий-
%. « %• ; 1 = 0; или £ « £

л
 и ц\

л
 «f£e . При этом из

(5.14) следует
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проиллюстрируем теперь влияние неоднородности пузырьковой смеси
ни косЭДициент согфот/.еленкя на численных примерах со ступенчатым
распределением объемной концентрации дисперсной фазы по сечению
трубопровода (5.3) и (5.4).

Подставив в формулу (5.14) соответствующие значения эффективных
свойств Ц*

л
 , f<*2. , 9*̂  и ?*

2
 , вычисленные по формулам

(d.I2) к (5.5), получим, что в первом случае коэффициент сопротив-
ления будет на 5% меньше, а ао втором - на 10. больше, чем при
равномерном распределении Ч* по всему сечению трубопровода.

Т.Аким сбраьом, влияние неоднородности пузырьковой смеси на соп-
роткшшние оказывается несколько большим, чем на гидродинамическую
инерционность. Здесь мы рассмотрели случай достаточно сильной не-
iuuriuMupiocTM распределения объемной концентрации по сечению. Если
we распределение концентрации будет не слишком сильно отличаться
от рл.июмерного, то влиянием неравномерности на коэффициент сопро-
тивления и,тем йолее,на гидродинамическую инерционность можно пре-
небречь.

Заключение

В настоящей работе приведены примеры континуального подхода к
иадачам динамики резервуаров, содержащих «идкость и недеформируемые
включения. Рассмешен лишь простейший случай, когда в процессе
поступательных колебаний резерв .фов или трубопроводов группа вклю-
чений сохраняет свою форму. Такая ситуация имеет место для стерж-
невых пучков, где стержни каким-либо образом связаны между собой
и их взаимное расположение не меняется в процессе колебаний. Дия
"свободно взвешенных" же включений, например, для пузырьков в двух-
фазной смеси такое допущение является весьма сильным упрощением.
Если даже предположить, что пузырьки при поступательных колебаниях
являются сферами постоянного объема, то возникает вопрос об устой-
чивост дервсначсшьно заданного распределения концентрации пузырь-
ков по сечению резервуара, поскольку при их колебаниях относитель-
но несущей жидкости возникают силы взаимного притяжения. Возможно,
что при достаточно сильных вибрационных воздействиях на резервуар
(трубопровод) из-за такой неустойчивости возникает вращение двух-
фазной смеси и локализация пузырей в центре трубопровода или даже
вибротурбулиыация смеси. Ясно, что описание таких эффектов должно
основываться на существенно нелинейных уравнениях.

При относительно слабых вибрационных воздействиях развиваемый
нами подход бз'дет весьма полезным для расчета динамических харак-
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теристик резервуаров с гетерогенными средами. На это указывает, в
частности, хорошее согласие результатов настоящей работы л теи~
щихся экспериментальных данных по инерционлын и демпфируащкн ха-
рактеристикам стержневых сборок и трубопроводов с двухфазно Г: пу- .
зырьковой смесью.

Следует отметить, что принятое условие 2:ч:дэ£>ормируо!«ости вклю-
чений ограни'-Шйает область применимости полу'-ге.чних соотношений re
только по интенсивности вибраций, но и по itx частоте. ДеПстоитель^
но, поскольку такие включения как стержни ;; Ti'-убн, образующие ге-
терогенные среды, являются упругими элементами, имеиарпли ряд соб-
ственных частот, то при вибрационных воздействиях на этих частотах
эффективные csc/йства (влбро)гяотность к вибровязкость) таких »шер-
цион!1оупрутовязких гетерогенных сред должнм иметь резонансный ха-
рактер. Аналогичным образом в двухфазных пузцрьковьи смесях при
постунателышх колебаниях пузырьков могут возбуждаться их оболо-
чечные колебания и, следовательно, должны проявляться резонансные
свойства пузырьковых cr-эд на соответствующих частотах Еябрационных
пли акустических воздействий.

Отметим еще одно важное обстоятельство. В настоящей работе пред-
полагалось, что количество включений в той или иной системе доста-
точно велико i с тем, чтобы континуальный подход был правомочным.
Поскольку на практике часто встречаются системы с не очень большим
числом включений, то ваяно знать чем ограничен континуальный под-
ход. В этом случае континуальный подход, по-видимому, должен быть

долблййГ ШшмойШажьвйс^йаШодвйомйй XMfcotwT^mimetnJl ш огр*-,
ничивающих систему стенок резервуаров или оболочек.
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Рис.I. Преяоияение линий тока и вектора плотности
обобщенного импульса на границе раздела гетерогенкых

• сред.

Рис.2. Линии тока и распределение скорости при коле-
баниях pesepiyapa, содержащего жидкость и локализован-
ную группу включений (стеркневу» сборку ).
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tf < *

Ряс.З. Зависимость присоединенной массы стержневого
пучка » жидкости* ограниченной цилиндрическим корпусом.
— — расчет по формуле (3.6); 1,2,3 - ' вкеперимент[9]
д м 18, 28, 37 стержневых пучков.

1.3 Re/R» Л4

Рис.4. Зависимость коэффициента сопротивления колебатель-
ному движения стержневых пучков (расчет по формуле 3.21 ).

I
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Рие.5. Колебания цилиндра в гетерогенной среде, ограничен-
ной цилиндрическим корпусом.

2.5 R
e
/R

4б. Зависимость ковффюрента сопротивленвя (4.14)
для цилиндра• колвбянцегос* • гегерогенной ереде с
объемной концентрацие! Цйлндричееяюс вкличений:
1-<Р*0,75 (Х

Д
-1,П, 2-^-0,63 (Х

д
«1,2), 3-9»0,4 0^-1,

4- коэффициент сопротивления для цилиндр* я гомогенной
жидкости.
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