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EQUILIBRIO E INSTABILIDADES DO PLASMA EM TOKAMAKS

I.L. CALDAS, A. VANNUCCI

PARTE I

RESUMO

NSsT—=tentot Apresenta-ﬁ uma introducgdo fenomenold
gica de algumas das princ:pais caracteristicas tedricas e expe-
rimentais sobre equilibrio e instabilidades em tokamaks. Em ge
ral sdo considerados apenas efeitos macroscdopicos, sendo o plas

ma descrito como um fluido. (ﬂ—ulm)



PREFACIO

Esta publicacdo abrange parte do curso de pos-gradua
cao: "Equilibrio e Instabilidades em Tokamaks" , ministrado per
um dos autores (I.L.C.), no verao de 1983 (com duracido de 6 se-
manas), e foi preparado considerando a falta de material didati
co publicado sobre Fisica de Plasmas, e a sua possivel utilida-
de para outros cursos de plasmas, bem como para estudantes gque
estejam se iniciando nessa area.

O texto foi escrito por um dos autores (A.V.), a par
tir de suas notas de aulas, e das anota¢des elaboradas pelo ou-
tro autor (I.L.C.), durante a preparacao dessas aulas.

A idéia de realizar este curso surgiu por iniciativa da
propria Comissao de Pds-Graduagao do Instituto, que pretendeu o
ferecer alguns cursos de pds-graduagao, durante o verac de 1983

Dois dos objetivos principais do referido curso fo
ram o de discutir, com o0s bolsistas de pds-graduagao do Labora-
torio de Fisica de Plasmas, que estavam inieiando seus projetos
de pesquisa em Fisica Experimental, algumas pesquisas em desen-
volvimento sobre equilibrio e instabilidades em tokamaks, como
tamhém fornecer-lhes elementos que possibilitassem a leitura de
artigos publicados nessa area. Um curso semestral foi posterior
mente oferecido, tendo sido abordados, com maior profundidade,
questdes relacionadas ds instabilidades e oscilagoes em Fisica
de Plasmas. Estes e outros topiccs, vistos no primeiro curso,
deverio ser, também, publicados.

Nas referéncias bibliograficas sao citados os tex-
tos principa - utilizados na preparacdo deste trabalho, relacio
nando-se, ainda, algumas obras cuja leitura se recomenda para
um aprofundamento no assunto abordado.

Agradecemos: ao Dr.R.M.0.Galvdo 2 & Srta. I.H,Tan pe

la revisao do texto e 5? Srtas. I.T.Yokomizo e I.Carneiro pela

datilografia.

|
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I. INTRODUCAC

I.1. FUSAO TERMONUCLEAR CONTROLADA

O principal obj=tivo do programa de fusao termonu-
clear controlada € o de aquecer um gas (constituido por atomos
leves) a uma temperatura bastante elevada, e confina-lo atraveés
de campos eletromagnéticos por um periodo de tempo suficientemen-
te longo, de forma a se conseguir uma quantidade de energia (a-
través das reacoes nucleares de fusao) maior que a consumida nos
processos de confinamento e aquecimento1'2.

A reacdo nuclear que se mostra mais viavel para ser

utilizada nos futuros reatores é3'4:

D+T + (He" + 3,5 MeV) + (n+ 14,1 MeV) , (1)

cuja secdo de choque, em fungdao da temperatura de aquecimento do

gas, & mostrada a seguir3.
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Fig. I ~ A reacdo D-T, pela sua alta secdo de choque, é a mais
vidvel de ser utilizada nos futuros reatores.

A barr=ira coulombiana que atua durante uma colisao

deutério~-tritio é de aproximadamente 0 KeV. Er um plasma que
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se encontra 4 um temperatura média T~ 100 KeV, toda particula
que possui velocidade igual ou superior que a velocidade media
da distribuicao, tera também energia suficiente para transpor
essa barreira.

Levando~se em conta o efeito quantico de tunelamen-
to, mostra-se ainda gque uma temperatura de T" 10 KeV ja seria
suficientemente alta para permitir uma obtencdo de energia razoa
velmente maior que a consumida, numa reagao D-E‘3. Nesse caso,
a densidade n do plasma, e o tempo de confinamento 1, esta-

riam relacionados pela condicao:
nt 2 1x10' s/cm? (2)

conhecida como critério de Lawson, gue relaciona, para tempera-
turas diferentes, o valor minimo do produto nt, para que a e-
nergia produzida no processo de fusao seja maior do que a gasta

3
nesse processo .

I.2. TOKAMAKS

As maquinas de confinamento com geometria toroidal
tém se mostrado mais convenientes que as de geometria linear, uma
vez que as primeiras nao possuem extremidades, por onde as par-
ticulas poderiam escapar.

O tokamak, entre todas as magquinas de confinamento,
foi a gque apresentou, até o momento. os resultados mais promis-
sores, no gue se refere a obtencao da fusdo termonuclear contro
ladas.

Os principais conceitos em que se baseia o funciona

mento dessa maquina foram desenvolvidos durante a década de 50,



principalmente pelo fisico russo Artsimovich. Ja na década se~
guinte, alguns tokamaks entraram em opera¢ic no Instituto Kurchatov
em Moscoi. Os resultados experimentais obtidos, apresentados
em 1968 na conferéncia de Novnsibirsk, patrocinada pela IAEA,
alcancaram tremenda repercussao entre os fisicos de plasma dos
paises ocidentais. Um grupo de fisicos britanicos especializa-
dos em diagnésticos por laser (espalhamento Thomson), trabalhou
no Instituto Kurchatov, em 1969, e confirmou os resultados anun
ciados pelos russos e que estavam sendo encarados, até entao, com
uma certa incredulidadeﬁ.

A sequir, Artsimovich proferiu uma série de confe-
réncias no Instituto de Tecnologia de Massachussets - EUA, bas-
tante informativas, e ja em 1970 entrava em operagao o primeiro
tokamak americano, reconst+~uido de um stellerator, na Universi-
dade de Princeton.

E curioso, no entanto, notar que a construgao do pri
meiro tokamak fora da URSS, ocorreu em 1965 em Camberra - Austra
lia. Com esse tokamak, uma eqiipe de pesquisa pequena conseguiu
obter resultados cientificos 1mportantes7.

Na Jécada de 70 houve um enorme esfor¢o mundial no
sentido de construir novos tokamaks e de desenvolver diagndsti-
cos mais precisos e eficiantes,

Na tabela I encontram-se relacionados alguns parame
tros tipicos relativos ao: tokamak T-3 (Kurchatov, 1969), as ma
guinas recentes de grande ;.vort:e6 e ao primeiro tokamak brasi-
leiro, o TBR-1, instalado na Universidade de Sao Paulos.

Atualmente, dois gigantescos tokamaks entraram em
operagao (o TFTR de Princeton - EUA e o0 .JET - Inglate-ra), e

outros dois jA estdo na fase final de construgao (na URSS e no

Japao). A principal finalidade desses quatro tokamaks, € o de



r J M ;
- _ _ maguina de _
Parametros T-3 grande porte TBR-1
1
P 130 KA 2000 KA 10 KA
(corrente de plasma)
T
P 70 ms 12 s 6 ms
(tempo de descargal
To
1500 eV 3500 eVv 100 eVv
(temperatura de elétrons)
Ty
500 ev 7500 ev 10 ev
(temperatura de fons)
n
€ 5x10? em™?[1x10** em™? |+ 10®* cm™?
(densidade de elétrons)
e
10 ms 100 ms 0,5 ms(?)
(tempo de confinamento)

TABELA 1

operar em regime de reator, e alcangar a marca do "break-even”,
i.é., conseguir retirar, pelo menos, a mesma quantidade de ener-
gia que a consumida; e desta forma, demonstrar a viabilidade da
fusao termonuclear controlada.

Esse quadro poderia levar-nos a concluir que o fun-
cionamento de pequenos tokamaks & desnecessidrio; isso, todavia,
nao & verdade. Tokamaks de pequeno porte ainda sao bastante
Uteis, ndo somente ao adestramento de pessoal cientifico,mas pa
ra auxiliar tambem no grande esforgo empreendido mundialmente em
busca da fusdo termonuclear controladi. Um exemplo bastante sig

nificativo é o tokamak TOSCA, que possul »s mesmas dimensdes geo-



.5.

métricas que as do TBR-1 e que deu importantes contribuigCes aos

aspectos de equilibrio, instabilidades e aquecimento de plasnass.

I.3. EQUILIBRIO DO PLASMA EM TOKAMAKS

Nesta secdo sera apresentadsz uma breve introducao a
respeito dos mecanismos de funcionamento de tokamaks3'9. Em ge
ral, sera considerado um modelo simplificado (o denominado "to-
kamak padrao"), que possui uma razao de aspecto, %—9- , grande (§-°>> 1,
sendo R, e a os raios maiores e menores, respectivamente),

secdo circular, e simetria axial (as varidveis nac dependerao,

portanto, de ¢); veja Fig. II.

campo mggnético
toroida
b/';

/"

C eixo rrincipal

campo magnético poloidal

Fig. II - Os campos magnéticos toroidal e poloidal compée o princi

pio basico de funcionamento dos tokamaks.

0 campo magnético toroidal (B¢) € criado por uma
corrente elétrica quase-estaciondria, que percorre um conjunto
de espiras externas, enroladas ao redor do torus, conforme es-

quematizado na Fig. III.



Fig. III - Uma corrente elétrica quase-estaciondria, pelas espi
ras toroidais, € que provoca a formagao do campo B

’l

A corrente de plasma Ip , @ gual é criada pela va-
riacdo do fluxo magnético induzido por um transformador eletri-
co, gera, por sua vez, um campo magnético poloidal (Be). 0 aco
e B

plamento desses dois campos, B g resulta em um campo mag

¢
nético composto de linhas de forca helicoidais que tendem a con
finar as particulas do gas em movimento. Em geral, o passo das
hélices varia com r.

Duas intersecc¢oes sucessivas de uma linha de forca
com o plano poloidal correspondente a ¢ = constante, apOs uma

volta toroidal completa (A¢ = 27) , determinam uma variagd 1 na

coordenada angular & (A0 =1). Supondo-se
1= 2m g, (3)

onde m,n sao inteiros positivos, entao a linha de forga fe-
cha-se sobre si mesma, apés n voltas na direcdo poloidal e m
voltas na toroidal terem sido dadas. Se considerarmos, por exem

plo, que m wvoltas sdo dadas na direcdo toroidal, entio:
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L= (m) (27 r-':l) = 2tn : (4)

0 qual & um numero bem definido. Todavia, de maneira geral, as

linhas de forca seguem a relacao:
1 = (2r) ., (nOmero irracional) . (5)

O modelo cilindrico, correspondente a uma grande ra
zao de aspecto (%"— >> 1), &€ quase sempre bastante itil e comumen
te adotado, porque simplifica muito os calculos numéricos e exi
be prontamente varias caracteristicas importantes dos plasmas
confinados por tokamaks. Nesse caso, deve-se considerar a se-

guinte correspondéncia de variaveis:
(r'e'¢) — (r'erz=¢R) v

de modo que os parametros do equilibrio tornam-se independentes
de z, e as perturbacOes passam também a ser descritas por fun-
¢Oes periddicas em z. Deve-se ressaltar, entretanto, que ao
se considerar ~%§>> 1, estdo sendo desprezados os efeitos to-
roidais.

Vamos agora discutir rapidamente ccmo ocorre uma des
carga elétrica em um tokamak (veja Fig. 1IV).

Inicialmente carrega-se o banco de :apacitores, e com
o fechamento da chave K , um intenso fluxo magnético (y) sera
induzido na regido interna do tokamak. A partir da lei de PFara

day, obtém-se entao

1 a2 kL) 1_3
%E.dl Tt -’ZﬂRE‘p =-3t-’E¢’-2‘ﬁRT¥ . (6)

0 campo elétrico E¢, assim gerado, da origem a uma

densidade de corrente elétrica j¢ , de acordo com a equacao:



chave K

1

=== Banco de Capa
- citores

Fig. IV - A corrente de plasma é formada segundo principios i-
dénticos aos da corrente secunddria em um transforma-

dor.

E = TIJ¢ ’ ! (7)

ou seja, o plasma desempenha a funcdo do secundario em um trans
formador. Esse mecanismo s6 funciona, entretanto, se o tempo
de penetracao do fluxo magnético através do vaso toroidal for

muito menor que aquele durante o qual a variacdo de fluxo ocor-

rea |

Nessa configuracdo, as linhas de forca do campo mag

!

netico total, devem satisfazer a relacdo:

ax dy gz gt | )
y

-

Quando a aproximagdo 2z =R.¢ é utilizada (modelo cilindrico),po

de-ge escrever ainda:

1d@ _ Rd¢ _ df
By B, B |

(9)

Seguindo~se, entao, umajlinha de for¢ca em uma volta

completa ao redor do toroide, tem-s# que:



= =2 - .
d¢ = RBe dé = q(r)as : (10)
sendo que o termo
rB¢
gqglr) = ﬁg (11)

e denominado "fator de seguranca" do tokamak.

Da definicdo de 1 , dada anteriormente, se A¢=2m
entao A8=1, de forma que no limite de A¢+d¢ , A6+d68, e o
fator de seguran¢a q podera ser também escrito como:

2r = qu = q = — .

Uma linha de forca do campo magnético resultante, ao
redor do toroide, pode ser percorrida varias e viarias vezes, sem
que se chegue ao ponto de partida; a ela esta associada, entic,
uma superficie magnética, caracterizada por um determinado valor
de q. As outras linhas de forca apresentardao também, o mesmo
comportamento, cada qual correspondente ao seu proprio valor de
g e que, como um todo, formam varias camadas, bastante proximas
umas das outras, dando idéia de uma "cebola”. As dnicas exces-
sdes, entretanto, se referem as camadas correspondentes a q==g,
cujas linhas de forcas, associadas a tais cezmadas, dao vol.as
a0 redor do vaso até atingirem o ponto inicial. Essas superficies
sio chamadas "superficies racionais” e, como veremos posterior-
mente, desempenham um papel muito importante no que se refere
aos processos de instabilidades gque ocorrem durante o confinamen
to do plasma.

O aspecto gecmétrico do tordide determina por si prdprio que

as espiras toroidais, ao serem instaladas, se posicionem de mo-
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do a estarem mais proximas umas das outras na regiao radial in-
terna do vaso, do que na radial externa, conforme é mostrado ha
Fig. V. 1sso resulta na formagido de um campo magnético toroidal
mais intenso em um ladce do que no outro, e dessa forma, uma for
¢a radial expansiva passa a agir sobre todos os anéis de corren
te d}, que formam a corrente de plasma,e atna sobre a coluna

de plasma como um todo.

#
'b-‘
S ~
> F
Ro
aj

(a) (b)

Fig. V - As espiras toroidais si3c mais espacadas ao longo da regiao radial
externa (a), o que resulta no aparecimento de uma forca expansiva
sobreoselesuxtosdecorrentecﬁ (b).

Essa forga pode ser escrita como:

B s [IxaByi=jaB, =js°§—: , (12)
e ela sempre precisa ser contrabalanceada através de um campo
externo conveniente. Isso @ feito com a utilizacdao de espiras
localizadas convenientemente proximas ao vaso (ver Fig. VI), e
que produzem um campo magnético, na regiio do plasma, de dire-
c¢ao vertical. A forga que atua no plasma, correspondente a es-
ge campo, € entao escrita como:

i‘v 2 3x§v *-jB, & . (13)
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T espira vertica:
superior

espira vertical

inferior

Fig. VI - A forca expansiva sobre os anéis de corrente é devidamente cance
lada com a introducao de espiras verticais.

Das equacdes (12) e (13), obtém-se:

. 2a
BV s ABO s Ro B9 . (14)

A configuracao das linhas de forga resultante da su
posigao dos campos Bv e Be sera, portanto, da forma apresen

tada na Fig. VII.

-‘

< oy

Fig. VII - A superposicdo dos campos BV e Be determinam que as
linhas de forga, no interior do vaso, sejam fecha-

das
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I.4. INSTABILIDADES DO PLASMA EM TOKAMAKS

Qualquer instabilidade em tokamaks, como veremos pos

. 10
teriormen*e em detalhes, pode ser escrita como :

§F ~ f(r) el(m+nd) . (15)

sendo m,n = 0,1,2,... ., 0s numeros de onda dos modos.

As principais instabilidades sao:

a) Instabilidades de dobra ("kink instabilities™)

Elas aparecem proximas a superficie do plasma, em
torno das superficies magnéticas com q==% %,-%, ..., quando
tais superficies sao formadas fora da regiao de plasma11 (ou se
ja, no vacuo). A presenca dessas instabilidades acarreta a de-

formacaoc da coluna, como mostrado na Fig. VIII.

a) Equilibrio b) Instabilidade de dobra

Fig. VIII - As instabilidades de dobra se caracterizam por de-
formazem toda a superficie externa da coluna de plas
ma.

A magnetohidrodinamica (MHD) & a teoria que propria
mente descreve as instabilidades de dobra, e isso é feito consi
derando-se o plasma como um fluido ideal (sem resistividade),

linearizando-se as equagoes MHD, e considerando:
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- - ->
E+vxB = 0 . (16}

A instabilidade de dobra com m=n=1 é a mais peri-
gosa em tokamaks e pode ser evitada se a condigao
gir) > 1
5

for satisfeita”.

b) Instabilidades de ruptura ("tearing iastabilities®)

A utilizacao da teoria MHD & também bastante apro-
priada na predicao teodrica dessas instabilidades11. Nesse caso
a grande alteracao a ser realizada, & considerar a existéncia da
resistividade elétrica do fluido, de forma que a eq. (16) passa

entao a ser escrita como:
E+vxB = n3 . (17)

O aspecto mais interessante, associado as instabili
dades de ruptura, se refere a formacao de ilhas magnéticas, que
surgem devido aos distirbios no campo magnético, em torno das
superficies raciorais (e que nesse caso, localizam-se no inte-

rior do plasma).

A confirmacdo experimental dessas duas instabilida-
des é obtida ao se analisar as oscilac¢des dentes-de-serra e as
de Mirnov''12,

As oscilacoes dentes-de-serra podem ser observadas
através da detecgdo dos raios-X de baixas energias, emitidos pe
la regido central da coluna de plasma; e gue correspondem a su-
perposicdo de dois modos, o ms0 (~5 a 10 KHz), e 0o m=1 (~ 40

a 80 KHz), conforme mostrado na Fig. IX. A condigdo necessaria

para o surgimento dessas oscilacdes é a de se ter, no centro do
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plasma, um fator de seguranga menor ~ue um (gq(0) < 1).

-

intensidade
dos raios-X

_ ~5ms

Fig.IX - A instabilidade de ruptura (m=n=1) é a causadora das
oscilagoes dentes-de-serra, correspondente ao modo
m=n=0

As oscilacoes de Mirnov, por outro lado, sdo deteta
das, posicicnando-se peguenas espiras magnéticas ao redor do plas
ma. Essas oscilajoes estao associadas as superficies racionais, no in
terior da coluna, e suas fregiiéncias caracteristicas situam-se

na faixa de 10 a 100 KHz .

<) Instabilidade de disruptura

Essa instabilidade é a mais perigosa porque, quando
surge, provoca uma subita queda na corrente de plasma, determi-
nando, por v.zes, 0 seu completo aniquilamento. A disruptura
frequer.temente ocorre em regimes de altas densidades de particu
las, e altas correntes de plasma, e sao precedidas por oscila-

¢oes de Mirnov de amplitudes crescentes11'12.

Os mecanismos pelos quais essas instabilidades sao
produzidas no plasma, ainda ndo sdo muito bem compreendidos; po
rém ja existe algumas evidéncias experimentais de que elas ocor
rem apos o acoplamento entre dois diferentes modos de oscila-
= 11
o

ca » © que corresponde a& superposicdo de suas respectivas ilhas



magneticas.
As variagoes tipicas nos valores da corrente de plas
ma (Ip), e do potencial elétrico induzido (Vloop’ sao mostradas

na Fig. X.

Fig. X - Uma tensdao de "loop” negativa é sempre observada quan-
do ocorre uma ir.stabilidade de disruptura.

Ja e um fato bastante conhecido (e que também sera
discutido em maiores detalhes posterio-mente), que ha algumas
condicdes envolvendo certos parametros do plasma, que devem ser
satisfeitas, de modo a se obter descargas mais estaveis em toka
maks.

A mais importante dentre elas, € a conhecida "condi

¢ao de Krushal-Shafranov”, representada pela jnequacéo11:

0<r <a . (18)

e

gir) > 1
rB
RBy
¢ao limita a intensidade da corrente de plasma, ja que para um

Uma vez que q(r) = , conclui-se que tal condi-
determinado campo magnético B¢, fixo, B, nao pode possuir um
valor qualquer.

Estudando-se os modos de ruptura, demonstra-se que

eles nao sdo prejudiciais ao equilibrio do plasma, se for satis
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feita a condicéosz

gla) 2z 3 . (19)

Vamos agora definir um parametro (B) que correspon-
de a razao entre a pressao cinética e a pressao magnética:
8= —o P = NK(T,+T ) . (20)
B ' i’e

20

Podemos definir ainda, da mesma maneira:

- P
Boloidal = B - (21)
2u,

Para que a condicao de equilibrio seja mantida, € ne
cessario, também, que o campo poloidal seja suficientemente gran

de de modo que tenhamos5

2
By

21 P

ol

ou entao,

R
Boloidal 2 a

O maximo valor permitido para B, pode ser encontra

do, faz~ndo-se:

8 By 1
B, “ BE+BL * :
P ¢ 0 1 +(22]
(B

Utilizando-se as equagoes (19) e (22), e lembrando-

se da definicao de q(r)__. + pode-se escrever a relacao
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i

a
BS-——-——R?'\'gﬁ ’ (23)
1+ 5=

3aj

f— —

que determina uma nova condicd3o a ser também satisfeita. Deve-
se ressaltar, porém, que esse resultado foi obtido para tokamaks
de seccao circular; para outras sec¢0es, no entanto, valores

maiores de 8 poderiam ser alcancados.

1.5. OPERACAO DE TOKAMAKS EM REGIMES ESTAVEIS

Da condicao representada pela eq. (19) , pode-se es-

crever que:

B
glay = 232 > 3 . (24)
8

i

Através da aplicacao da lei de Ampére, pode-se es-

crever que

e I

Is.az = w I, = Byla) = —L (25)

2na !
de forma que, combinando-se as equagOes (24) e (25), chega-se

21 B, a2

gla) = -F:1$T;: ’

de onde se obtém uma expressido que determina o miaximo valor per

mitido para Ip, dada por:

27B 2

a
Ip s -w%r T . (26)

min
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Portanto, para cada gq(a) , existe um valor de I R

min Prax

acima do qual as instabilidades macroscopicas tornam-se intole-~
raveis.

Por outro lado, da definicao de B e da eq. (23), e

imediato escrever que:

2ug NK (Ti+Te) . a
B* © 9R '

de onde se conclui que o maximo valor para a densidade de parti

cula, em um regime estavel, & dada por:

BZ

a
N < SR 5??7?::527 . {27)

Levando-se em conta esses limites de densidade e cor
rente, representados pelas equacgoes (26) e (27) respectivamente,
podemos estabelecer regides nas quais a operacdo de tokamaks po
deria ser realizada em regimes estdveis. Essas regides, num dia
grama Ip-N, sao apresentadas na Fig. X1°.

limice

ruskal- -;ggzzza----au;-;
haf ranom """"
7 v

...... -3

Away o A . limite de
; alta densidade

limite de baixa corrente

p p am—

", m?

Fig. XI - Ilustracdo das regiGes de operacdo de tokamaks em
regimes estaveis.
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Na figura acima, a linha tracejada que delimita par
te da regiao correspondente a gqia) =3, & denominada "limite de
elétrons fugitivos” porque quando a densidade cai abaixo de um
certo valor, a probabilidade de um elétron efetuar uma colisac
com um ion torna-se cada vez menor, e consequentemente, o Jivre
caminho médio desses elétrons torna-se cada vez maior. Realizan
do poucas colisoes, alguns elétrons absorvem mais e mais ener
gia do campo elétrico aplicado, tornando-se extremamente energé
ticos, o qgue os torna capazes de fugir ao confinamento, e poris
so denominados de "fugitivos" ("run-away electrons”"). O surgi-
mento desses elétrons deve ser evitado porque dissipam energia

do plasmas.
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11. EQUILIBRIO MHD EM SISTEMAS COM SIMETRIA AXIAL

I11.1. EQUACOES BASICAS

Embora o conhecimento preciso dos mecanismos que de
terminam 0 equilibrio de plasmas magneticamente confinados seja

bastante dificil, varias das condig¢oes basicas que devem ser sa

tisfeitas, podem ser obtidas através das equagoes MHD12'13.

Essas equagoes sdo constituidas pelas relac¢ées fun-

damentais:

Conservacac do nimero de particulas

-g%+\7.(031 = 0 (28)

Conservacao do momento linear

av

pa—£=-w+§x§ (29)

Equacdo de transporte de energia (caso adiabatico)

(£ + @™ = o0 (30)

ou

condicdo de fluido incompressivel

v.v = 0 , (31)

além das equacdes de Maxwell:
V.E = 0 (32)

VXE = --g% (33)
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<
s
i
o

(34)

VB = ueli o+ e 32 . (35)
-> CP

Nas expressoes acima, v é a velocidade do fluido, e Y=g é
v

a razao entre os calores especificos a pressao e volume constan
tes.

Supondo que o sistema se encontre em um estado mui-
to proximo ao do equilibrio termodinamico, e que a velocidade de

um elemento de fluido seja nula, podemos escrever:
2 = 0 e v=0 (36)
ot !

de forma que as relacoes (28) a (31) resultam em:

VP = I xB . (37)

Denominando E' o campo elétrico medido em um refe
rencial gue se move com velocidade v (igual a do fluido), e de
E o campo medido no referencial do laboratorio (inercial) , a
transformacao de Lorentz que os relaciona, é dada por:

> 3 E > =
E' = (1-7) () + Y(E+VxB)
3 2 =Y,
sendo Y , nesse caso, igual a (1-—§7) .
Pelo fato da energia cinética média das particulas

no plasma n3o ser muito elevada, tem~se entiao que §<< 1, e por

tanto:
E'iE+;x§-n3 ’ (38)

sendo que

32 F -0V = 3 .
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A teoria MHD ideal considera a resistividade n do
plasma desprezivel (o fluido possui temperatura alta), de forma

que a eq. (38) torna-se:

E+vxB = 0 |, (39)
e, como C\JO ’

E = 0 . (40)

Aplicando-se as relacoes de (36) e a condicao (40)

nas equagoes de Maxwell, tem-se ainda, que:
V.B = 0 (41)
vxB = 13 . (42)

£ interessante notar que multiplicando-se por B a
equacao {37) (que juntamente com a (41) e (42), forma o conjun-

to de equacgodes basicas do equilibrio MHD ideal), obtém-se que:
B.vp = 0 , (43)

de onde se verifica que P é constante ao longo das linhas de
for¢ca do campo magnético, ou seja, VPj_ﬁ. Se da mesma maneira

for realizada uma multiplicacao por }, chega-se entao, que:
J.op = 0 , (44)

de forma que P, por sua vez, é constante ao longo das 1linhas
constituidas pelo vetor 3. Apesar dos resultados (43) e (44),

em geral,
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I1I.2. EQUILIBRIO MHD EM COORDENADAS CILINDRICAS

O sistema de coordenadas cilindricas, definido pelo
conjunto de variaveis R, d e 2, & representado em funciao do
tordide, no esbogo abaixo (Fig. XII) ; sendo que a geometria do
sistema permite considerar o equilibrio como sendo independente

de ¢, ou seja, -a§—=0.

Fig. XII - As variaveis R, Z e ¢ é que formam o sistema de coor
denadas cilindricas.

A equacdo (41) é entdo escrita em funcao dessas co-

ordenadas, como:

2 (RBL) + -5

3R R (8,) = 0 , (45)

Z (/

o) -

que @ automaticamente satisfeita, se considerarmos as componen-

tes B, e B, do campo magnético total sendo dadas por:

- -13 . 1 3¢

Bp=-23¢r € B,=33 (46)

sendo ¢ uma varidvel que depende de R e Z (¢y=y(R,2)).
Aplicando~-se, ainda, o operador divergente aos dois

lados da equagaoc (42), pode-se escrever
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o que resulta em eqguagdes, para as componentes de 5’, analogas

as obtidas para o vetor B (egs. (46)):

o _1a1 I S ]
jr=-"32 © Jz°%®3 ; I =1I(,2) . (47)
Substituindo-se (46) e (47) em (42), obtém-se as com
ponentes:
3B £):
. ¢ oI ¢
mig =<5z = - ¥ m T w “e
3 9 3
o, = % 3g (RB,) = % 3-% = %ﬁ (RBy) (49)
dB JB
uojo = - -TRZ + -éTR . (50)

As equagoes (48) e (49) sao simultaneamente satisfei

tas com a escolha de

TP P R . (51)

Substituindo-se Bz e B

expressOes apresentadas em (46), chega-se entao a:

R’ da equagdo (50), pelas

3 (3 (123, 12°

j¢"uo{n[naa*naz]} ’ (52)
3 {1 32 * -

Denominando-se o operador Rﬁ R 38| * 3T ¢ de A" , a equagao

{52) pode, entdo, ser apresentada numa forma mais compacta:
Jp = --—EA*w . (53)

Se da mesma forma forem substituidas as equacgdes
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(46) e (47), na equacao (37) teremos entao as seguintes compo-

nenates:

i) componente em ¢:

oP B oI Jy oI 3y

36 - - IgBg*IgBp =0 = L R =IR3IZ

que corresponde ao jacobiano

¥ 3
- Y
M -~ -
J[R,Z =0
a a1
5% 9% |

de onde se conclui que I & fungio de ¢ (I=1I(y)) e que por

tanto, suas derivadas em R e 7 podem ser expressas por:

31 3T 3y _ ;. ¥ 9L 91 3y _ ;4 3V
3R 3 3R ° X 3R € Z *3W 3z -1 3z - (54)
ii) componente radial:
) S = - Mgl 31 1 Yy (2Y -
58 ° ~ JgBo * 3Bz = - R 3 - mrr MW -
2 = 1 * 2 -31
W(Aw*'UOII') TR . (55}
1ii) componente em 2:
3P d
.- (UET I . aty) W (56)
HeR ¢ 3z

As equacoes (55) e (56) mostram que também Ps=P(y).

Uma vez que tanto a corrente quanto a pressdo dependem dessa fun
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cdo escalar ¥, em sistemas com simetria em ¢, a obtencao des-

sa fun¢ao possibilita a analise das condi¢odes de estabilidade do

plasma.

Sendo P=P(y), entao

3P _ 5. 3
58 - F 3R !

e a partir da equacao (55) podemos escrever A*Yy na forma:

A*y = - o R?P' - IT1'yd , (57)

que é a conhecida Equagao de Grad-Shafranov, a qual deve ser resolvida, de
forma a se cbter y(R,2), uma vez conhecidas as funcoes P(y) e I(y).

As expressbes gerais de B e ; que satisfazem as

condicoes (46), (47), (51) e (53), sao:

B = %[:Vw x é‘b + UoI§¢] (58)
e
- 1lvrxe, -8¥5s (59)
R & ~ W S0 ’

sendo «‘=.'45 0 versor correspondente a coordenada ¢.

De modo a comprovarmos a validade das expressoes (58)

e (59), vamos utiliza-las, por exemplo, no célcul:o de Bz e jQ .

=1 3 s | .
2 2° Rez.{vwxe°+uole°}-

1 - - - -~ 1 -~ -
-— E o *
=R{ez.vw>¢e¢+u01ez.e¢} R{Vw.e(b)ez}-i

1 -
“lel—!{vw.eR} '

0 que implica em pegarmos apenas a componente racjiial do gradien
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te, ou seja:

1 9
Bz = ® m¥Y
e
- T AYy . _
1 - - A*y . - _ 1 *
= —R{Vl.eq’xe@-uo “'¢-e¢} = -UORAW ’

como ja sabiamos.

I1.3. EQUILIBRIO MHD EM COORDENADAS "TOROIDAIS"

As variaveis que compdem o sistema de coordenadas to

roidais, sao representadas por r, 8 e ¢; sendo ér 8. e &

e ¢’
seus respectivos versores. Enquanto a componente ¢ & idénti-
ca a das coordenadas cilindricas, r e 6 estaoc relacionadas

com R e Z sequndo o esquema da Fig. XIII.

Fig. XIII - No esquema, estdo representadas o sistema de coor-

denadas"toroidais” (r,6 e ¢) e seus respectivos ver
sores (ér, ée, é¢).
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E imediato perceber que um sistema de coordenadas po

de ser escrito em fungao do outro, segundo as relagoes:

R=-Ry; = rcos8 ==p» R = Ry + rcosé
Z = rsiné6 (60)
¢ = ¢ ’
ou entao:
r = /TR-RQ): + 2°
(2 )
6 = arctg =1 (61)
¢ = ¢ [

Por sua vez, o conjunto de versores de um sistema
pode ser escrito em funcao dos versores do outro sistema,da for

ma:

ep = coseer - sj.neee ¢=.'r = cosBeR + sineez
e, = sineer + coseee ou ey = -8in o eR+cosGez (63
e¢ = e¢ e¢ = e¢ .

Vamos agora procurar escrever as componentes dJo cam
po magnético ja conhecidas (equacoes (46) e (51)), em termos
das coordenadas "toroidais", definidas acima.

Antes porém, € preciso escrever o operador gradien-

te

- 9 =

- 3
V-ﬁen+aze

2

em termos dessas novas coordenadas.

Sabemos que

Z = Z(r,H8) e R R(r,0)

~e
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assim

3 _3x 338 5 _s3r 3 30

32 ~ 9r 92 T 30 32 3R ~ 3r 3R T 3¢ 3 :
Utilizando as relagoes (61), obtemos que:

9 R-R Ro - R r cos B

3§= g = or = crs =COSB I}

V2% + (R-Ry)*

e

a8 _ 1 _ z_ _|._ - rsin@ . __sineé

3R ~ 2 (R~-Rg)? |  r?cos?6+rsin® 6 ~ r '

'+ ®-Ro1?

onde foi utilizada a identidade:

] 1
ﬁarctgx = 77X

Da mesma forma, em relacao a variavel 2 , temos:

oxr Z
32 5§ ° sin @
1 R=Ro _ cosé
YA - (R-Ro)’ + 23 - r *

Substituindo-se esses resultados na expressdo do gra
diente, e lembrando ainda dons resultados obtidos em (62), chega

mos que:

= &, - (63)

]
Veoord.ter. = 3% ¢ *

il

As componentes B_, Be e B

r podem agora ser ob-

@ 14
tidas, retomando novamente a expressiao geral para B , definigda

em (58):



) N - - -
i) B = e .B-i\er.wae¢+uoIer.e¢}-

r r
1] s xg b =1 - . L
4 PR T P : s .a) .1
ii) Be-ee.B-R{ee.vwxe¢+uolee.e¢}_Rar {65)
iii) B, = & E:l{é Vyxe, +pugIe é =Lq£ {66)
) ¢ " R | ¢° ¢ Lt T R :

Para obter-se as componentes do vetor densidade de
corrente (-j') nessas coordenadas, tem-se primeiro que calcular o
operador A* utilizando~se as relacoes (60) a (62), e a seqir,
utilizar o mesmo procedimento adotado acima (veja exercicios 4

e 5, no item 1I1.9).

I1I.4. EQUILIBRIO MHD EM COGRDENADAS DE FLUXO ORTOGONAIS

O sistema de coordenadas de fluxo, representado por
v,Xx e &, & utilizado principalmente na andlise de ondas e ins
tabilidades do plasma”.

A primeira componente desse sistema, é a propria
fungdo ¢ , solugdo da equagao de Grad-sShafranov (equacdo (57));
a terceira é a coordenada ignorada $=-¢ e a segunda (X) é es
colhida de modo que ¥, X e ¢ formem um sistema ortogonal. A
condicdo de ¢, X e ¢ serem coordenadas linearmente independen

tes, permite-nos escrever:

4

. X = 2y 3 1 3y Ax
Yy . VX O'*arar*?"ae 0

@

ou entao,
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VX, + ! YaX = 0 (67)
rr r¥ Yete °© ’

. oM
sendo hn = 3n

, a notacdo utilizada.
A coo-denada X, de certo modo, corresponde a um an
gulo (0 < XS 21m), que satisfaz as seguintes condig¢oes de contor-

no:

<@
L]
1]
(=]

se 0 , entao X

- -]
1]

se 21 , entao X 2n .

As linhas representativas das regioes internas ao
toroide, correspondentes a pontos de mesmos valores de ¢y e X,
sao mostradas na Fig. XIV. Essas linhas, em suas intersecgoes,

sao perpendiculares entre si.

linhas de v constante

e linhas de x cons
tante

Fig. XIV - As linhas correspondentes a y e X constantes se in
terceptam, no interior do vaso, formando &ngulospeg
pendiculares entre si.

Vamos procurar agora escrever as componentes de B e
3 nessas coordenadas. Para isso, sera preciso obter os verso-
res éw e éx correspondentes; e sera suposto ainda, que tan-

to a funcdo ¥(r,0) , como suas derivadas em r e 6, ji sdo co

nhecidas. |

f

I
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Pela definigdo de um versor, temos:

- 1 -
bl ! ¥ +—Wge
éw L T § r r € ¢ , (68)
TP ‘/ 2 1 2
Ve + T7 Vg
e como
_ - _ wregxer-r-wee(bxee
e =e,xe = ’
X ¢ w /w2+ 1 wz
r r e
entao
v &, -1y, &
& = = e r 8 r | (69)
/n2 , 1 2
Yo +e7 Vg

De posse desses resultados, e recorrendo também a
equacdo (58), teremos entdao que:

- - 11 - - - -
Bx=ex.B-§[ex.Ver°+ugIex.e¢] =
1 - - 1 - 1 vy
= = V'. 3 - . 3-_v - ’
ou seja,
v 2
B =-%J—"’L=-%|vw{ ) (70)
X K1
Da mesma maneira, podemos obter, pela equagdo (68),
que

B, =& .B = —b

v " ;ij'g’

1 - -
sw[vw.ver¢+uova.e¢]=o ’ {71)
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uma vez que V§y nao possui a componente em ¢.

Quanto a B¢ , haturalmente,

B, = ¥l (72)
¢ R

Ja que

B - B & B, &
T %% T P e

conforme demonstrado acima, e sendo B¢ a componente toroidal,
entdo Bx estara, necessariamente, relacionado com o campo po-
loidal do sistema.

Anteriormente, haviamos definido a fungao denomina-
da "fator de seguranca® do tokamak, como sendo

rB
glr) = Fp= - (73)

8

Essa expressao, no entanto, foi obtida utilizando-se
a aproximacao cilindrica para o tordide, e portanto, nao cons-
titui-se numa equacdo exata. Uma relacao mais geral para qir),
pode ser obtida através das coordenadas de fluxo.

Vamos primeiramente calcular os coeficientes métri-
cos hi, ha e hi, correspondentes as coordenadas ¢ ,x e ¢.

Um deslocamento infinitesimal ds, no espaco tri-d
mensional, pode ser igualmente representado por gqualquer siste-

ma de coordenadas:

(ds)? = (dx) 2+ (dy) 2+ (d2)2

coord. cartesianas

coord. "toroidais"

(d8)? = (dr)? + (rde)?+ (Rd¢)?

(d8)? = (h1dy)? + (hadx) %+ (h3d¢)?2 - coord. de fluxo .
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Ja que ds ndo depende do sistema adotado, entdo:
(ds)? = (dr)? + (rd8)?+ (RAP) 2 = (hydP) 2 + (hdX)? + (hadd)? . (73)

Dessa equacido, imediatamente concluimos que

hy = R . (74)
Mas como,

dy = wrdr + Vg ae (75)

ax = err + Xg de ’ (76)

que substituidas em (74) (e apds simples desenvolvimento de cal-

culos), chega-se a:
2 2 2 2.2 2 2 2
(Adr)* + r®(do) ¢ = (h“r + hs xr) (dr) -«

+ (h2v2+ hix2) (@8)% + (2hiy_wy+2hix Xp) (Aras) .

Comparando-se os termos dos dois lados dessa igual-

dade, tem-se gue:

2hi v, ¥y + 2hix_Xg = O |

o que corresponde a um sistema de trés equacgdes e duas incogni-

tas, cuja solucdo eé dada por:



_ 2 1 2.~
h, = (Wr t T wa) (77)
ry 1
_ X 2 1 2,=/2
hy = = W+ 5r %) : (78)
I A 1 2 _ VY,
Lembrando que (V¢ = R b ¥g)® 4 e que Bx-. R
podemos escrever (77) na forma:
1 1

Através da definicao matematica do jacobiano (J), o
coeficiente h; , por sua vez, pode também ser escritc em funcao
das equacoes (74) e (79), da forma:

1 )
J = h1hzh3 =z (R’ (hz) ‘i"—

B )

= h, = B J . (80)
X X

O significado fisico do fator de seguranga, confor-
me jd discutido, corresponde a razdo entre os caminhos infinite
simais percorridos, ao longo de uma linha de forca, nas dire-
¢oes toroidal e poloidal, respectivamente. No sistema de coor-

denadas de fluxo, 1880 equivale & relacdo:
q = qi{¥,x) = %% . (81)
Procuraremos agora obter uma expressao que relacio-
ne d¢ com dx . Para isso, consideremos um elemento de desloca

mento (df), que esteja sempre orientado tangencialmente as li-

nhas de forcﬁ do campo magnetico resultante; isso &,

E x dZ = 0 . (82)
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Como Bw=-0 (equagao (71)), entao

o+
]

[+ ]
+
o
M

mas como df é sempre paralelo & linha de forga considerada, e
+
esta ndo possui componente ¥y, entaoc df = (0, hodx , hid¢) , de

modo que a equacao (82) resulta em:

thXd¢ - th¢dx =0 .
e portanto
h,B,
d _ ¢ _ J
d * B C R By - (83)

Substituindo (83) em (81), tem-se finalmente que

A dependéncia de q com relagac a x, se da atra-
vés do jacobiano J, no qual ela aparece explicitamente. Inte-~
grando~-se a equacdo (84) em X, num periodo completo (2w) , ob-
tém-se uma expressao para o valor médio do fator de seguranca,

da forma:

2n
JB

3 ez —gtax = =80 (85)

27

o— - —

sendo A¢, o aumento de ¢ apos Ax = 27 (uma volta camwpleta na
direcdao poloidal). Representando o tordide "aberto” em um dia-

grama ¢-x (Fig. XV), podemos visualizar melhor a coeréncia des

ses resultados. .
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‘45

Ap=27q

o pres om s

.

0 27 X

Fig. XV - A uma variagdo em x, de 2%, corresponderda uma varia-
cdo em ¢ de 2nq.

Se

= numero racional '

=1k

q =

as linhas de forca fecham-se em si mesmas apos m voltas na di
recao toroidal, e n voltas na diregiao poloidal. A transforma

da rotacional passa, entdo, a ser definida como:

.,
L)

at |y
e

resultado semelhante aguele jA obtido anterioxmente (equacdo (11)).

I1.5. _F:QDILIBRIO MHD EM COORDENADAS HELICOIDAIS

A seguir serdo considerados equilibrios com simetria
helicoidal dependentes das coordenadas r e u=6~hz, sendo h
uma constante e 0 e 2z definidos com relacdo ao tordide, se~

gundo a Figq. XVI15.
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Fig. W1 - O sistema de coordenadas helicoidais é formado pelas
variaveis r e u=¢ - hz, sendo h uma constante.

£ imediato perceber gue, para qualquer par de valo-
res (r e u), constantes, a condigao u-=60-hz =constante repre

senta a equacao de uma hélice; assim:
du = d6-hdz =0 =P d6 = hdz ’ (86)

ou seja, 4 qualquer variaciao d6, sempre corresponderd uma va-
riacdo linear dz, em funcdo da constante h.

Um elemento de deslocamento situado ao longo de uma
l1inha helicoidal, correspondente & um dado valor de r , pode ser

escrito como:

al =rdeég + dzé, = (rhéy + &,)dz (87)

)

o que @& facilmente verificado através da Fig. XVII.

O versor éu , convenientemente definido de forma
a ser sempre tangente a hélice, & escrito como:

- hré, + &
at b =z (88)

‘3d£ 1 + r
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+
—u 31

,__'dz

i

Fig.XVII - O elemento de deslocamento d'f, ao longo de uma héli-
ce, pode ser decomposto nas componentes rdo e dz.

O versor &, , , Ppor sua vez, possui direcao per-
pendicular & hélice e estid contido na superficie cilindrica des
crita por r=constante. Esse novo versor, justamente com § e

ér , formam a base ortogonal (veja Fig. XVIII) necessaria a des

crigao do equilibrio MHD,.
z
l d
é
1 he
|
~.
}

Fig. XVIII -~ Na figura sao mostradas as direc¢des e sentidos dos
e ér.fomrbunabaseortoqc.n.

g é
versores & ., &

Por ser sempre perpendicular & hélice, a obtencao de

éhel pode ser realizada através do gradiente de u:
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- Vu
ehEI B . Vu '
mas
Vu = V(6=-hz) = = (6-hz)é_ + + == (6-hz)&, +
ar r r ae 8
+ 2 (0=-hz)é
52 z '
0 que resulta em
Vu = 1 &, - hé (89)
r 0 2z *
Dessa forma
le - ne & -hré
s - Vu _ r 78 z _ 9 B z (90)
hel Vu PILY T+ (hr

que

0 campo magnético total pode ser decomposto de for-
ma que uma de suas componentes tenha a mesma direcao e sentido
de éhel' A determinacao dessa componente (utilizando-se a e-

quacdo (58)), é feito a seguir:

1 - - - -
‘ehel = E[Vw.e¢xehe1 + “°Iehel'e¢] =

+ -1

hel

1 . €, - hre i
' Y1+ (hr)? YT+ (hr)? z 0
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=-—l—l_-hrla—"’+“°1
r or

Y1 + (hr)

|- A._:T__E[hrB 5| -

ou seja,

Bz [ée ]
B z | — -~ hr . {91}
hel /1 . (hr)z Bz

Devemos ressaltar que nos calculos anteriores utili
zou-se ¢ sistema de coordenadas c:ilindricas, e considerou-se ain
da o eixo z como sendo o eixo geométrico do tordide (o que cor
responde & situacao em que a razao de aspecto € muito grande},
o que implica, portanto, em 6= ¢.

A constante h, como justificaremos posteriormente,

pode ser convenientemente escolhida como sendo:

’ (92)

2z

1
b= R

onde n e m 830 numeros inteiros fositivos, e 2mR, & o com
primento do cilindro periddico.

Assim, a equacao (91) pode ser posta na forma:

.

8_n ey e, & 0 0 1
Phel 'Bz[Bz mn,]m B, Ro{r B, m}m

ou en%:ao:

r |1 n 1
hel * Bz &, {q - ﬁ] st (93)

de onde se conclui gue essa componente anula-se justamente na

1 n
superficie em que g hme
A equagao

-
V.B = 0 '
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permite-nos escrever uma expressao para © <ampo magnético,em ter

mos de uma funcao vetorial (potencial vetor), como:

B = vxA , (94)
cujas componentes Sao:
g . 1222 2
r r 386 T 23z
3A JA
r z
By = 3z ~ 3¢ (95)
JA
1 5 1 r
B, = v3c WR) - 58 -

Supondo-se que i:i(r,u) » e sendo u=6-hz, pode

mos escrever ainda que

3 _ 3 du _ 3 3 _ 3 3du _ 3
-3 "% ' ¢ % Wi "o (96

Substituindo-se as relacoes de (96) nas de (95), ob
tém-se:

1 6
Br B YT h u
9A
] z
By = =-h Ju Br - Or (97)
1 o 1 9
B, = v fR) - 35 B -

Introduzindo-se a funcao escalar ¢ , tal que

¥ = Az+hrAe ’ {98)
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obtém-se entao, a partir de (97), que:
- 1 3
Br - r Jdu (99)

ELZ

5 - {100)

Br - Py (FRe) = -
Se supusermos, por exemplo, uma situacao de egnili-
brio onde Br =0 (linhas de forga do campo poloidal sao ciccula

res), entao

gue, integrada em funcao de r , permite o calculo de V¥, a par-

tir da funcao gi(r), na forma:

r r
oo | e myar o | 222 (BP0 o0g
z 8 J Ry (T B, 0 ’
0 0
rB
mas como h = RLQE ,r € glr) = RoBz , entao:
&
r
B
z g_ﬂ
vir) =-—°'I [m qudr . (101)
0
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I1.6. RESOLUCOES DA EQUACAO DE GRAD-SHAFRANOV

II1.6.a. SOLUCAO CONSIDERANDO I' NULO E P' CONSTANTE

Como visto anteriormente, se escrevermos o operador

A* em coordenadas cilindricas, a equacdo (57) de Grad-shafranov

torna-se:
{{a—az-z,-} . [ai;,} ‘lniai}"’ = - uyR? g—i- 21 g% . (102)
Adotando perfis de corrente e pressao na forma'®
P = -A(1+a?)y + cte = g—‘; = P'= -A(1+a?) (103)
e
I=cte#%%=1'=0, (104)

onde A e a sao constantes, a equacao (102) torna-se:

32*32_1_9_111,
927 aR? R 3R/

,

que admite solugdo da forma:

2
ve- 2 2R (ciR?s4a222) (105)

Nessa equagao, C também & uma constante, e possui
um significado fisico bastante interessante, o qual passaremos,
agora, a analisar em detalhes.

Devemos, antes, ressaltar que, ao considerarmos I
constante (equacao (104)), estamos supondo que B 4'%, que &

¢
a dependéncia de B¢ em R na auséncia de plasma, ou seja, nn
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vacuo. Isso certamente nao corresponde & realidade, visto

que na formagdo do plasma, o campo toroidal é& bastante alterado,

devido aos efeitos paramagnético ou diamagnético do plasma.
Escrevendo o gradiente de y em coordenadas cﬂindri

cas, temos:

& + N2 , (106)

Vo = R A/

QJIQ)
e

de forma que, substituindo (105) em (106), chegamos a:
vw=..quRB(mzR’na’z’)éR-Razzéz] . {(107)
Impondo que o gradiente de y é nulo, através da e-
quacao (107), conseguimos obter as coordenadas (Ro,Z,) corres-
pondente a posicao do “"eixo magnético” do plasma. Esse eixo &

definido de forma que em todos os seus pontos, o campo poloidal

& nulo. Dessa forma:
W s - uoaﬁo[%(C+2ﬁ§+4a2 23) 8, - ﬁoazioéz] .o ,

O que resulta nas equagoes:

- 2 .

-uohno{%+%“-+a’z§} = 0 (108)
e

- UARIZ, =0 ~ Z, = 0O . (109)

Substituindo (109) em (108), obtemos que

ﬁg--%-rﬁo= -5 (110)
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de onde se conclui que C ¢é uma constante necessariamente nega
tiva, e que esta intrinsicamente relacionada com a posicao do
eixo magnético.

Chamando por ¥(Ro,Z%¢=0) = yo, o valor de ¢ , no

eixo magnético, temos entao, pela equacao (105), que:

= 4
wo=“—"-:’;—Ri--»A=—8—'.u , (111)
[y
Mo Ro
de forma que
R? =
Y= - Yy — (- 2Rj +R?+ 4a22%) . (112)
Ro

Estamos agora em condicoes de determinar as linhas
isobaricas no plasma, através da expressao de §, fornecida pe-
la equacao (112). 1Isso e possivel pois, conforme discutido an-
teriormente (item II.2), a pressiao depende unicamente de Y (P=P(y)) ,

e assim:

VP = ET VW . (113)

No caso particular, onde Vy=0, teremos também VP=0 (veja Fig.
XIX), o que constitui~se numa condigao alternativa a ser utili-
zada na obtencao da posiciao do eixo magnético, quando tal proce

dimento for conveniente.

Vamos inicialmente relacionar ?s coordenadas cilin-
dricas que estao sendo utilizadas, com §s coordenadas ditas
"pseudo-toroidais” (r',8’',¢) , que sao simplesmente as coordena
das toroidais, definidas a partir do eixo magnético do plasma, e

nado mais do seu eixo geométrico. |
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‘)

vacuo
plasma

Fig. XIX - Na pressao no interior do plasma é maxima exatamen-

te onde Vy = 0, o qual corresponde ao eixo magnéti-
co

Dessa maneira, podemos escrever as relacoes

R = Rp + r'cos 6’
{114)
A = r'sain o' ’

que substituidas em (112), e efetuados os calculos, resulta:

,y 2
V= - ¥ {1 ~ (4a?8in?0' + 4cos?9') [-5-), -
Ro)

3 A
- (8a?sin20'cos 0' + 4cos=e')[-‘f—] - (4a?sin? 0' cos? e')[£—) } )
Ro RoJ

Como Ry &, basicamente, um parametro de constru-
cao da maquina (io AvRy) , e & sempre escolhido de forma que

BI-_E >> 1, entfc ¥ pode ser escrito como:
4 2 i 2 K 2 a0 r')z} 15
] -wo{1-(asn +4cose)[§ﬂ ’ (115)

sendo a uma constante, que, dependendo do seu valor, determina
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as varias formas possiveis (tedoricas) para as linhas isobaricas.
No caso especifico de se escolher a=1, a fungao ¥

nao mais dependera de §8'
r'\z}
Vv v -9 {1"4["-—Ruj ’ (116)

e consequentemente, as linhas isobaricas formam circulos concén
tricos em torno do eixo magnético.
O campo magnético poloidal, nesse caso, pode ser es

crito como:

- > 1_- ~ - -
Be, -ee,.B--r-TI_a..V(pxe¢+ UoIee,.e¢] =

1 R 1 2
A L T
ou entao,
B, = =~ o {-s[ﬁ}} = 8y, (117)
8 Ro) Ro

que também nao depende de 6' , e cujas linhas de forca sao igual
mente circulos concéntricos.

O sentido (hordrio ou anti-horario) das 1linhas po-
loidais, pode ser determinado calculando-se as componentes Bz e
BR do campo resultante, coordenadas "toroidais”, Vamos fazer
isso, re-escrevendo ¢ em funcao das coordenadas cilindricas.

Pela Fig. XX, vemos que r' esta relacionada com R

e 2, da forma:

r'? = 2! 4+ {(R-Rg)? , (118)

de modo que a equacao (116) passa a ser escrita como:
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Fig. XX -~ Nessa figura esta sendo mostrado como as coordenadas
pseudo~toroidais estao relacionadas com as cilindri-
cas.

v v o= o {1 - _iz[zh (R-R(,)’]} . (119)
Rg

Portanto temos, das equacoes em (46), que:

B_ =
R R
R3

|-

B = = Y a 8yo
32 Rz
0

o| =
L L

de onde se conclui que, para valores de 2 positivos, BR é po-

sitivo; e para valores de R maiores que R, , B, & negativo, o

Z
que demonstra ter, o campo magnético poloidal @ boloidal = §R+§z),

o sentido horario, conforme indicado na Fig. XXI.
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Fig. XXI - A adig¢ao entre os vetores ﬁR e Ez determinam o senti

do (horario, nesse caso), do vetor §pol'

I11.6.b. SOLUCAC CONSIDERANDO P' CONSTANTE E I2«y

Iremos agora, obter uma solugao aproximada da equa-

cao de Grad-Shafranov:

A* = o RIP' = II'ul = - ugR*P' = 2 (I3)' i ,  (122)

para o caso dos perfis de corrente e pressao serem dados por:

12(9) = 12 + 12y (123)

P(y) = Py + Py y . (124)

Utilizando (123) e (124) em (122), e sabendo que o

operador A", em coordenadas "toroidais” , pode ser escrito como

(

s 13 3 1 32 1 9 sin@ 3
4 rar(fa:,*?rw-‘ﬁ[“”a—f* r 36| + (125
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podemos escrever gque

i

(et 3y fcose . sint ],

we I . (126)
Sera procurada uma solucao, em seérie, da forma

v(r,08) = Yol(r) + Yi1(r)cos® + yYr(rlcos26 + ... ’ (127)

onde os Indices indicam a ordem do termo, com relacido ao inver-

so da razdo de aspecto ¢ =R£- , ou seja:
0

2
vy o Ri << 1 Y2 o [_r_] << 1 , etc. (128)

Substituindo (127) em (126), e pegando os termos de

até a 1% ordem:

%ad; [r%yri] +%di (r%]cose-%}mse-

_%[%'Er.o. cos8 + 31 cos? o +5’;}sm’e] = - uo R? P, -%uglf,

(129)

onde %‘%‘- = 0 e as derivadas sao totais pelo fato dos "'1 de-

penderem apenas de r.

Por outro lado, R também deve ser escrito em ter-

mos de 6 e r, e como ja sabemos:

R=Rg = rcos® == R = Ry+rcossd '
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o0 que nos conduz as expressoes

4 ] 2
2 _ 2 I !
R = R; 1 + R, c:oseJ

U B 1)
R Ry I J
1 + R, cos 9

as quais, expandidas em série de Taylor, considerando Re << 1 ,
podem ser escritas, respectivamente, como:
R? = R? [1 . 3£ cose] (130)
Ro
e
1 1 r
= R—o {1 - Eﬂ- Q)Se] ’ (131)

de maneira que, substituindo (130) e (131) em (129), desenvol-
vendo os calculos, e comparando os termos em cosnf(n=0,1,2,...)

dos dois lados da igualdade, chega-se as expressoes:

( Y
18 b . _Riuer - 1w (132)
(

onde se considerou, novamente, a condigcao (128).

Uma solucao particular, para linhas de ¢ aproxima
damente circulares, pode ser obtida caso adotemos as condicoes
de contorno:

1) ¥({0) -0 =» y,(0)=0 e Y;(0)=0

. {134)
2) w(a)=cte=wB =-=)wo(a)=wB e vi(a) =0 ’
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r?

- - i |’ .
relativas a um tokamak de secgao circular —%- =0 .
[l r=a J

Nosso objetivo sera o de demonstrar que, apesar de

FE

impormos linhas aproximadamente circulares, o eix) magnético nao
correspondera ao eixo geométrico. Isso serda feito resolvendo-se
as equacdes diferenciais de 12 ordem (132) e (133).

A solugao da equacao homogénea correspondente a (132},

[ I}

14 [, 8% _ Wo _ 2y d¥o _ A
rdr[rdr}'o—’rdr'A dr " r :

cuja integral em relagdo a r , resulta em

wo = Afnr + B ’

sendo A e B constantes a serem determinadas.

Uma solucdo particular da equagdo geral é:

como é facilmente verificavel. Dessa maneira, temos gque
I’ , A
Yo = WB aT * r + B .

Pelas condicoes de contorno consideradas ( equacao

(134)), concluimos gque A=B=0 , e portanto

Yo = Vg IT - (135)

Com esse resultado, a equacdo (133) passa a ser es-

crita como:
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r 29 _r
1 d ‘_dyy' ¥y S'BT .
rar far; T TF R, fRewmebar o= oyro (136)
2,
sendo v o= a’R, 2Ry P o . (137)

A equacao homogénea, correspondente a expressao (136),

que possui como solugao:
p{r) = Ar + Br~! .

Uma solucao particular de (136) seria:
Vilr) = % r’ '
de forma que a solugao geral passa a ser escrita como:
¥i(r) = Ar + Br=! + % r? . (138)

8

As condi¢des de contorno serao satisfeitas, apenas

B =0 e As = % a? .
Portanto:
yilr) = %(r’-a’)r . (139)

Substituindo as expressdes de 1y, (equacao (135)) e

— o —- 0 oy s~
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de V¥, (equacao (139)) na identidade (127), teremos finalmente
Yir) = g ¥ ¢+ % (r?-a’)rcosb + ... ’ (140)

que corresponde a solucdo geral da equagao de Grad-Shafranov, pa
ra os perfis de I e P considerados.

Vamos procurar agora determinar o valor do parame-
tro y e, a seguir, mostrar que o deslocamento do eixo magneti-
co (em relacao ao eixo geométrico) depende apenas do segundo ter
mo da eguagdo acima. Sera necessario porém, gque primeiramente
se obtenha uma expressdo conveniente para Bpolonkﬂ_'

Como no vacuo a pressao € nula, obviamente, podemos

escrever, a partir da equacao (124), que

P(a) =0 =P, + P1¥(a) = Py + leB

ou
P, = -%1 , (141)
B
e portanto
P(Y) = po[1--§'—] ) (142)
B/

Da equagao obtida anteriormente (equacdao (53)) para
a componente toroidal da densidade de corrente 3, e utilizando
ainda a equacao de Grad-Shafranov, podemos escrever, para os per

fis considerados:

jo-ap'+§-g(12)'=-n%;+gﬁrf . (143)
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Introduzindo a constante j, , tal que

j¢,t0) = Jo , e R(0) = Ro (144)
obtém-se
2 _ 2_& ( Ro Po
I = Uo {Jo + WB_] {145)
e assim
o= 3 - .,1_ Po [ RoPo]B_gJ
]¢ = Jo[ T, wBR * 1+—-—j°wB R . (146)

Pela equacao (53), temos
A* = - R ) -
‘P Heo J¢

Se aplicarmos o operador a* (dado pela equacao (125)) na solu-

cao expandida de y(r) (obtida em (140)), podemos escrever, apos

igualarmos os termos de mesma dependéncia em cosn®,

dos dois
lados da equagao, que:
4y : 2
B L, = - Mo doRoa® |
=T = be Jo R —’IPB = 3 ; (147)

ou seja, a partir dos parametros a, jo e Ry, obtém~se ime-

diatamente wB’ que corresponde ao valor de ¥ na borda do plasg

b o]

0 termo -~ —%%1 , passa entdo a ser escrito como:
B

_ RePy _ __4P
Joby T Twew (140)

Pela lei de Ampére:
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ou seja,

) ZBpoLo’!](a’
- Hod

_ . 2 .
2ra Bpoloidal(a) = Hgjoma‘t => j, . (149)

que ao ser substituido no segundo membro da equagdo (148), re-

sulta:

Py

RPy 2

-Ee T T - (150)
pol
20

Como sabemos, a média de qualquer fungcao F sobre a

secgao do plasma, é definida por:

fras

fds

O valor médio da pressao pode entido ser ocbtido a par

tir da equagao (142):
a

J (27 rdr)pP, {1 --u-‘JL
BI
0

wl
]

na?

Substituindo nessa equacao o resultado obtido em

(140), e integrando:

'p'm%-l—t P, = 25 ,

de forma que a equagdo (150) passa entdo a ser escrita como:
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RoPe P = B (151)
i =  d = »
o bg B °l(a) pol
2uy

em analogia com a eguagao (2t).
vamos, finalmente, obter o valor de Y.

Substituindo a equagac (141) na equagao (137), te-

2 P
Yy = Rear ' 2 4o Ry $; ’

que pode ser escrita, utilizando as equagdes (151) e (147), co-

mo:

ZwB 8 4wB
Y = Roa’ + [2110 RO POI]{‘ a’ uORO} ’
ou seja,
2y
B
Y = m [1 + 4§m1] ’ ‘152)

de forma que a expressac (140) pode ser expressa como

v
vir) = 32 r? + a wB(r’-a’r)oosa 4 ... ’ (153)

sendo

1+ 4

B
_ ol
R § T A (154)

O eixo magnético, como ja sabemos, é obtido impondo

-se que Yy=0, ou seja (equacdo (63))

ul'u)
"<

& .1
r r

Q»

'u
951 L S
[ 1)

[}
o
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de onde necessariamente se obtém, utilizando-se a equacao (153),

que:

-g—g-_--ulpa (t2-a?)tsin8 =0 =>» 8§ =0 ou 8 =7 , (155)

e portanto

2y_r
ggg:_;?—:zfazaufz-az) =0 (156)

onde o sinal * corresponde ao fato de 9 ser nuloou 6=17 ,
respectivamente. Nessas Gltimas expressdes, T e & represen-
tam os valores para os quais as equacOes se anulam, ou seja, sao
as coordenadas do eixo magnético do plasma.

A equagao (156) e de segundo grau e admite, portan-

to, as solucgoes:

_ /Tv3afa’

£y = -——2fl29° 3 para 0-0, (157)
e

4 -

ra = 1+ 310233 a , para 9&=m . (158)

Nessas solugoes, o sinal a frente da raiz foi escolhido de for-
ma a ndo permitir que I; e ¥, possam ser negativos.

Vamos agora discutir o significado dessas solucoes.

Tanto r; quanto r, satisfazem a condigao V¢=0
e portanto poderiam definir a posigao do eixo magnético. Se lem
brarmos, no entanto, que o deslocamento do eixo magnético (em e
lagao ao geométrico) ocorre devido ao fato das espiras toroidais
estarem mais proximas entre si no lado interno do tordide (Fig.

V), conforme discutido anteriormente, podemos concluir que é £,
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a coordenada radial que define a posigao do eixo magnético.

O ponto de estagnagac (como é denominado r,) esta
situado, por sua vez, justamente na posigaoc em que OS cCampos pPO-
loidal, criado pelo plasma, e o vertical se anulam (veja seccao

I.3), conforme & mostrado na Fig. XXII.

l Separatriz

Plasma

ponto a¢ estag
nagao hiperbé-l
lica H
Fig. XXII - As linhas de forca resultantes do campo vertical (%) e do
caqx»pokﬁdal(ﬁp)fbnmmlsqufﬁﬂes fechadas antes da se

paratriz e abertas depois da mesma.

0 acoplamento desses dois campos, resulta em linhas
de forga que se fecham sobre si mesmas caso estejam localizadas
aquém da ;eparatriz (nome dado a linha de forca que passa justa
mente por f;), e abertas, caso se localizem além delam.

Estudando alguns casos limites para as equagoes (157)

e (158), chegamos a interessantes conclusdes:
Para Ry + , a-+0
e assim

Lim = 0 .
a-+0

Isso significa que, para confinamento cilindrico (Ro~+ =), o8 ei

X08 magnético e geométrico coincidem, como ja era de se supor.
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Para a + a~?! , temos que

a
r, >3 e r, + a '

ou seja, o eixo magnético se localiza a —13- do raio menor do to-
réide, e o ponto de estagnagdo se encontra na borda do plasma. Es
sa situacao corresponde ao caso limite em que o eguilibrio é al
cancado, visto que, se o ponto de estagnacao se localizar den-
tro do plasma, entdo teremos, no interior do tordide, linhas de
forca abertas, através das quais as particulas escapariam, e o
confinamento nao seria possivel.

Levando esse resultado em consideracao, podemos con
cluir, através da equacao (154), que o maximo valor permitido

para o parametro Spol de uma maquina toroidal, seria

- R _ 1
A seguir, iremos calcular uma expressao para B; , ©

mostrar que, através dela, é possivel determinar quando o plasma
torna-se diamagnético ou paramagnético (o campo toroidal & menor
ou major, respectivamente, do que o existente sem a corrente de

plasma), dependendo apenas do valor assumido por Bpol

Das equagoes (51) e (123), temos

2
a; = [9-5—1-] = %B-(I:-PI;ZIP) ,

gue também pode ser escrita, utilizando~-se a equacao (145), co-

mo
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ou entao

B R

O s

-

.2 . : 2
="—2[1§+2—3.—*—3i(1-3p01w] , (160)

onde utilizou-se a expressao (151).
De (160), é facil verificar que,

para 3 <1 =p B>

2 - - .
- o
pol c B¢(vacuo) plasma e paramagnetico

para B >1 ~=> B; < B2 =~» plasma é diamagnético.

pol ¢ {(vacuo)

Além das duas solucoes apresentadas e discutidas, uma
outra solucao particular da equagac de Grad-Shafranov & obtida,

considerando-se os perfis17
P = Dy e I=Cy ‘ (161)

sendo C e D, constantes. A express3o obtida para ¢, nesse ca

so, € entao dada por

v = .CE,. + J A(K)RB, [/('b"-x’) r] e®® , (162)
K

onde B; é uma fungao de Bessel de primeira ordem, e A(K) ,cas

tantes arbitrarias.

II.7. CALCULO APROXIMADO DA TRANSFORMADA ROTACIONAL EM UM TOKAMAK

Sera considerado um tokamak de secgdo circular e bai
xo B, com grande razao de aspecto. Isso corresponde ao caso

das linhas correspondentes & ¢ constante serem circulos, com
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centro no eixo magnético.
A componente toroidal do campo magnético pode ser
imaginada como sendo produzida por uma corrente imaginaria i ,

que possuiria, entao, a direcdo e sentido de & (Fig. XXIII).

Z

Z

-

Fig. XXIII - Uma corrente imagindria i éz pode ser considerada como forma
dora da componente toroidal do campo magnético. A e B corres
pondem s posicdes dos eixos geométrico e magnético, respec-
tivamente.

Pela Lei de Ampere, temos

§§.d2= uoI-—oan% = Wi

ou entao

B = 29—1 (163)

que ao ser comparada com a equacdo (51), conclui-se que

I = % . (164)

Na Fig. XXIII, podemos observar que R; e R estdo

relacionadas entre si, por
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[ ]
R=Ro + r'oosf8’ == R = Ry |1 +-ER-—cose' . {165)
\ [}

A métrica desse sistema é

(ds)? = (Ar') %+ (r'de')?+ (RA$)2 = (dr') %+ (r'de')? + h2(R,d¢9)?,

{165)
sendo
I r'
h = 1+ = cos 6’ . {166)
. Ro
Nesse caso, um elemento de volume do sistema seria:
Qv = r'f, hdr*de’' d¢ ’ (167)

e a componente toroidal passaria a ser escrita, pelas equagoes

{51) e (169), como

un % Bn¢

¢ R !

(168)

onde B = B¢ (R=Ry) .

$o
A componente poloidal do campo magnético também po
de ser escrita por uma express3o analoga a equacao (168). 1Isso

serd feito aplicando-se a equacdo de Maxwell, da forma:
V.E b4 0 ’

ou entao

L 9 9 3
hihz N, [ar' (h2hiB_,) + =57 (hihyBy,) + 3% (h1th¢{] = 0.

(169)

A primeira e a Ultima parcelas da equagdo (169) sio
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nulas, haja visto estarmos considerando as linhas de forga de

Bpol como sendo circulos concéntricos (B,,=0). e que também
o~ Al
hd simetria do sistema em relagdo 3 coordenada ¢ }§$= o .

N

Dessa maneira, temos

1 d
— — (h R¢B,,) = O ,
r'h R, 3¢' ( * "8

de onde se conclui gue o produto t1R¢Be. sO deve depender de
r', ou seja,
hﬁ,Be. = f(r') ' (170)

e portanto

_p . Ern Beporlr?
“Bg RR, " h '

B (171)

pol

Uma vez que as linhas de forga devem necessariamen-

te satisfazer a equagdo

ar _ r'aet | Rde
B Bp01 B¢

podemos entd3o escrever

Bopol 3
RB (Roh)[————' g, B
. 1 h o Popol r')
d°'?ra”;'“' B,q ’r'B,¢+o(§:J '
‘I")[T]
ou seja,
£ B
as' -}.-—QEI- de . (172)

0d

Como para A¢=2nm, A6'=1 , obtém-se que
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27 R B
R -—;4L§329£ ; (173)
0
e desde que
2m
9 = T
entao
r'B
q » —_ . (174)
RD Boml

II.8. MEDIDA EXPERIMENTAL DE §

Uma medida de ¥ exigiria, de acordo com a equagao

(58) , que se pudesse determinar os valores de B_ e Bz , em to-

R
dos os pontos (R,Z) do plasma, o que &, na realidade, impratica
vel.

Entretanto, & possivel obter-se, de maneira aproxi-
mada, o perfil V(R,Z) , supondo-se que Yy corresponde a uma fun
cdo separavel nas variaveis R e Z e medindo-se, ainda, as com
ponentes do campo magnético ao longo de apenas duas linhas no

plasma, conforme & mostrado na Fig. XXIV.

Dessa forma, vamos supor que

vir,z) o LBLDVIRE) (175)

sendo (R1,2:) , um ponto arbitrario escolhido na seccao da co-
luna de plasma,
Das equag¢des obtidas em (46), podemos escrever, con

siderando ainda a equagao (175), que
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(Ry,Z;)

linha I

linha II

Fig. XXIV - Medindo-se os perfis BZ(R, Zl) e BR(RI'Z) ao longo

das linhas I e II, respectivamente, pode-se entao
obter y(R,2).

3 Y(R1,Z,) dy(R;,2)
Bp(R1,2) = = 3= ¥(R1.21) az

.3 9(R;,2;) dY(R,2;)
R y(Ry,2) dr '

BZ(R,Z1)

as quais, ao serem integradas em Z e R, respectivamente, re-

sultam em:

f
V(Ry,2) = = RiJ BR(RI,Z)dZ - $(R1,21) (176)
Z

q’(nlzl, = I RBZ (Rlzl)dn - W(RuZz) . (177’
Ry

£ imediato perceber, portanto, que se conseguirmos

medir os perfis BZ(R,zl) e BR(R1,Z) ao longo das linhas I e
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I1 (Fig. XXIV), respectivamente, obteremos entao, impondo como
condicdo de contorno o valor de y no ponto (R;,Z;), a fungao
Y(R,2) . A partir dai, lembrando que I=1I(y) (item 1I.2), po

demos escrever, a partir da equacao (51), que

R

- R - R
() = - Byl¥) = o= By (R,Z1) . (178)

¢

Todos os demais perfis, de grandezas que caracteri-
zam o equilibrio considerado, podem ser calculados a partir de
Yy e I.

A aplicacao desse método foi realizado por Allen18,
que obteve os dados experimentais usando sondas magnéticas com
6 bobinas, separadas por distiancias de 3 cm. Com isso, ele po-
de obter as evolucdes temporais da corrente e pressdo a partir
de V(R,2) calculada. O confronto desses resultados, em cada
instante, com os determinados por outros métodos, indicou uma
boa concordancia, o que demonstra terem sido bastante razoaveis
as hipoOteses consideradas.

Convem lembrar gque esse modo de andlise é apenas a-

proximado, por nao ser y, como definida pela equacao (175), uma

solucdo exata da equagdo de Grad-Shafranov.

I1.9. PROBLEMAS

1) Considere uma coluna cilindrica de plasma infinita, conforme
indicado na figura abaixo, sendo dados os seguintes perfis de

densidade de corrente elétrica e campo magnético:

- rila
para r.<a:j = j;. 1= aT

j 2z !

@®

sendo a = 0,1,2,...

para r>a: 5 =0 ,



a)

b)
c)

d)

e

para todo r, \7Bz =0 .

Mostre que a corrente elétrica total do plasma é dada por:

I,I'L’_io.
a+1 °

Calcule BB (r) para r>a e r<a.
Calcule o perfil de pressdo P(r).
Calcule o fator de seguranca q{(r), sendo 27R a altura do

cilindro, e %» 1, tanto para rsa como para r>a.
2B
z

e) Calcule q(0) e mostre que j;, = T Rg(0) °
f) Mostre que g{%{- =0+ 1.
2) Considere o tokamak TBR~1 do IFUSP, que possui as sequintes
caracteristicas:
avs cm Rn 30 cm Bz-0,4’r
q(0) = 1,1 qla) = 4,4 P(0) = 5,0 3¢

Supondo uma aproximacac cilindrica para esse tokamak, e gue

r2)%.
VBz-(J e }-jo{“)-;? e,
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Calcule:;
a) Os valores das constantes j, e o.
b) A corrente de plasma I.

c) Os valores de B(0) e B (0) .

pol
d) Faca uma estimativa da ordem de grandeza de P e B.

3) Considere os dados e modelo do TBR-1, apresentados no proble
ma (2). Supondo que Te N~ 100 eV e Ti ~ 10 eV , discuta as con
dicoes sobre os valores maximos da corrente do plasma (I), de B

e da densidade de particulas (N).

4) Calcuie o operador A*, em termos das coordenadas "toroidais".
Demonstre, primeiramen*e, a validade das igualdades abaixo:

-~
J

3 cosB o 3 _ 9 _sin® 3
3% = sin® 3 + = 36 e 3R - cos o 3 - ¢ 38 °

5) Calcule as componentes do vetor 3 em coordenadas "toroidais”.
Escreva as expressoes obtidas em termos de I, I',P' e das de

rivadas de ¢ .

6) Calcule as componentes j¢' jx e j¢ em funcdo de I ,I', P’

e das derivadas de vy.

7) Calcule a componente vertical do campo magnético (Bz),em fun

cdo de .

8) Mostre que em tokamaks ndo e possivel haver equilibrio em
que, para um valor fixo de ¢, as linhas isobaricas sejam circu

los concéntricos ao redor do eixo magnético, ou seja, ao redor
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do ponto ﬁg = (R=R, , 2=0, ¢) .

Sugestao: Verifique que solugdes do tipo Yy =Ar? , onde r?-=

(R—Ro)2+ 2?2 e A uma constante, ndo satisfazem

a equacao de Grad-Shafranov.

9) Censidere a definicdo de g
2n

JB
- 1 ¢
qgy) = 37 l - ax ’
0

onde y,X e ¢ sao as coordenadas de fluxo.

a) Demonstre qgue:
1 -+ —
Azﬁ B.VOdT = 27 qdll;
e
1
z=ﬁJ§.vxdr = zn[dw ’

sendo dt um elemento de volume.

b) Mostre que A8 gquantidades A e I podem ser interpretadas co
mo sendo os fluxos de B nas dire¢Ses toroidal e poloidal, res

pectivamente.

C) Mostre gque

= _ dA
dar

10) Demonstre que

§.VIP = 0 :o

11) Adote o modelo cilindrico para o TBR-1, considerando os per

fig: |
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i, = Jo l—1-37] e VBz=0

a) Para um dado r, calcule as componentes de B perpendicular
e paralela a linha helicoidal descrito por u=8-hz=cte.
b) Constrva os graficos de Bz ’ Be e Bheliooidal em funcao de

r . Considere, para isso, que

Rog ~ 30 om

q(0)

"

-
~

-

n
o
-
-

gla)

c¢) Calcule qg(r) .

d) Determine a funcgao V¥(r).

12) Considere a funcao

v
__B 2 B 5 3 _ a2
w_;-,-r +-4'-R—;'—a—f(1+48 1) (r a‘r)cos 9 + ... ’

solucao da equacao de Grad-Shafranov, correspondente aos perfis:

I2 = 12 + I}y

[ )
P = P i1 - E"‘- P -
\ B
Calcule os termos dominantes das componentes B¢ ' Br e Be .



REFERENCIAS

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)
8)

9)

10)

11)

12)
13)
14)

I.C. Nascimento, Fusao Termonuclear Controlada, em Fisica do
Plasma, editada por A.L. Chian e M. Reusch, Universidade Fe
deral Fluminense, 1979.

Ve s La Fusion Thermonucléaire Controlée, Report LRP 135/78,
Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne, 1978.

G.P. Lasche, The Phys. Teacher, 234, April, 1981.

J. Hergill, Nuclear Fusion Research, em Plasma Physics and
Nuclear Fusion Research, editado por R.D. Gill, Academic Press,
1981.

T.J. Dolan, Fusion Research Principles, Experiments and Tech-
nology, Pergamon Press, 1982.

D.C. Robinson, Revista Brasileira de Fisica, Volume Especial
I, 69, 1982,

A.H. Morton, The Australian pPhysicist, 18, 195, 1981.

I.C. Nascimento e outros, Proc. of the Spring College on
Fusion Energy, IAEA, SMR-82, 45, 1982.

R.M.0. Galvao, Equilibrio Magnetohidrodinamico, em Fisica
do Plasma, editada por A.L. Chian e M. Reusch, Universidade
Federal Fluminense, 1979.

R.M.0. Galvao, Estabilidade Magnetohidrodinamica, em Fisica
do Plasma, editada por A.L. Chian e M. Reusch, Universidade
Federal Fluminense, 1979.

J.A. Wesson, MHD Stability Theory, em Plasma Physics and
Nuclear Fusion Research, edited by R.D. Gill, Academic Press,
1981,

G. Bateman, MHD Instabilities, The MIT Press, 1978.

J.P. Freidberg, Rev. Mod. Phys., 54, 801, 1982,

J.P. Goedbloed, Phys. Fluids, 18, 1258, 1975,



.74.

15) A.S. Fernandes e I.L. Caldas, Comunicagao em preparacao.

16) V.L. Shafranov, Reviews of Plasma Pnysics, Vol. 2, 103,1966.

17) W.B. Thompson, An Introduction to Plasma Physics, Pergamon
Press, 1962.

18) A.W. Allen, Pnys. Fluids, 22, 2394, 1979.

Alem das referéncias mencionadas sao recomendadas as

seguintes publica¢oes como complermentacao do assunto abordado.

19) J.P. Goedbloed, Lecture Notes on Ideal Magnetohydrodynamics,
Universidade Estadual de Campinas, 1979.

20) P.H. Sakanaka, Macroscopic Plasma Properties and Stability
Theory, em Modern Plasma Physics, IAEA, 3, 1981,

21) H. Tasso, Lectures on Plasma Physics, preprint IFUSP/P-181,

LFP-8, 1979.



