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Resume : 

Pans certains problèmes on cherche à ajuster par moindres carrés, sur 

une grande quantité de données, un petit nombre de paramètres généraux, ainsi 

que des paramètres particuliers à de petits sous-ensembles de données. Des 

exemples sont fournis, et une méthode est proposée pour faire varier tous les 

paramètres à chaque itération (ce qui assure une convergence optimale) tout en 

maintenant le volume des calculs à peu près proportionnel au nombre de 

paramètres. 

Abstract : 

In some problems one has to perform a least squares f i t on a large 

sample of data, with few general parameters and other ones particular to small 

data subsets. Examples are given, and a method is proposed to vary all 

parameters at each iteration (ensuring optimal convergence) while keeping the 

amount of calculation roughly proportional to the number of parameters. 



I . DEFINITION DU PROBLÈME : 

1.1. Formulation générale : 

On cherche à ajuster un ensemble de paramètre"-, à • , 

données, sachant que chaque donnée ne dépend que d'un poin in'inbiv de 

paramètres. Deux paramètres seront dits "connectés" s'il existe des <iniin..'i s qui 

dépendent de ces deux paramètres a la fois ; on parlera de \u,i \ir,\rv. is.ii.t^ 

"hiérarchisée" si les paramètres peuvent être groupes en sous-rn^-'ii'ilt '-.ru-

lesquels les connexions ont une structure en arbre- Le formalisme <i JJ-.IMI.- m-nt 

par moindres carrés linéarisé conduit alors à résoudre, à thaq'ic iic;\iri.-:i. -n 

système linéaire dans lequel beaucoup de coefficients sont nuls, a- q-:i [.t-nru-t 

d'utiliser un algorithme de résolution plus rapide que la mei:,'.-^- ._t :.• i .::<• 

(impraticable si le nombre de paramètres est trop grand'). 

On examinera en détail le cas partic^Li-r S-.JL\,II:: : !t . . - . • • • 

se répartissent en un sous-ensemble de paramèires géncrdiix ((0!!:ii'« u". .• .-.[.-. 

les autres) et des sous-ensembles de paramètres partit une! *- (I-OIÏHV. '.I--

seulement entre eux et aux paramètres généraux). Ln d'autres iv.-u '-s : -M •.•• -, 

répartir les données en N sous-ensemble--. ': ̂  ^ X,^ • x- • j (i ] j >.) 1 1 A I 

paramètres en un sous-ensemble l <*,, tft - "''p.; et " sous-onsembk-s \fit - fi \ 

tels que les * , / n ^ dependent que des °i• c: des (?. (et p-is ces S. v i' ^ ,) 

1.2. Exemple I : étalonnage de la forme d'un signal par échantiUonage 

discret, et calibration : 

Considérons un signai défit- e:i fonction d'une \ariabk- : (k- :,-:i |A 

par exemple) par une équation du type : 
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A(t) a f K •- ^ j t - t ) 

Les paramètres of. 0/ fixent la forme de re signal, a et T 

représentent respectivement son amplitude globale (facteur multiplicatif) et 

son décalage en temps par rapport à une origine arbitraire. 

On dispose d'un ensemble d'échantillons discrets de ce signal, pris 

a\C( des amplitudes et des décalages variables (et inconnus a priori), mais 

supposés tous de la même forme. L'échantillon i consiste en une série de 

«aleurs du signa! ( *, ̂  * , v - •- f,"^ ) mesurées aux temps ( t ^ *"-;,-'• [ \ h )• 

t 

On \eut déterminer la forme de ce sign.il (c'est a dire les 

paramètres ci,... °< ). 01 éventuellement, les paramètres <.i et t . pour chaque ' 1 p r 1 1 ' 
i-i ii.iiit 1 lion (si on «.eut calibrer des voies électroniques di f férentes, par 

l-MMIiplc). 

K(. marque 1 : H n'est pas nécessaire que les échantillons aient le même nombre 

de [joints, ru que res points soient a intervalles réguliers nu répétitifs d'un 

échantillon a l'autre. Cependant, un échantillon qui ne comporte que deux 

points n'apporte aucune information sur les paramètres généraux ert. ; il ne peut 

serwr qu'à déterminer a et T. pour cet échantillon. Un échantillon à un point 

ne scri a rien. 

ecJLaJ. 2. Jrc 
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Remarque 2 : On pourra tenir compte de corrélations à l'intérieur d'un 

cchantillon. En principe, les erreurs de mesure doivent être indépendantes d'un 

échantillon à l'autre ; toutefois, une extension du formalisme sera proposée 

pour de faibles corrélations (voir U.l.) 

Remarque 3 : Le choix de a et T comme paramètres particuliers n'a rien 

d'impératif. On peut supposer l'un ou l'autre comme connu, ou comme un 

paramètre général (si le signal est parfaitement reproductible en amplitude ou 

en temps). On peut aussi ajouter d'autres paramètres particuliers, comme un 

piédestal variable d'un échantillon à l'autre : A(t) - p + a f ( ot.... of : t - T ). 

Ilans ce cas, il faudra au moins quatre points pour avoir une information sur les 

oi -
I 

1.3. Deuxième exemple : ajustement de vertex : 

Les données sont des mesures effectuées sur chacune des traces 

séparément, ou des quantités calculées, trace par trace, à partir de ces 

mesures. 

Les paramètres à ajuster sont d'une part les coordonnées du 

\er tc \ (paramètres généraux) et d'autre part les composantes de l'impulsion de 

chaque particule au vertex {paramètres particuliers). 

La trajectoire théorique d'une particule est entièrement définie à 

partir des coordonnées du vertex et de l'impulsion de cette particule au vertex. 

Un formalisme détaillé pour ce problème est développé dans (1,2). 



2. PRINCIPES ET AVANTAGES OE LA MÉTHOni; : 

C'est la méthode des moindres carres iterative (à chaque itération 

on linéarise la dépendance des \ariablcs par rapport aux paramètres). Si [' es: 

le nombre total de paramètres (généraux • parti, uhers), on obtient, à chaque 

iteration, un système linéaire.' do P équations a I' inconnues (les aci roissements 

a donner a chaque paramètre). 

Si P est ^raud. la resolution de ce svstème par une uiéthdoe 

^ciicrdk- est très longue (le nombre de calculs augmente comme P ). \oire 

impossible. 

Pour ewter m i e d i l l n u l t é , on emploie p j r lo ;s Li méthode 

d'diusU'nienl "alterne" qui « onsisie j : 

: ) \ partir ci'une premiere est JM. a*, ion ces paramètres pur; n i.hors. d'us ter les 

;>-1r.imelies ^e:ier t ;;:x seulement. 

.:> Ln fixant i es \ a leur s des par a: ne: res ^eneraus, .minier -ép,jréi:'.e::t < haque 

-oF>-rnsen.o:e de paramètres part i- uher1-. Pu.-, n i •'(•; o i rnorce ^. :ernj t .<. emeiu 

(I) ci 12) jusqu'à coiner^eme eu processus. 

Celte méthode présente des nu oi.\ cme'il'- : 

- e.le ; emporte un ^r^i.d nombre c'ope' o! io;-s t i t :uqi.e ^er^non. 

- s. ;çs paramètre". »c:it'M;iv sivv. : : i r : i " i r r : i o r t o : e \ t ! i p L :ra mètres 

:..:r:.; uliers, IJ co ihc r^ rvc risque d'etre k-rii- . . v p'-( ne: eue e-,1 nis e ri 

c. i jcni e en air:e\e. 

file:///ariablcs
file:///oire


5 

Nous proposons ICI une méthode qui ajuste tous les paramètres à 

< haque itération, c'est à dire qui résout un système linéaire de P équations à P 

inconnues, en le ramenant à une série de systèmes de petite dimension 

[méthode de substitution par blocs), grâce au fait que chaque sous-ensemble de 

\ariables ne dépend que d'un petit nombre de paramètres. Ile cette façon la 

vitesse de convergence est maximale, alors que le volurne de calcul n'augmente, 

en gros, que proportionnellement a P (pour un nombre fixé de paramètres 

généraux). 

3. FORMALISME : 

1 n échantillon (indicé par i) est un ensemble de points de mesure (rj. x-). 
H) i-, 

I t , ' . "^ ii )-••( w t . t j j » )••• sur lesquels on veut -jjuster l'équation théorique 

* * = F f * , < v . . - * , ; /S.-, p , - t ••• ; t i 4 t ) 

Les •<,• sont !es paramètres généraux, les ô ? i sont les paramètres 

p j r i . i ulicr1- u l'échantillon i. On note °" v i l'erreur sur •* . . , en négligeant 

pmir l'instant d'éventuelles correlations entre les points d'un même échantillon. 

Résoudre le problème des moindres carrés sur l'ensemble des échantillons 

cons:ste à minimiser 

^ - = JE j 2. j i [ * * - F K ** ••• ; rV,/«.- t- ; *•••* ) J l j W 

par rapport a l'ensemble des paramètres <*; et ^ , ' g , désignés 

globalement par 8/ - La méthode itérative classique donne, pour évaluer les 

j< croisements Eda des paramètres à partir de valeurs de dépari Bp , le 

système linéaire suivant : 

Z Au S^ = \'{ (*) 
m 
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A.=2.(£ 
-I 2F i f 

* «r-J. ^ e 3»». / " 

c" àF 
Les \ a l c u r s théor iques r et les dér ivées _ £ — étant évaluées avec 

to* ^QP 
les valeurs Un des pa ramè t res . 

Le ta i t in téressant est ic i que Q-rr est ident iquement nul si v* est 

un pa ramè t re p a r t i c u l i e r È>>£ « J^cc i' ^ i . dont que A ^ est nul a p r i o r i si fi, 

<>: V^ sont d-.'ux pa ramèt res pur t i n J hors appa 

d i l l e ren t s . 

a des soiis-onsernbles 

Si on ordonne les pa ramèt res de la favon s i m a n h 

- i ^ - - / V - /W>, 
ns.nar t . .;"ss.i ': is.(' jat' l. 

La n ia t ruc - \ a une s t ruc tu re par b lo rs très s imp'e 

... -,.... • • - / * • » « • • - / « « • • - f - f 

J3 C ^ C-

C £>. O .. -0 . O . - o • 

cl o » , . - O • • o . . . o -• 

D o '•-.. 

c; O 0 . . . o ••• *V . . - o - • 

• 

6 o — o 
". 
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(3hi' = f (f i ; ><• •»* 
i_ "h? i F 

2>F 

J'*- " **" «Vil >•<; 2(S;« 

/•f. \ j : A— } F AL. 

Pc même ie vcrieur V pourra se décomposer en un vecteur Y a p 

( omposantes : 

ci une scrip de vecteurs Z- : 

Finalement ie système gioba) peur se decomposer on : 

. p équations générales portant sur tous les o &ç , noiécs 

ii'atric icllemcnt : 

B5. t £ C- <$/?.• = Y », 

• une série de ^roi:pcs d'eqtiaik>ns /*c ijo.-îjnt que Mir un àfi et à « 

Le groupe d'équations CO permet d'exprimer les ofc- en fonction des o*i 



>/?, = T T f Z . - Cr b 
( • • ) 

On p r u l j l o r s sub-.ulii.--r k-s ^|S,- sLms (1) : 

B <5« +- <L CV D~ ' ( i ^ - ^ .-5 = ^ Y 

(B -2. f ; j ; - 'c , f ) £* -. Y - S C-S.: Z. 

M on a ausM b rso in des c^' î- , ' r n P-' : r T •' '-'>i<*i' P'1 

t ' l i iKT.i t J ( : l o i ! i r n t Ji p u r t n etc-, à * , f ^ f ' '• 

: i iH-ii ci .H^rbr i . ' Mipnk ' i in- i iL i <u. c i . i l f K . - d r 

I I ! 

F' ^ 

& • ' 

t \ ~ 1 

^ Y '- 5,-,- V +• V C E C, D(-
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4. EXTENSIONS POSSIBLES : 

<f.l . Erreurs de mesure correlècs : 

Sj les erre. . r^ sur les poirv..> d'un ' n c n r sous-enscmblc , r%ont 

: o r ro l ccs , notons ^ , ' la m a t r i c e r o v a n a n c e des x î h • W,* soc; inverse ( ld 

iMuiri< c des poids). Le l o r i nd l i sme precedent est c n c o r r app l i cab le , en éc r i van t 

cans (2) : 

1 

Par ; en t r e •>'!. ev.ste i:;>e i o r r p l j ' . i o n en i re 

f . ' . .es ; jdrai r ,ètrcs £•/> do ivent ê t re ronsidcre- . oi m e n é s 

Ha-.s le r a s ÛU ces < o r r e l a n o n ^ i o n ! Id ib lcs . on | . ut résoudra le 

sterne l inéa i re 

J*' ' i I» = z. 

par approx imat ions aux ordres successifs en <£"--(lc'. m a i n t es £ . . é tan t 

sidérées co.nnie de.s in f in iment ! , pe t i t s par rappor t aux mo t r i ces h, C et IV ) . 
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A l'ordre zéro on trou\e k>s solutions $g - en £ °C grj< r a (0 ci (<\). 

\ l'ordre un les cnrre< tions £« et ££> \e r ihen ' les equji.ons 

c- s-^v 5.. s * ! \ r £, s/3'o,

= o ,,••> 

1'onnjJSSi.ini les ^ , . on e-l don. ramené J un •,\Mrmi- idor-.i ujiir à O,, 

l-). ou "i est remplace pot O et I p.ir — * E „ £ t- • o/S • 

tj-2. Hierarchic à niveaux multiples : 

file:///erihen'
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On pent t ra i to r de I J I , on analogue toute l i i e r a r ' h i e de Upe ai horns' en t . 

qui .jVnru- a la i n a t r i i e A uric s l rue tu re ^ i f O ^ n e . 

U.ï. Autres conliRurations ayant peu do connexions entre les paramètres : 

I V Telles i i v i ï i gu ra î i ons dormer, t i .n" •nu'.r i ; r \ j v r - M .uu f .. 

• r - iO ' i .ents n u K . p j . j r L u i u e l l e i l p e u ; e x i l e r une me t : _> c! t • de : c s o l n : . n : ; 

• ; e le ree . Par e x e m p t , si on peut ordonner 'es I' pa ramèt res dr te l le so; ;e 

. i" ji.e var iab le tj.ieli oneue ne dépende- que de o par a 1 ; être 1* < o - ise ' i . t ; : s ui ; .»..,-,. 

. l u t r i ' e A n'a d 'e lements non-nuK qi;e dans '.ire bancie amour cle ia d:a;,.'.!iale 

9 

^ * * • - - • X <= ° 

j X * . • • K K O 

! • ° ' -. 
" • . ' • A : 

v o o'x x x 

La p remiere equal ; an permet d 'expr imer le p rem ie ' pa f a m e ; re K - *_- r L 

',)[-••. l,i)ii des q-1 suivants : r e t t e expression in|0. lee . l . i i i^ |„ det tMeme donne une 

• aL . i i ion donnai i l ^ t en join. I M I I de <V ... °S . d V n u'i pei, i rfe.'Miri- .mssi tf i • 

' . ' [ " l i o n de <*,-- : et ainsi de suite iust|n'a l 'équat ion (k.nnaii i oip , .i par In de 

:uoi on peut remonte r a oC . ••• ot , • l 'our une \a ieur de q l i x e e . le nombre 

' . •;.!•[ a lun is é lémenta i res ' • ' .n t : men te . as\ i n p i o n q i l emen ; , quo p ropor t i onne l 

; e r , r m a P. 

I V tai .on analogue, si une \ a i i a b ! e ne depend que de p . lararuet res 

; ' ' . M H ' I \ I ; I \ e l de q paramèt res c onset u t i l s au plus pa rm i les au t res , on pourra 

' eeener la reso lu t ion du système global a «e l le d ' . j i s \ M e m e de |J equat ions 

file:///aieur
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- dans l'étalonnage de signaux, si la forme est asymétrique, le 

paramètre T est fortement carrelé au paramètre gouvernant cette asymétrie, 

s'il y en a un. 

- dans l'ajustement de vertex, la pente et la courbure d'une trace 

cKr un pj jn donne MJIU fortement corrélécs aux coordonnées correspondantes du 

wt îex . Toutefois, dans ce cas, lu première étape sera une variation des 

i ordonnées du vertex en fixant les paramètres particuliers des traces aux 

valeurs déduites d'un ajustement préalable de chaque trace, et le vei'tex ainsi 

tromc sera en général suffisamment proche de la position minimisant le V 

yk>rjdl jxuir qu'on puisse se dispenser d'itération. 

Références : 

( i) P. :M:loir. Thèse (1 : r . i \ crsitc Taris f.) (19X3) 

(?-) V. ivihoir. "I :ast one Jlcxible vertex fit" (en ^reparution) 


