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Resume :

Dans certains problemes on cherche a ajuster par moindres carrés, sur
une grande quantité de données, un potit nombre de parameétres généraux, ainsi
que des parametres particuliers a de petits sous-ensembles de données. Des
excmples sont fournis, et une méthode est proposée pour faire varier tous les
parainétres a chaque itération (ce qui assure une convergence optimale) tout en
maintenant le volume des calculs a peu prés proportionnel au nombre de

parametres.

Abstract :

In some problems one has to perform a least squares fit on a large
sample of data, with few general parameters and other ones particular to small
data subsets. Examples are given, and a method is proposed to vary all
parameters at each iteration (ensuring optimal convergence) while keeping the

amount of calculation roughly proportional to the number of parameters.



1. DEFINITION DU PROBLEME :

1.1. Formulation générale :

Qn cherche a ajuster un ensemble de parameétres o -
données. sachant que chaque donnée ne dépend que d'un petit wnihre de
parametres. Deux parametres seront dits “connectés' s'il existe des donnies g
dépendent de ces deux parameétres a la fois 5 on parlera de purameitisat,en
“hiérarchisee" si les parametres peuvent étre groupés en sous-chccnnle  cnre
lesquels les connexions ont une structure en arbre. Le tormalistne « afuste nent
par moindres carrés linéarisé conduit alors a résoudre. 3 chaqire Hérutn,
systéme linéaire dans lequel beaucoup de coefficients sont nuls, ¢ gui perinet
d'utiliser un algorithme de résolution plus rapide que 14 metioce oo sic
{impraticable si Je nombre de paramitres est trop grand.

On examinera en détail le cas particelor suivan: @ k
se réparijssent en un sous-ensemble de parametres geéndraux {cotwr ios o vt

les autres) et des sous-ensembles de paramcires partic uners {conne: tes

seulement entre eux €t aux paramétres 2énéraux). En d'zotres t I O
répartir les données en N sous-ensemble~ N Xy X o b N er s
parameétres en un sous-ensemble | &, o - "Pf et v sous-ensembles |,g", ’,g"|
tels que les K;‘ ne dependent que des °(A» et des I?\,E(et Pis cos /8“ S E )

1.2. Exemple 1 : étalonnage de la forme d'un signal par échantillonage

discret, et calibration :

Considerons un signal défi- en fonction dune variable @ (e ens

par exemple) par une equation du type :


file:///ariabk-

At affe 4 E-T)
Les parametres 01]... o« fixent la forme de ce signal, a et T
représentent respectivement son amplitude globale (facteur multiplicatif) et

son décalage en temps par rapport a une arigine arbitraire.

On dispose d'un cnsembie d'échantillons discrets de ce signal, pris
avee des amplitudes et des decalages variables (et inconnus a priori), mais

wupposes tous de [a méme lorme. L'échantillon | consiste en une série de

sateurs du signal (% X - - } mesurées auv temps {t t‘-‘.., t‘i ).
x x
A .o
] . .
i -
| 3 . ! .
» - . .
. L -
T
t t r
c();anhﬂ édant. 2 he ..

On veut déterminer la forme de ce signal (c'est & dire les
parainetres oo & ). ot ¢éventuellement, les parametres et tl pour chaque
cchantillon (s1an veut calibrer des voies clectroniques dittérentes. par

caemple).

Reruargue | : B n'est pas néeessaire que fes échantillons wient le méme nombre

de points, m gue ces points solent a intervalles reguliers ou répétitifs d'un
cchantuillon a ['autre. Cependant. un échantillon qui ne comporte que deux
points n'apporte aucune information sur les parametres généraun & 4 il ne peut
servir qu'a déterminer a et T, pour cet échantilion. Lin échantillon a un point

ne sert a rien.
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Remarque 2 : On pourra tenir compte de corrélations & I'intérieur d'un
échantillon. En principe, les erreurs de mesure doivent &tre indépendantes d'un
échantillon & l'autre ; toutefois, une extension du formalisme sera proposée

pour de faibles corrélations {voir 4.1.)

Remarque 3 ¢ Le choix de a et T comme paramétres particuliers n'a rien
d'impératif. On peut supposer I'un ou l'autre comme connu, ou comme un
paramétre général (si le signal est parfaitement reproductible en amplitude ou
en temps). On peut aussi ajouter d'autres parametres particuliers, cornme un
piédestal variable d'un échantillon & l'autre : Alt) = p+ a f (afl... dp st -T).
Nans ce cas, il faudra au moins guatre points pour avoir une information sur les

X .
!

1.3. Deuxiéme excmple : ajustement de vertex :

Les données sont des mesures effectuées sur chacune des traces
séparément, eu des quantités calculées, trace par trace, a partir de ces

moesures.
Les parameires a ajuster sont d'une part les coordonnées du
vertex (parametres généraux) et d'autre part les composantes de I'impuision de

chaque particule au vertex {parametres particuliers).

La trajectoire théorique d'une particule est entierement définic a

partir des coordonnées du vertex et de I'impulsion de cette particule au vertex.

tin formalisme détaillé pour ce probléme est développe dans (1,2).



DL LA METHODE :

2. PRINCIPES CT AVANTAG

(& hague 1tération

Crest le methode des moindres carres iteratyy
an Inéarise la dépendance des sariables par rapport aus pacamnetres), S1 P est
I nombre total de parametres {géneraux « particuliers), on obtient, & chaque
Hteration, un systérue lmeaire de b équations 4 B anconntes (les acc raissements

4 donner 4 chagque paranietee).

SEPoest grand, o résolution de ce svstéme par une  miéthdoe
. 3
senerale estotres longue (le nombre de caleuls aneniente comme P7). vorre

nnpassible.

Pour eviter cotte ditticuttd, on cruploie partais la méthode

d'arasteiment Maltorne” qui consiste & s

les

\ purtir c'une prvmsi'ro CSTHLATION > paritcires parte Ghers, ane

Daranelres pencraen senlement.

Y Lo binant ces waleurs des parq:ui".rr‘\ HONETEtN. alnter ~("p._'.'(‘v:'.u::l ¢ hi

NAIN AV IHTE T

i Jde perametres parte chers s on scoorrneree

SOPS Uy

(1} 1 12) Jusgu’it COMVETRENCe Sl Processis.

Cetie methode presente des mneon

- ede cotaperie wn gretd nombre ¢'oper atiort oo chague ration.
S s des puramiclres generaun TOrTe OrT Corréies paranictres

onlorusoen

aliers, o cemvergence oisque détre lerie L ooe

CAICNC e e AnTeNe.
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Nous proposons ici unc méthode qui ajuste tous les parametres a
Chaque 1tération, ¢'est a dire qui résout un systeme linéaire de P équations 3
inconnues, en le ramenant a une série de systémes de petite dimension
{méthode de substitution par blocs), grdce au fait que chaque sous-ensemble de
variables ne depend que d'un petit nombre de paramctres. Ne cette fagon la
vitesse de convergence est maximale, alors que le volume de calcul n'augmente,
en gros, que proportionnellement a I (pour un nombre fixé de paramétres

pencraux).

3. FORMALISME :

. . . . ~
1'n ¢chantillon (indicé par 1) est un ensemble de points de mesure (tmx;).
1

m el . .
(t"'i. Xy ) t(&\‘)(;&)... sur lesquels on veut auster I'equation theongue
h . >
i = F(a, Wy Ny ,{3"1 Fll“’ 5 tlfa
Les -(a' sont les parametres généraux, les ﬁm sont les parametres
particuliers o Péchantillon i. On note Ty l'erreur sur & ?k , en negligean:

sour I'instant d'éventuelles corrélations entre les points d'un méme échantillon,

Résoudre le probléme des moindres carrés sur :'ensenible des echantiilons

cons:ste & minimiser

2
’X‘L: 2{% ;1_1. [_7(:"'i — Flayay -5 B, Bew- to )J }
; h
par rapport a i'ensemble des parametres 9‘;}; et ﬁl-g , désignés
glabalement par 91 . La méthode itérative classique donne, pour é\ah;cr les
4ECTOISSCITCN S XBF des parametres a partir de valeurs de dépar: 6(_’ , le
systéme hinéarre suivant s

Z A@_M 89“.

Vo (2)

i
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A = 1 2F F
e [P 2( . Y] 28 (2)
f LI 4 -/
¥ ™
2z 22 (o Fie,a)]
VC K K d'\.;; 2 BQ iRk J
Lus valeurs théorigues F et les dérivées _D;r; tant évaluées avec

>

fos saleurs 9(; des parametres. €

Le tait ntéressant ost ici que T estoadentiquement nul s Bf est

2e
un paramcetre particulier Bap « avec I # 1. donc que AG st ol oriort st B,
I ! 3( I3 1+ do N el ¢ L (4

w0

diterents.

'~ SO diun parametres particuliers apparfenant & des sous-ensetnbles

Nioon ordonne les purumbtres de fa facon sunvante @

ey ey Bas F'u."'fgvﬂ"' Bea [@u

Darpen. 1" as.ens.part. 2550 putr [T

La matrice N a une structure par blocs tres speple

¢’ >, | o 0. [o Lo
L U W

C: OJ DL - O o - O -
T

: & |0 .

N
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~

avec
L =1 2F 3F >
(B)Ja’ == ( koG oy o9y
2F 2

([\' R

z
&
@-')ﬁz’ - 77 Si dfi OFe

De meéme je vecteur V pourra s décompaser en un vecteur Y i p

¢ QILpOsANtes 3

ci une serie de vecteurs It

3 -
I s A 2 (x., — Flet
= 2 g k4 R )

Firatement e systeme giobal peut se decomposer on

. p éguations géncrales poriant sur tous ies 59( . noiees

tratriciellement
BsSu + = Co 5(?( =Y .
9
. ane série de groupes d'equalions ne portant que sur un 5[3‘ et da
t
Clsa v Ddpe = Z. e

Le groupe d'cguations (&) permet d'expriner les Slﬂ‘ en fonction des &



O pedt alors substituer les 5{3 dans (1) ¢
- 13 N .
Béa + = ¢, D (5‘—[;5-1.\ = Y
s
Clest aodire

(B-2 o) da = Y- 2w

Lo osistor o (8 ne Corpor e plus Gut foegLatets L INconnues &x"
NEoon a ausst besamn des 5";‘1«\ {on portcouner paur une terationd, (e
e
Seniiennent tactement G oparte des 5’4 frar £
. i
U peu dlapeare suppiementaiee permet e ale er (e tatrice de

T R S T P N I T T
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4. EXTENSIONS POSSIBLES :

4.1. Grreurs de mesure corrélées :

Seoles errears sur les points dlun nenre sous-ensermible . sont

-~
carrélees, notons & la matrice covariance des X;p . W, sor inverse (la
1natrice des poids). Le formalisme precedent est encore applicable. en écrivant

cans (2) :

t L*,&' B I3 .b'm
- v, . | ; / \\]
i - = {w, ,-b_ \ _ Ve bl
Ve = %‘[F‘ﬁ ¢ )“ %&((ﬂ,t.&,.lx . K /

-
Pur contre ' enaste une correlation entre 7‘,'1?‘ o X g

avee g L, Lo parameires (g;a doivent étrc censideres TN e CONReries auN 'K,‘;‘

Da-s le cas oU ces correlations sant faisles. ot peut resoudee fo

systemie lindaire

t

( R ba =+ Z C. Sﬁ; Y (1
~§ 8

At . .
(F6u + Do dgr 2 &4 8F = Z

i

()4’"

—

PAr approximations uux ardres successifs on f‘-a-(!cn matrices & - etant

considerées comme des infintments petits par rapport anx matrices B, Cx et I\,i).
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- o} ‘o)
A Pardre séro on trome les salutions 3. et S grace a () ot {a).

“ y - R
A ["ardre un los corres tions Sa™ et gﬁl.(‘)\ornwm les cguations
(1)
1) . . - 3
B Su + = < 5[3‘ = C (3
v

(“t 5"+ D S@.m4-2— £ 5’3(.6): 0 @
' ‘ - J".‘(‘ 3 lé '

(=

Connalssant les S[R. con en done ramene a un o systeme adenngne 3 (3,

. (o)
e o Y est remplac © par WO et 2 pur -~ = E‘-- 5'@ .
' ey d 3

4.2. Hicrarchic a nivcaux muluples :

A tinterieur dlan sonsens

de prataciirons

0 peus

exister unge sous-stracture Plerard hisee.

Dans lexempic de et dioverien,

vertex secondaires 1ounc tace assue d'un o vertex secordaire depend des

parerretres genéraux  (les  coordonnées du vories  principal). deo parametres

seri-parti wiiers {1'

rpulesen de cuie guoosoodesintegre ot

S0 g

v e paratnetres port:

SDELESION 4U ACTEeX SCCOnCaire.

Dans ce cas ja pptreee N —strr ture ar bines analoghe
-1

prret oo cadculer D plus

- woocde de o prande ooatre o

TaDCUTHeNT qUE Pl une Iin da § 3 pour Uexpression

J).

exphicite ge AT
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Onopeut traiter e tagon analogue toute hierarcine de type arhoress ent,

S denne o la atrice A une structure gipogne.

4.3. Autres_configurations ayant_pcu_de_connexions entre _Jes paramnetres :

Do telles contigurations donnent wne o hatrie N ooves S

et aae de cesalution

‘ercnents nulsipoer lacuelle ol peui evister nnge
ciclerve. Par exemple, seoan peut orconner les Boparametres de telle sore

ch’ Cires conserntiis an

S e vaneble queloongue ne dépende que de o

Fatrice A 'y d'éléments non-nuls que dans ure bange actour de i drags

-1

Iy PRI S - BT ©

i x 0
Lo
Piox .0
P X
: .
0 -eiieem 0K e ¥ X

La premere equation permet d'exprimer le prenner parameine ofq en

o bon des g-1 suants @ cetie exprossion mjectee a1 dennaene donne e

S tion donnant &, en fonction de oy e n-’q". o ot et dedire s o o
ot tion de oy et wins deosaite Jusguta equation dunnaing op . o purhit de
D05 on peut remonter o “?—1 e 011 < Pour e svaicur de g bixee. le nombre

JNCRTC. asVIpioRGuen.ent,  que propor onnel

Topvtations elementaires

erent a P

Do tagon anglogue, s1toune variable e depend que de pooparametres
senerain et de g oparatmieires conseoutits au plus partnn les aitres. ono pourra

srener o reselution di systeme globai & ocelle an systene deopooequanions
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Annexe - Convergence leate de Majustement alteen

N astier

POTRITCNe sar L e
Bleme o deas it o s 3 dans i

e lnvant Pouties Seoees

GAatan Cares e

TN g TS )

Wbl OIS

e dTelhipses coneaptre pies cont

io’.(BL
b

— RPN
/ ’
4 [
4 '
0 N
R R
i B . v




- dans I'étalonnage de signaux, si la forme est asymétrique, le
parametre T est fortcment carrélé au parametre gouvernant cette asymétrie,

sl y en a un.

- duans I'ajustement de vertex, la pente et la caourbure d'une trace
datun plan donne sont fortement corrélées aux coordonnées correspondantes du
vertes. Toutetois, dans ce cas, la premicre étape sera une variation des
courdonnées du vertex en (ixant los parametres particuliers des traces aux
saleurs déduites d'un ajustemenc preéalable de chaque trace, et le vertex ainsi
troun e sera en gencral suffisamment proche de la position nunimisant le X‘

Elubal pour gu'on puisse se dispenser d'itération.

Réferences =

o, These (Cniversite Paris &) (1989

(.
(25 1. Bihorr, "Fast and tlexible vertex fit” (en préparation)



