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RESUME 

QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS SATISFAISANT AUX INEGALITES DE 

BELL EN RELATION AVEC LA MECANIQUE OUANTIQ'Jg 

Après avoir rappelé le débat sur la mécanique quantiaue ( M . Q . ) 

ouvert en 1935 par A. Einstein et N. Bohr. on décrit l 'expérience proposée 

par D. Bohm et on établit une démonstrat ion originale des inégalités trouvées 

par J . Bell pour mettre à l 'éoreuve la classe de modèles prétendant compléter 

la M. Q. par des paramètres cachés dans le passé commun. On montre que la 

M. 0 . viole presque partout ces inégalités. Les propriétés générales des 

tonct lons (d 'une variable) satisfaisant aux inégalités de Bell sont examinées en 

détail pour la comparaison de ces fonctions avec celles prédites par la M.Q. , 

en ce oui concerne les dérivées, les Intégrales, les valeurs, les intervalles, 

les amplitudes et f inalement le comportement global : quelques exemples de 

fonctions "à la Bell" construites pour se rapprocher des prédict ions de la M.Q. 

sont donnés. Il est ainsi mis en évidence une incompatibi l i té de ta M.Q. avec 

les fonctions satisfaisant aux inégalités de Bel l , plus radicale que celle qui 

résulte du seul examen des inégalités. 

ABSTRACT 

SOME PROPERTIES OF THE FUNCTIONS SATISFYING BELL'S INEQUALITIES IN 

RELATION TO QUANTUM MECHANICS 

Having recal led the 1935 debate between A. Einste'n and N. Bohr 

about quantum mechanics (Q. M. ) the thought-experiment of D. Bohm is 

descr ibed and a new derivation of the Bell 's inequalities is established to test 

the class of theories based on the hypothesis of h idden-parameters in the 

common past. It is shown that Q. M. violates these inequalities almost 

everywheve. The general properties of functions satisfying Bell 's inequalit ies 

are studied in order to compare them to Q. M. predict ions as regards 

derivatives, integrals, values, intervals, amplitudes and finally the overall 

behaviour ; a few of the Bell 's functions chosen to approach somehow Q. M. 

are given. Altogether, in the comparison between Q. M. and functions 

satisfying Bell 's inequali t ies, an incompatibil i ty is revealed that is stronger than 

that resulting from consideration of just the inequalit ies. 
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I - INTRODUCTION 

Un débat portant sur les qualités de théorie physique de la 

mécanique quantique a été amorcé il y a un demi-s ièc le par un art icle de A. 

Einstein, B. Podolsky et N. Rosen (1) et par un article en "réponse" de N. 

Bohr (2) quelques mois plus tard en 1935. Les succès, c'est peu d i re , de la 

mécanique quantique n'ont pas permis aux questions soulevées de rester au 

premier plan de l 'actualité de la physique mais le débat pourtant dure 

toujours. On se doit de citer l ' intervention très importante de 0 . Bohm et Y. 

Aharonov (3) en 1957 qui ont proposé une expérience type permettant à ia 

lois de poser clairement les problèmes et susceptible de réalisation effective. 

Mais celle oes voies de ce débat qui occupe aujourd'hui le devant de la scène 

a été ouverte par J . S . Bell C4î en 1964 et si elle tient ce rô le, c 'est que Bell 

a espéré pouvoir faire trancher te débat par un résultat expérimental , il a , en 

effet, montré pour toute une classe de modèles pouvant en pr incipe prétendre 

à compléter ia mécanique quant ique, et en s'appuyant sur l 'expérience type de 

Bohm, que les résultats d'expériences Cou leurs prédict ions) devaient 

satisfaire une certaine re lat ion, plus précisément une inégalité reliant les 

résultats de mesures pour différentes valeurs d'un paramètre - en fai t , l 'angie 

de deux polariseurs comme on te verra plus loin - . Oes expériences ont été 

effectivement menées jusque récemment celles de A. Aspect et a l . très 

précises (5) et pour les dernières ( 6 ) , faisant intervenir un paramètre 

nouveau, ie temps. Elles ont (presque) toutes conf irmé la mécanique 

quantique et (donc) violé les inégalités de Bell rejetant ainsi la classe de 

modèles à l 'épreuve. Il reste cependant à interpréter ces expér iences, c 'es t -

à -d i re à examiner ce qu'el les impl iquent, ce qu'el les él iminent : conf i rment-

elles seulement que la mécanique quantique fonct ionne b ien, ou bien qu'el le 

est incompatible avec certaines hypothèses - lesquelles - . Quel est le rapport 

avec les questions initiales de Einstein et a l . De nouvelles questions sont-el les 

posées ? De nouveaux concepts, souvent introduits, comme la "non- local i té" 

ou la "non-sêparabi l i té" sont- i ls nécessaires ? En regard de ces grandes 

interrogations sur lesquelles B. d'Espagnat est intervenu récemment (7) avec 

un point de vue personnel mais approfondi et documenté, le but de cet article 

est très limité : démontrer quelques conséauences des inégalités de Bell et 

montrer comment ces propriétés modifient la problématique des comparaisons 

de l 'expérience avec la mécanique quantique ou avec les modèles envisagés 

par Bell pour la compléter. 



Précisons que si c'est " l ' int ime convict ion" de l ' Incompatibi l i té des 

hypothèses de Bel i -paramètres cachés prédéterminés, ou paramètre dans le 

passé c o m m u n - a v e c les bases de la mécanique quantique qui a motivé ce 

i ravai l , les démonstrat ions, par cont re , devraient être indépendantes de cette 

convict ion. Indiquons également que si les résultats trouvés semblent conduire 

à l imiter l ' intérêt de toute expérience qui ne ferait que vérif ier la violation des 

inégalités de Be l l , - ii est vrai qu'el les sont nombreuses aujourd'hui - cela ne 

concerne pas les dernières expériences d'A. Aspect qui font fonct ionner la 

mécanique quantique dans des condit ions originales et fondamentalement 

nouvelles du point de vue des relations espace- temps mais cette expérience 

ne sera pas discutée Ici - voir réf. (6) - . 

Il - LES INEGALITES DE BELL 

IL 1 - Une expérience type pour démonstrat ions 

Bien que beaucoup d'expériences aient été effectuées avec des 

photons, nous garderons l 'exemple original aussi bien de Bohm que de Beti 

( f ig . 1 ) , celui de deux particules 1 et 2 de spin 1/2 formées dans un état 

singuiet S = 0 et se "séparant" pour être détectées " indépendamment" dans 

deux aimants de Stern-Ger lach dont les axes de mesure de polarisation 

peuvent être orientés selon différentes direct ions a , b, c, etc. . . 

Le résultat de la mesure de polarisation A = u-\. a sur la particule 1 et 

B = CT2- b sur la part icule 2 peut donner un résultat +1 ou - 1 r quelles que 

soient les orientat ions a et b, en conformité avec la mécanique quantique (et 

à l 'expérience) • Cela est vrai quel que soit l 'état initial mais préciser l'état 

initiai S = 0 permet de prédire la corrélat ion entre les mesures A sur 1 et B 

sur 2. 

La mécanique quantique prédit , en effet, une valeur moyenne pour 

cette corrélat ion 

iM P(*a^b) = < A < a l . B(b) > = - a . ï (a et h vecteurs unitaires) 



Bell met alors à l épreuve le modèle suivant dit a variables 

supplémentaires. Selon ce modèle, pour chaque couple de part icules, la 

valeur part icul ière d 'un paramètre x pré-détermine* le résultat ae la mesure 

aussi bien A sur 1 que B sur 2. 

(2) A = A ( a , X) : B = B ( b , x> 

La réparti t ion statistique des valeurs de x pour les différents tirages 

de couples de particules autorise la dispersion des résultats pour un choix 

donné de a et b - sans cette possibi l i té, A et B seraient constants pour a et b 

fixés et le modèle perdrait déjà tout contact avec la réal i té. 

11.2 - Pourquoi une inégalité 

La connaissance complète d 'une part de la fonction A ( a , x> ( 3 s 'en 

déduit comme on le verra plus loin) r d 'autre part de la distr ibution de 

probabil i té pi h) de x préciserait complètement le modèle et permettrait de 

calculer la valeur moyenne de tome mesure effectuée sur le système, en 

particulier la corrélat ion recherchée. 

(3) P(a ,S) - / A(a,x) B (b*,X) p (x)dX ; - l ^ P <a, b) ^ + 1 
J A 

et de la comparer directement â la prédict ion de la mécanique quantique 

P M . Q . <a»b) = - a . b 

L'intérêt de la démarche de Bell est d'arr iver à un résultat qui n'est 

qu 'une inégalité mais qu i , par contre, ne repose que sur la seule hypothèse 

de départ de la predeterminat ion de A et B : A = ACa*, x ) ; B = B ( b , x ) , 

Indépendamment de ta forme particul ière que peuvent prendre les fonctions A, 

B et p. Cela permet de ne pas mettre à l 'épreuve successivement toutes les 

hypothèses qu'on pourrait faire sur ces fonct ions. 

L'inégalité est la suivante : 

(5> iP (a ,b> - P ( a , c ) i v< 1 + P("b,c) 

* c'est en cela que ce modèle nous paraît pré-quantique, classique môme : il ignore I» spécificité de la 

mesure quantique, du processus de réduction du paquet d'onde, mais ce n'est pas l'objet de cet article. 



on trouvera dans l 'appendice A la démonstrat ion donnée oar J. Bell ( 4) . 

Cette démonstrat ion ne met pas directement en évidence que n'interviennent 

en fait seulement que des considérat ions de la tr igone des ensembles 

appliquée à r ensemble A des valeurs de * , comme il est montré dans cet 

appendice. On y trouvera également une démonstrat ion originate des 

inégalités de Bell général isées introduites ultérieurement (8) et qui traitent les 

voies (1> et (2) de façon plus symétrique en introduisant 4 directions ae 

mesures, ë\ b, ë*. d" ; on n'a plus alors à util iser ta relation BCa.x) =• - A ( â \ M 

qui résulte de la condit ion : 

(6) P(a, a ) - - p(a, - a ) - - 1 (vo i r plus bas) 

comme l'avait montré Bel l . 

11. 3 - Passage à une fonct ion d 'une seule variable (anqulai re) 

Les différents vecteurs a . b\ c. . . envisagés jusqu' ic i peuvent avoir 

une orientation quelconque dans l 'espace à trois d imensions, ceoenoant. 

l ' isotrooie de l 'espace conduit à ne faire dépendre P<atb*> que de l 'angle non 

orienté e^- g" entre a et b soit : 

(7) P("a,b> - P<b,a) = P(€M -o = f (9) a ,b 

De plus, des considérat ions de symétrie évidentes se combinent à te 

condit ion (6) pour donner : 

3»{a,S) - P ( - a , - b ) = -P < » , - b ) * -P (-a,kO 

L'ensemble de ces condit ions se traduit sur la fonction f par les 

condit ions : 

f (e) = - f CTT-Ô) 

18) ! f ( o ) = - 1 ; f tn ) = l 

f ( i r /2> = - fCir/2) = .0 

Examinons maintenant les conséquences de l ' inégalité ( 5 ) . établie 

dans l 'espace à 3 d imensions, sur la fonction d'une seule variable angulaire 

f (e) . Soit a l 'anale entre les vecteurs a et b, supposés fixés, soit S l 'angie 



entre les vecteurs a ei c supposé constant <c n'étant pas autrement contraint) 

0 4 a / p 4 TT : on supposera a * a. Le premier membre de (5) est alors 

constant, le second membre peut s 'écr i re : 

l + P ( b , c ) -= l + £ <*) 

où f peut prendre n' importe quelle valeur entre Ca-p) et (a+p) . 

Au total, (5 ) se traduit donc par : 

i f(a> - f (0) l <1ILN») - f (0) 

( 9 ) j 0 s< (3 4 a v< n 

On a indiqué sur la f igure 2 la zone du plan 1(e) interdite pour f par 

la condit ion (9) à partir des deux seules données f ta) et Hj3> correspondant 

aux angles a et 0. 

Si a , b, c* avaient été choisis au départ coplanaires - c'est 

nécessairement le cas pour les photons ouisque ceux-c i sont définis ( par 

exemple) par leur polarisation l inéaire selon une direct ion nécessairement 

perpendiculaire à la direct ion de propagation - seules les valeurs extrêmes de 

f auraient été à considérer : f = a + j 3 e t * = o c - 0 , ce qui réduit oonc la 

portée de l ' inégalité ( 5 ) . 

Cependant, dans l 'essentiel de ce qui sui t , on réduira l ' inégalité de 

Bell à la seule valeur l imite f = a - /3*. On a alors pour les particules de spin 

1/2 dans un état S une condit ion nécessaire même si elle n'épuise pas le 

résultat de Bell et on aura d'autre part - et c 'est la raison de ce choix -

l ' inégalité de Beil pour des photo is convenablement préparés (9) moyennant 

des modifications mineures la polarisation l inéaire correspond à une 

direct ion (et pas un axe o r ien té ) , les polarisations exclusives correspondent à 

des polarisations perpendiculaires (et pas opposées) : la aépendance de la 

corrélat ion avec l 'angle des polariseurs prévue par la mécanique quantiaue est 

en -cos2e (au lieu de - c o s e ) . 

Une fonction t oui satisfait à (9} avec ¥ = O-O pour toutes valeurs de ta et 0 satisfait aussi à <9) avec **> = 



Dans ce qui suit , on partira donc de l ' Inégalité de Bel l sous la 

forme : 

(10) lf(cc> - f(/3) I v< f (a -0 ) - ( CO) 

qu 'on uti l isera conjointement avec l 'ensemble des condit ions ( 7 ) . 

Ill - VIOLATION DE L'INEGALITE DE BELL PAR LA MECANIQUE QUANTIQUE 

On a souvent écrit (voir réf. (5) (6) (9) et art ic les cités) que les cas 

de violation des inégalités étaient peu nombreux, mais si cela est vrai du point 

de vue des expériences réal isées, on va tout de même montrer que pour le 

cas des part icules de spin 1/2 les prédict ions de la mécanique quantique 

violent "presque partout" ces inégal i tés. La relation (10) peut en effet 

s 'écr i re : 

(11) y(a,3> = f<a) - tip) - f ( a - p ) + f (o ) >ï 0 

où y(a,£> a été introduite pour la commodi té de la sui te. 

S i on se rappelle que pour la mécanique quant ique, 

1|gj Q (e) = - cose, on obtient : 

( 1 1 1 ) Y^ 0 (ctr3) « 4 cos | s i n - s i n ^ — ^ 0 

Sauf aux frontières du domaine (a = 0 ou (3 = o, ou a = TT) , pour 

lesquelles l 'égal i té est obtenue, y ^ Q > 0 viole partout l ' inégalité (II) - voir f ig . 

3 - . Un écar t maximum de 0 .5 est obtenu pour a = 2TT/3 ; p = TT/3. 

L' importance de cet écart peut être apprécié en constatant que chacun des 

quatre termes composant y (a,j3) est borné par ± 1 : mais l 'essentiel - sauf 

pour une expérience - n'est pas dans l ' importance de l 'écart , mais dans 

l ' incompatibi l i té systématique qui est trouvée. 

G 



On pourrait penser que cette incompatibi l i té trouvée au moins pour 

un système physique, entre le modèle à l 'épreuve* et les prédictions de ia 

mécanique quant ique, est suffisante pour rejeter le modèle : ia mécanique 

quantique a fourni ses preuves et elle est à l 'oeuvre ici dans une situation 

plutôt simple et "classique". Il a cependant été recher -hé une réponse 

expérimentale quantitative à cette incompatibi l i té en rapportant l 'écart observé 

Cet prévu) a l ' Inégalité à des barres d'erreur d 'or ig ine expérimentale. Nous 

allons montrer pourquoi cette démarche ne nous parait pas cor recte . 

IV - LES FONCTIONS V LA BELL* 

L'util isation de l 'expression CIO) Cou de ses général isat ions 

comportant 4 vecteurs) qui a servi de référence aux expériences réalisées a 

conduit â mesurer fCa), U j3) , f(a-/3) pour des angles qu i , si la mécanique 

quantique est prédict ive, rendent l 'écart à (101 maximum. Le point faible dans 

cette démarche est qu'el le ne tient pas compte du fait que , si le modèle à 

l 'épreuve est cor rec t , il impose que la fonct ion de corrélat ion f (e) soit 

conforme à l ' inégalité de Bell pas seulement en trois points © - o, 0, a-& mais 

sur toute l 'étendue de définit ion où elle s 'appl ique <0 s< 0 { a 4 n). 

Nous allons montrer que la prise en compte de cette propriété 

globale de Ue) et des condit ions de symétrie (71 modifie de façon importante 

le problème de sa comparaison avec les prédict ions de ia M.Q. 

Dans ce qui suit , on va appeler fonction "à la Bell" qu 'on notera 

fgCe) , une fonction qui satisfait partout aux condit ions (10) et C7). 

L'établissement de l ' inégali té de Bell permettait de faire l 'économie 

de l 'épreuve des différentes fonctions possibles A ( a . x ) et P<X) . Sans perdre 

cette général i té , on va examiner quelques propriétés des fonct ions "é ia Bel!" 

fg (e ) en recherchant en part icul ier celles qui les distinguent de la fonction 

f ^ Q ( e ) = -cos© prédite par ia mécanique quantique. A l ' inverse, on examinera 

également comment une fonction fB £ é ) peut s 'approcher de la fonction 

f M Q c e > . 

* modèle à paramètre prédéterminé dans le passé commun 



On va auparavant montrer que l ' inégalité se dédouble et trouver une 

représentat ion graphique f*es doux inégalités résultantes. 

Le dbuxiéme m e m x e de (10) est positif ou nu l , en effet, 

- 1 <• J (u - p) 4 + 1 et fCoJ = - 1 

La condit ion (10) est donc équivalente aux deux condit ions 

(12) Ma) - f<<3> ( t ( a -a ) - f (o> 

(13) f (o ) - fte> >- Cf(a-/3) - f ( o > ] 

Jt est intéressant de représenter graphiquement ces deux condit ions 

( f ig . 4) : considérant la courbe représentative de Ué) à partir de son origine 

0<e = 0 , f (e ) = - 1 ) , on déplace cette courbe sur e l le -même de telle sorte que 

0 ' , l 'origine de la courbe mobi le , décrive la courbe fixe. La condit ion C12) 

impl ique que la c o u r t e mobile reste partout au-dessus de la courbe fixe. 

S i fa courbe mobile e-.l - f (e> la condit ion (13) implique que cette 

seconde courbe mobile reste en-dessous de la courbe fixe. 

Du fait de l 'évolution générale de f (e> : f(0> = - 1 ; ICTT/2) = 0; 

f(7T> = 1 , la con i l t i on (12) apparait donc beaucoup plus contraignante que 

(13) et - recherchant des condit ions nécessaires - nous ne considérerons 

dans l 'essentiel de ce qui suit que la première, f R sera utilisé indif féremment 

pour une lonc t ion qui satisfait à (10) ou seulement à ( 1 2 ) . Quand il n'y aura 

pas d 'ambiguï té, on écr i ra s implement f. 

IV. 1 - Propriétés concernant les dérivées 6e t&(e) 

SI f(e> est der ivable, en faisant tendre p vers a dans ( 1 2 ) , on 

démontre que la dérivée à l 'origine est supérieure à la dérivée sur tout 

l ' intervalle (O,TT) et donc à sa valeur moyenne sur cet intervalle. 

(14) f ' ( o ) ?. f '(Q) o N< e s< n-

( 1 5 ) f ' ( O ) >, EÎ(TT) - f ( 0 ) ] / T T = 2/TT 



â comparer à * M . Q . t 0 > = ° -

Bell (4) avait déjà indiqué l ' impossibil i té pour t g ' e ) d'être 

sïationnaire en 0. 

IV. 2 - Propriétés concernant les intégrales 

Considérons maintenant l ' Intégrale 

(16) 1 ( e ) - I Cf<e) - f ( o ) ] de ; o < © < TT 

où le terme f (o ) est introduit par commodité pour décaler . 'or igine et 

rendre !<©) î- 0. 

On peut écr i re : 

i ( © ) - \ C f (e ) + f ( e - e) - 2f ( o ) ] de 

et , compte- tenu de (12) avec a = e , a - £ = G 

(i7> i ( e ) > Jf

0C^2( © > " f<°>> «e = f Cf( e ) - f<o)] 

quel que soit o •$&$ TT, l 'or igine étant prise en - 1 = f £ o ) , en chaque point 

0, l ' intégrale de 0 à e est supérieure à l ' intégrale de la fonction l inéaire 

joignant l 'or igine â ce point ( f ig . 5 ) , 

En part icul ier, choisissant 0 = I T / 2 , on trouve que l ' intégrale 

( toujours comptée à partir de -1 ) est forcément supérieure à n/4 alors que : 

r « « (w/2) = [n/Z (-cose + i ) de * n/z - i 

(1&) s o i t I B ( T T / 2 ) - I M Q / " / 2 > >s 4 4 ^ 

Ce n'est pa^ la valeur (fini©) de cette l imite qui est importante, c'est 

la preuve qu'el le donne que toute possibil ité de rapprochement entre F R C G ) et 

FfyiQ(e) dans une certaine zone de e sera nécessairement payée dans une 

autre zone par un étolgnement plus grand. Il faut noter que la limite absolue à 

± 1 pour fCô> quelque soit e va peser DOUT la réalisation de cette condit ion 

in:4graie (18) et va en part icul ier emoécngr d'y satisfaire avec quelaues points 

Singuliers en fonction s. 



Notons que la fonction l inéaire - qui joint les points ( 0 , - l > : CTT/2, 

0) ; Cir, +1) - souvent donnée ( 4 ) , (7> comme un exemple de fg apparaît 

plutôt comme une fonct ion limite tant pour la dérivée à l 'origine que pour 

l ' intégrale. C'est pour une fonction sans point d ' inf lexion, la fonction fg qui se 

rapproche le plus de ffvi.Q.- Nous la noterons %[ {©) . 

IV. 3 - Propriétés concernant les valeurs et les intervalles 

On va examiner c i -dessous la possibil i té d'uti l iser une fonction a 

structure plus compl iquée pour tenter de rapprocher Fg<e) de * M , Q . ( G ) - On 

étudiera alors en particulier la mesure des intervalles de 6 où fg peut dire du 

môme coté que ffyi.Q. P a r rapport a la fonction l inéaire l imite f g | . Nous 

examinerons également les excursions possibles des amplitudes des fonctions 

f g . Auparavant et pour simpli f ier le formal isme, on va rapporter les fonct ions 

f, non plus à l'axe des e, mais à la fonction l inéaire l imite fg | vue 

précédemment. 

En effet, si on excepte les deux condit ions sur les valeurs f (o ) = - 1 

et f (T) = +1 * , on remarquera que la somme de deux fonct ions fg est 

également une fonct ion f g . Il n'en n'est pas de môme de la dif férence ; on 

peut cependant soustraire une fonct ion qui satisfait à (12) partout (pour toute 

valeur de a et &) avec le s igne de l 'égal i té. 

C'est le cas de la fonction l inéaire fg | que nous allons soustraire à 

toutes les fonct ions fg avec la notation 

F(e> = f (e) - f g ( ce> 

les condit ions pour que F soit une Fg étant alors : 

(19) F(0) = F(T7/2) = F <tr) = 0 * " 

* il faut également excepter la limite a ± n pour toute valeur de 6 , on reviendra plus loin sur cet aspect. 

* * et cette fois pour F ( 6 ) , contrairement a t(&), la somma de deux Fg(©) est une Fg y compris en ce qui 

concerne les valeurs pour 0, TT/2 et TT. 



(20) Fie) = -F (rr-6) 

(21) F(a> - F (p> { F (a - s> put remplace 112) 

et l 'on a (voir f ig . 6) 

we) = 2 - ! e - c ° E 9 

Remarquons que la representation ( t ig . 4) de la condit ion (12) pour 

fg est également valable avec la condit ion (21) pour Fg . Ce n'est par contre 

plus vrai pour la condit ion ( 1 3 ) . 

Des propriétés portant sur le signe de F e démontrées a partir de 

(20) et (21) dans l 'appendice B sont indiquées c i -dessous. Compte-tenu de 

la relation oe symétrie ( 2 0 ) . l 'étude de F sur ( 0 , TT 2) est suff isante. Mais 

les relations initiales et déduites sont valables de 0 a n. 

1) Si F(a) I 0 , on a alors F ( a / 2 ) s- 0 et F ( a / 2 n ) > 0 (22) 

(n entier positif) 

et de plus F (IT - a) 4 0 (23) 

2) Si F(a) » 0 et F (0) 4 0, on a alors F (a - (3) >, 0 (24) 

3) SI F(a) i 0 , on a alors F (2a) ,.< 0 (25) 

On a aussi : F ( na) $ 0 n entier positif (25 ' ) 

e t F (rr/2 - | ) » O (26 ) 

et F (TT - 2a> >, 0 (27) 

et F (JT - a) >, 0 (28) 

4) Si F (a) « O M F (0) < 0 , On a alors F (a + 0) •$ 0 

On a en conséquence de (19) et (22) 

F ( i r / 4 ) . F ( n / 8 > . . . F ( t r / 2 n > . . . >,0 ( 3 0 ) 



Ce résultat est très important puisqu' i l donne immédiatement la 

possibi l i té, si elle est souhaitée, de constater en une seule mesure l 'écart de 

l 'expérience et de la mécanique quantique avec toute fonction "a la Bell" 

puisque F M Q ( © ) est partout négatif-

Par ai l leurs, si a-\ est la première racine de F(e) (F (e ) >/ 0 si 0 .< e « 

a-]) et N le nombre de racines entre 0 et n / 2 , bornes exclues, en 

conséquence de (24) on a : 

Rappelant alors que F ^ Q ( Ô ) est partout négatif de 0 à n/2. on va 

cnercher une solution qui serait plus favorable que Fg|<ô) = 0. On va aiors 

convenir que deux objectifs sont recherchés : le premier zéro a i ooit être ie 

plus petit possible et la mesure 6 - de l 'ensemble des valeurs de e pour 

laquelle F(e) est négatif doit être la plus grande possible. Ces oeux objectifs 

sont en effet nécessaires à une bonne approximation de F ^ Q par Fg . 

La condit ion 131 ) conduit à augmenter le nombre N oe racines de 

F O ) . On peut alors définir pour chaque valeur de N, la valeur oes racines de 

F qui correspondent à la réalisation des objectifs précédents et t iennent 

compte des condit ions (2) à <29) qui s ' imposent pour Fg . Pour N donné, la 

séquence des racines données c i -dessous par (32) n'est évidemment pas ia 

seule possible, mais cette séquence donne la valeur maximum de 9-

compatible avec la valeur minimum tr/N+2 de a-j. La séquence des racines est 

la suivante (voir f ig . 7) : 

__ -r/N+2 ; a - 2 a ; a ^ . . . » ^ - " " * » , 
( 3 2 ) ! •<?. 

on trouve alors Que 

( 3 3 ) 
8 - / ( w s 

"^ ' "" 4(NÏ2 ) S l " e E t i j" P a i r 

4( N+l ) 
si N est pair 

N = 1 2 3 4 5 6 e œ 
©- / 0 . 3 3 3 0 . 3 0 0 0 . 2 9 5 O . i . d 0 . 2 5 0 

ÎT72 " I 0 .167 0 . 2 0 0 0 . 2 1 4 0 .222 0 . 2 5 0 



Si l 'augmentation de M permet de rapprocher la première racine de 

0, on doit remarquer que pour N grand, le rapport des mesures des premiers 

Intervalles négatifs à celles des premiers intervalles posit i fs, de l 'ordre de 

l / N , tend lui aussi vers zéro alors qu'on le voudrait le plus grand possible ! 

Dans tous tes cas , 8 - /n/2 ne peut dépasser 0 .333 (oour N=l) e i 

tend très vite vers 0 .25 si N augmente. 

IV.-j - Propriétés concernant les amplitudes 

Dans la comparaison des Fg avec F ^ Q . ta considérat ion des 

amplitudes est évidemment importante : avoir le môme signe n'est pas 

suffisant. Les conséquences sur les amplitudes de la condit ion ( 21J sont 

part icul ièrement simples lorsqu'el le est appliquée a une fonction FQ^CQ) ( o n 

appel lera F Q N une fonction Fg possédant N racines entre 0 et n /2) oont les 

racines sont cel les de ta séquence (32) (voir appendice C ) . Par s impl ic i té, 

nous ne considérerons que les cas où N est impair (cas le plus favorable ou 

point de vue de 6 - ) . 

Entre 0 et TT /2 , Fjg possède N+l = 2 v extremas" alternativement 

positif et négatif. Soient m-], n*»2- . . m v les minimas (négati fs) comptés de 

gauche à droite et M-j M2. . . M u les maximas (posit i fs) comptés de droite à 

gauche (voir f ig . C l ) . Soit ta séquence d'amoli tude : 

/ m , -ni_ • 2m, ; m„ •* 3m, . . .m — wn, 
( 3 4 W ' 1 3 1 v 1 

On montre dans l 'appendice c) que : 

1> Il est possible de trouver une F N B possédant cette séquence. 

2) m-| donné, il n'est pas possible de trouver de F N g pour laquelle 

m^ ou M- soit plus petit que les valeurs données par ( 3 4 ) . 

3) Pour toute augmentation d'une des valeurs de m f ou Mj , ii 

n'existe pas de solution qui ne comporte l 'augmentation de toutes les valeurs 

suivantes dans la séquence. 

* il s'agit dans chaque domaine de la valeur absolue la plus grande. 



On peut remarquer que les extremas de (34) sont proport ionnels 

aux intervalles auxquels ils correspondent tels qu' i ls sont donnés par ( 3 2 ) . 

On montre qu' i l est ainsi possible de générer des F g ^ ' a partir 

d 'une FQQ que lconque" , on construit sur chaque intervalle la f igure 

homothôtique dans le rapport de l 'Intervalle à r r /2 , la f igure étant 

alternativement droite et retournée pour les intervalles positifs et négatifs. 

On donne sur la f igure 8, trots exemples de ces fonct ions. 

Ces fonct ions sont part icul ières : 

1) Elles suivent la séquence limite des racines (32) qui minimise a-| 

et maxlmnlise 0_. 

2) elles suivent de façon limite l ' inégali té de base (21) en ce sens 

que pour toute valeur de & ( in fér ieure à o ^ N - t l ' - " existe au moins une valeur 

de a différente de TT pour laquelle (£1) est satisfait avec l 'égal i té. Voir 

appendice C. 

La somme de deux de ces fonct ions est une fonction Fg mais elle 

n'est en général plus une fonct ion l imite. La tentative pourrait être faite 

d'ut i l iser un arc de s inusoïde comme f igure de base Fgn et de consti tuer une 

pseudo base pour les Fg (pseudo, puisque les Fg ne consti tuent pas un 

espace vectoriel) . 

Revenant à la question essent iel le, comment approcher F ^ Q par une 

fonct ion F g , on a représenté sur la t ig . 9 , avec ^ M Q , t r o j s fonct ions Fg 

Intéressantes pour la comparaison : 

*i) F Q | = 0 déjà discutée 

2) une Fg-) part icul ière pour laquelle 

F g i = F ^ Q pour e » TT/3 
F B 1 " F M Q ni 'n lmum pour e s TT/3 

3) une Fg7 part icul ière pour laquelle : 

elle est, en fait, soumise a une condition donnée dans l'appendice C. 



F B7 = F B S P ° , , r ? < S « 5 

F B 7 ~ F M O minimum partout ai l leurs. 

Ce oernier exemple montre fes diff icultés QUI apparaissent quand on 

veut se rapprocher oe F ^ Q pour les petits angles en augmentant N. En fait, 

on peut montrer que lorsque N -» œ, la f igure oes Fg^j ainsi construite tend à 

occuper lout l 'espace compris entre tes limites 

ainsi : 

limite F „ ( c —) = 2 si e est un nombre positif « 1-
BN N 

N - Œ> 

IV. 5 - Retour sur les condit ions £13) et C8) 

On doit maintenant rappeler que deux condit ions ont été abandonnées 

dont on va examiner sommairement les conséquences ; ces condit ions ne 

pouvant que réduire encore les possibil ités de rapprocnement de F Q avec 

F M . Q . • 

Pour la première condit ion qui s 'appl ique à tous les cas (photons ou 

part icules de spin 1 / 2 ) , on doit revenir a î l e ) soumise a (13) : 

f(cO - f(/3î x - ii(.a-0) - f ( o ) 3 

D'une part , cette condit ion complète la condit ion (14) sur ta dérivée 

qui devient : 

- f '<o) * f ' ( e ) * r ( o > 

D'autre part, pour un N donné, elle réduit encore l ' intervalle de e 

pour lequel f g ^ peut être égal à f f^.Q- On démontre que la l imite est trouvée 

par une procédure indiquée sur la f ig . 10 pour le cas où N = 3. Pour ce cas , 

l ' intervalle Initial 36 - 45* se réduit à - 37. 9 - 42. 6*. La fraction conservée 

diminue et tend vers zéro quand N -» «. 



La deuxième condit ion supplémentaire ne s'appl ique pas au cas des 

pbolons mais seulement à ceiui des part icules de soin 1/2. Elle remplace, 

rappelons te. la condi t ion : 

I f(oc> - tes) I « f ta - f l ) - f(o> 

( f (a ) - f<p> ^ f(f> - £(o) 
I a-e < t $ a + 0 
ff(or) - f(p) $ f(f) - f (o ) 
< f(/3) - f (a ) jÇ - [ f ( f ) - f ( o ) ] 
l.a-0 <: f ^ a + 0 

P o u r tes cas où elle s 'appl ique, cette condit ion réduit encore 

considérablement les possibil i tés en part icul ier pour les petits angles ( N 1 1) . 

I 
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V - CONCLUSION 

En établissant quelques propriétés générales que possèdent les 

fonctions qui satisfont aux inégalités de Bel l , cet article contribue à poursuivre 

la démarche de Bell examiner les conséquences de l 'hypothèse de 

paramètres supplémentaires pré-déterminant le résultat de mesures sur des 

systèmes micro-physiques a deux particules et permettre leur comparaison 

avec tes prédict ions de la mécanique quantique. 

Pour le cas des photons*, et à l 'exception des points n /4 , i r /8 . . . 

Tr /2 n (ensemble de mesure nulle) où l 'ôcatî avec la mécanique quantique est 

i r réduct ib le, tout point F ^ Q peut en principe être atteint par une fonction Fg 

satisfaisant aux inégalités de Bell ; mais chacune de ces fonctions ne peut 

rester égale a F ^ Q ( 9 ) et nous pensons avoir établi grâce aux démonstrat ions 

portant sur les valeurs Crel. I V ) , les dérivées Crel. 15 ) , des intégrales 

( re l . 18 ) , les Intervalles ( re l . 3 3 ) , les amplitudes ( re l . 34) et le 

comportement global Cflg. 1 0 ) , l ' Incompatibi l i té des fonctions "à la Bell" avec 

les prédict ions de ta mécanique quantique. Les résultats nous paraissent 

relativiser l ' intérêt de mener des expériences en vue de vérif ier la violation des 

inégalités de Bell . Si elles sont cependant déc idées, Ils devraient en orienter 

dif féremment le choix. 

Bien que ce ne soit pas le sujet de cet ar t ic le , (l nous semble alors 

que si les dernières expériences d'A. Aspect et a i . (6) sont tel lement 

Intéressantes, c'est moins parce qu'el les consacrent la violation des inégalités 

de Bel l , que parce qu'el les vérifient les prédict ions de la mécanique quantique 

dans une situation expérimentale qui permet de poser de façon nouvelle ces 

questions vieilles de cinquante ans sur la réalité de la fonction d'onde ou la 

nature du processus de mesure quantique. 
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LEGENDE DES FIGURES 

Fiq. 1 : Schéma de l 'expérience type (avec des particules de spin 1/2) 

proposée par Bohm pour concrét iser la question soulevée par 

Einstein. Podolsky et Rosen 

Fiq. g : Conséquences pour la fonction d'une variable f(e> de l 'exis­

tence de l ' inégalité de Bell dans l 'espace à trois dimensions 

pour le cas des particules de (masse finie) à spin 1/2. La 

connaissance de f (a) et f(/3> él imine la zone hachurée pour la 

fonction f (e) . S* les direct ions des pciarlseurs sont ma'ntenues 

dans un p lan, seules les valeurs extrêmes a-Q et a + j sont 

é l iminées. 

Fia. 3 : Pour les part icules de spin 1 /2 , la fonction y ^ Q (a r /3) = f (a) 

- f (3) - f(ct-/3) + f t o ï positive ou nulle viole presque partout 

l ' inégali tée de Bell y ^ 0. On a tracé les lignes de niveau y = 0 

( les frontières du domaine) ; y = 0. 37 ; y = 0. 5 ( la valeur 

maximale de y) . 

Fio. 4 : Représentation de l ' inégalité de Bell H(a) -f(<3) U1(a-|3> qui se 

dédouble en deux condit ions du fait de la valeur absolue dans 

le premier membre. 

Fio. 5 : Une des conséquences de l ' inégalité de Bell sur l ' intégrale de 

f B ( e > 

Fig. 6 : Tracé de F M . Q . (©> = * M . Q . ( e ) ~ * B I ( e ) • ^ n a * a i t *'9urer les 

limites de F(ô) imposées par les condit ions - 1 * f<6) -J + 1 . 

Fio. 7 : Position des 2N racines de F B ( e ) (en plus de 0 , TT/2 , TT) qui 

rendent minimum la première racine a-j, et maximale la mesure 

G des intervalles où F Q ( B ) est négatif. 



FIGURE CAPTIONS 

1 : Scheme of the thought-experiment given by D. Bohm to 

exemplify the questions ot Einstein, Podolsky, Rosen. 

2 : Consequences tor the one variable function f (e> of the Bell 

inequalities established In the three-dimensional space. 

f (a) and ilp) being known, the shaded area is forbidden 

for 1C©>. Only the exlreme values a -p and a+a are excluded 

if the axis of the polarizers are kept within a plane. 

3 : For spin one-hal f pan ic les , the l u n d i o n associated wiih 

quantum mechanics VQ M , (CT ; p ) = f (a) - f (£> - f ( a -

p) •*• f ( o ) , positive or zero , violates the Bell inequality y 4, 0 

almost everywhere. 

The lines corresponding to the values y - 0 and y - 0 .37 

have been drawn as well as 1he point corresponding to Ihe 

maximum value y - 0 . 5 . 

4 : Graphic representation of the Bell inequal i ty ! 1(a) - f<£) | •$ 

i(a-p) - f (o ) which splits inio two condit ions because of the 

absolute value in the first te rm. 

5 : One ol Ihe consequences of Bel l 's inequality on 1he integral 

of l B < e ) ; 

6 : Graphic representation o1 F Q ^ <©) = * Q , M . ( e J ~ %!<&>• 

The shaded zone corresponds to the condit ions -1 -i 1 <e) < 

+ 7. 

7 : Position of 1be 2N roots of F B ( e ) ( 0 , w / 2 and IT excluded) 

which minimize the value cr-j of the tirst root and maximize 

the measure 8. o l the iniervals for which F B ( e ) is negative. 

Three examples of Bel l 's lunr t ions F f 3 N ( e ï with the limit 

sequence of 2N roots - t ig . 7 - and the limit sequence of 

amplitudes (see relations 3? and 3 4 ) . 



Fio. B : Trois exemples de lonetions à la Bell Fgpj(e) possédant la 

sequence limite de racines - voir f ig . 7 - et la séquence limite 

d'ampli tude des dif lérents lobes (voir relations 32 et 3 4 ) . 

Fia, 9 : Comparaison de la mécanique quantique et de trois différentes 

fonctions à la Bell prétendant à la comparaison. Les petites 

f loches Indiquent les premiers points où Fg >, 0 CTT/4. . . n /2n) 

voir relation 30. 
F BI=0 e s t l a fonction l inéaire l imite ( 1 B I ( © ) = 2 / I T e — l ï . 

Fg-j est la fonct ion à une racine qui co ïnc ide avec F M . Q . * 0 * 

pour e >, TT/3. 

Fg7 est la fonction à sept racines qui co ïnc ide avec F ^ Q (e) 

pour TT/9 4 e $ TT/8 (a* = TT/9 ; cf = TT/8) . 
1 2 

Fia. 10 : La fonct ion Fg|(e) qui co ïnc ide avec F y Q (e) entre TT/5 et 

i r /4 pour un Intervalle maximum compatible avec la seconde 

condit ion de Bell ( re lat ion (13) du texte-) (on a entouré d 'un 

cerc le les deux réglons d' intérêt) et qui partout ai l leurs rend 

minimum la dif férence à F M . Q . ( 9 ) -

Fia. A. 1 : Découpage de l 'ensemble AO-i des valeurs du paramètre 

supplémentaire h en fonction du signe des mesures selon les 

direct ions a , b, c. Pour désigner les différents sous 

ensembles, et par convent ion, on a pris 0 pour - et 1 pour + 
-* - * -A 

et a b c dans l 'ordre. Voir texte. 

Fia. Ç1 : Schéma indiquant la désignation des racines et des extrémums 

util isée. 



Comparison between quantum mechanics and three comp -

l ing Bell 's functions. The small arrows indicate the ponts 

where F B ( e ) V Û, i. o. T / 4 . . . t r / 2 n (see rc la l ion 30) 

F91 s 0 Is the linear limit lunct ion ( F g j ï e ) = 2e/n - 1) 

Fg-) »s the tunef ' -n with one root which is equal to F Q M. t e ) 

tor 0 >, r r /3. 

Fg7 is the lunct ion with seven roots which is equal to 

F Q . M. i & } lor a-] = rr/9 { 0 •$ i r /8 = oTg. 

The lunct ion F g 31(e) which maximize the interval where F R 

= F Q y bel ween i r / 4 and n/S as permitted by the second 

Bell inequality ( re l ( 1 3 ) ) and which minimize fne dif ference 
F B ~ F Q - M. everywhere else. A c i rc le has been drawn 

around 1he two regions of interest. 

Given the sel A ( A ) of the values of the extra parameter x. 

The different subsets corresponding 1o a given polari2ation 

on the different axis â"̂  IT, ~tT have been drawn. Arbitrar i ly, 

the values 0 e n have been attributed to a negative 

(posi l ive) polarization. 

Scheme giving the indices used for the roots and extrema. 



APPENDICE A 

Sémonstrat ion oe Betl et démonstrat ion selon les mesures d'ensembles _ 

Démonstration de l ' inégalité de Be,lj„ général isée. 

Les lignes suivantes A l à A5 constituent la démonstrat ion originale oe 

Bell (4) 

Cfl.l) P(a, S) = - [ dA p(A) A(â\ A) A(£,A) 

où on a déjà in t rodu i t l ' é g a l i t é B(b,A) = -A(b,A) 

(A.2) P(a, £) - P<a, C) = - [dA p( A ) EA( a, A )A(b\ A )-A( a, A ) .A( C, A )] 

(A.3) = + j dA p(A) A(a, A) A(b\ A) [-1 + A(b\ A) A ( C \ A ) ] 

puisque A vaut t 1 et donc A =* VA 

{A.4) j P(â\b*> - P(a,C) j ̂  j dA p(A) [1 - A(b,A) A(c,A] 

qui exprime que la valeur absolue de l ' intégrale est inférieure ou égale à 

l ' intégrale de ta valeur absolue. On a alors : 

(A.S) I P(a ,2) - P (a , c ) 1 ^ 1 + P(b\c) C.Q.F.D. 

On va reprendre maintenant la démonstration en exprimant pi us 

directement l 'hypothèse de base du modèle : pour chaque posit ionnement a r 

b, c etc. . . il existe un sous-ensemble de valeur de A choisi dans l 'ensemble 

A(A) des valeurs de A pour lesquels la mesure selon a est + 1 , un autre pour 

laquelle elfe est - 1 et de môme selon b r selon c e t c . . . ( f i g . A. 1) . 

Ainsi pour (A. 1 ) , remarquons que A ( A > peut être partagé selon les 

signes de A ( a , \) et A ( b , x ) , soit ++, + - , - + , — , et si on désigne par (++) 

la mesure de l 'ensemble correspondant au résultat ++ etc. . . on a simplement 

(A. l ) -» P(a ,b) - (-»-) + (-+) - {++) - { —) 

Pour poursuivre la démonstrat ion et mieux, mettre en évidence Je 

caractère binaire des choix successi fs, on désignera par (ooo) la mesure de 

l 'ensemble des A qui donne - 1 sur les trois directions a , b F c C l l l ) celle de 

celui qui donne +1 etc. . . On a alors le tableau suivant où on a mis en 

ôvtdence les différentes expressions oui apparaissent dans ( A . l ) à (A. S). 



(OOO) (OOl) ( 0 1 0 ) ( O i l ) ( 1 0 0 ) ( 1 0 1 ) ( 1 1 0 ) ( 1 1 1 ) 

P(a,£> - + + + + - -
P(a , c ) - + - •+ + - + -
P ( b , c ) - + + - - + + -

1 + + + + + + + + 

p(aS) - P ( 3 C ) 0 - 2 2 0 0 2 - 2 0 

1 + P(£c) 0 2 2 0 0 2 2 0 

on a alors |P(ab> - P(ao) I = 2 IC(OIO) + ( 1 0 1 ) i - [ ( 001 ) + (1101) I 

1 + P(b,c> = 2 ( [ ( 0 1 0 ) * ( 1 0 1 ) ) + C(001) + ( 1 1 0 ) ] ) 

et l ' inégalité est démontrée. 

L' inégal i té Ce Bell général isée correspond à deux choix de direct ion a 

et a' pour la particule 1 , deux choix b et b' pour la part icule 2. Comme 

précédemment , donnons le label o pour la réponse - 1 , le label 1 pour la 

réponse +1 et rangeons aa 'bb ' dans cet ordre , on obtient le tableau suivant 

des expressions de P ( a , b) e t c . . et les quatre inégalités de Bell qui s 'en 

déduisent. On a indiqué également l ' inégalité - 4 { S-*- * + 4 sans intérêt 

prat ique. 
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' 
R(tt) "• - 1 
A ( a - ) - - 1 

A(a> - - 1 
A ( a ' ) •= +1 

A ( a ) •» + 1 

A ( a ' ) - - 1 

A(a) - +1 
A(a ' ) - +1 ' 

>oon oool nolo liOll olot DlollolloMII luoo Inolloin loll 11 nu iioi iioilin 

«a.B> + «• - - + + - - - - \ + - - 4- + 

p(3.e-> + - + - + - + - - + - + - 4- - + 

WÏ-.B) + t - - - - + + + + - - - - + + 

« s * > + - + - - + - + + - + - - + - + 

4P(a b*)(P(ab ) ) P ( a ' b > - P ( a ' b ' ) 2 2 - 2 - 2 2 - 2 2 - 2 -2 2 - 2 2 - 2 - 2 2 2 - 2 < S B < + 2 

+ + + 2 - 2 2 - 2 2 2 - 2 - 2 - 2 - 2 2 2 -2 2 - 2 2 - 2 < S B < + 2 

+ - + \ 2 - 2 2 - 2 - 2 - 2 2 2 2 2 - 2 - 2 -2 2 - 2 2 - 2 ^ S D < + 2 

- + + t 2 - 2 2 - 2 - 2 - 2 2 2 2 2 - 2 - 2 - 2 2 - 2 2 - 2 ^ S B < + Z 

+ + + 4 0 0 - 4 0 0 0 0 0 0 0 0 - 4 0 0 4 - 4 ^ S + < 4 4 



APPENDICE B 

Propriétés découlant de l 'Inégalité de Bell et des relations de 
svmmétrie. 

Partons d 'abord de l ' inégalité (21) seule 

F(a) - F(0) « F (a -0) 

faisant a = 20, on a : 

F(tx/2> >, 1/2 F(a> 

en part icul ier 

F(oc) >/ 0 - . F(a/2> •>, o (22) 

et F(a> ( o -> F(2or) « o (25) 

(24) et (29) se déduisent directement de ( 2 1 ) . Remarquons enfin que (25) 

et (29) donnent F(a) s< 0 -t F(na) x< 0 (25 ' ) 

1 •$ n entier Nc TT/CC 

Prenant maintenant en compte la relation de symétrie (20) F O ) = - F ( i r -e) 

(23) et (28) sont ootenus directement (22) et (28) donnent : 

F(a) < 0 - . f ( I - î ) j O i . . . F ( î ^ ) n e n t i e r (26) 

(25) et (28) donnent : 

F(o) ( 0 -» F(ir - 2a) > 0 . . . F (rr-na) > 0 (27) 

1 ( n entier ,< rr/a 



APPENDICE C 

SEQUENCE LIMITE DE RACINES ET SEQUENCE LIMITE D'AMPLITUDES DES 

FONCTIONS "A LA BELL" ET GENERATION D'UNE FONCTION LIMITE A N 

RACINES. 

On se limite dans ce qui suit au cas où N est impair, pour N pair, 

seul le détail des démonstrations est différent. 

On considère donc la séquence (34) des racines de Fg^j : 

a? = rr/N+2 ; et» = TT/N+1 ; a« « 2a? ; a ° = 2a? ; a? = 3a . 
1 2 3 1 4 1 5 1 

a-|" qui atteint là la valeur limite donnée par (31) ne peut être diminué. 

a2 est l imité vers le haut par le fait que (N+2) ag - I T / 2 : pour TT/2 $ 

a i afvj+i, on doit donc avoir F(a) >• 0 , ce qu' interdirai t (25 ' ) avec n = N+2 si 

<X2 était plus grand que a.g. 

(x-\ e i a£ étant ainsi f ixés, les autres racines ne peuvent être 

modif iées dans le sens de l 'augmentation de © „ sans contredire (25*) o u / 

et (27) en effet, chacun des Intervalles négatifs successifs sur l ' intervalle 

(0,TT> est minimum par rapport à l 'exigence de (25 ' ) ; toute tentative 

d'augmentat ion d 'un intervalle négatif ( infér ieur a w/2) se traduit avec (20) 

par une augmentation d 'un Intervalle positif (au-dessus de I T / 2 ) et donc par la 

diminution d'un intervalle négatif Justement interdite. 

Il existe d'autres séquences de racines ayant un o . supér ieur, mais 

elles n'ont pas la valeur a-j* min imum. On peut, par exemple, introduire 2n 

racines entre rr/3 ( le ct-|* correspondant à N=1) et i r /2 mais cela ne présente 

aucun intérêt par rapport aux objectifs recherchés. 

Nous limitant toujours au cas où N = 2v - 1 est impair et appelant a 

(nrt|> e t c . . l 'angle correspondant à l 'extrémum m j , c ' es t -à -d i re - F (mj> 

est la valeur maximum de - F ( e ) entre a g j - i et agi de môme F(M:) est la 

valeur maximale de F(9) entre a ^ - j - i et ag^- j ( f ig . C l ) 

s o i t 3 = a ( m - j ) tx-j .$ ct( m-j ) •$ a g 

Sui t a - 0 = a C m - p a-j ( a t m - | ) -Ç a o 



on a forcément 03 ( a $ 04 

dans l ' intervalle «33, 04 existe un minimum n*)2 pour un angle en générai 

différent de a mais (21) implique nécessairement : 

- m*| >/ - mg + m-| 

ou mg » m-j + m-\ 

gardant la même valeur 0 = a Cm-)) 

avec a - 3 = aCMy) ; 0 f a (M v > ^ a-\ 

on a forcément a-| 4 ag ^ a * 03 ^ a-j + c*2 

a l ' intervalle 0-2 03 correspond un maximum Mv--\ pour un angle en générai 

différent de a mais (21) implique nécessairement : 

Mw x M v _-| + mq 

On peut poursuivre avec toujours 0 = a(m-j) et a - p = a f m g ) qui 

donne : 

1TI3 3. m2 + m -j 

et a - 0 = a (M„_-] ï qui donne 

m ^ - i fy M w_-| + m-| 

etc. . . 

On a donc la série de condit ions nécessaires : 

m2 >• rn -] + m-| 

m 3 ^ ^ 2 + m l 

m w ï. " V - l + m l 

M l ï. m u + m ] 

Mv >, My_-] + m-| 

25 



On obtiendrait d autres inégalités en utilisant o = 3-. ~. 

ce l le -c i nous suffit. 

La séquence m-j ; mg = 2m-| ; m^ = 3m-i ; . . . m v. - t «•. 

(v+1) m-\ : . . . Mu = 2v m-\ est en elfet celle qui croit le moins v.ir> ..: ••-„•.» 

augmentation de l'un de ses termes se traduit nécessairommr r n r j n n 

augmentation au moins aussi grande (on montrerait en (ait avae i*>^ , u i - . ^ 

condit ions qu'el le est beaucoup plus grande) des éléments suivants I .O Î n«"» 

propriétés font payer cher la possibil ité que donne l'utilisation d'un N imposant 

de faire descendre Fg^ce) au voisinage de F-^o/s i pour les peins «* 

On va montrer maintenant qu' i l est possible de construira un.. ••-.., 

possédant cette séquence d'ampli tudes qu i , rappelons-te, sont DroDon.on-

nelies aux intervalles auxquels elles se rapportent. 

Soit FBQCÔ) une fonction Fg sans rac ine* Celle ne s'annu.o quo cour 

0 , TT/2 et tr) et soit : 

t 
F B N ( e ) est alors construit de la manière suivante. Rappelons due r, = 

2 K - 1 . 

* on verra plus loin qu'elle doit satisfaire une condition supplémentaire. 



dans l ' i n te rva l le FgN(0) est égal à : 
i l y corres­
pond un 
extreniuin 

dans 1' interval le FpN(0) est égal à : 
i l y correspond 
un extreniuin 

0 a, 
a 2 a 3 

a 4 "5 

(N+1)F[(0,'(IH1)1 
N F [(6-o 2) /N] 

(N-1)F[(0-a,,)/{N-1)] 
H v -1 
M -2 

V 

"1 a 2 
"3 "4 
a 5 a 6 

-F [ (a 2 -0 ) / l ] 
-2F[(a 4-G)/2] 
-3F[(o 6-0)/3] 

"1 
nu 

'"3 

a 2 i a 2 i + 1 (2u- i )F^0-aZi) / (2v- i ) ] M . - i a 2i+1 a2i+2 - ( i + l ) F [ ( a 2 ( j + 1 ) - ( ) ) / n l M 

V z °Zv-1 ( w l ) F [ ( 0 - a 2 u . 2 ) / ( « 1 ) ] M, a2\)-1 n/2 -v.F (u/Z-0)/v m 
V 



Soit agj-T 4 0 4 agi ; 1 < I v< N, on peut écr i re : 

a v e c K = (N+l)(N+2> e t 0 ^ X ^ 1 

On a alors 

- - i F < ^ > = FBo<f »£>- '»<* !> 

de môme, soit v-p, 4 a f «2i+l •' N * j » 

a = 02j + ii(2v - J) n/K 

a v e c 2v = N + 1 

• F(ct> = (2i>-J) F ( £ a - a g j ) / 2 v - j > 

= (2i/-j> F ( j i (2 i / - j ) i r /K / ( 2 i / - j ) ) =- (2i /- j ) F (ji nYK) 

= (2 iH> F B O ^ T r / 2 1 

on a alors : 

a-0 = c*2j - O2J •+ ff ( M ( 2 I / - J ) + >.t) / K 

notant que agi - agi = a 2 ( i - i ) 

et que ( 2 f - ( | - i ) > TT/K = a 2 ( j - j ) + l - a2 ( j - i ) 

on trouve : a2( j- |> Ca-p < a 2 ( j - i ) + 1 



Constatant que pour *i = \ r on a : 

F(a> - F</3) = FCa-p) 

l ' inégalité (21) peut s 'écr i re : 

t2^i-i)JCFB oc(*4|^ j_ t )(^»)) l : - F B O <» l > 3 > 

2v-j avec p = -—7-, . . 

et cela doit être vrai quels que soient >. et j i , i et ] , et quel que soit v si on 

veut util iser la même F B o pour toute valeur de v : 

Compte tenu des limitations : 

on a : 
1 « i « j < H - 21/ - 1 

cherchant cette fois une condit ion suff isante, on peut suppr imer p dans 

l ' inégali té c i -dessus qui devient : 

et qui exprime simplement qu 'à partir de tout point de F B o , 'a valeur moyenne 

de la dérivée est une fonction décroissante de l 'angle, c ' es t -à -d i re que la 

dérivée de F Q 0 est cont inûment décroissante sur 0, TT/2 - ce qui n'est pas le 

cas de toutes les fonctions F B o . 

Cette condit ion étant assurée pour F Q 0 , nous avons donc montré que 

si p est choisi dans un Intervalle où F<<3) est négatif, H existe une valeur de o 

dans chacun des intervalles suivants où Fia) est positif pour laquelle la 



condit ion (21) est satisfaite avec le signe de l 'égal i té. On montrerait qu ' i l en 

est de môme pour chacune des intervalles où F(a) est négatif. SI p est choisi 

dans un intervalle où F(j3) est positif, la propriété n'est trouvée que pour les 

intervalles où F(a) est positif. 

On a ainsi montré la possibil i té de générer une fonction limite F g ^ l 

possédant N zéros (entre 0 et n/2 exclus) , qui satisfait partout à la condit ion 

(21) et qui est limite en trois sens : 0 elle possède la séquence limite (3«±) 

des rac ines, in elle possède la séquence limite (34) d'ampl i tudes, iii) el le 

satisfait au moins en une valeur du couple <.a,p) â la condit ion (21) avec le 

signe d'égal i té. 

I 

31 
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