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RESUME

QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS SATISFAISANT ALY INEGALITES DE

BELL_EN RELATION AVEC (A MECANIQUE QUANTIQUE

Aprés avair rappeié le débat sur ia mécanique quanticue (M.C.)
ouvert en 1935 par A. Einstein et N. Bohr. on décrit ‘expérience proposée
par D. Bohm et on établit une démonstration originaie des indgalités trouvees
par J. Bell pour mettre & I'dpreuve la ciasse de modaies prétendant compléter
la M. Q. par des paramétres cachés dans ie passé commun. On montre que la
M. Q. viole presque partout ces inégalités. Les propriéiés généraies des
fonctions (d'une variable) satisfaisant aux inénalités de Bell sont gxaminées en
détail pour la comparalson de ces fonctions avec celles prédites par ia M. Q. ,
en ce aui cancerne les dérivées, les Intégrales, les valeurs, les intervalles,
les ampiituges et finaiement le comportement global : quelques exempies de
fonctions “& la Bell® construites pour se rapprocher des prédictions de la M. Q.
sont donnés. 1l est ainsi mis en évidence une incompatibilité de ta M. Q. avec
les fonctions satisfaisant aux inégalités de Bell, plus radicale aue celie qui

résuite du seul examen des inégalités.

ABSTRACT

SOME PROPERTIES OF THE FUNCTION ATISEYING BELL'S INEQUALITIES N
RELATION TO QUANTUM MECHANICS

Having recalied the 1935 debate between A. Einstein and N. Bohr
about quanium mechanics (Q.M.) the thought-experiment ot D. Bohm is
described and a new derivation of the Bell’s inequalities is established to test
tne class of theories based on the hypothesis of hidden-parameters in the
common past. It is shown that Q.M. viplales these inequalities almost
everywneve. The generat properties ot functions satistying Bell's inequalities
are studied in arder 10 compare them to Q.M. predictions as regards
derivatives, integrals, values., intervals, amoplitudes and finally the overall
behaviour | a few of the Bell's functions chosen to approach somehow Q. M.
are given. Altogether, in the comparison between Q.M. and fun<tions
satisfying Bell’s inequalities, an incompatibility is reveaied that is stronger than

thatl resuiting from consideration of just the inequalities.



| — INTRODUCTION *trtrrrsssetamtiiataccsooronnsosssasn-soanos vae 1

Il - LES INEGALITES DE BELL e*csesctatecancsn N 2
.1 ~ Une expérignce type pour démonstrations ..-........ 2
1.2 ~ Pourougi_une inégalité  ........... PRI . 3

il.3 ~ Passage & une fonction d'une seule variable (anquisire) 4

i - VIOLATION DE UINEGALITE DE BELL PAR LA M. Q. cscevcvacans 6
IV — LES FONCTIONS “A LA BELL" +sccscencaacrccsacsnsssnnnnnan 7
W.) - Propri¢iés concernant ies dérivees »o»:-reess 8
V.2 - Prooriélés concernant ies intégrales =eeseesssss 9

IV.3 - Propriétés concernant les valeyrs et ijes intervaties - 10

.4 - Proprigtés concernant les Zmoliluges ...eressesesnn 13
W.5 - Retour sur les congitions (13) ot (B) ...ceuaun 15
V - COMCLUSION  ....... eeemeensian Creraateneerecar s 17

APPENDICE A :

APPENDICE B

APPENDICE C

Démonstration de Bell et démonstration seion les mesures
d’'ensembies. Démonstration de Vinégalité de Bell généra-

liIS@@. ot iiceiiie it Ceteer e aiaae 21

. Propriétés découiant de linégalit4 de Bell et das relatioas

de SYymmetrie. -ce.iiiiiiiiiiaiiiiierceeet e, 24

:Béquence limite de racines et séquence limite d’amplitudes

des fonctions "3 1a Bell” et génération d'une fonction
Timite 3 N racineSe  ceveniivvecrnerroennvnnnenns 25



| ~ INTRODUCTION

Un débat portant sur les qualités de théorie physique de la
mécanique quantique a été amorcé H y a un demi-siécle par un article de A.
Einstein, B. Podoisky et N. Rosen (1) et par un article en “réponse” de N.
Bohr (2) quelques mois pius tard en 1935, Les succeés, c’est peu dire, de la
mécanique quantique n‘ont pas permis aux gquestions soulevées de rester au
premier plan de l‘actualité de la physique mais le débat pourtant dure
toujours. On se doit de citer l'intervention trés importante de 0. Bahm et Y.
Aharonov (3) en 1957 qui ont propos4 une expérience type permettant & la
fois de poser clairement les problémes et susceptible de réalisation effactive.
Mais celle aes voies de ce débat qui occupe aujourg’hui le devant de la scéne
a été ouverte par J.S. Bell (4) en 1964 et si elle tient ce rdle, c’est que Bell
a espéré pouvoir taire trancher te débat par un résultat expérimental. It a, en
effet, montré pour toute une classe de modéles pouvant en principe prétendre
&4 compléter ta mécanique quantique, et en s'appuyant sur I'expérience type de
Bohm, que les résultats d‘expériences (ou ieurs prédictions) devaient
satisfaire une certaine relation, plus précisément une inégalité reiiant les
résultats de mesures pour différentes valeurs d’'un paramétre ~ en fait, I’angle
de deux polariseurs comme on le verra plus loin —-. Des expériences ont été
effectivement menées jusque récemment celles de A. Aspect et al. tirés
précises (5) et pour les derniéres (6}, faisant intervenir un paramétre
nouveau, ie temps. Elies ont (presque) toutes confirmé la mécanique
quantique et (donc) violé les inégalités de Bell rejetant ainsi la classe de
modédles a I'épreuve. Il reste cependant & interpréter ces expériences, c’est~
a~-dire & examiner ce qu‘elles impliquent, ce qu‘eiles éliminent : confirment-
elles seuiement que {a mécanique quantique fonctionne bien, ou bien qu'etie
est incompatible avec certaines hypothéses ~ lesquelies —. Quel est ie rapport
avec ies questions initiales de Einstein et al. De nouvelles questions sont-eiles
pasées ? De nouveaux concepts, souvent introduits, comme la "non-localité”
ou ta "non-séparabilité” sont-ils nécessaires ? En regard de ces grandes
interrogations sur lesquelles 8. d‘Espagnat est intervenu récemment (7) avec
un point de vue personnel mais approfondi et documenté, le but de cet article
est trés limité : démontrer quelgues conséauences des inégalités de Bell et
montrer comment ¢35 propriétés modifient la probiématique des comparaisons
de l'expérience avec ia mécanique quantigue ou avec les modéles envisagés

par Beil pour la compléter.



Précisons que si c’'est “I'intime conviction” de i'incompatibillié des
hypothéses de Beli~-parametres cachés prédéterminés, ou parametre dans le
passé commun - avec les bases de ja mécanique quantique qui a motivé ce
1ravail, les démonstrations, par contre, devraient &tre indépendantes de cette
conviction. Indiquons également que si les résultats trouvés semblent conduire
4 limiter I'intérét de toute expdrience qui ne terait que véritier la violation des
inégalités de Bell, —~ il est vral qu'elies sont nombreuses aujourd‘hui — cela ne
concerne pas les derniéres expériences d'A. Aspect gqui font fonctionner la
mécanique quantique dans des conditions originales et fondamentalement
nouvelles du poini de vue des relations espace-temps mais cette expérience

ne sera pas discutée ici - voir réf. (&) -.

- INEGALIT
W1 - Un xpérien 1 ur monstrations

Bien que beaucoup d'expériences alent 6té effectuées avec des
photons, nous garderons |'exempie original aussi bien de Bohm que de Beil
tfig. 1), celui de deux particules 1 et 2 de spin 1/2 formées dans un état
singuiat § = 0 e1 se "séparant® pour &tre dotectées ‘indépendamment” dans
deux aimants de Stern-Gerlach dont les axes de mesure de polarisation
peuvent gtre orientés selon différentes directions—a,._b’, —c-, stc. ..

Le résuital de la mesure de polarisation A = E?.—;sur ia particule 1 et
B =?§.-b. sur la particule 2 peut donner un résuitat +1 ou —~1, quelies que
soient les orientations ‘a.et—b., en conformité avec la mécanique quantique (et
a I'expérience). Cela est vrai quel que soit I’état initial mais préciser |'état
initial § = 0 permet de prédire la corrélation entre les mesures A sur 1 et B

sur 2.
La mécanique quantique prédit, en effet, une vaieur moyenne pour
cette corrélation

[&)) Pt—a..g) = ¢ A(®). B(B) > = - a.b (3 et b vecteurs unitaires)

™~



Bell met alors & l'épreuve le modéle suivant dit 3§ variabies
supplémentaires. Seion ce modeéle, pour chaque coupie de particules, la
valeur particuliére d‘un parameétre A pré-détermine* le résultat ge la mesure

aussi bien A sur 1 que B sur 2.
(2) A=A(3, N : B=B (b, » -

La répartition statistique des valeurs de A pour ies difféerents tirages
de couples de particules autorise la dispersion des résultats pour un choix
donné de @ ot b ~ sans cette possibllité, A et B seraient conslants pour 3 et b

fixés et le modéle perdrait déja tout contact avec la réalité.

iI.2 - Pourquoi tng inagalilé¢

La connaissance compléte d'une part de la fonction A(a, A) (B s’en
déduit comme on le verra plus loin), d’autre part de la distripution de
probabilité p(x) de A préciserait complétement le modéie et permettrait de
calcuter {a valeur moyenne de toule mesure offectuée sur le systéme, en

particulier ia corrélation recherchée.

(3) PED) =f A=A B(B,A) p(a)ar s -1 P (R, By g+
A

et de la comparer directement & la prédiction de ia mécanigue quantigue
PM.q. (2,0 = -a.5

L'intérét de la démarche de Bell est d'arriver & un résullat qui n'est
qu’une jnégaiité mais gui, par contre, ne repose que sur la seule hypothése
de deépart de ia prédétermination de A et B : A = A(;,)\): 8 = B(S, A,
indépendamment de la forme particuliére que peuvent prendre ies fonctions A,
B et p. Cela permet de ne pas mettre a i‘épreuve successivement toutes les
hypothéses qu'on pourrait faire sur ces fonctions.

L’inégalité est la suivante :

(5 1P(a,B) - P(Z,0) | ¢« 1+ P(B, O

* c'ast an cela que ca modéle nous parait pré—quantique, classique méme :  (gnore la spacificité de la

du pr der du paquet d'ende, maris ce n'est pas t'abset de cet article.

mesure



on trouvera dans {'appendice A ja démonstration donneée oar J. Bel (4).
Cetle demonstralion ne met pas directement en évidence que n’interviennent
on fait seulement que des considérations de la 1néorie des ensembias
aopliquée & I’ ensemble A des valeurs de A, ccmme il est montré dans cet
appendice. On y trouvera égatemsnt une demonstiration originate des
inégalités de Bell généralisées introduites ultérieurement (8) et qui traitent les
voies (1) et (2) de fagon plus symétrique en Introdutsant 4 directions ae
mesures, 3, b. C. d : on n‘a plus alors & utiliser ia refation B(Z.») = -A(F. )

qui résufte de la condition

(8) P(a. a) = - P(a, -3) = ~1 (voir plus bas)
comme [‘avait montré Bell.

1.3 - Passage a une fonction g'une_seyie varighie (anguiaire)

Les différents vectsurs a., E. c... envisagés jusqu’ici peuvent avoir
une orientation quelconque dans J'espace & trois dimensions., cependant.
I'isptropie de (‘espace conduit & ne faire dépenare P('a', by que de {'angie non

orienté 83 p entre @ et B soit :

(7) B(E,B) = »B,q) = ez o) = £(8)

De plus, des considérations de symétrie évidentes se combinent & la

condition (8) pour donner

- - o - - o
P(a,b) = P(-a, -b) = -P (a,-b) = —-P (-a,b)

L'ensemble de ces conditions se traduit sur la fonction f par les

conditions
fte) = —-f (n-o)
(8) floy = -1 : f(m =1
{(n/2 = - f(n/2) = 0

Examinons maintenant les conséguences de l'inécalité (5). établie
dans i‘'espace & 3 dimensions, sur ia fonctton d'une seule variabie anaulaire

ite). Son O I'angie entre ies vecileurs aethb, supposés fixés. soit & I'angle



entre les vecieurs a et ¢ supposé constant (G n‘élant pas autrement contraint)
0O ¢a, g¢m . on supposera a » B. Le premier membre de (5) est alors

constant. le second membre peut s’'écrire
o o
1+P(b, c)=14+£(¥) -
ou ¥ peut prendre n‘imporie quelle valeur entre (a-p) et (a+p).

Au total, {5} se traduit donc par

1) - f(@ | £ - §(0)
(9 0<¢p ¢

a - B¢

&

[+ 1
Ye&a+p

On a indiqué sur la figure 2 la 2one du plan 1(e) interdite pour { par
ta condition (9) & partir des deux seuies donnges f(a) et (@) correspondant

aux angles a et B.

Si a, 5, C avaient été choisis au départ coplanaires - c‘est
nécessairement le cas pour [es photons puisque ceux—ci sont définis (par
exemple) par leur polarisation linéaire selon une direction nécessalrement
perpendiculaire & la direction de propagation - seutes les valeurs extrémes de
¥ auraient &té & considérer : ¥ = a+ B el ¥ = «x - P, ce qui réduit gonc la

portée de I'inégalité@ (5).

Cependant, dans V'essentiel de ce qui suit, on réduira Vinégalité de
Bell & la seule valeur limite ¥ = a - p*. On a aiors pour les particules de spin
1/2 dans un état S une congdltion nécessaire méme si elle n’épuise oas le
résultat de Bell et on aura d’autre part — et c’est la raison de ¢e choix —
I'inégaiité de Bell pour des photoas convenabiement préparés (9) moyennant
des madifications mineures : la polarisation linéaire correspond a une
direction (et pas un axe orienté), ies polarisations exclusives correspondent &
des polarisations perpendicutaires (et pas opposées) . ta aépengdance de la
corrélation avec l'angie des polariseurs prévue par la mécanigue quantique est

en -cos2e (au lieu de -cose).

Une fonction ¢ qur satistait & (9) avec ‘¢ = a-0 pour toutes valeurs de & et 3 satistait ausst 4 (9) avec ¥ =

x+B.



Dans ce qui sult, on partira donc de I'lnégalité de Bell sous la

forme :

(10 1) = HP) | & fla—@) = 1 (O}

gqu’‘an utllisera conjointement avec {‘ensemble des conditians (7).

il ~ VIDLATION DE LINEGALITE DE BELL PAR LA MECANIQUE QUANTIQUE

On a souvent écrit (voir ref. (5)(6)(9) et articles cités) que les cas
de violation des inégalités élaien! peu nombreux, mais si cela est vrai du point
de vue des expériences réalisées, on va tout de méme montrer que pour ie
cas des particules de spin 1/2 les prédictions de la mécanigue quantique
violent ‘presque partout” ces inégalités. La relation (10) peut en effet

s’écrire

(1) y(x,p) = fla) - H{p) - t(a—p) + t(0) ¢ O

ol y(x,B8) a é6té introdulte pour ia commodité de la suile.

Si on se rappelie que pour la mécanique gquantique,

TM.q.(® = - cose, on obtient :
. - S gin £ 5in I8
(11') YH_Q-(G.S) 4 cos 3 sin 3 sin 3 >0

Sauf aux frontidres du domaine (o = B ou B = 0, OU « = w), pour
lesqueties I'6galité est obtenue, ypq > O viole partout I'inégatité (1D - voir fig.
3 -. Un écart maximum de 0.5 est obtenu pour o = 2n/8 ; B = n/3.
L'importance de cet écart peut étre apprécié en constatant que chacun des
quatre termes composant y (o,B) est borné par = 1 ! mais {‘essentiel - sauf
.pour une expérience - n’est pas dans l'importance de l'écart, mais dans

{'incompatibilité systématique qui est trouvée.



On pourrait penser que cette incompatibilité trouvée au moins pour
un systéme physique, entre le modéie & I'épreuve* el les prédictions de ia
mécanique quantique, est suffisante pour rejeter le modéle : ia mécanique
quantique a fourni ses preuves et elle est & t‘oeuvre ici dans une situation
plutét simple et ‘“classique®. I a cependant 6té recheruhé une réponse
expérimentale quantitative & cette incompatibliité en rapportant I'écart observé
(et prévu) A l'inégalité & des barres d'erreur g'origine expérimentale. Nous

allons montrer pourquoi cette démarche ne nous parait pas correcte.

u

IV ~ LES FQNCTIONS"A (A _BEL

L’'utitisation de I'expression (10) (ou de ses généralisaiions
comportant 4 vecteurs) qui a servi de référence aux expériences rdalisées a
condult a mesurer f(a), (@), f(a-p) pour des angles qui, si la mécanique
quantique est prédictive, rendent I'écart & (10) maximum. Le point faibie dans
cette démarche est qu’elle ne tient pas compte du fait que, si le modéle a
I'épreuve est correct, il impose que la fonction de corrélation f(8) soit
conforme & I'inggatité de Bell pas seulement en trois points & = a, 8, a~B Mais

sur toute l'étendue de définition ou elie s'applique (0 ¢ 8 § a ¢ m.

Nous allons montrer que la prise en compte de cefte propristé
globale de f(®) et des conditions de symétrie (7) modifie de fagon importante

ie probléme de sa comparaison avec les prédictions de la M. Q.

Dans ce qui suit, on va appeler fonction "2 la Bell® qu'on notera

fg(e), une fonction qui satisfait pariout aux conditions (10) et (7).

L'établissement de I'inégalité de Bell permettait de faire I'économie
de l'épreuve des différentes fonctions possibles Ala,A) et p(A) . Sans perdre
cette géndralité, on va examiner quelques propriétés des fonctions "2 ia Bek"”
ig(e) en recherchant en particutier celles qui les distinguent de la fonction
tMQ(® = -cose prédite par ia mécanique quantique. A Vinverse, on examinera

également comment une fonctlon fg(e) peut s’‘approcher de la fonction

fmge .

* modaie & paramétre prédéterminé dans le passé commun



On va auparavsnt montrer que I'inégalité se dédoublis et trouver une

reprédsentalion graphique des daux inégalités résultantas.
Le deuxiéme memore de (10) est positif ou nul, en effet,
=1 ¢iCu~pg) ¢+ 1 etfoy =-1
La condition {(10) est donc éguivalente aux deux conditions

€12) 1Cal ~ (B ¢ 1 (x-B} - 1(O}
(13} 1ta) ~ B ¥ — [(Ha-p - ()]

It est iméressani de représenter graphiguement ces deux conditions
(fig. 4) : considérant la courbe représentative de 1{8) a partir de son origine
0¢e =0, f(e) = ~1), on déplace cette courbe sur eile—-méme de telie sorte que
Q‘, t'originc de la courbe mobile, décrive la courbe fixe. La condition {12)
implique gue la courh» mobile reste partout gu—dessus de la courbe fixe.

Bi 1a courbe mobile st -t (8) Ja éondition (13) implique gue cette

seconde courbe mobile reste en—dessoys de la courbe fixe.

Du fait de |'évalution générale de f (8) : f(0) = -1 ; t(n/2) = 0;
itm = 1, la con-ition (12) apparait donc beaucoup plus contraignante que
(13) et — recherchant des conditions nécessaires - nous ne considérerons
dans J'essentiel de ce qui suit que la premidre. g sera utilise indifféremment
pour une tonction qui satisfait & (10} ou seulement & (12). Quand il n'y aura

pas d'ambiguité, on écrira simpiement f.

.1 - Propriédtés concernant les dérivées ue frie)

Si f(e) est dérivable, en faisant tendre B vers a dans (12), on
démontre que la dérivée & l'origine est supérieure A la dérivée sur tout

I“intervatle (o,m) et donc 3 sa valeur moyenne sur ceét intervalle.

(14) ft'to) » t(e o8B T
{15y (o) » [itm} -~ $1(OYY/m = 2/nw



a comparer & fiy . (0> = 0.

Bell (4) avalt déja indiqué ['impossibilité pour fgfe) d’'ewre

stationnaire en 0.

V.2 - Proprigtés ceoncernant les_intégrales

Considérans maintenant {’intégrale
Lo}
(l6) I (€ ) = J‘o (f(8) — £ (o)1 d6 ; 0o <O KT

ol le tarme f(0) est introduit par commodité paur décater .‘origine et

rendre 1(® » O.

On peut écrire :

: o
1(e)= fo/z [£(6) + £ (8 - 8) - 2f (o) 1 @6

et, comple-tenu de (12) avec a =6 , a - 8 = &

o

® 2
(17} 1¢(e)>» Jo(f(O)—f(O))de=-2-Cf(e)—f(oﬁ*

quel que soit 0 «® ¢ w, l'origine étant prise en - 1 = f(0), en chagque point
0, lintegrale de 0 & @ est supérieure & l'intégrale de la fonction linéaire

joignant {‘origine a ce point (fig. 5).

En particulier, choisissant 8 = n/2, on trouve que {’intégraie

(toujours comptée a parlir de -1) es1 forcément supérieure 4 n/4 aiors aue :

_ (m2 - - -
IM.Q.("/Z) = Jo (-cose + 1) a8 /2 1

4 -

(18) soit IE(rr/Z) - IM_Q_(H/Z) ¥ —3

GCe n'est pas la valeur (finie) de cette limite qui est impartante, c’est
la preuve qu‘elle donne que toute pOssibilité de rapprochement entre Fg(e) et
FMQ(e) dans une certaine zone de © sera nécessairemeni payée dans une
autre zone par un éloignement plus grand. il faut noter que la limite absolue a
+ 1 pour f(e) aueique soit & va peser pour la réalisation ce cette condition
inwagrale (1B) et va en particulier empécner 0’y sausfaire avec queloues points

s:nguliers en fonction 6.



Notons que ta fonction lindaire - qui joint tes points (0, -1) ; (n/2,
0 : (m, +1) - souvent donnée (4), (7) comme un exemple de fg apparait
plutdt comme une fonction limite tant pour la dérivée a Vorigine que pour
I'intégrale. C'est pour une fonction sans point d’inflexion, la fonction iy qui se

rapproche le plus de fp q. . Nous la noterons fg|{e). ’

V.3 - Propriétés concernant ies valeurs et les intervalles

On va examiner ci-gessous !a possibilite d’utiliser une fonction &
structure plus compliquée pour tenter de rapprocher Fg(e) de fp q. (€. On
éludiera alors en particulier l1a mesure des intervalles de 6 ou fg peut étre du
méme coO1é que fy @, Ppar rapport & la fonction iineaire limite fg|. Nous
examinerons égaiement les excursions possibles des ampiitudes des fonctions
fg. Auoaravant et pour simplifier te formalisme, on va rappocter les fonctions

f, non plus & l'axe des ©, mais a la fonction lindaire limite fg; vue

’

précédemment.

En effet, sl on excepte les deux conditions sur les valeurs t(o) = -1
et f(m) = +1* on remarquera que la somme de deux fonctions ig est
énalernent une fonction fg. Il n‘en n'est pas de méme de la différence . on

peut cependant soustraire une fonction qui satisfait & (12) partout (pour toute
valeur de a« et @] avec (e signe de (‘égalitd.

C’est le cas de la fonction lingaire fg; que nous allons soustraire &

toutes les fonctions fg avec la natation

Fe) = f(e) - fg| (&)

les conditions pour que F soit une Fg étant alars :

(18) F(C) = F(n/2) = F (m) = Q==

* it faut &galement excepter Ia limite & £ 1 pour toute valeur de ©, on reviendra plus loin sur cat aspect.

* ot cotta fois pour F (8), contrarement 4 1({@), ia somma de deux Fg(©) est une Fgy compris en ce qut

concerne les valeurs pour O, m/2 at .



{20y F(er = -F (r-&)
(21) Fla) = F (@) ¢ F (a - B) qut remplace (12

et Yon a (voir tfig. 6

2
FHQ(S) =1-2-9©~cos9

Remarquons que la representation (lig. 4) de la condition (12) pour
fg est également vaiable avec la condition (21) pour Fg. Ce n’est par contre

pius vrai pour ia condition (13),

Des prooriétés portant sur le signe de Fg démontrées & partir de
(20) et (21) dans I'appendice B sont indiquées ci-dessous. Comple-tenu Ce
la relation ge syméirie (20}, l'étude de F sur (D, m 2) est suflisante. Mais

les relations initiales et déduites sont valabies de 0 a .

1) Si F(a) » 0, on a alors F (a/2) » 0 el F (/2™ » 0 22)
(n entier positif)
et de plus F (v - a) « 0 23)
2) Si Flx) » 0 et F (B) £ 0, on a alors F (a - B 2> 0 (24)
3) St Fta) £ 0, on a alors F (2a) € O (25
On a aussi © F (na) ¢ 0 n entier poshtii 25"
a
et F (n/2 — 5)>/O (26)
et F (v - 200 % 0 27
et F (g - a) »0 : (28)

4) Si F (a) ¢ D et F (@ &0, on a alors F(ax + 8} O

On a en conseéquence de (19) et (22

F(m/4), F(n/8)... F (n/2ny... 3 O 30



Ce résultat est trés important puisqu’il donne )mmégiatement la
possibililté, si glle est souhaitée, de constater en une seule mesure "écart de
I'expérience et de ia mécanigue guantque avec toute fonction "& la Bell”

puisque Fpmq(e) est partout négatif.

Par ailleurs, si x| est la premiere racine de F(e) (F(®) »0si0sog
a7} et N le nombre de racines entre 0 et n/2, Dornes exciues, en
consequence de (24) on_a

m
(31) ul > ey

Rappelant alors gue FyQ(8) est partout négatif de 0 & r/2. on va
cnercher une solution qui serait plus favorable que Fgi(e) = 0. On va aiors
convenir que deux objectifs sont recherchés @ le premier zéro oy ooit étre ie
plus petit possidble et la mesure 8~ de l'ensembie des valeurs de & pour
laqueite F(e) est négatif doit étre la plus grande possible. Ces ceux objectifs

sont en effet nécessaires 4 une bonne approximation de Fypo par Fg.

La condition (31) condwl & augmenter le nombre N oe racines de
F(3). On peul alors délinir pour chaque valeur de N. ia valeur oes racines de
F qui correspondent a la réalisation des objectifs précéocents et tiennent
comple des canditions (2) & (29) qui s'imposent pour Fg. Pour N donné, la
sdaquence des racines données ci-dessous par (32) n’est évidemment pas ia
seule possibie, mais cette séguence donne la valpur maximum def.
compatible avec la valeur minimum n/N+2 de «y. La séquence des racines est

la suivante (voir fig. 7)

(32 { al ~ T2 aasqu; a5=3a1. . ‘GZN—1= 7 - Zal H u2N+1= ﬂ—ql

o= +1 = ; = =n - B =r
A A4l uq 20:2, o 302 aZN w az ; u2N+2

on trouve alors que

8- Simr) = F23 | 6i N est impair
(33) ( )
- , =i N est pair
(N1
soit
N = 1 2 3 4 5 6 ; 8 ®
. _ {0.333 0.300 0.285 0.2.4 0.250
n/2 0.167 0.200 0.214 0.222 0.250



_

Si i"augmentation de N permet de rapprocher la premiére racine de
0, on doit remarquer que pour N grand, ie rapport des mesures des premiers
intervalles negatifs 3 ceiles des premiers iniervailes positifs, de l'ordre de

1/N, tend lul aussi vers zéro alors qu’on !2 voudralt le pius grand possible !

Dans tous tes cas, 8- /n/2 ne peut dépasser 0.333 (oour N=1) e!

tend trés vite vers 0.25 si N augmente.

V.4 ~ Propriétés concernant les amplitudes

Dans la comparaison des Fg avec Fpq. ta considération des
amplitudes est évidemment importante : avoir le méme signe n’‘est pas
suffisant. Les conséquences sur fes ampiitudes de la condition (21) sont
particulierement simples lorsqu’elie est appliquée & une fonction Fgpn(e) (on
appeilera Fgy une fonction Fg possedant N raciries entre 0 et n/2) aont les
racines. sont celles de la séquence (32) (voir appendice C). Par simplicité,
nous ne considarerons que les cas ol N est impair {(cas le plus favorable ou

point de vue de ©-).

Entre 0 et n/2, Fp possede N+1 = 2 v extremas* alternativement
positif et négatif. Soient mjy, my...m, les minimas (négatifs) compiés de
gauche a droite et My Mo.. .M, les maximas (positifs) comptés de droite &

gauche (vgir fig. C1). Soit la séquence d‘amplitude :

ml,.rn2 = zml ; “‘3 = 3m1“.mv== vm1

(34>{ o - -
Hl (v+1)ml, HZ (v + 2) ml“'Hv (v + v) ml

On montre dans 'appendice ¢} que
1) 1l est possible de trouver une Fyp possédant cetie séquence.

2} mq donné, il n'est pas possible de trouver de Fypg pour laquelle

m; ou Mj soit plus petit que les valeurs données par (34).

3) Pour toute augmentation d'une des valeurs de m; ou Mi' i
n’exisie pas de solution qui ne comporte i‘augmentation de toutes ies valeurs

suivantes dans la séquence.

* il s'agit dans chaque domaine de la valeur absolue la pius grande.

)
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On peut remarquer que les extremas de (34) sont proportionnels
aux intervailes auxguels ils correspondent tals qu’ils sont donnés par (32),

On montre gqu’ll est ainsl possibie de générer des Fgy @' & partr
d'une Fpg Qqueiconque*, on construit sur chaque imervalle la figure
homothétique dans le rapport de Llintervaile & nw/2, ta tigure étant
alternativement droite el retournée pour les intervalles positifs et négatifs.

On donne sur la figure B, trois exempias de ces fonctions.
Ces fonctions sont particuliéres

1) Elles sulvent la séquence limite ges racines (32) qui minimise a

et maximalise ©_

2) elles suivent de tagon limite I'lnégallté de base (21) en ce sens
que pour toute valeur de 2 (inférieure a appn4+3), Il existe au moins une valeur
de a différente de w pour laquelie (21) ast satisfail avec I'égalité. Voir

appendice G.

La somme de deux de ces fonclions est une fonction Fg mais elle
n'est en général plus une fonction limite. La tentative pourrail étre faite
d‘utiliser un arc de sinusoide comme figure de base Fgg et de constituer une
pseudo base pour les Fg (pseudo, pulsque les Fg ne constituent pas un

espace vectoriet) .

Revenant & la question essentielle, comment approcher Fyq par une
fonction Fg, on a représentd sur la tig. 9, avec FMQ' trois tanctions Fg
intéressantes pour la comparaison

1) Fg; 0 déja disculée

2) une Fgj particutiére pour laquelle
Fgy = Fmgq pour & » w/3
Fgy - Fpg minimum pour B ¢ 5/3

3) une Fg7 particulidre pour laguelie :

’ * elle ast, an fait, soumisa & une condition donnée dans l'appendice C.
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"
FB_I-FMonur ggeg

Fg7-FmQ minimum pariout ailleurs.

Ce oernier exempie montre ies ditficultés aw apparaissent gquand on
veul sa& rapprocher ce Fpyg pour les petits angies en augmentant N. En fait,
on peut montrer que lorsque N ~ o, la figure ges Fgp ainsi construite tend a

occuper iout I'espace compris entre les limiles

|
EIN
N

e (F(8) g2 -3

ainsi !

limite Fp (e %) =2 si € est un nombre positif << 1.

N-w
V.5 - Retour sur les conditions (13) et (8)

On doit maintenant rappeler que geux conditions ont é6té abandonnées
gont on va examiner sommairement les conhséquences ; ces conditions ne

pouvant que réduire encore les possibilités de rapprocnement de FB avec

Fm. Q.-

Pour la premigre condition qui s’applique & tous las cas (photons ou
particules de spin 1/2), on doit revenir a t{e) soumise & (13)

fa) - (@) 3 - [fla—-B) - ()]

D'una part, cette condition compidte la condition (14) sur la dérivée

qui devient :
- Teoy €18 ¢ 1'(o)

D‘autre part, pour un N donng, elle réduil encore l'intervalle de e
pour lequel fgy peut étre égat a fyy g. On démontre que la limite est trouvée
par une procédure indiquée sur la fig. 10 pour le cas ou N = 3. Pour ce cas,
Vintervatle inmitial 36 - 45° se réduit & — 37.9 — 42.6°. La fraction conservée

i giminue et tend vers zéro quand N - «.
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La deuxiéme condition supplémentaire ne s’apptique pas au cas des -
pholons mais seulement a ceiuw des particules de spin 1/2. Elle remplace,

raopelons te, la coadition
i) ~1(@) ) & Ha-B) - f{o)

par

{ £f(x) - £(A) € £(¥) - £Ka)
a-B <P ga+ @
soit f(a) - £(p) < £(¥) - £(a}
{f(B) - f(a) £ = [£(¥) - £(o)]
ALY La+p

Pour ies cas ou elle s’applique, cette congition réduit encore
considérablemant les possibilités en particulier pour les petits angles ( N » 1),




En eétablissant quelques propriétés générales que posseédent les
fanctions qui satisfont aux inégalités de Bell, cet article contribue & poursuivre
la démarche de Bell . examiner les conséquences de |'hypathése de
paramatres supplémentaires pré-déterminant le résultat de mesures sur des
systémes micro-physiques a deux particules et permettre leur comparaison

avec les prédictions de la mécanique quantique.

Pour le cas des photans®, et & I'exceplion des poinis n/4, n/8...
n/2N (ensemble de mesure nulle) oil I'écart avec la mécanique quantique est
irréductible, tout point Fyy q peut en principe étre atteint par une fonction Fg
satisfaisant aux inégalités de Bell : mals chacune de ces fonctions ne peut
resler égale & Fpq Q(8) et nous pensans avoir 6tabli grace aux démanstrations
portant sur les valeurs (rel.11'), les dérivées (rel.15), des intégraies
(rel. 18), les Intervalies (rel. 33), les ampiitudes (rei. 34) et le
comportement globai (fig. 10), V'incompalibilité des lonctions "& la Bell” avec
les prédictions de ta mécanique quantique. Les résuitats nous paraissent
relatlviser tintérét de mener des expériences en vue de vérifier la vlolation des
inégalités de Bell. Si elies sont cependant décidées, Ils devraient en orienter

différemment le choix.

Bien que ce ne soit pas le sujet de cet article, il nous semble aiors
que si les derniéres expériences d'A. Aspect et al.(6) sont tellement
Intéressantes, ¢'est moins parce qu'elles consacrent la violation des inégalités
de Beil, que parce qu’elles vérifient les prédictions de la mécanique quantique
dans une situation expérimentale qui permet de poser de fagon nouvelle ces
questions vieilles de cinquante ans sur la réalité de la fonction d’onde ou la

nature du processus de mesure guantigue.
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Fig. 2

Fig._3 :

Fig. 5 :

Fig. 7 :

LEGENDE DES FIGURES

Schéma de l'expérience type (avec des particules de spin 1/2)
proposée par Bohm pour concrétiser la question soulevée par

Einstein, Padalsky et Rasen

Conséquences pour la fonction d’une variable (@) de Il'exis~
tence de l’inégalité de Bell dans Vespace a trois dimensions
pour le cas ces particules de (masse finie) & spin 1/2. La
connaissance de f(a) et f(B) &limine la zone hachurie pour la
fonction (o). Si les directions des pclariseurs sont ma'ntanues
dans un plan, seules les valeurs extrémes a-3 et o+ sont

éliminées.

Pour les particules de spin 1/2, la fonction yp . (x,8) = Hx)
- f(p) - fla—p) + f(0) positive ou nulle viole praesque partout
I'inégalitée de Beli y £ 0. On a tracé les lignes de niveau y = 0
(les frontieres du domaine’ : y = 0.37 : y = 0.5 (la valeur

maximale de y).

Représentation de l'inégalité de Bell |1(a) -f(p) I<H{a—8) qui se
dédouble en ceux conditions du fait de la valeur absolue dans

ie premier membre.

Une des conséquences de l'inégalité de Bell sur l'intégraie de

fg(e}

Tracé de Fy . (8 =iy q. (@ - {g|(e). On a fait figurer les
limites de F(e) imposées par les conditions -1 ¢ 1(8) ¢ +1.

Position des 2N racines de Fg(e) (en plus de Q, n/2, m qui
rendent minimum la premiére racine &3, et maximaie la mesure

6_Udes intervalles ou Fg(e) est négatif.

w0



Fig. 3 :

Fig. 6

FIGURE CAPTIONS

Scheme of the thoughi-experiment given by D. Bohm to
exemplify the questions of Einstein, Podolsky, Rosen.

Consequences for the one variable function i (&) of the Bell
inequalities established in the three-dimensional space.
f(a) and 1(p) being known, the shaded area is forbidden
for 1(9). Only the exirema values o~ and o+g are excjuded

il the axis of the polarizers are kepl within a plane.

For spin 6ne—han particles, the funclion associaled with
quantum mechanics yq, M, (o : B) = f (a) =1 () - f (a
B + 1 (0), positive or zero, violates the Bell inequality y 4 0
aimost everywhere.

The lines corresponding to the valves y = 0 and y = 0.37
have been drawn as well as the poini correspondging 10 the

maximum valve y = 0.5.

Graphic representation of the Bell inequality | 1(ax) = §(B) | ¢
fta-p) — 1(0) which splits inlo two conditions because of the

absolule vaiuve in the iirst term.

One of ihe consequences of Bell’s inequality on 1he infegral

of ig(e);

Graphic representation of Fq_ p, (8 = fq M. (8} - Igj(e).
The shaded zone corresponds 10 the conditions -1 1 (@) ¢

+1.

Position of the 2N roots of Fgy(e) (0,7/2 and w excluded)
which minimize the value ay of the first root and maximize

the measure 6. ot the intervais for which Fg(e) is negative.

Three examples of Bell's tunclions Fgpy(8) with the limit
sequence of 2N roots — 1ig. 7 — ang the limi¢ sequence of

ampittudes (see relations 32 and 34).



Fig. B :

Fig. 10 :

Fig. A. 1 :

Trois exemples de fonctions & la Beil Fgn(8) possedant la
séquence limite de racines - voir fig. 7 - et la séquence limite

d’amplitude des diflérents iobes (volr relations 32 at 34).

Comparaison de la mécanique quantique et da trois différentes
fonctions & la Bell prétendant a la comparaison. Les petites
fléches indiquent les premiers points oi Fg » 0 (n/4,..m7/2n)
voir relation 30.

Fgi=p est la fonction lineaire limite (ig|(e)=2/m & —~ 1;.

Fgy est la fonction & une racine qul coincide avec Fy . (©)
pour & » /3.

Fgy est la fonction & sept racines qul coincide avec Fy g (&
pour /9 < & ¢ W/B (cx; = w/9 . u‘z' = 7/8).

La fonction Fg(®) qui coincide avec Fy ¢ (© antre n/5 et
7/4 pour un intervalie maximum compatiblie avec la seconde
condition de Bell (relation (13) du texte) (on a entourd d'un
cercle ies deux régions d’intérét) et qui partout ailleurs rend

minimum la difiérence & Fp . (0).

Découpage de l|'‘ensembie A()) des valeurs du paramétre
supplémentaire A en fonction du signe des mesures sefon les
directions :, b, ? Pour désigner les différents sous
ensembles, et par convention, on a pris 0 pour — et 1 pour +

- 23
et a b ¢ dans l'ordre. Voir texte.

8chéma indiquant la désignation des racines et des extrémums

utiliség.



Fig. 9 :

Fig. 10 :

Comparison between quantum mechanics and three comp. -
ting Bell's functions. The small arrows indicale the posits
where Fgfe) » 0, i.a. x/4...71/2n (see rclation 30)

Fgi & O is tne lincar limit lunction (Fg;(e) = 2e/m - 1
Fgy is the functn with ane root which is cqual 10 Fq (O
for  » /3,

Fg7 is the funclion with scven roots which is equal to

Fg.m. (©) for a3 = n/9 ¢ & & n/8 = o5,

The lunction Fg 37(8) which maximize the inlervai where Fg
= FQ.m. belween n/4 and w/5 as permited by the second
Bell inequality (rel (13)) and which minimize the difference
Fg - Fq.m. everywhere else. A circie has been drawn

around the two regions of interest.

Givan tha sel A(A) of the values of the exira parameter A.
The dilferent subsets corresponding 10 a given polarization
on the ditferent axis @, b, C have been drawn. Arbitrarily,
the values 0 (1) have been atiributed 10 a negative

(positive) polarization.

Scheme giving the indices used for the roots and extrema.



APPENDICE A

Démonstration ce Bell ot dé¢monstrauon selon _ies mesures densembles
Démonstration_de l'inéqalité de Bell oénéralisée.

Les lignes suivantes Al A A5 constituent la démonsiranon originale oe
Beit (4)

(3.1) B3, B)=- f an p(A) ACR. A) ACBLA)
ACAY ' o =
ob on a déja introduit 1'egalité B(B,A) = -A(E,A)

(p.2) P(a, B) - B3, ) = - fdA B(AY LA, AIA(D, M)-A(3, M)A, M)

(A.3) =+ f an p(r) A, A AB, Ay (-1 + A(B, A) A A3
puisque A vaut ¢ 1 et donc A = L/A

r -
(A.4) l P(3,B) - P(2.2) , € e pn 11 - ad AR

qui exprime que la valeur absolue de l'intégrale est inférieure ou égale a

I'intégraie de fa valeur absoiue. On a alors :

a.5) | 2@.B) - pE.E) | <1+2E3) cqro.

On va reprendre maintenant la démonstration en exprimaat plus
directement I'hypothdse de base du modaie : pour chaque positioiinement a,
b, c etc. .. il existe un sous-gnsemble de valeur de A choisi dans {‘'ensembile
A(A) des valeurs de A pour lesqueis la mesure selon a est +1, un autre pour

laquelie eiie est -1 et de méme selon b, seion c etc... (fig. A. 1.

Ainsi pour (A.1), remarquons que A(A) peut 8tre partagé selon les
signes de Ala, ) et A(b,A), soit ++, +-, -+ -~ gt si on désigne par (++)

la mesure de I’ensemble correspondant au résultat ++ etc. .. on a simplement

(R.1) = B(,B) = (+) + (—+) = (++) = (—)

Pour poursuivre la démonstration et mieux, mettra en évidence e
caractére binaire des choix successifs, on désignera par (00o) la mesure de
I’'ensemble des A qui donne -1 sur les trois directions a, b, ¢ (111) celle de
celui qui donne +1 etc... On a alors le tableau suivant ol on a mis en

évidence les différentes expressions qu! apparaissent dans (A, 1) a (A, 5.



¢o00) | (o001y | (oroy | (or1y | (200 | (202) | (110) | (112)
P(a.B) - + + + + - -
P(2,2) - + - + + - + -
P(b,c) - + + - - + +
1 + + + + + + + +
o -
P(aB) - P(ac) o -2 2 o o 2 -2 o
h + p(BS) o 2 2 o 0 2 2 0
on a aiors (P{ab) - Plac)| = 2 I[(C10) + (101 — [(QO1) + (11} |

1 + P(b,c) = 2 ({¢O10) + (101 + (€001 + (VIO D)

et I'inégalité est démontrée.

Lrinégalité de Bell généralisée correspond & deux choix de girection a
et a’ pour la particule 1, deux choix b et b’ pour la particule 2. Comme
précédemment, donnons le label o pour ia réponse -1, le label 1 pour ia
réponse +1 gt rangeons aa‘bb’ dans cet ordre, on obtient le tableau suivant
des expressions de P(a,b) etc... et les quatre inégalités de Bell qui s‘en
deéduisent. On a indiqué Ggalement l'inégalité -4 ¢ S4 < + 4 sans intérét

pratique.

22



A(n) = ~1 | A(a)=-1 | ACa)=+1 | A(a) = +1

AMa'y=-1 | Ma'y =41 | Ma'y = -1 | a(aty =41

-Aaunlooolluolnlunl'l D!m!:lollullnlllll IunuIInanulolloll HuulllrﬂlllolILII

p(a,B) E T e I N S

-

P(a,85°) B e L T T

p(a’,b) + 4 -~ =l -+l - - - - s

p(a'Br) t - 4+ -+ - ++ -+ -] -+ -4
+p(3,Byrp(ab' 4P(a'b)-P(a'b’) |2 2-2-2|2-2z 2-2{-2 2-2 2| -2-2 22 2¢sp<+2
+ + - + 2-2 2-2|2 2-2-2|-2-2 2 2] -2 2-22 24Sg<+2
+ - + r 2-2 2~2|-2-2 2 2| 2 2-2-2|-2 2-22 2¢Sp<+2
- + + + 2-2 2-2|-2-2 2 2 2 2-2-2)-22 22 248 g2

¥ ¥ ¥ ¥ 4 0 0-4]0 00 0| 00 OO %0 04

Ag5, €43
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APPENDICE B

Propriétés_ gécoulant de linégalits de BeH el das relalions de
symmétrie.

Partons d‘abord de l'indgalité (21) seule

Fla) - F(B) ¢ F (-

taisant @« = 28, on a :

Fla/2) » 1/2 Fla)

en particulier

F(a) » 0 » Fta/2) % 0 22)

et Fla) § 0 » F(2a) € 0 (253

(24) et (29) se déduisent directement de (21). Remarquons enfin que (25}
et (29) donnent F(a) ¢ U = F(na) ¢ 0 (259

7 € n entier & n/a

Prenant maintenant en compte la relation de symétrie (20) F(3) = - F (nr-e)
(23) et (28) sont obtenus directement (22) et (28) donnent :

L — i
F(a) 0= F (E - 5) 20; ... F (—E) n entier (26)
(25) et (2B) donnent :
Flzx) ¢ 0 »F(r - 20 >0 ... F (m=ne > 0 27

1 ¢ n entier & n/a
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APPENDIGE C

SEQUENCE LIMITE DE RACINES ET SEQUENCE LIMITE D’AMPLITUDES DES
FONCTIONS "A LA BELL" ET GENERATION D'UNE FONCTION LIMITE A N
RACINES.

On se limite dans ce qui suit au cas ol N est impair, pour N pair,

seul le délail des démonstrations est différent.

On considére donc la séquence (34) des racines de Fgp

ai=n/N+2;a;=n‘/N+1:u;=2u;;u;=2a;;a;=3ai

a1 qui atteint 12 la valeur limite donnée par (31} ne peut &tre diminué.

ao est limité vers le haut par le fait que (N+2)as® = n/2 : pour m/2 ¢
« ¢ an+], ON doit donc avoir F(a) » 0, ce qu'interdirait (25) avec n = N+2 si

ap était plus grand que ap’.

oy @1 ap etant ainsi fixés, les autres racines ne peuvent &tre
modili¢es dans le sens de (‘augmentation de ©_ sans contredire (25°) ou/
et (27) en effet, chacun des intervalles négatifs successifs sur I'intervalie
(0, m est minimum par rapport a l'exigence de (25°) : toute tentstive
d’augmentation d‘un intervalle négatif (inférieur & 7/2) se traduit avec (20
par une augmentation d‘un intervalie positif (au-dessus de n/2) et donc par la

diminution d’'un intervalie négatif justement interdite.

Il existe d'autres séquences de racines ayant un @_ supérieur, mais
elles n‘ont pas la valeur oy®* minimum. On peut, par exempie, introduire 2n
racines entre n/3 (le ay® correspondant & N=1) et v/2 mais cela ne présente

aucun intérét par rapport aux objectifs recherchés.

Nous Jimltant toujours au cas ou N = 2v - 1 est impair et appeiant «
(mj) etc... l'angle correspondant & Vextrémum m;, c’est-a-dire - F (mp
est la valeur maximum de -F(8) entre apj-1 et ap; de méme F(Mi) est la

valeur maximale de F(9) entre ap, j-1 et og,-j (fig. C. 1)

soft B = almy) a} € almqy) € ap
solt « - £ = almy) ay € almy) € ap




on a lorcément : az { a § xq

dans l'intervalle ag, a4 existe un minimum mp pour un angle en général

ditférent de « mais (21) implique nécessairement :

- my - mp + my

ou  mpy my + my

gardant la méme valeur g = « (my)

avec a - B = alMy) | 0 ¢ alMy) ¢ o

on a forcéament &) § as € o § o3 § G *+ &

a l'intervalle ap ag corraspond un maximum M,_7 pour un angle en générai

différent de a« mais (21) implique nécessairement :

M, 2> Mo + my

On peut poursuivre avec toujours B = almj) et « - 8 = almy) qui

donne :
mg > mz + m

ot « - B = a (M,.q) qui donne
My-1 ¥ My + mq

etc. ..

On a donc la série de conditions nécessaires :

mp » mp + my

mg ¥ mp + my

m, > m,_1 + mjy
My ¥ m, + my

My 2 My + my

~
[y



On obtiendrait d’auires inégaiités en utilisant g = 5+ m™

celie-ci nous suffit.

La séquence my | mp = 2my . mg =3my ;. ... m - .
(v+1) my ;... M, = 2v mq est en effet celle qui croit le moins vito Wt .00
augmentation de ‘un de ses termes se ftraduit nécessairement rar nn
augmentation au moins aussi grande (on montrerait en tait avac 1ea aulros
conditions qu'elle est beaucoup pius grande) des éléments suivants (as anar
propriétés font payer cher la possibilité que donne l'utilisation d’'un N impartant

de faire descendre Fpn(®) au voisinage de Fpq(8) pour les petits e

On va montrer maintenant qu’'il est possible ge consiruire une «nax
possédant cette séquence d‘amplitudes qui, rappeions-te, sont oroportion-

nelles aux intervalles auxquels elies se rapportent.

Soit Fgo(®) une fonction Fg sans racine* (elle ne s’'annuw quo oour
0, n/2 et m et soit :

{N+1 )(N+2 )6]

F(6) = Fpo [ 2

£ .
FpN(@) est alors constrult de la maniére suivante. Rappeions que h =

2v-1.

* on verra plus ioin qu'elie doit i e une i PP €.



il y corres-

il y correspond

dans 1'intervalle FéN(O) est égal a : pond un dans 1'intervalle FéN(O) est égal a : | un extremum
extremun
0 o (Ne1)F[(0/{N+1)] ", @ a ~F[{ay-0)/1] m,
ay aq N F [(0-0,) /0] LI ay o -2F [(ay-0)/2] m,
a ag (N-1)F[(0-uq)/(N-1)] M2 a; o ~3F[((16-0)/3] my
ty; 541 (Z\J—i)FEO-GZi)/(Z\)-i)] M, %11 %2542 -(i+1)(-'[(<12(i+”-0)/ LIV
(i+1)]

vz Sy [ OF[E-ap, o)/ (ue)] " By-1 1/2

~v.F (n/2-0)/v

m
\Y




Soit apj-7 § B S ap; : 1 ¢ 1 ¢« N, on peut écrire :

ﬁ=ﬂA—)\i!1-
21 K

avec K = (N+1)}(N+2) et 0 (¢ A 1

On a alors :
Fp)=-iF [(021-6)/11

; LAY K, m T
=-1F(AE)—FB° (ZAK) FBO(A 2)
de méme, Soit apj § & L agyy) ¢ N3 j >

o = ag) + r(2v - ) n/K

avec 2v = N + 1
- Fley = (2u-]) Flla=app s2v-)

= (2v-]) F (u(2u-Pn/K £ (2v-)) = (Bv=) F (u w/K)

n

(2v-]) Fgg (n w/2)

on a alors :

o-f = agj ~ agj + m (R2v=f) + A /K
notant que ag| - dgj = G2(j-i)
et qu.e (2v=(~1)) /K = @o(j-jp+1 ~ 92(j-i)
on trouve @ ag(j-|) (@B ¢ ap(j-i)+)

et donc
Ay = [Bye( e mo(uav-3) + i)
F(a=p) = [2v~(3-1)] F (g oy
 rouef i B(2v-jAi  w
= [2v-(j-i)] FBo (_2v—(j-i) 5)

_ PR (uoh y2v=j),
= [2v—(j-1)) Fg [(r+ (D) Y3

1



Constatant que pour p = A, on a :
Fla) = F(B) = Fla-p)

I'inggalité (21) peut s’'écrire :

ul 2v=3 Y+Ai o
BT 30 - Fpo A

A T
[2v—(3-i}] [PBO( {31 2

. m
(2v-3) [PBo(u. w2y - PBo (A E)J

i s 2v-J _ m bt
[ZU-(J—J.)]EFBOE(H-Z—V_T:.’_]._)(;L A)) 7 1 - FBO (A I Y1

(2v~3) [Fp (k m/2) = Fp (A 1/2)]

ou
. ” m T T
Fp (A + p(u=r)) 5 ) - Fpol® 3) 2 P [Fp ((M(pu=R)) 1= Fp (X 3) 1
avee p =223 )
2v~(j-i)

et cela doit étre vral quels que soient A et u, | et |, et quel que solt v si on

veul utiliser la méme Fg, pour toute valeur de v :

Compte tenu des limitations :

cherchant cette fois une condition suffisante, on peut supprimer p dans
'inégalitd ci-dessus qui devient :

Fo LOMp(—A)) 33 ~ Fp (A7) 3 P LO(u=A)) 31 = Ppo(x )
et qui exprime simplement qu’a partir de tout point de Fgg, la vaieur moyenne
de la dérivée est une fonction décroissante de I'angle, c’est-a-dire que la
dérivés de Fgg est contin@ment décroissante sur 0, n/2 — ce qui n‘est pas le

cas de loutes les fonctions Fpg.

Cette condition étant assurée pour Fg,, nous avons donc montré que
si g est choisl dans un intervaile ou F(RB) est négatil, il oxiste une valeur de o

dans chacun des intervalles suivants o0 F(a) est positit pour laquelie la



L3

condition (21) est satisfaite avec le signe de (‘égalité. On montrarait qu’il gn
esl de méme pour chacune des intervalles ou F(a) ast négatit. Si g est choisi
dans un intervaile ou F(B@) est positif, la propriété n’est trouvée que pour les

intervalles ou F(a) est positif.

On a ainst montrd ia possibilité de gdnérer une fonction limite Fgyy
possedant N zéros (entre 0 et n/2 excius) , qui satisfait partout & la condition
(21} et qui est limite en trois sens : i) elle posséde la séquence limite (34)
des racines, iil elle posséde la séquence timite (34) d‘amplitudes. iiD elie
satisfait au moins en une valeur du couple (a,8) & la condition (21} avec le

signe d’égalits.

3
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