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Работа посвящена математическому моделированию больших дефор-
маций, возникающих при распухании полого цилиндрического сердечника
твэла, заключенного в жесткую оболочку. На основе теории конечны.-;
деформаций рассмотрено напряженно-деформированное состояние деля-
щегося материала, свободное распухание которого описывается в рамках
модели сферических газовых пор.

Получена система обыкновенных дифференциальных уравнений,
описывающих значительнее формоизменение («затекание») внутренней
полости цилиндра из делящегося материала при его стесненном распу-
хании в жесткой оболочке. Приведены результаты численного интегри-
рования и аналитические решения полученных дифференциальных ураз-
нений дли широкого спектра значений параметров модели.

— Физико-энергетический институт (ФЭИ), 1936 г.



ВВЕДЕНИЕ
Расчетное определение кинетики форыоизменения твэлов пре-

дставляет большой практический интерес, поскольку этот фактор в
значительной степени влияет на работоспособность твэла и лими-
тирует ресурс всей ЯЭУ. В круговых цилиндрических твэлах интен-
сивность формоизменения зависит от характера контакта топливно-
го сердечника и оболочки, соотношения их жесткостей, а также от
нагружающих факторов. В условиях стационарной эксплуатации твэ-
ла важнейшим нагружающим фактором является увеличение объёма
топливного сердечника за счет накопления в нем твердых и газо-
вых продуктов деления (Г1Щ), т.е. радиационное распухание в ус-
ловиях развитой ползучести материала топлива.

В процессе эксплуатации деформации топлива могут достигать
значительных величин (> 10%) как при свободном распухании сер-
дечника, так и при его контакте с оболочкой твэла, стесняющей
процесс распухания. Если жесткость оболочки значительно превы-
шает жесткость сердечника, а такие условия, как правило, реали-
зуются при достаточно вязком топливе и наличии в нем внутренне-
го отверстия,-в процессе работы твэла происходит "затекание"
внутренней полости. Значительная податливость полого сердечника
обусловлена главным образом возможностью локализации объемных
деформаций внутрь центрального отверстия. При развитой ползуче-
сти сердечника оболочка как бы обжимает его, заставляя заполнять
центральную полость.

Уровень деформаций внутренней поверхности сердечника при
полном "затекании*

1
 полости составляет О О . Следовательно моде-

лирование напряженно-деформированного состояния (НДС) твэла не-
обходимо основывать на теории конечных (больших) деформаций.

До тех пор, пока оболочка имеет возможность осаживать сер-
дечник "внутрь", придавая ему значительные деформации, в ней са-
мой уровень деформаций, будет пренебрежимо малым (** Ю " "

2
% ) . Од-

нако, после того как для сердечника исчезнет возможность "течь"
во внутреннюю полость и он станет практически сплошпм, его ра-
спухание пойдет "наружу", резко нагружая оболочку. При этом
значительно возрастает как скорость деформирования оболочки, так
и уровень напряжений в не й. Соответственно увеличивается вероят-
ность разгерметизации твэла.
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В настоящее время моделирование распухания многих деля-
щихся композиций (дисперсионное, металлическое топливо) осуществ-
ляется на основе концепции сферических газовых пор [1,3] . Пре-
дполагается, что атомы ГДД мигрируют в закрытые поры и накапли-
вается там, создавая давление на поверхность поры. Под действи-
ем атого давления материал, окружающий пору, деформируется и
размер поры увеличивается.

Определение распухания на,основе СГП требует знания свойств
ползучести топлива, выхода ГОД в закрытые поры и сводится к за-
даче расчета упруго-вязкого цеформирогания топливного материала
при наличии, в нем множества расширяющихся пор [ 13 . Моделиру-
егся кинетика геометрических параметров вязкой толстостенной
сферы, нагруженной меняющимся вс времени внутренним и внешним
давлениям;. Специфика рассматриваемой задачи заключается в ток»
что существует связь (в виде уравнения Клапейрона) между внут-
ренним давлением и деформациями (внутренним радиусом) сферы,
материал которой, в то же время, непрерывно увеличивает свой
объем (со скоростью £„ ).

Моделирование больших деформаций распухающего материала
будем производить с использованием координат Эйлера [4] .
D этом случае уравнения равновесия сохраняют (для больших де-
формаций) свою классическую форму и силовые граничные условия
имеют простой вид. Уравнения сплошности в переменных Эйлера мо-
жно записать» рассматривая большую деформацию как результат по-
следовательных малых деформаций. Поскольку такой переход проис-
ходит во времени, необходимо оперировать со скоростями деформа-
ция.

I. БОЛЬШИЕ ДЕФОРМАЦИИ ПОЛОЙ СФЕРЫ ИЗ ИЗОТРОПНОГО
ДОЯЩЕГОСЯ МАТЕРИАЛА В УСЛОВИЯХ ПОЛЗУЧЕСТИ

Рассмотрим кинетику НДС полой толстостенной сферы» нагру-
женной изменяющимся во времени внутренним ( р,* и наружным (p

ft
)

давлениями при постоянной температуре ( Т ).
Зададим исходную пористость сферы ^.^fej/fcjj, «где К*,,

R
t o
 -исходные внутренний и наружный рг аи. (Текущее эначе-
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ние пористости̂ r(+)«
!
fefft)/p.*(t)). Принимая во внимание тот факт,

что для развитой стадии ползучести необратимые деформации намного
больше, чем упругие, будем учитывать вклад только криповых ( fi'*)
и объемно-изотропных составляющих деформаций ( £v ).

Исходные соотношения между параметрами НДС:
а) Зависимости для скоростей изменения деформаций (с учетом це-
нтральной симметрии в сферической системе координатой Эйлера f*9)

**=£? + £*/? , («.«> i (I)
Согласно теории течения и учитывая бдчвву _̂

; в* Heee.l •
 (1#б)

б) Геометрические соотношения (и.-скорость радиального перемеще-
ния):

в)Дифференциальное уравнение равновесия

(3)

с граничные! условиями ,
 ч

e;CRO=-h i Ч ^ ) —Pk . (З.а)
г) Уравнение состояния ГЦЦ во внутренней полости сферы

'•' ? • (4)

где (4.а)
wM,jUt(t) -масса и молекулярная масса ГЦД; R& -универсаль-
ная газовая постоянная.

Зависимости (1)-(4> позволяют получить в явном виде урав-
нения, описывающие скорости изменения геометрии и параметров
ЦЦС сферы. После преобразований с использованием условия несжи-
маемости материала ( £ + 3 ^ » * v ) находим

(5)
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Из (2) имеем уравнения, описывающие кинетику радиусов
(для безразмерных величин: fyl*)«fc»(tyft

w
j?

a
(+)*=fej(.-O/R«<> ):

/да 3>W-%?lR-MV^W^rrs?-«^
y
.

 (6a)

Откуда с учетом начальных условий. ^
4 0
« 4 1 5 - З^

3
»""

JU

или V(fc) = VTCo)e£vt ,- (7а)
получаем уравнение, описывающее кинетику объема материала
сферы в процессе деформирования. Из (7) имеем

и, определяя распухание Stt) как относительное изменение
полного объема, занимаемого сферой [I ] , находим:

( ё§^*
Уравнения (6) и (ба) позволяют определить кинетику порис-

тости сферы Ъ\$-) -основной функции модели СГП, посредством кото-
рой задаются все остальные параметры (см.(7),(8),(9),(5)).
С учетом закона (4):рД£)£*($)яО.(+0 «где л№)-эмпирическая фун-
кция, определяющая скорость накопления ГЦЦ в порах, имеем

Полученная путем численного интегрирования обыкновенного
дифференциального уравнения (ОДУ) функция sfclt) поаволяет
по формулам (5)-(9) определять кинетику НДС вязкой полой сферы
из делящегося материала, т.е. рассчитывать распухание делящих-
ся материалов в рамках модели СГП. Представляет определенный
интерес аналитический интеграл уравнения (10) для частного слу-
чая * » 1 . При этом

* ( * . . (И)

.. • и

при
\ a(t)-at
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2. ДЕФОРМИРОВАНИЕ ПОЛОГО СЕРДЕЧНИКА ТВЭЛА

В соответствии с рассмотренной в разделе I моделью СГП
основными факторами, определяющими распухание делящегося мате-
риала являются его параметры ползучести и скорости нокопления
твердых и газовых продуктов деления. Эти величины, в свою оче-
редь, суть функции температуры (за исключением £ v )» поэто-
му в неравномерных температурных полях свободное распухание
материала также будет неравномерным.

В условиях совместного деформирования растухающего топ-
лива и оболочки твэла неравномерность распухания обуславливает-
ся еще и стеснением деформаций сердечника жеской оболочкой,
что приводит к неоднородному по объему полю напряжений. Это
сильно усложняет расчетную модель стесненного распухания топ-
лива в цилиндрическом твэле, однако возникающие трудности имеют
чисто технический характер. Поэтому в дальнейшем будем рассмат-
ривать стесненное распухание полого сердечника, предполагая ма-
лыми градиенты температуры и напряжений по радиусу. Распухание
при этом можно полагать примерно однородным,что позволит сде-
лать модель более наглядной и щ&той и не повлечет качественных
изменений результатов.

Итак, рассматривается стержневой цилиндрический твэл с
полым топливным сердечником и стальной оболочкой» Будем пола-
гать, что жесткость оболочки значительно превышает жесткость '
топлива, благодаря его более высокой ползучести при рабочих
температурах и, что главное, благодаря наличию центральной по-
лости. Характер деформирования сердечника жеской оболочкой опи-
сан во введении. Будем рассматривать здесь лишь первую стадию-
вплоть до полного "затекания" внутренней полости.

Распухание топлива определяем согласно уравнениям разде-
ла I. Решается совместная задача [I] о вязком распухании
сфекических ячеек, нагруженных внутренним ( р

4
 ) и наружным (ft)

давлениями и скоростью объемного изменения ( fv) ("микроэадача")
а также задача о деформировании вязкого полого сердечника твэ-
ла, нагруженного ббъвмным расширением S(t) ("макрозадача").
Внутренняя поверхность сердечникаR,(t) свободна» наружая &

с
 -

жестко фиксирована (абсолютно жесткая оболочка).



-6-

Внешнее давление на сферическую ячейку в "микроэадаче" счи-
тается равномерным и равным компонентам шарового тензора "макро-
напряжений" (из "макроэадачи").Цилиндрический сердечник достато-
чно длинный,так что осевые градиенты температуры и плотности де-
лений не велики и можно независимо рассматривать отдельные сече-
ния сердечника (вдали от торцов).

Исходные соотношения для параметров НДС макрозадачи анало-
гичны (1)-(3) с точностью до системы координат: здесь -цилиндри-
ческие координаты Эйлера.Граничные условия (За) принимают вид

= Ю -, <i(ft
t
)=O (13)

и добавляется уравнение осевого равновесия сечения

0 . (14)

• «
В уравнение (1) £v должно быть заменено на S «которое в со-

ответствии с (9) имеет вид:

Выполняя ряд преобразований (с использованием уравнения не-
сжимаемости),получаем выражения для напряжений:

Здесь \Ц < i, < ft
t
 , *e -некоторая средняя точка радиуса,

н к ^
 g
* S> . (17)

- "макропористость" сердечника, 5 - из (15).
Найдём уравнение«описывающее кинетику "макропористости"

По аналогии с (б),(^ « в ^ Л » ) :

' % •
 ( г о )
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Откуда с учётом (16),(IV) и R
t

7 T - S \

eowat

(21)

Дифференциальное уравнение (21) в общем случае должно инте-
грироваться численно,в результате чего определяется кинетика "за-
текания" внутренней полости цилиндра в процессе его стеснённого
распухания. "Макропористость" 1 Ш ) полностью определяет и НДС ци-
линдра в соответствии с (16)-(19).

Для частного случая S) =1
уравнение (21) интегрируется ана-
литически:

" JA
,рис.1.

Виден асимптотический харак-
тер "макропористости" при "t-*e-a ,
т.е. в рассматриваемой модели
внутренний радиус сердечника мо-

Рис.1.

жет быть сколь угодно мачым,никогда не достигая нуля. На практике,
естественно,это не реализуется в силу различных фозмущающих фак-
торов,главньм образом из-за отклонений геометрических параметров
твэла от идеально цилиндрических а также из-за приближённого ха-
рактера модели СГП.Тем не менее можно считать,что для he слишком
малых значений "макропористости" П. Зед>5 Hot Ilo-̂ "сзуо! её кинетика
в первом приближении подчиняется уравнению (21) и при достижении
ею указанного предельного значения сердечник может рассматривать-
ся как сплошной.

Полученные ОДУ (10) и (21),определяющие кинетику "микро" и
"макропористости" в соответствующих задачах,связаны между собой
функциями .S(S) (9) и р

а
 (16).В общем случае система ОДУ и со-

путствующих уравнений должна интегрироваться численно.

3. ЧИСЛЕННф РАСЧЁТ ЮРМОИЭМЕНБНИЯ ТВЭЛА.
"ЗАТЕКАНИЕ" ВНУТРЕННЕЙ ПОЛОСТИ СЕРДЕЧНИКА.

Для численного интегрирования дифференциальных уравнений (10)
и (21),связывающих "микро" и "макропористость" сердечника,была
написана на iOPTPAHE для EC-I060 программа "tfoUAW* ".испольэу-
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ющая процедуру Хеминга[5,б] .которая является наиболее устойчивой
cxeuoR из группы методов "предиктор-корректор".Для разгона схемы
Хеминга использовался метод Рунге-Кутта пятого порядка.

Необходимость применения весьма сложной процедуры численного
интегрирования обусловлена свойством яёсткостл и нелинейностью си-
стеми ОДУ (10),(21) :в процессе решения производные изменяются на
C-I0 порядков.

Численное интегрирование по программе "douAPS " позволило
установить закономерности и дать количественные оценки кинетики
стеснённого деформирования полого распухающего цилиндра для разли-
чных значений параметров процесса: £* б (1(Г Э

+Ю~* 1/час);
В-1;1С"

а
 функцияel«*4'i , а =Ю""

3
;3-10~'

<
 ;0,1/чае; У> =5,7 ;

^ «П.
о
 "ОД" Параметры ползучести закона (16) B,V взяты в соот-

ветствии с характерными скоростями ползучести металлического топ-
лива [ 2 ] .

На рис. За,б,в представлены расчётные зависимости ГЦ-t) ,3ttfc).
S(t) при

 #
B=I i $ в 5,7 и для различных скоростей объёмного изме-

нения ( iv<I0~^ ;»I0"* ; 5*Ю"
э
 I/час) и выхода ГПД в поры ( а =

-О', 3*10"* ; I0"
a
 I/час). На рис. 2а,б,в,г функции И ,<*С , И и

f>
t
 показаны для фиксированного Q. >3'Ю**

4
 I/час, но при различных

скорости* ползучести ( В-1;0,01) и £\, . Видно,что "затекание" по-
лости RCt) существенно зависит от значений варьируемых параметров:
чем больше давление ГПД в порох и (или) скорость объёмных измене-
ний материала,тем интенсивнее уменьшается радиус полости.С другом
стороны,имеет ̂ место порог чувствительности к параметру £„ :для всех
его значений *„<КГ* I/час (при данном уровне ползучести) резуль-
таты расчётов практически совпадают. Этот факт объясняется экспо-
ненциальной зависимостью модели от £„ :при 4* < KT^I/час и t"<
< Ю ^ час е*'* л* 1.

Время полного'п&твкаиия" полости изменяется в широком диапа-
зоне: о* t

n
~ Ю

э
 часов до - 2*10* часов. Для а « З'Ю"* 1/час и

В«1 (к моменту полного "затекания" полости давление > порах f
4

M
|DO

am.) t
n
 tt 5'10

s
 часов. Уменьшение скорости ползучести на 2 по-

рядка приводит к увеличению вдвое времени "затекания",рис.2а.Важ-
но отметить,что полное "затекание" полости происходит лишь при
больших уровнях распухания,рис.2в,38 ,*15-20*,что вообще говоря,
не тривиально,т.к. большие деформации в "макроаадаче* в принципе
могли бы реализоваться только за счёт ползучести без значительного
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иэменения
Из рис. 35 ЕИДНО, что кинетика^С^) может быть самой разнообраз-

ной. Однако, как показали расчёты, характерной чзртий здесь явля-
ется тенденция к стабилизации на некотором уровне С < 2С < I. Та-
кую же тенденцию к стабилизации обнаруживает функция ?-(t',ряс.2г,
что объясняется увеличением скорости по.1.з;учестл материала сердеч-
ника под; давлением^/величением размеров поры.

Полученные численно функции П
Ч
Ч; ) для разных зьачанпй парамет-

ров модели позволяет оценить зависимость времен;; пол; иго "затека-
ния" полостк от указанных параметров^^а,*») ,рис.<. Хэрошо видна
резкая тенденция к насыщению при малых'£• .причём д.»:-: асех кр.;вых
перегиб начинается практически "одновременно" -при £»< 1С 1/час.
Важным представляется также очень резкое уменьшение t

n
 ггри i*>I0 ,-

при £*-~1С~3
 I/час все кривые сливаются в одну вне зависимости

от значений остальных параметров. Здесь,однако,необходимо помнить
о границах применимости гипотезы ой абсолютно жёсткой оСолочке.

В заключение отметим, что разработанный метод оценки больших
деформаций np.i стеснённом распухании полого цилиндра а тагае чис-
ленная реализация модели (программа " cot*LAP& ") позволяют произ-
водить расчёт ресурса конкретных твэлов, поскольку длительность
безопасной работы твэла (оболочка мало нагружена) определяется
почти исключительно временем .полного "затекания" внутренней по-
лости сердечника.
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Зависимость времени полного "затекания*внутренней полооти
сердечника от скорости объемного изменения, поляучести ж
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