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I. ВВЕДЕНИЕ 

В приложениях часто возникает проблема доказательства ус
тойчивости свойств операторного семейства вида СА = А+А& , 
где /1,6 - линейные операторы, Л - числовой параметр. Для ма
лых X такие задачи решаются с помощью теории возмущений. По
лучение непертурбативных результатов обычно связано с гораздо 
бблыпими трудностями. В связи с этим представляется перспектив
ным простой метод, который мы далее будем называть методом мно
гократных продолжений (м.м.п.), аналогичный методу аналитическо
го продолжения. Суть М.У П. заключается в том,что доказательст
во устойчивости данного операторного свойства для больших значе
ний параметра проводится за несколько шагов, на каждом из кото
рых возмущение уже можно считать малым. Очевидно, что м.м.п. бу
дет работать далеко не во всех задачах, для этого нужно наклады
вать некоторые ограничения на возмущающий оператор 8 • которые, 
вообще говоря, могут быть разными для различных задач. 

Б этой работе мы введём свойство сильной регулярности (с-
-регулярности) возмущений и покажем, что некоторые классические 
теоремы устойчивости для относительно ограниченных возмущений 
остаются в силе, если свойство малости возмущения заменить на 

;свойство сильной регулярности, при этом сильно регулярные воз-
|мущения уже не обязательно малы; к обсудим также один простой 
|критерий с-регулярности, связанный со свойством замкнутости. 
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В доказательствах будет систематически использоваться м.м.п. 

Обозначения и определения 
Пусть А -линейный оператор из сепарабельного банахова про-; 

странства X в сепарабельное банахово пространство У (А'. (X *У)) , 
тогда соответственно, А* Ч,(,х,ч),&(х,у), S,(x,i), $(х,Ч) , если 
А -компактен, ограничен, заминаем, замкнут; А -замыкание, если 

At£a(x,t) . В случае А'.(х*х) второй индекс опускается. Далее, 
S>fA)=futX/llAull<'°} - область определения A, / 1 ( A ) - f W Y / 
u*AulU6t>W)} - область значений, "иС{л) = (ибйГЛ)/Аи = Oxj 

-нульпростанство, &А(р)* М-р) -резольвента A, Af^O-fj^c/ 
&А($)*&(*'*)} - резольвентное множество. &("!= {%еС/У = 

(Aut4")yUuu*i\- числовая область значений оператора в г:',-ь£-зр70-
вом пространстве (шгае в тексте линейные операторы буд-,".: цазы-
вать просто операторами). Все используемые нами пространств оп
ределений - пространства над С, поэтому имеется вза:"чс г.сног-
начное соответствие между полуторалинейньч/.и a.(ulVy -- -,;-л~:--л-
ными а(") - а.(и,и) формами (далее мы будем называть чс.>--и 3'J~'1-
ты просто формами). Для формы а. £>(а) - область определения, 
&Са)* {jtc/fxafv), u*i(a),imtt=il -числовая область значений.. 

Определение I. /I/ 
Оператор (форма) называется секториальным, если в(А)(8(с-))с 

{•^1 lo.tg(^.^)lti>jye^i оцР<77/г.} и м-секториальньм, 
если он такие не имеет собственных секториальных продолжений. 
Все остальные необходимые определения вводятся в основном текс
те. Мы придерживаемся обозначений, принятых в /I/. 

Дальнейшее изложение организовано следующим образом. Во вто
ром разделе приводятся необходимые,для дальнейшего сведения об 
^относительно ограниченных операторах и формах и определяется 



3 
. сильная регулярность возмущений. Третий раздел посвящен доказа- | 
.тельству устойчивости замкнутости для с-регулярных возмущений и-
.обсуждению критерия с-регулярности, связанного со свойством замк|-
нутости. В .етвёртом разделе рассматривается связь с-регулярнос-1 
ти и голоморфности семейств операторов и форм. В остальных раз
делах мы рассматриваем устойчивость самосопряжённости» свойства 
"порождать кваэиограниченную полугруппу", свойства "иметь ком
пактную резольвенту", используя полученные в первых четырех раз
делах результаты о силънорегулярннх возмущениях, 

2. Относительная ограниченность и сильная 
регулярность операторов и форм 

При построении теории возмущений неограниченных операторов 
и форм одной из основных проблем является определение подходяще
го критерия малости. Мы будем использовать не самое общее, но 
широко применяемое определение малости возмущения, основанное на 
понятии относительной ограниченности /1,2/ . 

Определение 2 
Оператор В.'/У>К.) ограничен относительно оператора A:(x*l) , 

если: 
1) й(А) о Ь(е,-) - . 
2) 3 &,& ъс/ «Вин * о. ни" /• SuAuii vu(0(>i)a) 
Ки-̂ няя грань всех таких £ , для которых выполняется ( I ) , 

называется А -границей оператора В • Условие CI) эквивалент
но УСЛОВИЮ ИВи 1/г & aStiuit' + £*• у А и и* (?) 
Лнглзг'лчно определяется относительная ограниченность форм в 
гильбертовом простанстье. йорма ^ ограничена относительно £ , 

'если: 
• I) ас»~) <• Ь(4) 
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2) J a / s o / / / w / s a. J«»S Й/SM/ vubb(&) (3) 
Многие свойства операторов и форм устойчивы при их относи

тельно ограниченных возмущениях, если граница достаточно мала, 
В частности, устойчиво и свойство относительной ограниченности. 

Лемма I. II! 
Пусть оператор В ограничен относительно оператора А с А-

-границей ё , тогда для V-ijUH -/& оператор Т, огрлннчан-
ный относительно А, ограничен и относительно операторе- Сл ~ 
= At.lB , причем его Сд -граница не превосходит S^j(i-u.ii') , 
где ^ - его А - граница. 

Аналогичный результат справедлив и для зори. 
По аналогии оо свойством относительной ограниченн-j:."1"/. :̂ : 

определим свойство сильной регулярности !с-регулкрнсст..:. 
Определение 3 
Оператор (форма) В с-регулярен относительно ог.- '.: •. 

(формы) А на множестве Sc С , если для to c- S 
(форма) В ограничен относительно оператора (форму) С* -•—<з . 

Обозначим через j$co„ максимальную связную окрестность ну
ля множества S . Как будет показано ниче, некоторые теорем:: 
устойчивости, справедливые для относительно ограниченных -';Оз:.г.--
!цений, легко переносятся с помощью метода мультипрсдолетний на 
случай с-регулярных возмущений. 

Замечание1 
Из леммы I следует: I) Любое относительно ограниченное 

возмущение с-регулярно по крайней мере в малой окрестное?;', нуля; 
.2) /$ всегда открытое подмножество С . 



3. Устойчивость замкнутости и критерий с-регулярност?, 
связанный с этим свойством 

Свойства замыкаемости и замкнутости устойчивы при относи
тельно ограниченных возмущениях. Справедлива следующая теорема. 

Теорема I. /If 
Пусть А,в -операторы из X-»¥. , причем & А - ограничен 

с А -границей ё . Для Vji/ltl' */е операторы С/. = А *Х В е С (х,ф 

тогда и только тогда, когда Д& &*(*,)!') ; в этом случае Ь(л)-
= b(Ct.) . В частности, С/ееС*,*) тогда и только тогда, когда 

A i £(*а) . 
Аналогичный результат справедлив и для е-регулярных возмуще

ний. 

Теорема 2 

Пусть A t В(х,х)(ве(х,т) , В с-регулярен относительно А 
в области Д , тогда для K«tfr $ и л , операторы Сл £ £(*,ч.) (во (х.ч)"), 

Доказательство. 
I. Выберем произвольную точку А б *>&*, ш некоторый путь 

П, S^t, , соединяющий точки D и Л . По условию теоремы, для 
Мб г' оператор В «^-ограничен, т.е. выполняется (I) с неко
торыми я*,в* Z-0 • Из леммы I следует, что функции at, €A 

-непрерывные функции параметра / для v-itf. Следовательно, 
За./е>,с/*с/(1Г> ал < а? 4f ч в • 

Выберем на Г конечное число точек J; , так, что jfj = с , 

1. Применим теперь м.м.п. На первом таге рассмотрим в 
качестве невозмущенного оператор С€ - А -По теореме I для 
¥il'U.-il <х/л операторы СА * £(хл)(£.(*,•$• в частости, 



оператор Слл*6(ж,х.')(£.(*,ху) , т.е. ьга распространили 
свойство замкнутости (эамыкаемости) вдоль пути Г вплоть до 
точки Jt . На втором шаге рассмотрим в качестве невоамущенного! 
Cjи опять воспользуемся теоремой I. Очевидно, что за конечное' 
число шагов свойство замкнутости (эамыкаемости) можно распростра
нить на некторую окрестность всего пути Г, следовательно, и 
на всв область ЛСсА, > т.к. точка /-V точка,принадлежащая •?„„,. 

Замечание 2 
Доказательство теорем устойчивости ряда других свойств 

операторов и форм при их с-регулярных возмущениях полностью 
аналогично доказательству теоремы 2. 

Все обсуждавшиеся теоремы JS устойчивости замкнутс'-.-ти r.?.z?~ 
носятся и на случай форм. 

Обсудим теперь критерий с-регулярности, связанны- .-- -.;---
ством замкнутости. 

Замыкаемые операторы обладают следующим ваякьт/ : 
свойством. 

Лемма 2. Ill 
Цусть А,&е £т(х,Х) • тогда оператор В ограните:-: о':•::--

тельно А , если Ь(в~) э а(Л) . 

Из этой леммы и теоремы I вытекает следующий рез?,'."--т»т. 
Лемма 3 
Цусть А,ве A,(x,i), SeC/vjtS,е(ct^c а(в), ct t -Л»,*)-

Тогда оператор В с-регулярен относительно А а обл-:1--•! '~ . 
Пусть «^--связные куски области S , тогда М,*!/*/?- --.•-. --u-j 
Доказательство аналогично доказательству теоремы £ . 

Лемма 2 справедлива для секториальных форм, п05г-"-:\-л-
приведениый критерий справедж!в для таких форм. 



Для эффективного применения полученного критерия е-регуляр-'j 
'. нооти мы должны располагать непертурбативными критериями замкну-' 
I тости. Рассмотрим общий случай: 

A(-6(x,1-), S6 £,(х,¥), £>» Ь(А)с [>(&•) (4) 
Введем &лв -множество значений параметра, для которого 

операторы С/.=4*АВе£(х,1'),0(С1)*ъ , G° -максимальную связ
ную окрестность нуля в &А6 , а также Улв'С\&де, • Из леммы 
I следует, что В - А -ограничен с некоторой А -границей & 
и, следовательно, по теореме I, &° содержит открытый круг 

то такке и А - В -ограничен с некоторой В -границей Л (причём 
£</£•£ ) и Wtbсодержится в кольие '/g4lxli<J , так как для 
if-fftU-/J операторы З + рАб £(х,?), СХ-Л(В*£А')- Очевидно 
также, что G- , G £ -открытые подмножества С , кроме того, 
область с-регулярности В относительно А совпадает с G-J& . 
Пусть теперь P(A)£ff • Тогда оператор 

и 

при этом 
Я Кле, ff)/' 6 *• #4А (уП + ё, <8> 

Представление (7) позволяет сформулировать простой критерий замк
нутости . 

Лемма 4 
Пусть А,В удовлетворяют (4), тогда оператор Сл^^Сх>^) J 

если оператор £ ±XKie.(\) обратим для некоторого \е Р(А) . 
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Это утверждение следует из одного более общего результата (см., 
например/1/ ): пусть At(>fe,X), a* 6{x,l), Л'* в£х,*), 
тогда /l3*£(Y,i) . 

Рассмотрим несколько примеров, иллюстрирующих многообразие! 
возможных вариантов. 

1. Пара операторов А,й*д*С , где С - А -ограничен с 
А -границей меньшей I, даёт пример, когда UJ»fi состоит по край
ней мере из одной точки. Если теперь С*В(*,х) или С - А компак
тен /1,3/ , ТО Wag, СОСТОИТ ИЗ ОДНОЙ И ТОЛЬКО ОДНОЙ ТОЧКИ. ЕСЛИ 
в*В(х,х) или А -компактен, то v>g = fS . 

2. Пусть А -самосопряжён и неограничен снизу, тогда пара 
А, В = /А/ даёт пример, когда Wti*{-±,l} (определение само
сопряжённости и модуля оператора см. в разделах 5,6). 

3. Оператор А + В не обязательно будет замыкаемым, если 
даже /)lBte(x,4.') и Ь(А)*ь(е>~) • Явный пример даёт -дадуч)-
щая пара. Пусть {"»} -некоторый ортонормированный •;••- •-. - УС . 
{•Л**! - расходящаяся неубывающая последовательность неотрица
тельных чисел. Определим А следующим образом: Ai4„s A„u„ 

Оператор А -самосопряжен, неотрицателен и неограничен. 
В качеств» С выберем квазипроектор: 

Си„ = А.ЫРл, , ire f< (I0> 
Оператор С неограничен, незашкаем, но А-ограязчен. т.к. 

Ми*Ь(*) исиг' 2 -С. ("i"-) Z 4т(*,и.) ttrif^ Zlluu1 гА"«" '.ID 
и мы можем выбрать & = }iC-i , который замкнут по тесгеме Г для 
\^л/ик(ЛHi/trf*'. Оператор А + В не замыкаем. 
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Другой возможный подход к проблеме замкнутости может быть 

основан на следующих рассуждениях. Пусть для VA , Ъ* -линей
ное подмногообразие, являющееся областью определения некоторого 
собственного продолжения Cj , в частности, если для некоторого 
-<#, & • * £ & * ) > т о АЬ'ЙСЯс») ! 'пусть также С у . ^ \ ь . Опера
тор Cjt ffcx) , когда Cttfm(x,i)vi Ь^=Ъ . Таким образом, 
каждой паре операторов А , В удовлетворяющим условии (4), мы 
сопоставим семейство всюду плотгас линейных подмногообразий в 
X • Следующая ламма определяет некоторые интересные свойства 
этого семейства. 

Лемма 5 
Если А, В удовлетворяют (4), то 

1) VA,,U UilAb , ЪА, /J O^ = / • 
2) UA ox 1} 0(&-)= 0 
3) Пусть {и,-J 1-1...N -последовательность векторов в X та
кая, что к/ u;tDjf- , и существуют по крайней мере два номера 
#,/>£/* такие, что ик^Оцы7"f^% • Тогда ЗА/Zui6ь^ 

Доказательство 
I . Допустим, что Зи/ае %ЛЬЛ^ , т .е . «о> иж1 ИСи,иК + 

и,/?**,*!/ %. tft-XjAuffmio. Получаем противоречие. 
Утверждение 2 доказывается аналогично. 
3. Допустим, что такая последовательность существует, тогда 

» > &£, BCXiu;a *tft ас/ % и,и * i ri4S.(l- */*i)u; II 
т.е. мы получим, что Jf t -<4fXr«B . При n/^z это проти
воречит пункту I леммы, общий случай легко доказывается по индук
ции. 

В некоторых случаях ис:;ользуя лемму 5, удаётся показать, 
'что %(- f! в широкой области значений параметра. Один такой 
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пример мы обсудим ниже. Рассмотр! « сначала аналогичную проблему 
для векториальных форм. Без ограничения общности будем полагать,, 
что а-,в - замкнуты. Далее, можно указать такое подмножество 
ScC (Я+с- S) » ч т о •&$ -секториальная форма, если А * g 

Рассмотрим семейство 
Сл=а.**е, Ль$, ofc<7* &(л)Л ЬС«) =Т> (12) 

В отличие от аналогичного случая для операторов, справедлив сле
дующий результат. 

Лемма 6 
I . Формы СА (12) замкнуты для 1?<е£ / с м . 1 / . 
2.M*S\4o} форма в ограничена относительно формы Сл 
(следствие леммы 2 ) . Если Ь(*)сЬ(е) , то форма S а. -с-регуляр-
на для Ш* & (следствие леммы 3 ) . 

Приведем один критерий замкнутости операторов, испохьэуящи'З 
это свойство секториальных форм. 

Лемма 7 
Пусть А,В -секториальные операторы, £ -область значени," 

параметра, для которого JB -секториален, я.,в -формы, ассо
циированные с А, В ; Ь(аус Ь(в) . Тогда 8 А- е-регудярен в 
области jS , если: 
I. Ь(л)сЬ(в) , или п. в(еул л<-«.;* пг*} 

Доказательство 
tt<£ S , Сt -секториален,следовательно, С, t £,(?<) 

Далее, Of G O « £>fc«) = Ofa)/)fifif). Если выполняется I, то 
£>(£*")et>(a) > следовательно, по лемме 5, bCc2)*ufa). i-сли 
выполняется П, то 1>(С£)*[>{А). Утверждение данной ЛРУМЫ 
следует из леммы 3. 
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4. С-регуляриость, замкнутость и голоморфность 

В этом разделе ми рассмотрим е^язь свойств с-рвгуляряостя и 
некоторых критериев голоморфности семейств операторов я форм. 
Голоморфность семейства операторов ш ш форм, встретившегося в 
пршюЕевии, позволяет применить для его исследования хоршо 
развитую аналитическую теорию возмущений. 

Определение 4 /I/ 
Семейство операторов 7сх)£б(*,1), vxkE)a называется голоморф

ным типа (А), если: 

2) Бевтор-функция Т<Х)и голоморфна в Ъа для W * I > . 
В этом случае 7Jiou имеет разложение Тейлора в каждой точке 

Ъс , в частности, если o t D . , то 
ТСх-")" •» Тч * хт*и *•... n'T"i, *• ... , иьЪ (135 
Радиус сходимости ряда (13) не зависит от и. ~ -линейные опе
раторы Лс* У ) с областью определения Ъ . 

Существует следующий основной критерий (А) -голоморфности. 
Теорема 3 /1,4/ 
Пусть 7*&fx,y) , T:(x*t)t n - 1,2... такие, что Щт)с1Хт*) 

Предположим, что В а-, Й, с %./> I 
II т"и и * с1"* (a. rut * ёьГ»»') и * Ь ц 4 ч 

Тогда ряд (15) для i//xt<*/c определяет оператор Т(гв/ йРЬоУ-И-
Если l^l<i(€*ci » то Tfe)fi i,(x,4) и Tfie) образуют (А) -голо
морфное семейство. В частном случае Тшо Vi>£ MOSHO положить 
С = 0. 

Аналогично определяется (а) -голоморфное семейство сегто- . 
риальных форм. Так как каедой замкнутой секториальной форме 
соответствует единственный м-секториальный оператор (at,Hanp_/I/i, 
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io (а)-голомор$ное семейство Форм порождает некоторое семей
ство операторов, называемое (В)-годоиорфвнм. В этом случае уже 
не обяза*?иьио t>CT6c})- й, VgcQ» • Как в раньше, мы рассмот
рим частник случав голоморфных семейств, которые линейно зави
сят от параметра. 

Справедлив следующий результат. 
Лемма 8 
Пусть А,$ t (,('tX) , £(*}=ЛА) ; t^-свяэная окрестность 

0. Тогда следующие условия эквивалентны: 
1) В - с-регуллрен относительно А в области &»». . 
2) СА.АИ&е.£.(х,*) Ш( S „ v , е>СЛУ => fife*} 
3) С^ - (ft) -голоморфное семейство в S^,,. 

Доказательство 
Эквивалентность (I), (2) следует из теоремы 2 и леммы 3. 

(I) =^ (3) легко доказывается с помощью м.м.п. - на каждом ша
ге нужно использовать критерий (А) -голоморфности из теоремы 3. 

( 3 ) ^ ( 1 ) . Из того, что СА- (А) -голоморфное семейство, 
следует (см. /I/ ), что 
I) W f $ы>~, ЛГёГ/) = &, (15) 
2)***£<u~ 3A.*,6A %.<>/, 
/Г С* и// -< а.* «-"// *• €А * с"х*/7 *с* « 2а . (16) 
Линейный оператор СА определяется равенством 

Нам же нужно показать, что 

, //S.//4 а.*1чн+ gt 1/Jull 1/»ёЪ, (17) 
[Гак как по условию A,S 6 £. (*,у) и &(4)эО(л) , то по лемме 2 
JB - А -ограничен с некоторой А -границей &„ и, по теореме I , 
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О(СА).ЬСА) I/A/HUS/6 _ Т о г д а и з ( I 5 ) M e w , e T , q T 0 

t(ci)= OCA) VXb S^,^ . В этом случае Сх •& VA*$ и справедлив 

вость (17) следует из (16) . 

Замечание 3 

Лемма 8 допускает очевидное обобщение. Пусть 4Г&1ЛGofri'ty 
и для VC £к 3 ^ -с-регулярен относительно А э области £• . 

Рассмотрим К -параметрическое семейство С/ = Л *2»:&с . Исполь

зуя лемму 4, можно легко показать, что С/" _ (А) -голоморфное 

семейство в области $сеь*$<&„&•••• & • Рассмотрим теперь семей

ство Сх=л*2х1&с . Заберем в Й ^ подмножество SJ* {*х* 
• 5 л с „ / х ' ' ^<с**У • Тогда Cg-iA) -голоморфное семейство в 

области 'S^ . 

Для слтчая секториальных форм можно получить более ci льный 

результат, т . к . свойство замкнутости более устойчиво. 

Ле'.:ма 9 

пусть &,•£ -секториальн'.1,е замкнутые Формы. b f « ) 1 b f * ) = D ; 

.S -такое подмножество з С, что ¥<eS форма А£ секториальна. 

Тогда Се -a-*t.4- (а) -голоморфное семейство форм на S„»5y°j . a 

если О^ЬС*) , то и на S . Операторы &. , ассоциирован

ные с формами at , образуют (В) -голоморфное семейство на 

A, (S) . 
Доказательство 

'Аз леммы б следует, что формы Сх. -замкнуты для ¥t*?S и 
а(со=.ь для М*&,- Кроме того, V*eSt ^-с^ограничена по лем
ме 2 . Далее доказательство (а) -голоморфности проводится с ис
пользованием м.м.п. - на каждом шаге можно опять применть крите-| 
|рий из теоремы 3 . 
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Замечание 4 
Лемма 9 такяе допускает обобщение ка многопараметрический 

• и полиномиальный случай (см. замечание 3 ) . 
5. Устойчивость самосопряжённости 
Определение 5 /1,2/ 
Плотно определенный, оператор в гильбертовом пространстве на

зывается симметричным (эрмитовым, симметрическим), если Тс Т , 
т.е. PZT)C Ь(Т') И VU&I>(T) Ти = т'и • Эквивалентная запись: 
(Га, 1У) = (и,т^) V*,v e £>(г) (18) 
Симметрический оператор всегда замокаем: Г = Т**с Т" . Опера
тор называется самосопряженным, если Т~ Т й . Наконец, скимет-
рипг'.'-'й оператор называется существенно самосопряженным, если 
Т =* Т = Т . Для любого симметричного оператора 

Определение 6 /1,2/ 
Симметричный оператор ограничен снизу, если 

3rt<l(Tu,u)^,r(u,u"> v " «• ЬСг-) (20) 
Следующая теорема содержит основные результаты теории устойчивос
ти самосопряженности для относительно ограниченных возмущений. 

Теорема 4./1,2/ 
I. Пусть оператор А самосопряжен (существенно самосопря

жен), а оператор В симметричен и А -ограничен. Тогда Шсгв/ 
/A/tJ/S оператор Сл = А+4& самосопряжен (существенно 
самосопряжен). 
, 2. Если, кроме того, А ограничен снизу, то VK6Rjl<l<J-M 
оператор С л также ограничен снизу,причем его нижняя грань 
| удовлетворяет неравенству yCf 4. #Л - 'r'xf^^g > "- * '•"* 14* I)-
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Аналогичный результат справедлив и для с-регулярных возмущений. 

Теорема 5 
Пусть оператор А самосопряжен (существенно самосопряжен) ,1 

а оператор 3 симметричен и А -с-регулярен в области S . Тог-
да для УЛ*#/7 5 ^ оператор Сд самосопряжен (существенно само
сопряжен); если А ограничен снизу, то и Сл ограничен снизу. 

Доказательстве 
Свкосслрячекность (существенная самосопрят.енность) легко 

доказывается с использованием м.к.п. -на хардом шаге нужно ис
пользовать теоремой 4. Огоакичекность снизу следует из тгто 
ф.ак̂ а. что, согласно лемме 8, Сх - (А)-голонорфное самосопря
женное семеЯстзо з некотосоЛ области, содер-иелмй Я П S . 

I'.Z, теопеуы 5 и леммы 3 следует лемма 1С. 

-V-.V-T̂  .'. •'^'=c''h3}J---Q сямсссполхен. 3 ог^етсичен ?. 
Ji'":«a'«';. Пут; •':!>?•• S<c/iAt*& о<".;~..'в.: •; a.''a,"i 
'оггя-а дг.г. ̂ ч^.?Г,,-^^ ;пер.лтс~... Сд существенно самосопряжены 
л ограничена сну.зу, зсли А г::'рак«ийн снизу. 

6. Зоэмущение квазиограничшных операторных полугрупп 

Ь этом разделе мы рассмотрим теорию возмущу -«й одного клас
са полугтуп-, ноторые часто встречается а приложениях (интерес
ный пример мене найти в работе /о/ ), 

Определение 7 / I/ 
Злеритор А порождает кзгзиограниценную полугруппу класса 

~3{'Н/р) , если: 
(1.4* #5rJ, й # ) шютао в X. 
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3) Cfs,*>J*f>(-/>) ж 
ffCA*rO '"ll < М(р-&*у Vf * <Р,*Я, «r«*,a... (21) 

В этом случае операторы VH)* e образуют полугруппу, причём 

В частности, Длороадает сжииащую полугруппу, если Л е * i W . 
НЕЗНЯЯ грань BCSX jz , для которых выполняется (21), называется 
тгпом полугруппы. 

Для относительно сграничензЕх возмупенЕй имеет место следу-
ЕЩИИ результат. 

Теорема 3 / 1 , 6 / 
Пусть Ае~%(±,р.) , &i3.(i,fr') к в А -ограничен. 

Тогда для YA ьЦо^/ъб) оператор /l*J>& €d(*/ fi+*p') . 
3 случае гильбертова пространства определения когно полоетть 

J, & С*>, */*") 
Сформулируем аналогичны;! результат для с-регулярных возкуще-

нкй. 
Теорема 7 

Пусть А 6 и & Л-с-регулярен. 
Тогда для Ш6*+/1 ^оператор А +/>& 6 ̂С (£f t>*Aft'). 
Доказательство основано на применении и.к.а. -на каждом шаге 
нугио использовать теорему 6. 
Заметим, что в этом случае такке можно пользоваться формулой 
Троттера для произведения /6/, т.е. 

я fa 
Из теоремы 7 и леммы I немедленно следует лемма I I . 

Лемма II 
В теореме 6 можно половить j | t f t i / # ) в случае общего бана

хова пространства определения. 
Это в два раза улучшает оценку на малость возмущений без вся-
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яшс дополнятельаых ограничений. 

7. Операторн с компактной резольвентой 

Этот раздел аосащен дэкгзат^ъстзу одгого зесоэщаяного резулъ|-

тата otf операторах о компактной резольвентой, т . е - тзких, ЧТО 

&д(Ч)& — » ^ " 3 • о д я некоторого, а атадовательно п лабого 
•у^ р(,л~) . Спектр 'j?r-yj-:x операторов состоит из гзолиро-

а а а а к суй-т.-зензых значены кначноЯ кргтнзстх Она естественно 

Госсляказ':' з йлзгчесах: лры:саечзях. ^«ЩедОи несколько зарахтвр-

:ы;: цремерсэ / 7 , 3 / . 

I . Га^зьтъ^онизны с пот-элцла::а:.'1, расглз£л2 «а бескоагчностз, 

£=1Г5-, га.'.й^тътотаед оси£д..:л-":р^ -

; .Tndci:-ssoTpauaT6;iiai.. оагдооогтрш-хёкньШ д5Еэ1ерэшзадьяый гллтл-

г:г<2с:сс'. ;-=ратор над KOKoat'.TUiist ргаансгьгл кгогообргзгза. 

Крскз таге, ;'~3i vr-:T3pecHK ка:: -братане к компактны.!. Уз показем, 

:^зо.зг?кго.: г ;.С.€ - » о . : : ; з ; ; .алдвтся :с2?л-:'-'-;-р::сгггебСК2:.! для 

потного линейного .-сдг-зогл>-р£-.--£? а гильсертсзом пространстве. 

Теорема 3 . 

Пусть О ё У1? -плотное лгне2ной подмногообразие з "JC 
Горда лгйо эсе замкнутые олерагорн с областью определения О , 
для которых Р(т)1$ имеют компактную резольвенту, лзбо ни 
O.I/M 2 3 нтзтг. 

Доказательство 
Довааэк сначала утзервдешш теоремы для самосопряжённых на-. ". • 
отрицательных операторов. Пусть Л , 3 -такте операторы и о л о = 

\i>(6)-i> • Иг леыиа 2 следует, что S 4 -ограничен и А В -огра- • 
ничен, т.е. ir o.tA,c, </ь-о / Vu^O 
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U&u И * Al/ult * £ if/tit/ 
(23) l/Ачц S С/run * el»Bull 

Пусть теперь а, 4 -симметричные формы, соответствующе опера
торам А , & • Тогда ё а-ограничена л а. ^-ограничена, 

ь(*)*ы*У-ь* /г,'. 
Рассмотрим теперь следующие семейства: 
С/» А*ЛВ, СА*А*А£, С* - ё + Ая, С4 - Q+AA 
Операторные семейства С/, С^ - Ц ) - Г О Л О Ш Т Й Е Н соответственно в 
5 = <fltu */eJ , s'4 {M**/J} Ш теореме 3. Семейства 
форм <^,С/ -(а)-голоморфна по крайней маре для УХ/йкМо , т.к. 
в этом случае /а,л4 секторзальны и, следовательно, применила 
лемма Э. Таким образом, они порогдавт СBi-голоморфное семейство 
операторов, которые :«щ обозначал черйз Сх , С/ . 
Пусть теперь А икеет компактную резатьвенту. Тогда Y»t$ опе
раторы £/ пкежт кжатактнуэ резольвенту по ггзэстнсй творег.-s о 
(к)-голоморфных семействах /I/. Далее, для V/. ь ( о , </£-\Сц'С, 
т.к. с каждой секториальяой форко;': ассспггрсва.: CJSS г телекс 
одкн м-секторяальньй оператор. Следовательно, все операторк из 
(В)-голоморфного семейства С( гмгпт компактную резольвенту по 
соответстзулщза теореме для (Ю-голсморлнщ; семейств. 
Выберем теперь Л* i R+/•*&,<%. Таг: как оператор С{,*МС%, , 

то <?,<, егмосопряге'н вместе с СЛ_ по теореме 4. Сяедозательно, 
оглть С(*С^ но крайкек мере для достаточно большее AiR+ , 
т.е. С, г с^д имезт для таких .4 компактнуэ резольвенту. 
j Тогда я В такзг имеет компа-.тнуа резольвенту, т.к. S ' С7~ 
!-(А)-голоморфному семейству. 

Распространим теперь доказательство на обзрй случа.':. Хадпкй 
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оператор Ts ё(ж) допускает представление в виде 7"» UtTl , 
где /Г/ -самосопряаённый неотрицательный оператор (модуль Т ). 
причём C>(ITQ* 0(Т) , xrulOTOwuLlT) , а (/ -частично азомет-
)рачный оператор из ЯОг/) Б Я^Г.) /I/. Доказательство теоремы 
завершает следующая лемма. 

Лемма 12 
Пусть Т£Ь'№), Р(?)фф . Резольвента оператора Т компактна 

тогда 2 только тогда, когда компактна резольвента /Т/ . 
Доказательство. 

1. ,er/j)=-s„f*-0 , ys*>(r) 

Оператор С =• (T-f)/(A* 7*т) «f 3("W? 7 /'£'•' И*/«у/ 
Следовательно, 7*Г имеет компактную резольвенту. Но 1П = С"г*т')г 

z также пмее? компактную резольвенту по тзорегле о квадратном 
корне /У. 

2. Utrl (f) е &=ЫГ) , VJZ РС'~0 . • 
Зыберем некоторое y*Pft), тогда м*1(т-$) * /vui(/r-i/')= 0, 

следовательно, &('r-j>= /?{7r-j/)« "**• • s э т о м случае 
оператор Ц в разлоаекии r-j и С/,/r-j / унитарен. 

Поскольку l/*i&(-K), то eT{i) 6-B.(vc) , если «/ Г_^Ч>£ 
5« fl^O • Как было показано выше, последнее 

следует из RiT/f})e B>*(ic) • 
Замечание 5 

Пусть подмногообразие Ь в >С обладает сх-свойством. Тог
да в "К есть ещё много подмногообразий, ассоциированных с Ъ , 
которые такне обладают СЛ -свойством. Например, если те £(iQ , 
Р(т)*0ж 0(г)'й, то ЬСТ") «-подмногообразие; для любой фущщии 
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| F , такой, что оператор £(пр неограничен, ОМ>г/})ев-подмвого-
(обрааие; далче, ^SеВСЮ/s't&Сх),й^т^ «.-поданогообразие/9/. 
IОтметим также, что ел -подмногообразия легко отроить явно (ок. 
1 пример 3 из разд.3). Подробному рассмотрению свойств операторов 
о компактной резольвентой будет посвящена отдельная работа. 

8. Заключение 
Мы показали, что теоремы устойчивости замкнутости, самосопряжён

ности, свойства порождать кваэиогранкченную полугруппу, свойства 
иметь компи-.тнуш резольвенту для относительно ограниченных возму
щений, легко переносятся на случай с-регуляршх возмущений. Тал 
как область с-регулярности не обязатг.-пдо является малой окрест
ностью нуля, доказанные теорега устойчивости позволяют, в принци
пе, получать непертурбативкне результаты. Однако для этого Н/ЕШ.1 

кЬЬектиБкае критерии с-регулярности. Одик такой критерий, связан
ный со свойством замыкаемости, обсувдался выше. Поскольку боль-" * 
ЖИНСТЕО встречающихся в приложениях операторов замыкаемы, этот 
критерий не слишком ограничивает класс доступных возидацении. В 
некоторых конкретных задачах выполнение условий с-регулярности 
можно проверить прямыми вычислениями. 

Автор пользуется случаем выразить свою признательность В.Е. 
Шестопалу за интерес к работе и многочисленные полезные обсуж
дения, а такке М.В.Степановой за помощь в редактировании ру
кописи. 
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