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Доказано, что для каждой гочнорешаемой в методе факториза-

ции Инфельда-Халла задачи Штурма-Лиувилля существует ассоции-

рованная с ней квази-точнорешаемая задача с известными /1/

первыми состояними. Эти задачи содержат несколько свободных

параметров и известные собственные значения образуют N -лист-

ную риманову поверхность, отделенную от остального спектра.

В пределе /*/-+• <=**=> происходит расплетение собственных

значений и возникает точнорешаемая задача.

SEECTRAL RIEMANW SURFACES OF STURM-LIOUVILbE OHT,BATORS

AND QUASI-EXACTirr-SOLUBLE PROBLEMS

I t is shown that there exists for each exactly-soluble

problem (in sense of Infeld-Hull factorization method) the

associated quasi-exactly-soluble one, for which the f irst

K-th eigenstates are known exactly. These problems contains

some free parameters and the first N-th states form the

N-sheet Riemanian surface, which i s separated from the whole

spectral, infinitely-sheet - Riemann surface. In the limit

N —t- o-=> the plaited eigenvalues are unplaited and the

ordinary exactly-soluble problem appears.

Рис. - , слисок лит. - 10 наим.

(С) Центральный научно-исследовательский институт информации и технико-
экономических исследований по атомной науке и технике (ЦНИИатоминформ). 1 9 8 7



В этой работе йтроятся одномерные операторы Шредингера,

зависящие от параметров, у которых несколько собственных функ-

ЩЕЙ и собственных значений могут быть найдены либо явно, либо

с помощью решения алгебраического уравнения. Эти собственные

значения сплетаются, образуя конечнолистную риманову поверх-

ность, полностью отделенную от бесконечнолнстнов римановои по-

верхности остальных состояний. В пределе бесконечного числа та-

ких собственных значений возникают точнорешаемые в методе фак-

торизации '~У задачи, для которых спектр полностью расплетает-

ся.

А. Рассмотрим в L^(M ) задачу на собственные значения для

одномерного оператора Шредингера

* - С + \f(x). (I)

/о/

В работе '*' в рамках квазиклассического приближения для потен-

циала У(х) = j x
z
 + /* было показано: что: I) собственные

значения как функции параметра % имеют бесконечное число

комшгексно-соцряненных корневых точек ветвления, сгущающихся &

бесконечности по лучу ола ̂  « тг ; кавдая особенность отве-

чает пересечению собственных значений; 2) собственные значения

одинаковой четности образуют единую риманову поверхность;

3) интеграл от квадрата собственной функции в особенности обра-

щает в нуль и возникает жорданова клетка. Некоторые строгие ре—



/3/зультатн по этому поводу получены Саймоном
 / w

 , а положения

первых ветвлений бнли найдены в недавнем численном расчете

Сделаем преобразованже '
5
'

где t> -функция, содержащая минимальным образом информацию о ну-

лях (например, в простейшем случае р -полином степени п. ,

имещий п. действительных корней, когда щется к-я собствен-

ная функция). Полагая ч - f'M • долучаем из (.1) с учетом

(2):

2

Рассмотрим теперь конкретные случаи.

яд Морза» Возьмем

= -а.&//>(-их) +j>
t
 с ех/>/^х) (4)

и рассмотрим сначала случай р = I, Подставляя (4) в (3), по-

лучим

(5)

Таким образом^ потенциале (5), зависящем от параметров & ,

0 t С f оС , известно одно собственное значение, являющееся

однозначной аналитической функцией по переменным & , Ь , С *

01 ж отделенное от остального спектра. При выбранных значе-

ниях параметров мы получаем таким образом растущий при

/х/ -* о*» потенциал ж основное состояние, т.к. собственная

функция убывает ж положительна. Тедерь возьмем уэ«



z параметр А будем определять из условия отсутствия особен-

ностей при действительных X Б потенциале (см. (3) ) . Тог-

да из (3) возникает добавка к потенциалу (5)

их) (6)

е - б?- ьг f
j

]/z,
где знак плюс отвечает нижнему (собственная функция положитель

на при конечных X ), а знак мянус - первое состоянию в лотен

циале (5) , (6) . Эти собственные значения сплетаются, образуя

дзулистнуи риманову поверхность с ве?5лекгяз,га в точках [и+1ь) -

— i^iVac. 1 . Легко доказать, что когда ь= e.xbL//,ix) у-

^ А1 £//>/-^V-^rfУ7 + .. i + <4у , го условие сократимости в

(3) приводит к

(7)

для которого первые У собственных значений могут быть най-

дены как решение алгебраического уравнения А/ -2 степени. Иожно

показать, что это уравнение дается детерминантом якобиевой мат-

рицы размера tf X N . Они образуют N -листную риманову по-

верхность. Предел //-*• <х> в (7) при подходящем выборе за-

висимости от N параметров отвечает с = о. При этом спектр

расллегается и возникает известный точнореааемый потенциал Мор-

за.



4

З» Обобщенный потенциал Дешля-Геллера. Рассмотрим

Подставляя (8) в (3) држ р = I , получим

)"о - 2ас - а г - о<с̂

v; - - i*^2 - c(w2)d** c
l
^w

 C9)

И, следовательно, в яогенгщале (9) известно одно собственное

злачекзе, отделенное от остальн

нгкает дооавка к Естенциа^гу (9)

лачекзе, отделенное от остального спектра. При Ь = т£ ̂ х Б 0 Э

отвечающее первому состояьшо в спектре (9), (10),, Отметим, что

возкжкшае потенциалы четны н поэтому римановы поверхности чет-

ных и нечетных состачнай разделены. Когда р ~ i^U/. + д , до-

бавка к (9) равна

V = -

q

Л cki«*l

При р= iUx f^
z
alx +A) добавка к (10)



Ситуация отличается от описанной в п.1 только тем, что два

уровня одинаковой четности образует двулистную поверхность.

Когда p
s
 £k л*+ \ + •-. + возникает

Vk~~
/ /г\ состояний четностидля которого известны первые /

(-1) . Они сплетаются, образуя К -листнув риманову поверх-

ность. При к -*• о-о происходит расплетение, С = 0 и

возникает точнорешаемый потенциал Пешля-Теллера*

3. Обобщенный гашонический осциллятор. Возьмем, следуя
/6-8/

ч* (II)

Состояния разной четности в силу четности возникавших потенциалов

образуют две раздельные риыановы поверхности. При р = 1

-*)*
г

 /
 > о = Ь , (12)

а при

Когда

Когда

(13)

= x
l
i*/4 . добавка к (12) равна \4

г
«-гах* ж

Y()I*-+A) , добавка к (13) равна

S b t
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Как и в предыдущих случаях , A
f i
 ж У

1
 ̂  образуют двулист-

ные римановы поверхности с ветвлениями в точках Ь- ± i't/ВГ и

Ь- ±«'>/бГ , соответственно. Когда ^*xV^x*"V...*-^

возникает потенциал

для которого известно А/* [ AJ + 4 состояний четности (-1) .

Каждое 
t̂
- содержит (ft-4) пару корневых точек ветвле-

ния, отвечающих пересечениям с собственными значениями из это-

го семейства. Предел fc-» — » соответствует a = О,

спектр расплетается и возникает точнорешаемый потенциал.

Б. При рассмотрении аналогичный способом радиальной частж

с/ -мерного оператора Шредингера со сферически-симметричным

потенциалом У {г) и весовой функцией f(f) возникает уравнение

^(zi.J-ty - f -f

где t - угловое квантовое число, равное степени соответствую-

щего гармонического полинома (задача рассматривается на полу-

оси (0, <=>° )).

/ а I. Аналог ( И ) :

Потенциал с первыми N сплетенными собственными значениями

В пределе /V-* **** я.» О, спектр расплетается ж возникает
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известная точнорешаемая задача (см^напр./ ', с. 158).

о. Обобщенная кулоновсдая задача I. а - любое. ^ * г "

Возьмем

сг~*. (14)

Случаю р = I (основное состояние) отвечает потенциал

в котором нижнее состояние с ?
0
 =• 0 отделено от остального

спектра. При р -f+A добавка к(1о) ^ = -ib » а собст-

венные значения

образуют двулистную риманову поверхность. Сплетению И состоя-

ний отвечает добавка к (15) Vy= - 2 У Ь . При Ь = О проис-

ходит расплетение и возникает точнорешаемый потенциал Кратцера

(см. ' ', с.157), являющийся обобщением кулоновской задачи.

6. Обобщенная кулоновская задача II. d - любое. р = г "
г
 .

Возьмем

=• л +cr"
A
 ^hr-

2
-. (16)

Потенциал основного состояния ( р = I):

" V (17)

ж > „ = 0. При р *Г+А добавка к (17) V
fv
*-2ОГ'

1
 и

возникают



образующие двулистную риманову поверхность. Сплетению /\/ сос-

тояний отвечает добавка У^^-г^Ыг"
1
 .При Ь = О происходит

расшгегение и возникает потенциал Кратцера (см. л.5).
—ОС

7. Обобщенный потенциал Морза II, d =I,p = е" . Возьмем

Потенциал, отвечающий данному ч с А/ первыми сплетенными состоя-

ниями.

Волновые функции имеют вид

41 -p
При С =0 спектр расплетается и возникает потенциал Морза.

8. Обобщенный потенциал Морза III, d =I, J> = в . Возьмем

ВозникающиЁ при таком выборе потенциал с А/ сплетенными уровнями

(is)

Этим уровням отвечают волновые функции

С

Как и в предыдущем случае
т
при С =0 происходит расплетеняе уров-

ней и возникает потенциал Иорза.

9. Обобщенный потенциал Дедия-Тедлера II, d -I
t
J> = ск'

г
ы.х .

Возьмем IJI%. ±L ^ы

Поскольку в задаче шюется симметрия х-»-л , то сплетаются сое-
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таяния с одинаковой четностью. Потенциал с // сплетенными первы-

ми уровнями четности (-1)

где //=/"%] И . Волновые функции этих состояний

fc
При Ь =С уровни расплетаются и возникает потенциал Яешля-Теллера.

Отметим, что потенциалы, описанные в пл.5-9, допускают Z H -

терпретадию на языке стандартной спектральной задачи (I). Тле-

ется семейство из А/ потенциалов, связанных друг с цгг/vo:.: ана-

литическим продолжением по параметрам, для которых с -е состояние

i -го потенциала ( '• =1,2,,.. V ) алеет одну к ту лее энергию.

Утверждение. Не существует других потенциалов в классе полиномо?

от X г либо от г , г"
4
 , либо от с̂ л;-̂  , с ^ х , либо от € "",

для которых применима описанная выше процедура построения

состояний.

Для ранее исследованных точного решаемых на уровне .гиффереяци-

ального з
г
р£знения задач сплетается к;5ддое собственное значение с

каждым (смУ 'и ссылки в ней). Для .очнонерешаемых задач, нахож-

дение спектра которых сводится к решению трансцендентных уравне-

ний, имеются собственные значений, которые не сплетаются (см.
:̂
апр.

3

' , где к -й уровень сплетается только с (it—i) и (k-**) уровнями).

В случае точнорешаемых задач спектр полностью расплетается и уров-

ни не пересекаются. Для квазиточнорешаемых задач отфакторизовывает-

ся часть спектра, сплетенная внутри себя и несплетенБая с осталь-

ным спектром. Штаясь проклассифицировать спектральные задачи,

введем символическую, симметричную матрицу Т , в которой Тц



го
при сплетении i -го к к-го состояний и 7:^=0 при отсутствии спле-

тения. Тогда можно сформулировать следующую

Г и п о т е з у об и е р а р х и и спектрально задач:

1. .Идя точнонерешаемых на уровне дифференциальных уравнений зч-

дач матрица Т не имеет нулевых матричках элементов;

2. Для точнонерешаенмх задач, долускакщих сведение к трансцендент- i

уравнениям, существуют Т^ =0; I

3. для кзазиточнорешаемкх задач 1 имеет 5ГОЧЕ>ТЮ структуру ад&ль I

глазной даагоналк; если известно одно ила два зозбуяденннх со- j

стояния, то возникает блочная структура общего вида; \

4. для точнорешаешх задач матрица Т даагокальна. i

Сделаем два замечания. Во-первых, когда исходный гамзкътонй- !

ак обладает группой симметрии, то данная гипотеза относлтся J: СО-

СТОЯНИЯМ с определенной симметрией. Во-вторых, данная гипотеза

относится только к одномерны?/, и сферически-симметричным задача.';:.

3 заключение, хотелось бы выразить глубокую благодарность

К.А.Тер-Мартиросяну, А.Г.Ушверидзе и, особенно, М.А.Шубину за

полезные обсуждения и интерес к работе.
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