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I. INTRODUCTION

La question motivant ce travail est cells de savoir si I1 on petit

etendre, en codimenslon H ^ 2, l'etuds [2] faite par D.E. Blair, P. Verheyen

et L. Verstraalen stir les hyper surfaces H n (n ^ 4) de l'espace

euclidien ]Rn+l veriflant la Sk..*tf-condition ou la *fi.jL-condition.

Nous disons qu'une sous-variete H n de codimenslon N J, 1 de JR

3atisfait la 9t."tf -condition [resp. la f̂i .4-condition] si son tenseur

de courbure rieisannienne 9*. et son tenseur de courbure conforme de Weyl

•fi verifient, poar tous champs X, Y € TM:
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ABSTRACT

In 1984, D.E. Blair, P. Verheyen and L. Verstraelen

studied (cf. [2]) hypersurfaces of f n for the particular

case when they satisfy the St. "-condition or the TJJ.TL-

contiition. Our objective is to generalize this situation to

a higher codimension. More precisely, we consider the case

of dimension 4, and replace the condition of quasiumbilicity

in [2] by the conformal flatness. In this way, we construct

an example of 4-submanifold of E which is confoimally flat

at a particular point without being quasiumbilical. That

such submanifolds exist, was asserted without proof by

K. Cartasi in (31. Thus, we present another counter-example,

in addition to the one given in [4],
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[resp. 0]

ou Sfc(X,Y) et tS(X,Y) sont consideres comme des derivations.

En supposant la connexion normale plate, nous generalisons d'une part

le theoreme 5 de [2] en dimension n • 4 et en coditnension N 5, 2^d'autre

part la proposition 2 et le theoreme 3 de (2] en dimension n • 4 et en

codimension N •» 2. Cependant, nous remplacons la condition de quasi-

ombilicalite par celle de platitude de conforme (cf. Theoremes 3 et 4).

Cela nous amene a construire un exemple d'ijnmersion isometrique d'une

4-variete riemannienne dans E qui, en un point particulier, est

conformement plate sans y etre quasiombilicale (cf. contre-exemple S).

Voici nos resultats:

Theoreme 1

Soit f : H r ~* 1R une immersion isometrique de codimension

N dans ffi" , a connexion normale plate (n J. 4, N J, 1) .

II existe une famille {X™/l^i4n,l^a^N} de fonctions definifis

localeroent sur M, telles que les assertions suivantes soierit equivalentes;

(a) Mn satisfait la 51 .^-condition,

(b) Pour tous i,j,k,h mutuellement distincts (1 ̂  i,j,k, h ^ n),

on a:

0 "ijkh '

"ijkh a=l



Theorems 2

Soit f : M une N-codimensionnelle immersion iso-

metrique a connexion normaie plate dans ]R,n+N 4, N

II existe, localement en tout point de M, une faroille
^i^n) de fonctions te l les que:

M sa t i s fa i t la & .0L- condition si et seulement si., pour tous
mutuellement dist incts (1 ^ i» j , k •£ n) , on a:

et

(cik " cjk}*

N

2

p<q pq

Theoreme 3

4 6Soit f i M < • IR une immersion isometrique de codimension

deux et a connexion normaie plate dans K .

p~ si etAlors, M satisfait la ^L-©-condition en un point

seulement si:

ou bien (3,1): M est conformement plate en pQ (i.e. le tenseur de courbure

conforme de Weyl de M s'annulle en P n)"

on bien (3.2): M est cylindrique en p.. suivant une direction normaie

£,.; suivant la direction £,- perpendiculaire a £, et

normaie a M en p0> le tenseur de Ueingarten de H est

de la forme:

o o o
0 0 0

0 0 M3

0 0 0

0 "I

0

0 0 .

ou bien (3.3): il existe deux directions perpendiculaires £.

M en p n, suivant lesquelles les tenseurs de Weingarten

respectifs Ar et A, ont les formes suivantes:

£7 normales a

'1

0 0

0 0

0 0

0 k.

0 1
0
0
0

Theoreme

n4+NSoit f : H *-—• IR une immersion isometrique de codimension

N dans IR , a connexion normaie plate, N >t 1.

M satisfait la € .y(,

conforroement plate.

-condition, si et seulement si M est

Contre-exemple 5 (Comparer avec le No.3-5 dans [A], et 5 21 dans [3])

f,,.,.f,)Soit f " (f,,.,.f,) : IR '—* K 1'immersion definie par:

p o u r

x.,..,*^ sont les coordonnees canoniques dans IR , et IR est rapporte a

sa base canonique {Z^> • • • >^,^} •

La sous-variete (E ,f) est conforroement plate a 1'origine 0.

Cependant, elle n'y admet aucune direction quasiombilicale. Re plus, il

n'existe, au point 0, aucune direction normaie £, suivant laquelle le tenseur

de Heingarten de ffi a la forme:

aj 0 0 0

0 a2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

II. RAPPELS - FORMULES - LEMMES

Considerons une immersion isometrique f : M *—• W de

codimension N dans un espace euclidien IRn (N >, 1, n ^ k). Notons

respectivement S t - e t ^ ^ le tenseur de courbure riemannienne et le tenseur

de courbure conforme de Weyl de M. Pour tous X € TM, Y £ TM, designons

par X A Y l'endomorphisme de TM qui associe a chaque Z £ TM, l'element:

X A Y(Z) < Z,Y > X - < Z,X > de TM ,

representera le tenseur de Weingarten de f suivant £, Solent Rice

-4 -



et S respectivement le tenseur de Ricci et la courbure scalaire de

(M,<.,.>). Pour taut X £ TM, notons jft. le champ de vecteurs tangents
defini par: VZ £ TM,

^ • RIcc<X,Z) -

Rappelons l'expression de T> et l'equation de Gauss de Hi

Lemme 6

(a) VX.Y e TM,

(tj) l'equation de Gauss de H s'4crit pour tout systeme orthonormal

: i:lH et pour tous X,Y t TH:

• A, (X) A Ar (Y) + ... + At (X) A Ar (Y) .
'1 '1 V

Lemme 7 [L]

Supposons que la connexion normale de M soit plate. II existe,

localement autour de chaque point de H, un systeme orthonormal {e.1...len}

de champs de vecteurs tangents diagonalisant slmultanement les tenseurs de

Weingarten de M. Choisissons un champ local de reperes orthonormaux

<r,j.---.5N) de T-'-M. Alors, il existe une f ami lie {A*/l^a<N, X^l^n} de

functions definies localement sur M telles que, pour chaque couple (.i.,a)>

L ̂  i 4 n, 1 ̂  a >f N, on ait: A (e^ » '•"•ej.

Nous cieduisons alors les egalites sulvantes:

Lemme Jj

(a)

(d)

Pour tous i,j, distincts et 1 ̂  i, j .£ n on a:

yC e, ,ej - c.j • e. A e..

Kicc(e.,e.J

C
p<q

* p ) - a . • e, A e. , ou
" i ' e j ' VI 1 i

N

a-1

et

;i. . = c. . - -^r RLct<e.,e.) + Ricc(e.,e.)
VI VI I'"2 L 1 J J J J

-S-

En outre, rappelons le lemme suivant:

Lemme 9

W.Y.Z.W.T dans TMi

(a)

(b)

III. DEMONSTRATIONS DES TKEOREMES 1 ET 2

Sous les conditions generales du theoreme 1, nous utilisons les

lemmes 7,8, et 9 ci-dessus, pour ganeraliser dicectement le lerarae 1 ds [2]

comme suit:

Lemme 10

II existe localement une lamille {x"/l v < n ^ N , U < i ̂  n} de fonctions

telle que les quatre enonces suivants sont equivalents:

(10.1) Mn satisfait la St ."©-condition,

(10.2) 0 = c. '{a... - a..], pour tous i.j.k, mutuellement distincts,
ij IK JK

(io.3) o = c±i • Z^Q'i -
 Aj

pour tous i,j.k mutuellemEnt distincts,

(10.ii) 0 - c. • i» M k h. pour tous i,j,k.,h deux a deux distincts, ou

et a. . ont ete donnes au lemma 8, et in

Remarque 11

Par la meme procedure, nous montrons le theorene 2.

IV. PREUVE DU THEOREME 3

IV.1 On montre facilanent que les conditions (3.1), (3.2) et (3.3)

impliquent chacune la ^ .*S-condition.
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Rec i proquement, supposons la £2, -^-condition satisfaite en p-..

Four connaitre le tenseur de courbure conforme de Weyl de M ou la seconde

forme fondamentale de f, nous re'solvons, d'apres le theoreme 1, le

systeme de 6 equations a 8 inconnues A, , A~, A-, A, , u. . vi_, u,. u,
1 z 3 4 1 2 r_J 4

"1234

(12)
C24

1234

1324

1324 "

1423 ~

1423

4, on a

0

0

0

0

0

pose:ou pour l ^ l < j ^ 4 , l ^ k < ^ ^ j i ^

c.. - A.A. + n l U j i o.ljkh - (Xt - ij)(Xk - Xh) + (U. - U j ) ( U k - % ) .

Notons 0t.= {(i,j)/U K j s < 4 e t c ^ =• ̂ A + ^ u # 0}.

Pour resoudre le systeme (12), nous discutons sur le noiabre d'elements

de A ; nous obtenons, par un tres long calcul, les situations (3.1), (3.2)

et (3.3). Notons card (&•) la cardinality da A; 0 s< card Q. ^ 6.

Si card ft = 2, nous obtenons la situation (3.3). La situation (3.2)

est realisee, si card ft = 1. Si cardOt^"{l;2}, nous sommes dans la

situation (3.1). (Dans cette discussion, on supposera, sans restreindre

la generality, que Mi = 0 . et que de plus, (l,2)€Cl. si card(Cl) i 1.)

V. DEMONSTRATION DU THEOREME

V.I II est clair que toute sous-variete conformement plate verifie a

la fois la ̂ ..*C-condition et la ^ .^-condition.

V.2 Reel proquement, supposons la ^ Tjt, -condition satisfalte par M .

Pour calculer le tenseur w» de Weyl de M, nous devotis resoudre.

conformement au theoreme 2, le systeme de 12 equations a 8 inconnues

X1 A1 A1 A1 A2 A2 A2 A2
suivant: an"[ciir "" c<k^ ™ "' P o u r t o u s l»jik

deux a deux distincts et 1 ̂  i,j. k ^ 4. En discutant auivant le

nombre de couples (i tels que i < j et a, . I1 0, nous trouvons que

- 7 -

VI. EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES

VI.1 Ver i f i ca t ion du contre-axemple 5

On trouve t r e s sitaplement que:

1. 1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

a

0

0

0

0

-1

0

0

0

0

2+c/f

0 "

0

0

2 .

2. c 1 2 - 0 s - ! + *•* c 1 4 = 2

C23 ~ ~ 1 ; C24 " 2 ; C34 = 1 +

3- "1234 " U1324 " ^1423 * °

4. Cela implique que: a^, = 0, pour tous i,j distincts et

1 v< i, j ̂  4.

VI.2 Exemple 13

Pour tout entier naturel n >f 2, la variete Mn « S 2 x s" (prodnit de

de la 2-sphere S par la n-sphere Sn) canoniquement •immergee dans

IR satisfait la ^.&-condition. Cependant, elle n'est pas conformement

elle ne verifie pas la ~£f£ -condition.plate

VI,3 Contre-exemple 14

Soi t f - (f. , . . . , f 6 ) : IR «—•• ]R6 1 ' appHcat ion def in ie par:



r

(K.

l V

V pour

oil x^.-.jX^ sont les coordonnees canoniques dans TR t et TR est rapporte

a sa base canonique (£. ^6^"

Alors:

(1) (1R ,f) est une sous-variete qui ne verifie ni la ^,!£-condition,

ni la & .^.-condition en 0.

(2) Cependant, C, et £;, sont deux vecteurs norroaux k TR en 0, dont les

les tenseurs de Weingarten respectifs sont:

1 0 0 0 "\

0 2 0 0

0 0 - 2 0

0 0 0 -2 J

3 o o o ̂

0 4 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

VI,4 Contre-exemple 15

Soit f = (fl,...,f6) ]RD l'application donn^e pat:

pour

4 6
designent les coordonnees canoniques dans IR, et ]R est

muni de sa base canonique

non mils.

£, , . . . , X,, U, et sont des reels

.*-condition au point

et £ 2
 9 o n t d e u x

directions normales suivant lesquelles les tenseurs de Weingarten de f

atlmettpnt. reapectivement les representations raatricielles:

f est une Immersion qui ne satisfait pas la

0 <ie TR . Cependant, en ce point particulier, £

A l
0

0

0

0

A2
0

0

0

0

0

0

0 )

o •

0 ;

o j

"l
0
0

0

0

0

0

0

0
0

U3
0

0 i

0

0

o J
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