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ABSTRACT

In 1984, D.E. Blair, P. Verheyen and L. Verstraelen
studied (cf. [2]) hypersurfaces of £n+l for the particular
case when they satisfy the Q.‘e-c‘ondition or the ai'
condition.  Qur objective is to generalize this situation to
a higher codimension. More precisely, we consider the case
of dimension 4, and replace the condition of quasiumbilicity
in [2] by the conformal flatness. In this way, we consttuct
an example of 4=submanifold of IEﬁ which is confoimally flat
at a particular point without belng guasiumbilical. That
such submanifolds exist, was asserted without proof by
E. Cartan in (3], Thus, we present another counter-example,

in addition to the one given in [4].
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I. INTRODUCTION

La gquestion motivant ce travaill est celle de savolr si 1'on peut
étendre, en codimension N > 2, 1'étude [2] faite par D.E. Blair, P, Verheyen
et L. Verstraelen sur les hypersurfices M' (n ) 4) de 1l'espace
euclidien R™ vérifiane 1a SR €-condition ov la 'e.i-condition.

Nous disons qu'une sous-variété M" de codimension N %1 de IRM'N
satisfait 1a Q.'e -condition [resp. la Gﬁ-condition] si son tenseur
de courbure riemannienne Qo et son tenseur de courbure conforme da Weyl

¥  verifient, pour tous champs X, Y € TM:

AXYNE) = 0 [(resp. GEVE =01

oft d(x,y) et ‘G(K,Y) sont considerés comme des dérivations.

En supposant la connexion normale plate, nous généralisons d'une part
le théoréme 5 de [2] en dimension n = 4 et en codimenslon N 3 2,d'autre
part la proposition 2 et le thdoréme 3 de {2] en dimension n = 4 et en
codimension N = 2, Cependant, nous remplacons la condition de quasi-
ombilicalité par celle de platitude de conforme (cf. Théorémes 3 et 4).

Cela nous améne & construire un exemple d'immersion isométrique d'une
4-variété riemannienne dans ]Hﬁ qui, en un polnt particulier, est

conformément plate sans y &tre quasiombilicale (cf. contre-exemple 5).

Voici nos résultats:

Théoréme 1

Soit f : M" c=a '.IR“+N une immersion isométrique de codimension

N dans ]Rn+N. 4 connexion normale plate (n 3 4, N 3, 1).

Il existe une famille (A:’/Is‘l&n,l(u{ﬂ} de fonctions définies

localement sur M, telles que les assertions suivantes soient égquivalentes:

(a) M?  satisfait la G .&-condition,
(b) . Pour tous 1i,3,k,h mutuellement distincts (1 ¢ i,j,k, hg n),
on a:
N
\ " a a
Q = ci_j . mijkh , ot €y = QEZI: Ai Aj

N
et wigy = Z(Af - )\(;)(X: - ,\ﬁ) .

a=1



Théoréme 2

ntN

Soit f : M"e— R une N-codimensionnelle immersion iso-
"Ny s, Ny

métrique A4 connexion normale plate dans IR
Il existe, localement en tout point de M, une famille
{,\c;/i§a\<N,1(i$n} de fonctions telles gque:
M satisfait la .g .9,— condition si et seulement si., pour tous
i,i,k mutuellement distincts {1 £ 1,j, k € n}, on a:

N
_ . _ . E &, ,a
Q0 = agy (Cik C_‘]k)’ ol cij = - A Aj
1 2
et a,. = o, - =—=x .t + ' -
ij Cl] n-2 [S#Z;: Csi ; ctj ] n-1}(n-2 ;" c:pq

Théoréme 3
. 4 6 R : . . s
Soit f ¢+ M~ IR une immersion isométrique de codimension

deux et a connexion normale plate dans IR6.

Alors, M satisfait la d..g-condition en un point Pgs 5i et
seulement si:
ou bien (3.1): M est conformément plate en Pg (i.e. le tenseur de courbure

conforme de Weyl de M s'annulle en pO)’

ou bien (3,2): M est cylindrique en Py Suivant une direction mormale
Elz suivant la direction F‘Z perpendiculaire a El et
normale & M en Pg» la tenseur de Weingarten de M est

de la forme:

Q 0 0 0
0 4] Q 0

AEZ = 1} 0 l-l3 o » QU H3I1A # 9,
0 0 ¢} M,

ou bien (3.3): il existe deux directions perpendiculaires £y et & normales a

M en Pg> sulvant lesquelles les tenseurs de Weilngarten

respectifs AE et AE ont les formes suivantes:
1 2
)\1 0 0 0 o 4a a a
0 0 4] 0 0 Ho o 0
Ay = s At 0 0
gl 0 0 0 0 Ez 0 Hq
4] 0 4] A 0 0 0

Théoréme 4

4+N

Soit f :+ M = T une immersion isométrique de codimension

N dans IRMN. a connexion normale plate, N 3 1.

MJ' satisfait la g.a-condition, si et seulement si MA est

conformément plate.

Contre-exemple 5 (Comparer avec le No.3-5 dans [4], et § 21 dans [3])

Soit f = (fl,...fﬁ) : B e ]R6 1'immersion définie par:

(xl}z + [-1 +25/g) (x3)2 . (z +25 5 (xd)z

£y, eax) = 2P - L ap? 4 (2

Lo+ ol

fl(xl""'xl&) =

fk+2(x1....,x4)=xk, pour 1 kg4, o =11,

Riveea¥y sont les coordonnées canoniques dans 1}14, et ]R6 est rapporté a
sa base canonique {51, Ve ,56} .
La sous-variéte (IR[‘.f) est conformément plate a l'origine 0.

Cependant, elle n'y admet aucune direction quasiombilicale. De plus, il

n'existe, au point 0, aucune direction normale £ suivant laquelle le tenseur

de Weingarten de R4 a la forme:

310 0 0
0 3 9 00, i aa, £ 0
00 0 0
0 0 o0
II. RAPPELS - FORMULES - LEMMES

N

Considerons une immersion isométrique f : M® s ]Rn+ de

codimension N dans un espace euclidien ]Rn+N (N3, njad Notons
respectivement R,ete le tenseur de courbure riemannienne et le tenseur
de coutrbure conforme de Weyl de M. Pour tous X € TM, Y € TM, designons

par X A Y Y'endomorphisme de TM qui associe A chaque 7 € TM, 1'élement:

XAa¥(Z) = <Z,YD>X-<Z,X>Y de TM,

FPour chaque £ € TLM. A

représentera le tenseur de Weingarten de f suivant £, Soient Ricc

ot <.,.> est la métrique Induite sur M. e




et 5 respectivement le tenseur de Ricci et la courbure scalaire de

(M,<.,.>). Pour tout X € TM, notons  NX le champ de vecteurs tangents
défini par: ¥Z € TM,

= A . 8 XZ>
oon = gy R - Ry -

Rappelons l'expression de ‘e et 1'éguation de Gauss de M:

Lemme 6
(a} vX,¥ € TH,
‘Q(X,Y) = ij,Y) - (.,\fx)mr - xA(JY)
(&) 1'équation de Gauss de M s'écrit pour tout systiéme orthonon}ral

{Eu,’l\(_u{N} [~ TJ'M et pour tous X,Y & TM:

X,Y) = .
Bix,Y) AE!(X) A AEI(Y) + + AEN(X) A AEN(Y)

Lemme 7 [1]

Supposons que la comnexiocn normale de M soit plate. I1 existe,
localement autour de chaque point de M, un systéme orthonormal {el""'en}
de champs de vecteurs tangents diagonalisant simultanément les tenseurs de
Weingarten de M. Cheisissons un champ local de repéres orthonormaux

i :

{y..-.,6y) de T™M.  Alors, ilexiste une famille {A:/l‘a‘N. igign} de
fonctions définies localement sur M telles que, pour chaque couple (i,a)s
. a
lLgign, 1&ogN, onait: AEu(ei) = Ai-ei.

Nous déduisons alors les égalités suivantes:
Lemme 8

Pour tous i,j, distincts et 1K i, j&n on a:

(a} ﬂ(ei.ej) = c., e, Ae,

ij i j
(b) Ricc(ei,ei) =D L Cgyr
: s#i
Ricele,,e,) =0
1]
() 5 = ZE ¢
piq Bq
(d) \@(ei_ej) = aij ey A ej, ol
N o
(:..=§ A", et
1] 1 J
a=1
a,, = oo, - L1 Ricee, e ) + Ricle,,e ) | + 3
i i n-2 i*7i 3’3 n-1)in-2

En outre, rappelons le lemme suivant:

Lemme 9
¥¥,Y,Z,W,T dans T™:
(a) R X1 CEZ,WT = AE Bz, WT) - B2, W) (XK, VT
- C(h(x,Y)z,W)T - C2, 90X, Y)W)T

(b) € x0T = CEDEE,Wn - Rz, (@,
- R (K ZWT - Rz, BX,YIWT

IIL. DEMONSTRATIONS DES THEOREMES 1 ET 2

Sous les conditions générales du théoréme 1, ‘nous utilisons les

lemmes 7,8, et 9 ci-dessus, pour généraliser directement le lemme 1 de (2]

comme suit:

Lemme 10

Il existe localement une famille {Aui'/l § a g N,1g1gn} de fonctions

telle que les quatre énoncés suivants sont équivalents:

(10.1) M" sattsfait la S€ @ -condition,

(10.2) 0 = cij -[aik - a‘k]’ pour tous 1,j,k, mutuellement distincts,
N
o a [»3 a
. - . - A -3l - A
(10.3) 0 = ¢y GZ:;(M 1) (g ;\' :)
tgL{1,].k}

pour tous i,j,k mutuellement distincts,

(10.4) 0= Cyy T Wiygnr POUT tous 1i,j,k,h deux Z deux distincts, ol €y
a al ,a a
sté or =D E %Al - .
et aij ont été donnés au lemma 8, et wijkh 2 (Al J)( K Ah)

Remarque 11

Par la méme procédure, nous montrons le théorame 2.

IV. PREUVE DU THEOREME 3

Iv.1 On montre facilement que les conditioms (3.1}, (3.2) et (3.3)
impliquent chacune la a.‘e-condition.

B T, —



Réciproquement, supposons la Q.‘G-condition satisfalte en Py
Pour connaitre le tenseur de courbure conforme de Weyl de M ou la seconde
forme fondamentale de {, nous resclvons, d'aprés le théoréme 1, le

systeme de 6 équations a 8 inconnues Al. 1\2, A3, A&‘ Hie Mgs Mg My

suivant:
ez " ¥a3s = 0
Cap " W3y = O
S13 " Wgps =9
(12) ) =
C24 " Y1324 0
©14 T 423 T 0
©33 " ¥4z = 0

cipowr 1&1<jL4,1£k<hg4, ona posé: )\i*)\i. ui"lf,
Siq = Aghy t o ey = (y - Aj)(kk S A+ - uj)(uk -y
Notons Q= {(i,j}/1gdi < jg4 et eqy " Aikj + MyMy # 0}.

Pour résoudre le systéme (12), nous discutons sur le nombre d'éléments
de a; nous obtenons, par un trés long calcul, les situations {3.1), (3.2)
et (3.3). Notons card (8 1Ia cardinalité de &; 0 & card & & 6.

5i card@ = 2, nous obtenons la situation (3.3). La situation (3.2)
est réalisée, si carda= 1. Si card9.¢{l;2}, nous sommes dans la
situation (3.1). (Dans cette discussion, on supposera, sans restreindre

la généralité, que u; = 0, et que de plus, (1,2)EQ =i card(@) 2L

V. DEMONSTRATION DU THEOREME 4

V.1 I1 est clair que toute sous-variété conformément plate vérifie a
la fois la R € -condition et la ~e-a--conditim'n.

V.2 Réciprogquement, supposons la "ea-condition satisfaite par M .

Pour calculer le tenseur \g de Weyl de M, nous devons résoudre,
conformément au théoréme 2, le systéme de 12 équations & 8 inconnues

1 1,1 .1 .2 2 .2 .2 . . . -

Al Az, Ags )\4, Al’ A3s Az, A, suivant: aij [cik cjk] 0, pour tous 1,3,k
deux a4 deuxdistincts et 1.4 4,j, kg 4. En discutant sulvant le

nombre de couples (i,j) tels que i < j et aij % 0, nous trouvons que

€-o.

VI, EXEMPLES ET CONTRE-EX#MPLES

VI.1 Vérification du contre-exemple 5

On trouve trés simplement que:

1. ( 1 Q a Q
1] 0 0 0
Ai’; =
i 0 0 ~14/5 D
Lo 0 0 24e/5
(0 G [ G
4] 1 0 0
AE =
2 ¢} Q -1 4}
0 0 Q 2
\
2. 2 = 0 c13=-1+€.v/'5'; C1A=2+E'/5.;
€hq = "li ey, = 23 c34=l.+e\/§.
3. “1236 = “1324 T “1a23 < O
4, Cela implique que: aij = 0, pour tous 1i,j distincts et
1§14, §g4.

VI.2 Exemple 13

Pour tout entier naturel =n 3 2, la variété M2 z

= §° x 8" (produit de

de la 2-sphére 52 par la n-sphére s™) canoniquement dmmergée dans
n+4
R

plate; elle ne vérifie pas la ‘e* -condition.

satisfait la Q."e-condition. Cependant, elle n'est pas conformément

VI.3 Contre-exemple l4

6

Soit f = (fl"“‘fs) : Riem R 1l'application définie par:



(xl)2

. 2 . s 2
fl(xl""’xi‘) = 2 + (xz) (x3) (xa)
. 3 2 2
fz(xl....,xa) 3 (xl) + 2(x2)
fk+2(x1,....xa) = X pour 1l gkg4
ol X 1+-+1%, sont les coordonnées canoniques dans Iﬂb, et ]'R6 est rapporté
4 sa base canonique (El.-..,Eﬁ)-
Alors:
4 P
(1) (R",f) est une sous-variété qui ne vérifie ni la R -condition,
ni la g.i—condition en 0,
(2) Cependant, 51 et gz sont deux vecteurs normaux & ]Rl' en 0, dont les
ies tenseurs de Weingarten respectifs sont:
1 0 0 o0 3 o a o
A 0 2 0 0 ’ A = |0 & 0 0
1 0 0 -2 o &2 0 0 o o
0 0 o -2 0 0 a 0

V.4 Contre-exemple 15

Soit f = (fl"“’fﬁ) ]R{'—--v IR6 1'application donnée par
A A
_ 2 2 2
fl(xl,.._..xa) = 5 (xl) + -5 (xz)
fo(%y s sk, ) Lot + L
207 4 271 2733
fk+2(xi""’x4) = X pour lgkgd ,
el K. x, désignent les coordonnées canoniques dans ]Rl', et ]R6 est
rnuni de sa base canonique {51,...,56}; Al' ,\2, uy et My sont des réels

nen nuls.

f est une immersion qui ne satisfait pas la a..f-condit'lon au peint
0 de ]Rb. Cependant, en ce point particulier, E‘l et E, sont deux
directions normales suivant lesquelles les tenseurs de Weingarten de f

admet tent respectivement les représentatiocns matricielles:

A 00D 0 wp 0 0 0

0 A 0 0 4] 0 0 0

A = z N A = 0
Ey 0 g 0 0 £y 0 Hy

] o o 0 0 ¢ 0
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